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Классификация градиентно-подобных
потоков без гетероклинических пересечений

на четырехмерных многообразиях

В работе рассматривается класс градиентно-подобных потоков без гете-
роклинических пересечений, заданных на замкнутых многообразиях раз-
мерности четыре. Мы показываем, что для таких потоков проблема пол-
ной топологической классификации сводится к комбинаторной задаче раз-
личения специальных оснащенных графов, описывающих взаимное распо-
ложение инвариантных многообразий и действие потока на блуждающем
множестве. А именно, потоки топологически эквивалентны тогда и только
тогда, когда их оснащенные графы изоморфны. Используя полученный
комбинаторный инвариант, мы предъявляем алгоритм построения канони-
ческого представителя каждого класса топологической эквивалентности и
описываем топологию несущего многообразия.
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§ 1. Введение и формулировка результатов

В настоящей работе решается проблема топологической классификации
градиентно-подобных потоков (гладких структурно устойчивых потоков с ко-
нечным неблуждающим множеством), заданных на замкнутых многообрази-
ях размерности четыре. Классификация динамических систем Морса–Смейла,
к которым относятся градиентно-подобные потоки, имеет долгую и богатую ис-
торию. Исчерпывающее изложение имеющихся на сегодняшний день результа-
тов по этой тематике можно найти в обзорах [1], [2] и монографиях [3], [4]. Как
показывают недавние работы [5]–[8], размерность 4 для градиентно-подобных
потоков является переходной. С одной стороны, градиентно-подобные пото-
ки на таких многообразиях могут иметь дико вложенные замыкания двумер-
ных инвариантных многообразий, подобно диффеоморфизмам Морса–Смейла
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на трехмерных многообразиях. Этот эффект приводит, в частности, к тому,
что класс потоков с неблуждающим множеством, содержащим всего два сед-
ловых состояния равновесия и не имеющих гетероклинических пересечений,
содержит счетное множество топологически неэквивалентных потоков, кото-
рые невозможно различить с помощью традиционных комбинаторных инвари-
антов. С другой стороны, динамика таких потоков тесно связана с вложением
следов инвариантных многообразий в трехмерную секущую, что позволяет при-
менить трехмерную топологию, в частности, теорию узлов. Благодаря этому
удается получить законченные и просто формулируемые классификационные
результаты. Перейдем к точным формулировкам.

Пусть Mn обозначает гладкое замкнутое многообразие размерности n ⩾ 1.
Напомним, что состояние равновесия p гладкого потока f t : Mn → Mn назы-
вается гиперболическим, если матрица Якоби Jp = (∂F/∂x)|p поля скоростей
F = ∂f t(x)/∂t|t=0 в точке p не имеет собственных значений с нулевой действи-
тельной частью. Множества

W s
p =

{
x ∈Mn : lim

t→+∞
f t(x) = p

}
,

W u
p =

{
x ∈Mn : lim

t→+∞
f−t(x) = p

}
называются устойчивым и неустойчивым инвариантными многообразиями
состояния равновесия p соответственно. Число ip, равное размерности dimW u

p

неустойчивого многообразия W u
p , называется индексом Морса точки p. Глад-

кий поток f t на Mn называется градиентно-подобным, если его неблуждаю-
щее множество конечно и состоит из гиперболических состояний равновесия,
а инвариантные многообразия состояний равновесия имеют только трансвер-
сальные пересечения. Из теоремы Смейла [9, теорема 2.3] следует, что для
любого седлового состояния равновесия p градиентно-подобного потока инва-
риантные многообразия W s

p , W u
p являются гладкими подмногообразиями Mn,

диффеоморфными Rn−ip , Rip соответственно.

Будем обозначать через Ψ класс градиентно-подобных потоков, заданных на
замкнутых многообразиях размерности четыре, такой, что для любого потока
f t ∈ Ψ пересечение W u

p ∩W s
q инвариантных многообразий любых его седловых

состояний равновесия p ̸= q пусто. Пусть Ωift обозначает множество состо-
яний равновесия потока f t ∈ Ψ, индекс Морса которых равен i ∈ {0, . . . , 4},
ki – мощность множества Ωift . Топологическая классификация потоков из Ψ,
заданных на ориентируемых многообразиях, где все седловые состояния рав-
новесия имеют индексы Морса, равные 1 и 3, получена в [10]. Топологическая
классификация потоков из Ψ, где индекс Морса всех седловых состояний рав-
новесия равен 2, получена в [7]. Поэтому в настоящей работе мы предполагаем,
если не оговорено противное, что k21 +k23 ̸= 0, k2 > 0 для любого потока f t ∈ Ψ.

Отметим, что из отсутствия гетероклинических пересечений у потока f t сле-
дует, что замыкание каждой трехмерной сепаратрисы в несущем многообразии



ГРАДИЕНТНО-ПОДОБНЫЕ ПОТОКИ НА ЧЕТЫРЕХМЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 21

является топологической сферой1. Обозначим через Lft множество всех та-
ких сфер, через Dft – множество всех компонент связности дополнения в M4

до объединения этих сфер, и через D∗
ft ⊂ Dft – подмножество, состоящее из

тех компонент связности из Dft , в которых содержатся седловые состояния
равновесия с индексами Морса, равными двум.

Каждому потоку f t ∈ Ψ поставим в соответствие двухцветный граф Γft ,
множество вершин которого изоморфно множеству Dft , а множество ребер –
множеству Lft . Вершины графа, соответствующие областям из множества D∗

ft ,
называются отмеченными. Мы считаем, что ребра, соответствующие устой-
чивым (неустойчивым) сепаратрисам, окрашены в цвет s (u соответственно).
В п. 5.1 мы описываем дополнительное оснащение ребер спинами, принима-
ющими значения ±1, отвечающими за ориентируемость несущего многообра-
зия. Кроме того, каждой отмеченной вершине графа, соответствующей обла-
сти D ∈ D∗

ft , ставится в соответствие локальная диаграмма Кирби LD, которая
представляет собой оснащенное зацепление, образованное следами двумерных
сепаратрис на некоторой секущей трехмерной сфере. По каждому оснащенно-
му зацеплению строится матрица коэффициентов зацепления AD (ее определе-
ние приводится в п. 2.4). Мы вводим определение изоморфности оснащенных
графов и доказываем следующую теорему.

Теорема 1. Потоки f t, f ′t ∈ Ψ топологически эквивалентны тогда и
только тогда, когда их оснащенные графы изоморфны.

Мы показываем, что в случае k2 = 1 имеется всего одна, с точностью до
гомеоморфизма сферы, диаграмма Кирби отмеченной вершины, и верна сле-
дующая теорема, обобщающая результаты работ [6], [10].

Теорема 2. Потоки f t, f ′t ∈ Ψ с не более чем одним седлом, индекс Морса
которого равен двум, топологически эквивалентны тогда и только тогда, ко-
гда существует изоморфизм ζ : Γft → Γf ′t оснащенных графов, сохраняющий
отмеченную вершину, а также цвета и спины ребер.

В § 6 вводится понятие допустимого графа и доказывается следующая тео-
рема реализации.

Теорема 3. Для каждого допустимого графа Γ существует поток f t ∈ Ψ,
граф Γft которого изоморфен графу Γ.

Следующая теорема определяет топологию несущего многообразия M4. За-
метим, что любое локально тривиальное расслоение над окружностью S1 со
слоем Sn= {x∈Rn+1 | ∥x∥=1}, n⩾ 1, гомеоморфно факторпространству Mθ =

(Sn × [0, 1])/∼ по минимальному отношению эквивалентности (x, 1) ∼ (θ(x), 0),

1Более точно, замыкание каждой трехмерной сепаратрисы является локально плоской
сферой в силу [11, теорема 1], где доказано, что множество точек дикости многообразия
размерности (n − 1) в многообразии размерности n ⩾ 4 либо пусто, либо имеет мощность
континуум. Так как инвариантное многообразие является гладким подмногообразием, а его
замыкание в силу [9, теорема 2.3] состоит из самого инвариантного многообразия и един-
ственной узловой точки, то и эта точка не может быть точкой дикости.
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где θ : Sn → Sn – некоторый гомеоморфизм сферы Sn. Так как изотоп-
ные гомеоморфизмы θ, θ′ порождают гомеоморфные многообразия Mθ, Mθ′

и все гомеоморфизмы сферы Sn делятся на два изотопических класса: сохра-
няющие и обращающие ориентацию (см. утверждение 2), то любое локально
тривиальное расслоение над окружностью S1 со слоем Sn либо является триви-
альным расслоением Sn×S1, либо неориентируемо и гомеоморфно модельному
многообразию Mθ− , где θ−(x1, . . . , xn−1, xn) = (x1, . . . , xn−1,−xn) (детальное
доказательство этого факта имеется, например, в [8, утверждение 2]). Для
единообразия обозначений положим Sn ×̃ S1 =Mθ− .

Каждому потоку f t ∈ Ψ поставим в соответствие число

gft =
1

2
(k1 + k3 − k0 − k4 + 2).

Теорема 4. Пусть M4 – связное замкнутое гладкое многообразие размер-
ности 4, допускающее поток f t ∈ Ψ. Тогда M4 ориентируемо в том и только
том случае, когда все спины ребер графа Γft положительны. Кроме того,

1) если M4 ориентируемо, то оно гомеоморфно связной сумме некоторого
односвязного многообразия P 4 и gft ⩾ 0 копий S3 × S1 ;

2) если M4 неориентируемо, оно гомеоморфно связной сумме некоторого
односвязного многообразия P 4 и gft > 0 копий S3 ×̃ S1 ;

3) в обоих случаях многообразие P 4 гомеоморфно сфере тогда и только то-
гда, когда k2 = 0;

4) если k2 > 0, то форма пересечения многообразия P 4 в некотором базисе
задается прямой суммой матриц коэффициентов зацепления AD1 , . . . , ADm

ft
,

построенных по локальным диаграммам Кирби отмеченных вершин графа Γft .
В частности, P 4 гомеоморфно комплексной проективной плоскости CP2 при
k2 = 1.

Пункт 1) теоремы 4 доказан в [12]. Отметим, что в силу [13] гладкое одно-
связное четырехмерное многообразие определяется с точностью до гомеомор-
физма своей формой пересечения (и, следовательно, классом сопряженности
матрицы, задающей форму пересечения в некотором базисе). Этот результат
и утверждение 4) теоремы 4 позволяет однозначно описать топологию объем-
лющего многообразия M4 по оснащенному графу Γft .

§ 2. Вспомогательные топологические утверждения

2.1. Продолжение локальных гомеоморфизмов. Напомним, что Cr-
вложением (r ⩾ 0) многообразия X в многообразие Y называется отображе-
ние e : X → Y такое, что e : X → e(X) – Cr-диффеоморфизм. C0-вложение
называют также топологическим вложением.

Топологическое вложение e : X → Y k-многообразия X в n-многообразие Y
(k ⩽ n) называется локально плоским в точке e(x), x ∈ X, если точка e(x)

принадлежит такой карте (U,ψ) многообразия Y , что ψ(U ∩ e(X)) = Rk, где
Rk ⊂ Rn – множество точек, у которых последние n−k координат равны нулю,
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или ψ(U ∩ e(X)) = Rk+, где Rk+ ⊂ Rk – множество точек, у которых последняя
координата неотрицательна. Вложение e : X → Y называется локально плос-
ким, а многообразие e(X) – локально-плоско вложенным подмногообразием,
если e является локально плоским в каждой точке e(x), x ∈ X. В противном
случае вложение e называется диким, а многообразие e(X) – дико вложенным.
Любая точка e(x), в которой отображение e не является локально плоским,
называется точкой дикости.

Напомним, что гомотопия ht : Y → Y , t ∈ [0, 1], такая, что при каждом t

отображение ht – гомеоморфизм, называется изотопией, соединяющей отобра-
жения h0 и h1. Носителем изотопии ht : Y → Y называется замыкание suppht
множества {y ∈ Y : ht(y) ̸= h0(y)}.

Вложения e0, e1 : X → Y называются объемлемо изотопными, если суще-
ствует изотопия ht : Y → Y , t ∈ [0, 1], такая, что h0 = idY , h1e0 = e1, и при
каждом t отображение hte0 = et является вложением.

Всюду ниже шаром размерности n называется топологическое многообразие,
гомеоморфное стандартному шару Bn = {x ∈ Rn : ∥x∥ ⩽ 1}. Сферой размер-
ности (n − 1) называется многообразие, гомеоморфное границе Sn−1 = ∂Bn
шара Bn.

Пусть X ⊂ Y – подпространство многообразия Y . Говорят, что гомео-
морфизм h : X → X продолжается на Y , если существует гомеоморфизм
H : Y → Y такой, что H|X = h.

Утверждение 1 (теорема Александера). Любой гомеоморфизм h : ∂Bn →
∂Bn продолжается на Bn .

Напомним, что связное компактное многообразие Mn называется ориенти-
руемым, если группа гомологий Hn(M

n, ∂Mn,Z) является бесконечной цик-
лической группой. Образующая µ группы Hn(M

n, ∂Mn,Z) называется ори-
ентацией многообразия Mn. Если край ∂Mn ориентируемого многообразия
Mn непуст, то существует канонический изоморфизм ∂∗ : Hn(M

n, ∂Mn) →
Hn−1(∂M

n) (см., например, [14, теорема 2.16]). Таким образом, ∂Mn являет-
ся ориентируемым многообразием. Его ориентация ∂∗(µ) называется естест-
венной.

Пусть µ, ν – фиксированные ориентации компактных многообразий Xn, Y n

соответственно. Гомеоморфизм h : Xn → Y n называется сохраняющим ори-
ентацию, если он индуцирует изоморфизм h∗ : Hn(X

n, ∂Xn) → Hn(Y
n, ∂Y n)

такой, что h∗(µ) = ν. В противном случае гомеоморфизм h называется обра-
щающим ориентацию.

Утверждение 2 (см. [15]). Гомеоморфизмы ψ0, ψ1 : Sn → Sn изотопны то-
гда и только тогда, когда они оба сохраняют (оба меняют) ориентацию сферы.

Следствие 1. Пусть на границе кольца Sn × [0, 1] заданы гомеоморфизмы
ψi : Sn × {i} → Sn × {i}, i ∈ {0, 1}. Гомеоморфизмы ψ0 , ψ1 продолжаются на
кольцо тогда и только тогда, когда они одновременно сохраняют (обращают)
ориентацию Sn × {0}, Sn × {1} соответственно.
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Утверждение 3 (обобщенная теорема Шенфлиса). Пусть Sn−1 ⊂ Sn – ло-
кально плоская сфера. Тогда замыкание каждой компоненты связности мно-
жества Sn \ Sn−1 гомеоморфно шару Bn .

Утверждение 4 (теорема о кольце). Пусть Sn−1
0 , Sn−1

1 ⊂ Sn – непересека-
ющиеся локально плоские сферы. Тогда замыкание в Sn области, ограниченной
Sn−1
0 , Sn−1

1 , гомеоморфно кольцу Sn−1 × [−1, 1].

Следствие 2. Пусть e1, e2 : Sn × [−1, 1] → int(Sn × [−1, 1]) – сохраняющие
ориентацию локально плоские вложения такие, что e1(Sn × {0}) = e2(Sn ×
{0}) = Sn×{0}. Тогда существует гомеоморфизм θ : Sn× [−1, 1] → Sn× [−1, 1]

такой, что
1) θe1 = e2 ;
2) θ|Sn×{−1,1} = id |Sn×{−1,1} .

Доказательство. Не уменьшая общности, будем считать, что ei(Sn ×
{1}) ⊂ Sn × (0, 1). Положим A0 = Sn × [−1, 1], A1 = e1(Sn × [−1, 1]),
A2 = e2(Sn × [−1, 1]). Из утверждения 4 следует, что для каждого i ∈ {1, 2}
обе компоненты связности Ai,+, Ai,− множества A0 \ intAi гомеоморфны стан-
дартному кольцу Sn × [−1, 1]. Пусть

hi,+ : Sn−1 × [−1, 1] → Ai,+, hi,− : Sn−1 × [−1, 1] → Ai,−

– гомеоморфизмы такие, что hi,±(Sn × {−1}) ⊂ Ai, i ∈ {1, 2} (см. рис. 1).
Определим гомеоморфизмы

ψ−1,± : Sn × {−1} → Sn × {−1}, ψ1,± : Sn × {1} → Sn × {1}

формулами

ψ−1,± = h−1
2,±e2e

−1
1 h1,±|Sn×{−1}, ψ1,± = h−1

2,±h1,±|Sn×{1}.

По условию гомеоморфизмы ψ−1,±, ψ1,± одновременно либо сохраняют, либо
обращают ориентацию сфер Sn × {−1}, Sn × {+1} соответственно. В силу
следствия 1 существует гомеоморфизм

η± : Sn × [−1, 1] → Sn × [−1, 1]

такой, что
η±|Sn×{−1} = ψ−1,±, η+|Sn×{1} = ψ1,±|Sn×{1}.

Тогда искомый гомеоморфизм θ определяется формулой

θ(x) =


h2,−(η−(h

−1
1,−(x))), x ∈ A1,−,

e2(e
−1
1 (x)), x ∈ A1,

h2,+η+h
−1
1,+(x), x ∈ A1,+.

Следствие 2 доказано.
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Рис. 1. К следствию 2

Предложение 1. Пусть Mn – связное гладкое замкнутое многообразие,
Xn ⊂ Mn – компактное подмногообразие и B =

⋃k
i=1Bi,B′ =

⋃k
i=1B

′
i –

дизъюнктные объединения локально плоских шаров размерности n, лежащих
в Mn \Xn . Тогда существует изотопия ht : Mn →Mn такая, что

1) h0 = idMn ;
2) h1(Bi) = B′

i для любого i ∈ {1, . . . , k};
3) ht|Xn = idXn для любого t ∈ [0, 1].

Доказательство. Отметим, что многообразие Y n = Mn \ Xn является
связным n-мерным многообразием без края. Для k = 1 из [16, теорема 3.1] сле-
дует, что существует изотопия ht : Y

n → Y n такая, что h0 = idY n , h1(B) = B′,
и носитель suppht компактен. Отметим, что теорема [16, гл. 8, теорема 3.1]
доказана при условии, что шар B гладко вложен. Однако ее доказатель-
ство дословно повторяется для локально плоского вложения с учетом теоре-
мы об однородности топологических многообразий (см., например, [17, лем-
ма 3.33]). Следовательно, множества suppht и Xn не пересекаются и изотопия
ht продолжается до требуемой изотопии Ht : M

n → Mn. Пусть k > 1. По-
ложим Y n1 = Xn ∪ (

⋃k
i=2Bi). В силу [16, теорема 3.1] существует изотопия

h1t : M
n → Mn, тождественная на Y n1 и такая, что h11(B1) = B′

1. Положим
B̃i = h11(B

′
i), i ∈ {2, . . . , k}, Y n2 = Xn ∪B′

1 ∪ (
⋃k
i=3Bi). Тогда также существует

изотопия h2t : Mn →Mn тождественная на Y2 ∪ ∂Mn и такая, что h21(B2) = B̃2.
Если k = 2, то искомая изотопия определяется формулой

ht(x) =


h12t(x), t ∈

[
0,

1

2

]
,

h22t−1(h
1
1(x)), t ∈

[
1

2
, 1

]
.
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Если k > 2, то продолжим описанную процедуру и через конечное число шагов
получим искомую изотопию. Предложение 1 доказано.

Компактное многообразие Xn, полученное из сферы Sn удалением внутрен-
ности дизъюнктного объединения m компактных локально плоских шаров раз-
мерности n, будем называть n-сферой с m дырами.

Следствие 3. Сферы одинаковой размерности с одинаковым числом дыр
гомеоморфны посредством гомеоморфизма, одновременно сохраняющего (либо
одновременно обращающего) естественную ориентацию каждой компоненты
связности края.

Напомним, что меридианом полнотория S1×B2 называется простая замкну-
тая кривая µ ⊂ ∂Π, гомотопная кривой {x}×∂B2, x ∈ S1. Кривую ℓ0 = S1×{y},
где y ∈ ∂B2 – произвольная точка, будем называть канонической параллелью
полнотория.

Утверждение 5 (см. [18, гл. 2, упражнение 5, E]). Гомеоморфизм h : ∂(S1×
B2) → ∂(S1 × B2) продолжается на S1 × B2 тогда и только тогда, когда h

сохраняет гомотопический класс меридиана.

Предложение 2. Пусть Π0 = S1 ×B2 и e : Π0 → intΠ0 – локально плоское
вложение такое, что e(S1 ×{O}) = S1 ×{O}. Тогда множество Π0 \ e(intΠ0)

гомеоморфно ∂Π0 × [0, 1].

Доказательство. Положим Π = e(S1 × B2). Из [19, теорема 6.1], [20, тео-
ремы 7, 8] следует, что Π можно считать подполиэдром полнотория Π0. Тогда
в силу [21, теорема 7.3] существует гомеоморфизм h : Π0 → Π0 такой, что h(Π)

является гладким подмногообразием Π0. Из [22, теорема 3.2] следует, что мно-
гообразие h(Π \ intΠ0) = Π \ h(intΠ0) гомеоморфно ∂Π0 × [0, 1]. Тогда это же
верно для Π \ intΠ0. Предложение 2 доказано.

Рис. 2. К предложению 3

Предложение 3. Пусть e, e′ : Π0 → intΠ0 – локально плоские вложения,
удовлетворяющие условию предложения 2, и пусть кривые ℓ= e(ℓ0), ℓ′ = e′(ℓ0)
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гомотопны в Π0 \ (S1 × {O}), см. рис. 2. Тогда существует гомеоморфизм
θ : Π0 → Π0 такой, что

1) θe = e′ ;
2) θ|∂Π0 = id∂Π0 .

Доказательство. Положим Π = e(S1 × B2), Π′ = e′(S1 × B2). В силу
предложения 2 многообразия Π0 \ intΠ, Π0 \ intΠ′ гомеоморфны прямому про-
изведению. Тогда каждая точка z ⊂ Π0 \ intΠ определяется двумя коорди-
натами (x, t), x ∈ ∂Π0, t ∈ [0, 1]. Будем считать, что (x, 0) ∈ ∂Π0. Положим
h(x, t) = (x, 0) и аналогично определим отображение h′ : Π0 \ intΠ′ → ∂Π0. От-
метим, что фундаментальные группы многообразий Π0 \ (S1 × {O}), Π0 \ intΠ,
Π0 \ intΠ′ изоморфны, а отображения h, h′ являются гомотопическими эквива-
лентностями. Поэтому кривые h(ℓ), h′(ℓ′) имеют один и тот же гомотопический
тип на торе ∂Π0.

Положим ψ = e′e−1 и обозначим через ϕ : ∂Π0 → ∂Π0 гомеоморфизм такой,
что

ϕh = h′ψ,

см. рис. 2. Так как гомеоморфизм ψ является гомеоморфизмом полноториев, то
в силу утверждения 5 он переводит меридиан полнотория Π в меридиан полно-
тория Π′. Тогда гомеоморфизм ϕ сохраняет гомотопический класс меридиана
тора ∂Π0. Кривые ℓ, ℓ̃ = ϕ(ℓ′) гомотопны и их гомотопический тип отличен
от гомотопического типа меридиана. Поэтому ϕ сохраняет и гомотопический
класс канонической параллели тора ∂Π0. В силу [18, гл. 2, теорема 4, D] су-
ществует изотопия ϕs : ∂Π0 → ∂Π0 такая, что ϕ0 = id |∂Π0

, ϕ1 = ϕ. Тогда
гомеоморфизм θ : Π0 → Π0, определенный по формуле

θ(z) =


s, s ∈ ∂Π0,

(ϕs(x), s), z = (x, s) ∈ Π0 \ intΠ,
ψ(z), z ∈ Π,

является искомым. Предложение 3 доказано.

2.2. Склеивание многообразий и связные суммы. Пусть X, Y – связ-
ные n-мерные многообразия с непустым краем, P ⊂ ∂X, Q ⊂ ∂Y – топологи-
ческие (n − 1)-мерные подмногообразия, и g : P → Q – гомеоморфизм. Тогда
факторпространство

X ∪g Y

пространства X ⊔ Y по минимальному отношению эквивалентности ∼ такому,
что x ∼ y, если y = g(x), является компактным топологическим n-мерным
многообразием. Говорят, что X ∪g Y получено склеиванием многообразий X

и Y по гомеоморфизму g.
Пусть X, Y – ориентированные n-мерные многообразия, e1 : Bn → X и

e2 : Bn → Y – локально плоские вложения n-шара Bn такие, что B1 = e1(Bn) ⊂
intX и B2 = e2(Bn) ⊂ intY . Пусть g : ∂B1 → ∂B2 – гомеоморфизм такой,
что отображение h−1

2 gh1|∂Bn : Sn−1 → Sn−1 является обращающим ориентацию.
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Пространство
X#Y = (X \ intB1) ∪g (Y \ intB2)

называется связной суммой многообразийX, Y . Предполагается, чтоX#Y на-
следует ориентацию своих слагаемых. Если одно из многообразий X, Y неори-
ентируемо, то связная сумма X#Y определяется аналогично, но при этом на
склеивающий гомеоморфизм g не накладывается никаких ограничений.

Утверждение 6 (см. [23, лемма 2.1], [17, гл. 3], [24]). Пусть Mn и Nn –
замкнутые связные многообразия. Тогда связная сумма Mn#Nn определена
корректно с точностью до гомеоморфизма, не зависит от выбора B1 , B2 и ξ ,
и выполняются следующие свойства:

1) Mn#Nn ∼= Nn#Mn ;
2) Mn#Sn ∼=Mn ;
3) (Mn#Nn)#Ln ∼=Mn#(Nn#Ln).

Будем использовать обозначение #gM
n для связной суммы g копий Mn.

Для ориентируемых многообразий размерностей два и три разложение на
связную сумму единственно с точностью до перестановки слагаемых. Для
неориентируемых многообразий имеется следующий факт, являющийся клас-
сическим результатом для n = 2 и доказывающийся методами [25, лемма 3.17,
теорема 3.21] для n ⩾ 3.

Утверждение 7. Пусть Mn – неориентируемое замкнутое многообразие
размерности n ⩾ 2. Тогда многообразия Mn#(Sn−1 × S1), Mn#(Sn−1 ×̃ S1)
гомеоморфны.

Следствие 4. #m(Sn−1 × S1)#(Sn−1 ×̃ S1) гомеоморфно #m+1(Sn−1 ×̃ S1).

Лемма 1. Пусть Mn – связное замкнутое многообразие, Bn+, Bn− ⊂ Mn –
непересекающиеся локально плоские шары, и Qn – многообразие, полученное
склеиванием Mn \ int(Bn+ ∪ Bn−) и Sn−1 × [0, 1] по некоторому гомеоморфизму
η : ∂(Bn+ ∪ Bn−) → Sn−1 × {0, 1}. Тогда Qn гомеоморфно либо Mn#(Sn−1 × S1),
либо Mn#(Sn−1 ×̃ S1).

Доказательство. Если Mn есть сфера, то в силу утверждения 4 множе-
ство Mn \ int(Bn− ∪Bn+) гомеоморфно кольцу Sn−1 × [0, 1]. Тогда в силу утвер-
ждения 2 Qn гомеоморфно либо Sn−1 × S1, либо Sn−1 ×̃ S1, что доказывает
лемму (с учетом утверждения 6).

Пусть Mn отлично от сферы. Из предложения 1 следует, что существует
шар Bn0 ⊂Mn такой, что Bn+, Bn− ⊂ intBn0 . Множество

Y = (Bn0 \ int(Bn+ ∪Bn−)) ∪η (Sn−1 × [0, 1])

является компактным многообразием с краем ∂Bn0 . Тогда многообразие Qn

гомеоморфно связной сумме Mn и многообразия Z, полученному из Y при-
клеиванием шара Bn к Y по некоторому гомеоморфизму ξ. Но многообра-
зие Z есть результат приклеивания кольца к сфере Bn0 ∪ξ Bn−1 c вырезанными
шарами Bn+, Bn−. Выше доказано, что такое многообразие гомеоморфно либо
Sn−1 × S1, либо Sn−1 ×̃ S1. Лемма 1 доказана.
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2.3. Узлы и зацепления на сфере. Напомним, что m-компонентным
зацеплением на сфере S3 называется топологически вложенное в него дизъ-
юнктное объединение m окружностей. Зацепление, состоящее из единственной
компоненты, называется узлом.

Всюду ниже, если не оговорено противное, рассматриваются гладко вложен-
ные узлы и зацепления. Для любого гладкого узла λ определена его трубчатая
окрестность2 Πλ, являющаяся образом гладкого вложения стандартного пол-
нотория Π = S1 × B2. Будем обозначать через µλ гладкий узел, являющийся
меридианом полнотория Πλ.

Диаграммой зацепления L ⊂ S3 называется его проекция на подходящую
плоскость, представляющая собой набор замкнутых кривых, удовлетворяющих
следующим условиям:

1) ни в какую точку плоскости не проектируется более двух точек зацепле-
ния, и множество перекрестков – точек диаграммы, в которые проектируются
две точки зацепления, – конечно;

2) проекция касательной к зацеплению в каждой точке является прямой, при
этом проекции касательных к точкам, соответствующих одному перекрестку,
не совпадают.

Возможные типы перекрестков изображены на рис. 3. Зацепление называ-
ется тривиальным, если его диаграмма состоит из конечного числа попарно
непересекающихся окружностей. Тривиальное зацепление, состоящее из един-
ственной компоненты, называется тривиальным узлом. Узел, не являющийся
тривиальным, называется нетривиальным.

Рис. 3. Типы перекрестков

Для зацепления L, состоящего из двух ориентированных узлов λ, λ̃, рассмот-
рим его диаграмму, образы узлов на которой также будем обозначать через
λ, λ̃. Каждому перекрестку, где кривая λ̃ проходит над кривой λ, припишем
значение ±1 в соответствии с рис. 3. Число, равное сумме всех этих значений,
называется коэффициентом зацепления узлов λ, λ̃ в S3 и обозначается lk(λ, λ̃).

Если λ̃ ⊂ Πλ и ориентирован сонаправленно с λ, то коэффициент зацепления
lk(λ, λ̃) можно интерпретировать как число оборотов узла λ̃ вокруг меридиа-
на µλ; он является изотопическим инвариантом пары λ, λ̃ и меняет знак на

2Компактная окрестность N ⊂ Σ замкнутого k-мерного подмногообразия λ n-мерного
многообразия S называется трубчатой, если существует локально тривиальное расслоение
(p,N, λ) со слоем Bn−k.
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противоположный, если меняется ориентация λ или S3 (см., например, [26,
§ 4.5], [27, теорема 15.3]).

Везде далее мы полагаем, что на границе трубчатой окрестности узла λ ∈ S3
каноническим образом выбраны образующие µλ, νλ (меридиан и параллель)
группы гомологий H1(∂Πλ,Z) таким образом, что узел νλ сонаправлен с λ и
lk(λ, νλ) = 0. Тогда гомологический класс [γ] любого узла γ ⊂ ∂Πλ представ-
ляется как [γ] = p[νλ] + q[µλ] = ⟨p, q⟩, где p, q – взаимно простые целые числа.

Пусть ψ : ∂Π → ∂Πλ – гомеоморфизм, переводящий меридиан заполненного
тора Π в узел на ∂Πλ, имеющий гомологический класс ⟨p, q⟩. Говорят, что
многообразие

M3
λ,ψ = (S3 \ intΠλ) ∪ψ Π

получено из S3 хирургией Дэна вдоль узла λ. Хирургия Дэна, при которой
меридиан полнотория Π приклеивается к меридиану µλ, называется триви-
альной, поскольку в этом случае M3

λ,ψ диффеоморфно сфере S3. В противном
случае хирургия Дэна называется нетривиальной. В случае нетривиальной хи-
рургии Дэна вдоль узла λ число r = q/p называется коэффициентом хирургии.
Топология полученного такой хирургией многообразия однозначно (с точно-
стью до гомеоморфизма) определяется узлом λ и числом r, т. е. не зависит от
выбора трубчатой окрестности Πλ и образа параллели полнотория Π (см., на-
пример, [27, теорема 15.3]). Аналогично определяется хирургия Дэна вдоль
зацепления L.

Утверждение 8 (см. [28, теорема 2]). Многообразие M3
λ,ψ , полученное не-

тривиальной хирургией Дэна вдоль нетривиального узла λ, не гомеоморфно
сфере S3 .

Следуя [29], [18], будем называть зацепления L,L′ ⊂ S3 эквивалентными,
если существует гомеоморфизм h : S3 → S3 такой, что h(L) = L′.

Предложение 4. Пусть L,L′ ⊂ S3 – зацепления, эквивалентные посред-
ством сохраняющего (меняющего) ориентацию гомеоморфизма h : S3 → S3 и
B ⊂ S3 \ (L∪L′) – дизъюнктное объединение локально плоских 3-шаров. Тогда
существует сохраняющий (меняющий) ориентацию гомеоморфизм h̃ : S3 → S3
такой, что

h̃(L) = L′, h̃(B) = B.

Доказательство. Для доказательства предложения достаточно взять ком-
позицию отображения h : S3 → S3 и гомеоморфизма, переводящего шары h(B)
в шары h(B′) и тождественного на компактном множестве h(L′) (например,
в качестве такого гомеоморфизма можно взять конечный гомеоморфизм изо-
топии, построенной в предложении 1). Предложение 4 доказано.

2.4. Разложение на ручки, диаграмма Кирби и форма пересечений
четырехмерных многообразий. Напомним, что ручкой размерности n ин-
декса i (или i-ручкой) называется прямое произведение

Hn
i = Bi × Bn−i.
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При этом первый шар называется осевым, второй – секущим. Край ручки
естественным образом представляется в виде объединения двух подмножеств

Π1 = ∂Bi × Bn−i, Π2 = Bi × ∂Bn−i

c общей границей. Множество Π1 называется подошвой ручки. Сферы ∂Bi ×
{O}, {O}×∂Bn−i называются подошвенной и секущей сферами соответственно.

Пусть X – n-мерное компактное многообразие с краем и ψ : Π1 → ∂X –
гладкое вложение. Говорят, что многообразие Y = X ∪ψ Hn

i получено прикле-
иванием ручки Hn

i к многообразию X.
Представление многообразия в виде объединения ручек называется его раз-

биением на ручки. Из [30, теорема 12.1] следует, что если многообразие Mn

допускает разложение на ручки, то оно также допускает полярное разложение
на ручки, содержащее ровно по одной ручке индексов 0 и n.

Можно считать, что в полярном разложении на ручки четырехмерного мно-
гообразия M4 ручки индексов 1, 2 приклеиваются к краю 0-ручки H4

0 , причем
образы их подошв не пересекаются (см. [17, лемма 6.1]). Совокупность следов
подошвенных сфер 1- и 2-ручек на сфере S3 = ∂H4

0 , оснащенная информаци-
ей о приклеивающих отображениях, называется диаграммой Кирби многообра-
зия M4. Диаграмма Кирби введена в [31], [32], где проблема топологической
классификации многообразий размерностей 3 и 4 сведена к проблеме класси-
фикации диаграмм Кирби. Из [33], [34, следствие 2.3] следует, что топология
многообразия M4 не зависит от способа приклеивания 3-ручек. Поэтому класс
эквивалентности диаграммы Кирби полностью определяет топологию замкну-
того ориентируемого или неориентируемого многообразия M4.

Приведем несколько вспомогательных утверждений о приклеивании четы-
рехмерных ручек различных индексов.

Подошва 1-ручки Hn
1 является дизъюнктным объединением пары шаров

Bn−1
0 ∪ Bn−1

1 = S0 × Bn−1. Будем считать, что эти шары наследуют есте-
ственную ориентацию края ручки. Пусть ψ : Bn−1

0 ∪ Bn−1
1 → ∂Hn

0 – при-
клеивающее отображение. Зафиксируем ориентацию сферы ∂Hn

0 . Тогда эта
ориентация индуцирует ориентацию на образе ψ(Bn−1

i ) каждого шара. Если
при выбранных ориентациях Bn−1

i и ∂Hn
0 гомеоморфизм ψ : Bn−1

0 ∪ Bn−1
1 →

ψ(Bn−1
0 ∪Bn−1

1 ) одновременно сохраняет или одновременно обращает ориента-
цию шаров Bn−1

0 , Bn−1
1 , то будем говорить, что ручка Hn

1 приклеена со спином,
равным +1 (c положительным спином). В противном случае будем говорить,
что ручка Hn

1 приклеена со спином, равным −1 (c отрицательным спином).
Связное многообразие с краем, полученное приклейкой g ⩾ 0 ручек индек-

са 1 к шару Bn, называется (n, 1)-ручечным телом рода g.

Предложение 5. Пусть Xn – связное многообразие размерности n ⩾ 1,
полученное склеиванием k0 ⩾ 1 ручек индекса 0 и k1 ⩾ k0 − 1 ручек индекса 1.
Тогда Xn является (n, 1)-ручечным телом рода g = k1 − k0 + 1.
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Рис. 4. Склейка ручек индексов 0 и 1

Доказательство. Обозначим через Xn
k связное многообразие, полученное

склеиванием k ⩾ 1 ручек индекса 0 и (k− 1) ручек индекса 1. Для доказатель-
ства предложения достаточно доказать, что Xn

k гомеоморфно шару. Применим
индукцию по числу k. По определению Xn

0 – это шар Hn
0 . Предположим, что

предложение верно для Xn
k−1. Чтобы получить Xn

k , мы должны приклеить 1-
ручку к объединению двух шаров: Xn

k−1 и 0-ручки Hn
0 . Есть две возможно-

сти сделать это, проиллюстрированные на рис. 4, (a), (b). Многообразие, изоб-
раженное на рис. 4, (а), несвязно, что противоречит условию. Многообразие,
изображенное на рис. 4, (b), связно и гомеоморфно шару Bn, так как мож-
но считать, что оно получено двумя последовательными склеиваниями двух
копий ручки B1×Bn−1 по одной из компонент связности ее подошвы (и, следо-
вательно, является ручкой B1×Bn−1, см. рис. 4, (с)). Предложение 5 доказано.

Применение следствия 4 немедленно приводит к следующему утверждению.

Следствие 5. Пусть Xn – многообразие, удовлетворяющее условию пред-
ложения 5. Если все ручки приклеены с положительными спинами, то
∂Xn гомеоморфно #g(Sn−2 × S1). В противном случае ∂Xn гомеоморфно
#g(Sn−2 ×̃ S1).

Предложение 6. Пусть Xn – многообразие размерности n ⩾ 1, получен-
ное приклеиванием m1 ручек индекса 1 и mn−1 ручек индекса (n − 1) к шару
Bn = Hn

0 таким образом, что образы подошв всех ручек попарно не пересека-
ются, а ∂Xn связно. Пусть ψ – приклеивающее отображение. Тогда

1) m1 ⩾ mn−1 ;
2) если m1 = mn−1 , то для любой 1-ручки Hn

1 с подошвой F1 ⊂ ∂Bn суще-
ствует (n − 1)-ручка Hn

n−1 с подошвой Fn−1 ⊂ ∂Bn такая, что компоненты
связности множества F1 принадлежат различным компонентам связности
множества ∂Bn \ Fn−1 ;

3) если m1 = mn−1 , то ∂Xn гомеоморфен сфере Sn−1 .

Доказательство. Поскольку образы подошв не пересекаются, можно счи-
тать, что (n− 1)-ручки были приклеены первыми. Обозначим через Y nm много-
образие, полученное приклеиванием m ручек индекса (n − 1) к Bn. Докажем
индукцией по mn−1, что ∂Y nmn−1

является несвязным объединением mn−1 + 1

сфер. Пусть mn−1 = 1. Тогда Fn−1 = ψ(∂Bn−1 × B1) является кольцом с ло-
кально плоской границей в ∂Bn. Из утверждения 3 следует, что Sn−1 \ intFn−1
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является парой непересекающихся шаров. По определению ∂Y n1 есть результат
склеивания множеств Sn−1 \ intFn−1 и Bn−1 × ∂B1. Последнее множество тоже
есть пара шаров. Из утверждения 1 следует, что многообразие, полученное
склеиванием двух n-шаров вдоль границы, гомеоморфно n-сфере. Следова-
тельно, ∂Y n1 есть объединение двух (n − 1)-мерных сфер. Предположим, что
утверждение верно для Ymn−1−1. Тогда ∂Y nmn−1−1 – это несвязное объединение
mn−1 сфер. Чтобы получить Y nmn−1

, нам нужно приклеить еще одну ручку
Hn
n−1 к Y nmn−1−1. Тогда образ ψ(Fn−1) лежит в одной из компонент связности

множества ∂Y nm. Те же рассуждения, что и для базы индукции, доказывают,
что граница ∂Y nmn−1

состоит из mn−1 + 1 сфер.
Чтобы получить Xn, нам нужно приклеить оставшиеся 1-ручки к Y nmn−1

.
Подошва F1 – это несвязное объединение двух шаров. Приклеивание обоих
шаров к одной и той же компоненте связности ∂Y nmn−1

приводит к многооб-
разию, имеющему то же число компонент связности, что и исходное. При-
клеивание компонент связности подошвы F1 к разным компонентам связности
уменьшает число компонент связности на единицу. Поскольку ∂Xn связно, то
отсюда следует, что m1 ⩾ mn−1. Если m1 = mn−1, то каждое присоединение
1-ручки уменьшает количество компонент связности границы на единицу, от-
куда немедленно следует, что образ подошвы приклеен так, как указано в п. 2).

Заметим, что после присоединения 1-ручки Hn
1 таким образом, что компо-

ненты связности ее подошвы лежат на разных компонентах связности Si, Sj
края ∂Y nmn−1

, множество Si ∪ ((∂Hn
1 \ intF1) ∪ ∂Sj) является связной суммой

Si#Sj . В силу утверждения 6 связная сумма сфер есть сфера, откуда немед-
ленно получаем утверждение 3). Предложение 6 доказано.

Рассмотрим теперь приклеивание ручек H4
2 к 4-шару H4

0 . В этом случае
множества Π1, Π2, составляющие ∂H4

2 , – полнотории, а подошвенная и секущая
сфера ручки H4

2 – окружности, являющиеся средними линиями полноториев
Π1 и Π2 соответственно. Пусть µ1, µ2 – меридианы Π1 и Π2 соответственно.
По построению кривые µ1, µ2 негомотопны нулю на торе ∂Π1 = ∂Π2 и имеют
единственную точку пересечения.

Пусть ψ : Π1 → S3 – приклеивающее отображение. Тогда λ = ψ(∂B2×{O}) –
узел на сфере S3, Πλ = ψ(Π1) – его трубчатая окрестность с меридианом
µλ = ψ(µ1), и узел ψ(µ2) ⊂ ∂Πλ имеет гомологический класс ⟨1, r⟩. Таким
образом, граница многообразия H4

0 ∪ψ H4
2 получена хирургией Дэна вдоль уз-

ла λ c целым коэффициентом хирургии r. В этом случае будем говорить, что
ручка H4

2 приклеена вдоль узла λ c оснащением λ̃ = ψ(µ2). При этом будем
считать, что узел λ и его оснащение λ̃ ориентированы согласованно, т. е. узел λ̃
ориентирован так, что проекция этого узла на λ вдоль двумерных дисков, об-
разующих слоение полнотория Πλ, определяет на λ ориентацию, совпадающую
с исходной ориентацией λ.

Отметим, что гладкие вложения ψ,ψ′ : Π1 → S3 такие, что ψ(µi) = ψ′(µi),
i ∈ {1, 2}, диффеотопны. Двукратным применением теоремы о продолжении
диффеотопии доказывается, что многообразия H4

0 ∪ψ H4
2 , H4

0 ∪ψ′ H4
2 диффео-

морфны (см., например, [7, предложение 3]).
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Аналогичным образом определяется приклеивание нескольких 2-ручек вдоль
оснащенного зацепления L, в которое входят образы подошвенных окружно-
стей ручек и их оснащения. Полученное в результате компактное многообра-
зие YL называется полным четырехмерным телом с 2-ручками.

Каждому оснащенному m-компонентному зацеплению L = {λi, λ̃i} поста-
вим в соответствие матрицу коэффициентов зацепления AL – симметричную
целочисленную матрицу m × m c элементами ai,j = lk(λi, λj) при i ̸= j и
ai,i = lk(λi, λ̃i), i, j ∈ {1, . . . ,m}.

Пусть YL – полное тело с 2-ручками, граница которого гомеоморфна сфе-
ре S3. Тогда приклеивание к YL ручки индекса 4 дает замкнутое многообра-
зие

⌢

Y L. В силу утверждения 1 топология многообразия
⌢

Y L полностью опреде-
ляется топологией YL.

Предложение 7. Многообразие
⌢

Y L,ψ односвязно.

Доказательство. Любая петля в
⌢

Y L,ψ гомотопна петле в YL,ψ, а YL,ψ го-
мотопически эквивалентно букету двумерных сфер, следовательно, является
односвязным. Значит,

⌢

Y L,ψ тоже односвязно. Предложение 7 доказано.

Отметим, что если M4 – односвязное многообразие, то оно ориентируемо, го-
мологические группы H1(M

4,Z), H3(M
4,Z) тривиальны, а группа H2(M

4,Z)
изоморфна Zm. Тривиальность H1(M

4,Z) следует из тривиальности фунда-
ментальной группы, тривиальность H3(M

4,Z) – из двойственности Пуанкаре.
В силу [35, следствие 8.4] группы кручений групп H2(M4,Z) и H1(M

4,Z) изо-
морфны для любого многообразия M4. Поскольку в нашем случае H1(M

4,Z)
тривиальна, то H2(M4,Z) является свободной группой. В силу двойственно-
сти Пуанкаре группа H2(M

4,Z) также является свободной и, следовательно,
изоморфна группе Zm.

Фридман в [13] показал, что топологическая структура гладкого односвяз-
ного многообразия M4 однозначно определяется формой пересечения

QM4 : H2(M
4,Z)×H2(M

4,Z) → Z
– билинейной формой, ставящей в соответствие каждой паре классов (a, b) ∈
H2(M

4,Z) их гомологический индекс пересечения (точное определение индекса
пересечения см. в [36, § 5.3]).

Утверждение 9 (см. [26, предложение 4.5.11]). Матрица формы пересече-
ний Q⌢

Y L
многообразия

⌢

Y L в некотором каноническом базисе совпадает с мат-
рицей коэффициентов зацепления AL .

§ 3. Канонические окрестности состояний равновесия потоков из
класса Ψ и разбиение несущего многообразия на ручки

Напомним, что функцией Морса на гладком многообразии Mn называет-
ся дважды дифференцируемая функция φ : Mn → R, все критические точки
которой невырождены. Из [37], [38] следует, что для любого потока f t ∈ Ψ су-
ществует энергетическая функция – функция Морса, строго убывающая вдоль
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незамкнутых траекторий и имеющая критическую точку в каждом состоянии
равновесия потока f t. Отсюда следует, что несущее многообразие M4 допус-
кает разложение на ручки, каждая из которых содержит в точности одно со-
стояние равновесия потока. В этом параграфе мы уточняем свойства этого
разбиения, определяемые структурой множества состояний равновесия пото-
ка, и строим канонические гомеоморфизмы, сопрягающие ограничения пото-
ков из класса Ψ на ручки одинакового индекса, удобные для доказательства
классификационных теорем.

3.1. Асимптотическое поведение траекторий потока f t ∈ Ψ. Асимп-
тотическое поведение траекторий градиентно-подобного потока описывается
следующими утверждениями.

Утверждение 10 (см. [37, теорема B], [38, теорема 1]). Для любого гради-
ентно-подобного потока f t ∈ Ψ на замкнутом многообразии M4 существует
энергетическая функция – функция Морса φ : Mn → [0, 4] такая, что

1) множество критических точек функции φ совпадает с множествомΩft ;
2) φ(f t(x)) < φ(x) для любой точки x ̸∈ Ω(f t) и любого t > 0, причем траек-

тории потока, отличные от состояний равновесия, пересекают поверхности
уровня функции φ трансверсально;

3) φ(p) = ip для любого p ∈ Ωft .

Для c ∈ [0, 4] положим Mc = φ−1([0, c]), Σc = φ−1(c). Из свойств функции
Морса следует, что Σc является гладким замкнутым трехмерным подмногооб-
разием многообразия M4 при c /∈ Z.

Следующее утверждение доказано в [9, теорема 2.3].

Утверждение 11. Пусть f t : Mn → Mn – градиентно-подобный поток.
Тогда

1) M4 =
⋃
p∈Ωft

W u
p ;

2)W u
p является гладким подмногообразием многообразия Mn , диффеоморф-

ным Rip для любого состояния равновесия p;
3) для каждой компоненты связности lup множества W u

p \p верно равенство

cl(lup) \ (lup ∪ p) =
⋃

q∈Ωft ,W s
q∩lup ̸=∅

W u
q .

Так как потоки f t, f−t являются градиентно-подобными одновременно, то
утверждение 11 остается верным после формальной замены всех символов u

на s и s на u.

3.2. Канонические окрестности состояний равновесия и локальная
сопряженность. Пусть f t – градиентно-подобный поток, заданный на за-
мкнутом многообразии M4, и p – его состояние равновесия, индекс Морса ко-
торого равен ip. В силу теоремы Гробмана–Хартмана (см. [39]–[41]) для любо-
го гиперболического состояния равновесия существует окрестность такая, что
ограничение потока f t на эту окрестность топологически эквивалентно линей-
ному потоку, определяемому векторным полем ẋ = Jpx, где Jp – матрица Якоби
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поля скоростей, вычисленная в точке p. Отсюда и из топологической классифи-
кации линейных гиперболических векторных полей (см., например, [42, гл. 2,
теорема 5.1, (б)]) следует, что любой поток из класса Ψ в некоторой окрестно-
сти седлового состояния равновесия топологически эквивалентен градиентно-
му потоку своей энергетической функции φ (но, вообще говоря, не совпадает
с ним, в частности, Jp может иметь комплексные собственные значения). От-
сюда следует, что любые два потока f t, f ′t ∈ Ψ топологически эквивалентны
в некоторых окрестностях седловых состояний равновесия с одинаковым ин-
дексом Морса. Цель этого пункта состоит в описании семейства {Vp}p∈Ωft

компактных окрестностей всех состояний равновесия потока f t ∈ Ψ и постро-
ении канонических гомеоморфизмов hp,p′ : Vp → Vp′ , топологически сопрягаю-
щих ограничения потоков f t, f ′t ∈ Ψ на выбранные окрестности, удобных для
доказательства теоремы 1. Идеи, которые приводятся ниже, являются одним
из вариантов доказательства теоремы Гробмана–Хартмана (см. [42, гл. 2, § 7]).
Мы приводим их, фокусируя внимание на ряде технических моментов, которые
будут использоваться в дальнейшем.

3.2.1. Канонические окрестности стоковых состояний равновесия. Под ка-
нонической окрестностью стокового или источникового состояния равновесия p
мы будем понимать компактный шар Vp, лежащий в устойчивом (или неустой-
чивом соответственно) многообразии этого состояния равновесия и ограни-
ченный сферой, трансверсальной к траекториям потока. В качестве таких
окрестностей, например, можно выбрать компоненты связности множеств Mc,
M4 \ intM4−c соответственно, где Mc = φ−1([0, c]), c ∈ (0, 1).

Для решения проблемы топологической классификации потоков достаточ-
но, чтобы канонические окрестности имели кусочно гладкие границы. В этом
случае трансверсальность пересечения секущей с траекториями потока пони-
мается следующим образом.

Определение 1. Будем говорить, что замкнутое трехмерное топологиче-
ское подмногообразие Σ ⊂ M4 является секущей для потока f t, заданного
на M4, если существует топологическое вложение e : Σ × [−1, 1] → M4 такое,
что e(Σ × {0}) = Σ и для любой точки x ∈ Σ отрезок e([−1, 1] × {x}) принад-
лежит траектории точки x. Если каждая траектория потока f t пересекает Σ

в единственной точке, то секущую Σ назовем глобальной секущей.

Предложение 8. Пусть p – гиперболическое состояние равновесия неко-
торого потока f t и Σp ⊂ W u

p – глобальная секущая для ограничения f t|W s
p\p .

Тогда Σp гомеоморфна сфере Sip−1 и ограничивает шар Bipω ∈ W u
p такой, что

p ∈ intBip .

Доказательство. По условию для любой точки x ∈ W s
ω \ ω существует

единственное время tx такое, что f tx(x) ∈ Σp. Тогда отображение r : W u
p \ p→

Σp, определенное формулой r(x) = f tx(x), является ретракцией. Эта ре-
тракция соединяется с тождественным отображением с помощью гомотопии
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hτ (x) = fτtx(x), τ ∈ [0, 1]; следовательно, Σp гомотопически эквивалентно мно-
жеству W u

p \p. В свою очередь, множество W u
p \p гомеоморфно Rip \{O}; следо-

вательно, гомотопически эквивалентно сфере Sip−1. Таким образом, Σp явля-
ется замкнутым многообразием, гомотопически эквивалентным сфере. В силу
обобщенной теоремы Пуанкаре–Перельмана, доказанной во всех размерностях,
Σp гомеоморфно сфере. Из утверждения 1 следует, что замыкание положитель-
ных полутраекторий всех точек x ∈ Σp образует искомый шар Bipp . Предложе-
ние 8 доказано.

3.2.2. Канонические окрестности седловых состояний равновесия. Пусть σ –
седловое состояние равновесия потока f t, iσ – его индекс Морса и Uσ ⊂ M4 –
окрестность точки σ, не содержащая других состояний равновесия. В силу
утверждения 11 инвариантные многообразия W s

σ,W
u
σ являются гладкими под-

многообразиями многообразия M4. Поэтому существует гладкое вложение

eσ : Bi × B4−i → Uσ

такое, что

eσ(Bi × {O}) ⊂W u
σ , e({O} × B4−i) ⊂W s

σ, eσ({O} × {O}) = σ.

Положим Bu
σ = eσ(Bi × {O}), Bs

σ = eσ({O × B4−i}). Будем обозначать об-
раз eσ(Bi × B4−i) через Bu

σ × Bs
σ. Ниже мы показываем, что в окрестности

Bu
σ×Bs

σ можно ввести пару трансверсальных f t-инвариантных слоений, содер-
жащих итерации некоторых подмножеств многообразий Σa, Σb при некоторых
a < φ(σ), b > φ(σ) (см. рис. 5).

Пусть c ∈ (0, 1) такое, что (Mc ∪M4−c) ∩ Uσ = ∅ для любого седлового со-
стояния равновесия σ. Из свойств функции Морса следует, что Mc является
объединением k0 попарно непересекающихся четырехмерных шаров, каждый
из которых содержит стоковое состояние равновесия. Так как функция φ убы-
вает вдоль траекторий потока f t и замыкание множества W u

σ содержит стоко-
вую точку, то пересечение λσ,c =W u

σ ∩ ∂Mc непусто для любого σ. Напомним,
что Σc = ∂Mc.

Из предложения 8 следует, что множество λσ,c является замкнутым глад-
ким подмногообразием многообразия Σc, гомеоморфным сфере Siσ−1. Обо-
значим через {Nσ,c} семейство попарно непересекающихся трубчатых окрест-
ностей множеств {λσ,c} в Σc соответственно. Если dimW u

σ = 1, то Nσ,c яв-
ляется парой трехмерных шаров. Обозначим эти шары Ds

x, где x ∈ λσ,c.
Если dimW u

σ ∈ {2, 3}, то Nσ,c диффеоморфна полноторию S1 × B2 или коль-
цу S2 × [0, 1] соответственно. Структура прямого произведения определяет на
множестве Nσ,c слоение

{Ds
x}x∈λu

σ,c

со слоями, трансверсальными (в Σc) к λσ,c.
Для выбора канонических окрестностей седловых состояний равновесия вос-

пользуемся следующей адаптацией классической λ-леммы (см. [42, лемма 7.1,
замечание на с. 117]).
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Рис. 5. Построение f t-инвариантного слоения в окрестности седлового
состояния равновесия σ

Предложение 9. Пусть σ – седловое состояние равновесия c индексом
Морса iσ ∈ {1, 2, 3}. Для любого ε > 0 существует T (ε) > 0 такое, что
для всех t > T (ε) и всех x ∈ λσ,c компонента связности Ds

x,t множества
f−t(Ds

x) ∩ (Bu
σ × Bs

σ), содержащая точку f−t(x), является шаром размерно-
сти (4− iσ), ε-близким к Bs

σ в C1-топологии.

Пусть ε > 0 такое, что для любого ε-близкого к Bs
σ шара Ds

q пересечение
Ds
q ∩Bu

σ трансверсально и T , Ds
x,t такие, как в предложении 9 для данного ε.

Тогда объединение
⋃
t⩾T (ε)+1

⋃
x∈λσ,a

Ds
x,t∪Bs

σ образует компактную окрест-
ность точки σ, расслоенную итерациями шаров Ds

x,T (ε)+1. Построим анало-
гичную окрестность точки σ как седлового состояния равновесия потока f−t

c энергетической функцией 4−φ, оснащенную расслоением Du
y,t, трансверсаль-

ным к первому расслоению. Пересечение этих окрестностей является окрест-
ностью точки σ со следующими свойствами.

Предложение 10. Пусть σ – седловое состояние равновесия потока f t

с индексом Морса iσ . Тогда существует компактная окрестность Vσ ⊂ M4

точки σ и непрерывные отображения πu : Vσ → Bu
σ , πs : Vσ → Vσ ∩ Bs

σ такие,
что

1) для любых точек x ∈ λσ,a , y ∈ λσ,b существуют Tx , Ty > 0 такие,
что для любых tx > Tx , ty > Ty выполняются равенства π−1

u (f−t(x)) = Ds
x,t ,
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π−1
s (f t(y)) = Du

y,t , где π−1
u (f−t(x)), π−1

s (f t(y)) – полные прообразы точек
f−t(x), f t(y) соответственно;

2) для любых точек zu ∈W u
σ ∩Vσ , zs ∈W s

σ∩Vσ пересечение π−1
u (zu)∩π−1

s (zs)

трансверсально и состоит из единственной точки;
3) π−1

u (σ) ⊂W s
σ , π−1

s (σ) ⊂W u
σ ;

4) π−1
u (f−t(zs)) ⊂ f−t(π−1

u (zs)), π−1
s (f t(zu)) ⊂ f t(π−1

s (zu)) для любых zu ∈
W u
σ ∩ Vσ , zs ∈W s

σ ∩ Vσ .

Будем называть окрестность Vσ, определенную в предложении 10, канони-
ческой компактной окрестностью седлового состояния равновесия σ.

3.2.3. Топологическая сопряженность в канонических окрестностях. Пред-
ложение 10 определяет на Vσ структуру прямого произведения Ds

zu ×Du
zs , где

Ds
zu = π−1

u (zu), D
u
zs = π−1

s (zs).
Граница ∂Vσ окрестности Vσ естественным образом представляется в виде

объединения двух компактных подмногообразий Πu
σ = ∂Bu

σ × Bs
σ и Πs

σ = Bu
σ ×

∂Bs
σ с общим краем. В случае n = 4 и iσ = 2, многообразия Πu

σ и Πs
σ являются

полноториями.

Предложение 11. Пусть p, p′ – состояния равновесия потоков f t , f ′t

соответственно, имеющие равные индексы Морса i ∈ {0, . . . , 4}, и Vp , Vp′ –
их компактные канонические окрестности. Тогда существует сохраняющий
ориентацию гомеоморфизм hp,p′ : Vp → Vp′ такой, что

1) hp,p′f t = f ′
t
hp,p′ для всех t, при которых определены правая и левая части

равенства;
2) ограничения hp,p′ |Bu

p
, hp,p′ |Bs

p
можно выбрать таким образом, что они

одновременно сохраняют или одновременно меняют ориентацию;
3) Если i = 2, то hσ,σ′ переводит меридианы полноториев Πu

p , Πs
p в мери-

дианы полноториев Πu
p′ , Π

s
p′ .

Доказательство. Пусть p – седловое состояние равновесия и πu : Vp → Bu
p ,

πs : Vp → Bs
p – непрерывные отображения, определенные в предложении 10.

Обозначим через π′
u : Vp′ → Bu

p′ и π′
s : Vp′ → Bs

p′ аналогичные отображения для
потока f ′t.

Пусть gu : ∂Bu
p → ∂Bu

p′ – сохраняющий ориентацию гомеоморфизм. Каждой
точке x ∈ Bu

p поставим в соответствие время tx ∈ R такое, что f tx(x) ∈ ∂Bu
p .

Определим гомеоморфизм hu : B
u
p → Bu

p′ , положив

hu(x) =

{
f ′

−tx(gu(f
tx(x))), x ∈ Bu

p \ p,
p′, x = p.

Аналогично определим гомеоморфизм hs : B
s
p → Bs

p′ такой, что hsf
t|Bs

p
=

f ′
t
hs|Bs

p
. Тогда искомый гомеоморфизм hp,p′ определяется соотношением

hp,p′(z) = π′
u
−1

(hu(πu(z))) ∩ π′
s
−1

(hs(πs(z))), z ∈ Vp.
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Гомеоморфизмы hs, hu можно выбрать одновременно меняющими или одно-
временно сохраняющими ориентацию шаров, тогда гомеоморфизм hp,p′ в обоих
случаях является сохраняющим ориентацию.

В случае i = 2 узлы ∂Bu
p ×{y} и {x}×∂Bs

p, где (x, y) ∈ ∂Bu
p ×∂Bs

p, являются
меридианами полноториев Πs

p,Π
u
p ⊂ ∂Vp соответственно. По построению гомео-

морфизм hp,p′ переводит эти узлы в узлы ∂Bu
p′ ×{y′}, {x′}×∂Bs

p′ , являющиеся
меридианами полноториев Πs

p′ ,Π
u
p′ ⊂ ∂Vp′ .

Пусть p – стоковое (источниковое) состояние равновесия. Тогда канониче-
ская окрестность Vp является шаром размерности 4, лежащим в W s

p (W u
p со-

ответственно). В этом случае искомый гомеоморфизм h : Vp → Vp′ строится
аналогично построению гомеоморфизма hs(hu). Предложение 11 доказано.

3.3. Разбиение на ручки несущего многообразия, определяемое
каноническими окрестностями состояний равновесия. В предыдущем
пункте описаны канонические окрестности {Vp} состояний равновесия потока
f t ∈ Ψ такие, что Vp ∩ Vq = ∅ для любых состояний равновесия p, q с одинако-
вым индексом Морса ip = iq. Каждая каноническая окрестность Vp седлового
состояния равновесия имеет структуру прямого произведения Bip × B4−ip , т. е.
является ip-ручкой. В этом пункте мы показываем, что окрестности {Vp} мож-
но выбрать так, что их объединение будет разбиением многообразия M4 на
ручки, и устанавливаем некоторые свойства этого разбиения.

Напомним, что Ωift обозначает множество состояний равновесия потока f t ∈
Ψ с индексом Морса, равным i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ki – мощность множества Ωift , и

gft =
1

2
(k1 + k3 − k0 − k4 + 2).

Для i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} положим

N i =
⋃

p∈Ωi
ft

Vp.

Теорема 5. Пусть M4 – несущее многообразие потока f t ∈ Ψ. Тогда суще-
ствуют компактные канонические окрестности {Vp} состояний равновесия
потока f t такие, что

M4 =
⋃

p∈Ωft

Vp

есть разбиение M4 на ручки со следующими свойствами:
1) множество N1 распадается на два непересекающихся подмножества

N1
0 , N1

1 таких, что множество B0 = N0 ∪N1
0 гомеоморфно шару;

2) N0 ∪N1 = B0 ∪N1
1 является (4, 1)-ручечным телом рода gft ;

3) gft = k1 − k0 + 1 = k3 − k4 + 1;
4) граница множества B0 ∪N2 гомеоморфна сфере S3 .

Доказательство. Напомним, что через φ : M4 → [0, 4] обозначена само-
индексирующаяся энергетическая функция потока f t, и c ∈ (0, 1) – такое ре-
гулярное значение функции Морса, что Vσ ∩ Mc = ∅ для любого седлового
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состояния равновесия σ. Множество Mc является объединением k0 попарно
непересекающихся четырехмерных шаров {Vω} со следующими свойствами:

a) внутренность каждого шара Vω содержит ровно одну стоковую точку ω;
b) граница каждого шара Vω пересекает траектории потока f t трансвер-

сально;
c) для любого седлового состояния равновесия σ пересечение W u

σ ∩ ∂Mc не-
пусто;

d) для любого ω ∈ Ω0
ft существует хотя бы одно седловое состояние равно-

весия σ1
ω ∈ Ω1

ft такое, что W u
σ1
ω
∩ ∂Vω непусто.

Первые два свойства следуют непосредственно из утверждения 10. Свойст-
во c) вытекает из того факта, что в силу утверждения 11 замыкание неустой-
чивого инвариантного многообразия каждого седлового состояния равновесия
содержит стоковое состояние равновесия. Докажем свойство d). В силу утвер-
ждения 11 многообразие M4 есть объединение устойчивых многообразий W s

p

всех состояний равновесия потока f t. Размерность множества

R =
⋃

q∈Ω2
ft∪Ω3

ft

W s
q ∪ Ω4

ft

не выше двух. Поэтому дополнение

X =
⋃

p∈Ω0
ft∪Ω1

ft

W s
p

до этого объединения связно. Отсюда следует, что граница каждого устойчиво-
го многообразия W s

ω стоковой точки ω в X содержит устойчивое многообразие
по крайней мере одной точки σ ∈ Ω1

ft (в противном случае clW s
ω в X совпада-

ло бы с W s
ω, что противоречит его открытости). В силу п. 3) утверждения 11

справедливо равенство
clW s

ω =
⋃

Wu
q ∩W s

ω ̸=∅
W s
q ,

доказывающее пункт d).
Каждый шар Vω будем считать 0-ручкой. Пусть Vσ – компактная канони-

ческая окрестность седлового состояния равновесия σ, iσ > 1, и ω – стоковая
точка такая, что ω ∈ clW u

σ . Напомним, что Πu
σ, Πs

σ – канонически выбран-
ные подмножества границы Vσ. Из предложения 10 следует, что существует
время Tσ такое, что

e) fTσ (Vσ) ∩ Vω = fTσ (Πu
σ) ∩ Vω,

и fTσ (Vσ) является компактной канонической окрестностью точки σ. Поэто-
му, не уменьшая общности, можно полагать, что свойство e) выполняется для
Tσ = 0, т. е. fTσ (Vσ) = Vσ для каждого σ.

Если iσ = 1 и clW u
σ содержит единственную стоковую точку ω, то выберем

окрестность Vσ так же, как и в случае iσ > 1. Пусть iσ = 1 и clW u
σ содержит

стоковые точки ω+, ω−. Тогда в силу предложения 10 найдется t∗ такое, что
f t∗(Πu

σ) ⊂ int(Vω+
∪ Vω−). Из предложения 10 следует, что множество

f t∗(Vσ) \ int(Vω+
∪ Vω−)
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является канонической окрестностью точки σ, для которой выполнено свойст-
во e). Последнюю окрестность выберем в качестве новой окрестности точки σ,
сохранив за ней обозначение Vσ.

Каждую окрестность {Vσ} будем считать ручкой индекса iσ. Для i ∈
{0, 1, 2, 3} положим

Qi =

i⋃
j=0

N i.

Из построения следует, что Q3 является компактным многообразием и объ-
единение N0 ∪ N1 ∪ N2 ∪ N3 есть его разбиение на ручки. Покажем, что
M4 \ intQ3 является объединением канонических окрестностей всех источни-
ковых состояний равновесия потока f t.

Вначале покажем, что множество Q3 связно. Для этого достаточно пока-
зать, что связным является множество Q1. Предположим, что Q1 является
объединением двух непустых непересекающихся компактных множеств E1, E2.
Тогда f t(E1) ∩ f t(E2) = ∅ для любого t > 0 и множество

⋂
t>0 f

t(E1 ∪ E2)

несвязно. Но последнее множество есть в точности множество X, связность
которого доказана выше. Следовательно, множества Q1, Q2, Q3 связны.

Граница ∂Q3 является кусочно гладким подмногообразием, лежащим в объ-
единении неустойчивых многообразий источников. Более того, в силу тех же
аргументов, что использовались при доказательстве свойства d), для каждой
точки α ∈ Ω4

ft пересечение ∂Q3∩W u
α непусто. Отсюда следует, что ∂Q3 состоит

не менее чем из k4 компонент связности и каждая из них является глобальной
секущей для ограничения потока на W u

α \ α для некоторой точки α.
Из предложения 8, примененного к f−t, следует, что секущая к траектори-

ям потока f tWu
α

является локально плоской сферой, ограничивающей в W u
α шар

B4
α ∋ α. Если в множестве W u

α лежат две компоненты связности Σ+, Σ− мно-
жества ∂Q3, то они ограничивают кольцо Kα в W u

α , не содержащее точку α.
Так как α /∈ Q3, то кольцо Kα лежит в Q3. По доказанному выше Q3 связно,
тогда Q3 = Kα. Но по построению Q3 содержит состояния равновесия, отлич-
ные от источников, тогда как Kα ⊂ W u

α \ α и, следовательно, все его точки
являются блуждающими.

Таким образом, для каждой точки α ∈ Ω4
ft найдется единственная компо-

нента связности Σα ⊂ ∂Q3 ∩W u
α , эта компонента связности является локально

плоской сферой, ограничивающей шар Vα ⊂W u
α , который и выберем в качестве

канонической окрестности точки α. Итак, построены канонические окрестно-
сти седловых состояний равновесия, объединение которых является разбиением
на ручки многообразия M4.

Докажем свойства этого разбиения, сформулированные в утверждени-
ях 1)–4) теоремы. Выше уже доказана связность множества Q1, значит, в силу
предложения 5, Q1 является (n, 1)-ручечным телом рода g = k1 − k0 + 1. От-
сюда следует утверждение 1) теоремы. Для доказательства утверждения 2)
осталось показать, что g = gft .

Заметим, что если состояние равновесия p потока f t имеет индекс Морса,
равный ip, то оно же, рассматриваемое как состояние равновесия потока f−t,
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имеет индекс Морса, равный 4−ip. Поэтому в построенном разбиении на ручки
можно каждую ip-ручку Vp считать ручкой индекса 4− ip. Тогда предыдущие
рассуждения, примененные к этому новому разбиению, показывают, что мно-
жество N3 распадается на два непересекающихся подмножества N3

0 , N3
1 таких,

что B4 = N4 ∪ N3
0 есть шар и множество N3 ∪ N4 = B0 ∪ N3

1 является (n, 1)-
ручечным телом рода g′ = k3 − k4 + 1.

Покажем, что g = g′. Объединение

B0 ∪N1
1 ∪N2 ∪N3

1 ∪B4

определяет полярное разбиение на ручки многообразия M4 c g ручками ин-
декса 1 и g′ ручками индекса 3. Приклейка ручек индекса 2 не меняет числа
компонент связности края, поэтому край многообразия N2 ∪ B4 связен. Сле-
довательно, связен и край многообразия B0 ∪N1

1 ∪N3
1 . В силу предложения 6

g ⩾ g′. Применение аналогичных аргументов к f−t доказывает, что g′ ⩾ g.
Следовательно, g = g′. Так как

gft =
1

2
(k1 + k3 − k0 − k4 + 2) =

1

2
(g + g′),

равенство g = g′ означает, что gft = g = g′. Таким образом, утверждения 2)
и 3) теоремы доказаны.

Так как g = g′, то в силу предложения 6 край множества N1
1 ∪ N3

1 ∪ B4

гомеоморфен сфере S3. Но ∂(B0 ∪ N2) = ∂(N1
1 ∪ N3

1 ∪ B4), что доказывает
утверждение 4). Теорема 5 доказана.

§ 4. Характеристическая секущая и схема потока f t

В этом параграфе мы определяем схему Sft потока f t ∈ Ψ и показываем, что
класс эквивалентности схемы Sft однозначно определяет класс топологической
сопряженности потока f t, сводя тем самым доказательство основной теоремы 1
к проверке того факта, что наличие изоморфизма оснащенных графов потоков
f t, f ′t влечет за собой эквивалентность их схем.

В теореме 5 построено разбиение несущего многообразия потока f t ∈ Ψ

на ручки, являющиеся одновременно каноническими окрестностями состояний
равновесия потока f t. Напомним, что N i обозначает объединение таких ручек
индекса i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Определение 2. Многообразие Σft = ∂(N0 ∪N1) будем называть характе-
ристической секущей потока f t ∈ Ψ.

Из второго утверждения теоремы 5, следствия 5 и утверждения 8 непосред-
ственно вытекает следующий факт.

Следствие 6. Пусть Σft – характеристическая секущая потока f t ∈ Ψ и
σi ∈ Ωift – седловое состояние равновесия. Тогда
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1) Σft гомеоморфна сфере S3 при gft = 0 и либо #gftS2×S1 , либо #gftS2 ×̃S1
в остальных случаях;

2) множество W u
σ2 ∩ Σft является гладко вложенной замкнутой кривой;

3) множества W s
σ1 ∩Σft , W u

σ3 ∩Σft являются гладко вложенными двумер-
ными сферами.

Пусть σ ∈ Ω2
ft и lσ =W u

σ ∩Σft . Напомним, что граница ∂Vσ компактной ка-
нонической окрестности седла σ представляется в виде объединения двух пол-
ноториев Πu

σ, Πs
σ с общей границей. Из теоремы 5 следует, что Πu

σ = Vσ ∩Σft ,
т. е. Πu

σ является трубчатой окрестностью простой замкнутой кривой lσ в Σft .
Ориентируем кривую lσ произвольно. В качестве оснащения кривой lσ (см. оп-
ределение в п. 2.4) выберем простую замкнутую кривую l̃σ ⊂ Πu

σ ∩ Πs
σ, являю-

щуюся меридианом полнотория Πs
σ, ориентированную согласованно с lσ.

Множество всех пар {lσ, l̃σ} обозначим через Lft . Положим

Λs
ft =W s

Ω1
ft

∩ Σft , Λu
ft =W u

Ω3
ft

∩ Σft .

Определение 3. Схемой потока f t называется набор

Sft = {Σft , Lft ,Λs
ft ,Λu

ft}.

Определение 4. Схемы Sft , Sf ′t потоков f t, f ′t ∈ Ψ называются эквива-
лентными, если существует гомеоморфизм h : Σft → Σf ′t такой, что
h(Lft) = Lf ′t и h(l̃σ) = l̃σ′ для каждой пары кривых lσ, lσ′ = h(lσ), при этом

гомеоморфизм h переводит выбранную ориентацию кривых lσ, l̃σ в выбранную
ориентацию кривых lσ′ , l̃σ′ ;
h(Λs

ft) = Λs
f ′t ; h(Λu

ft) = Λu
f ′t .

Теорема 6. Потоки f t, f ′t∈Ψ топологически эквивалентны тогда и толь-
ко тогда, когда их схемы Sft , Sf ′t эквивалентны.

Доказательство. Необходимость. Пусть потоки f t, f ′t ∈ Ψ топологиче-
ски эквивалентны. Тогда они заданы на одном и том же (с точностью до го-
меоморфизма) многообразии M4 и существует гомеоморфизм H : M4 → M4,
переводящий траектории потока f t в траектории потока f ′t. Пусть Σft – ха-
рактеристическая секущая потока f t. Тогда множество Σf ′t = H(Σft) является
характеристической секущей потока f ′t. По определению ограничение гомео-
морфизма H на секущую Σft является гомеоморфизмом, удовлетворяющим
определению 4.

Достаточность. Пусть h : Σft → Σf ′t – гомеоморфизм, удовлетворяющий
определению 4. Построим гомеоморфизм H : M4 → M4 такой, что f t =

H−1f ′tH, т. е. докажем, что потоки f t, f ′t топологически сопряжены (и, следо-
вательно, топологически эквивалентны).

Напомним, что характеристическая секущая пересекается с канонической
окрестностью Vσ седла σ по некоторому фиксированному подмножеству гра-
ницы Vσ. Пусть σ ∈ Ωft , σ′ ∈ Ωf ′t – седловые состояния равновесия такие,
что гомеоморфизм h переводит след инвариантного многообразия седла σ на
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секущей Σft в след инвариантного многообразия седла σ′ на секущей Σf ′t . То-
гда точки σ, σ′ имеют одинаковый индекс Морса и в силу предложения 11
существует гомеоморфизм hσ,σ′ : Vσ → Vσ′ , сопрягающий ограничения пото-
ков f t, f ′t на окрестности Vσ, Vσ′ . Покажем, что существует гомеоморфизм
h̃ : Σft → Σf ′t , ограничение которого на множество Vσ ∩Σft совпадает с гомео-
морфизмом hσ,σ′ для каждой пары седел σ, σ′.

Положим Π̃σ = h(Vσ ∩ Σft), Π′
σ = hσ,σ′(Vσ ∩ Σft) и обозначим через Π0

σ′

регулярную окрестность следа сепаратрисы точки σ′ на характеристической
секущей Σf ′t такую, что Π̃σ ∪ Π′

σ ⊂ Π0
σ′ . Будем, не уменьшая общности, пред-

полагать, что окрестности {Π0
σ′} попарно не пересекаются.

Пусть σ ∈ Ω1
ft . Тогда множества Πs

σ, Π̃σ, Π′
σ гомеоморфны кольцу S2×[−1, 1].

В силу следствия 2 существует гомеоморфизм θσ : Σf ′t → Σf ′t такой, что
θσ|Σf′t\intΠ0

σ′
= id и θσ|Π̃σ

= hσ,σ′h−1|Π̃σ
. Для седлового состояния равнове-

сия σ ∈ Ω3
ft рассуждения аналогичны.

В случае σ ∈ Ω2
ft множество Πu

σ = Vσ∩Σft и его образы Π̃σ, Π′
σ гомеоморфны

полноторию S1×B2. Узел l̃σ ⊂ Σft является меридианом полнотория Πs
σ ⊂ ∂Vσ.

По определению гомеоморфизма h выполняется равенство h(l̃σ) = l̃σ′ , где l̃σ′ –
меридиан полнотория Πs

σ′ ⊂ ∂Vσ′ . Согласно предложению 11 гомеоморфизм
hσ,σ′ переводит меридиан l̃σ полнотория Πs

σ в меридиан полнотория Πs
σ′ . Сле-

довательно, узлы l̃σ′ , hσ,σ′(l̃σ) гомотопны на торе ∂Πs
σ′ = ∂Π′

σ. Из предло-
жения 3 следует, что существует гомеоморфизм θσ : Σf ′t → Σf ′t такой, что
θσ|Σf′t\intΠ0

σ′
= idΣf′t\intΠ0

σ′
и θσ′h = hσ,σ′ .

Пусть h′ : Σf ′t → Σf ′t – гомеоморфизм, являющийся суперпозицией го-
меоморфизмов θσ, построенных для каждой пары седловых точек σ ∈ Ωft ,
σ′ ∈ Ωf ′t . Положим h̃ = h′h. По построению h̃|Vσ∩Σft = hσ,σ′ |Vσ∩Σft для каж-
дого седлового состояния равновесия σ ∈ Ωft .

Каждой точке z ∈M4 \Ωft поставим в соответствие время tz ∈ R такое, что
f tz (z) ⊂ Qft ∪

⋃
σ∈Ωi

ft , i=1,2,3 Vσ и положим

H(z) =

{
f ′

−tz (h̃(f tz (z))), f tz (z) ∈ Σft ,

f ′
−tz (hσ,σ′(f tz (z))), f tz (z) ∈ Vσ.

Отметим, что несмотря на то, что время tz, вообще говоря, определяется
неоднозначно для тех точек z, для которых f tz (z) ∈ Vp, отображение G явля-
ется непрерывной биекцией. Действительно, пусть τz, νz такие, что fτz (z) ∈ Vp,
fνz (z) ∈ Vp и t = νz − τz > 0. Тогда

G(z) = f ′
−τz (hp,p′(f

τz (z))) = f ′
−τz (f ′

−t
(hp,p′(f

t((fτz (z))))))

= f ′
−νz (hp,p′(f

νz (z))).

Построенное отображение единственным образом по непрерывности продолжа-
ется на множество Ωft до искомого гомеоморфизма. Теорема 6 доказана.
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§ 5. Топологическая классификация потоков
с помощью оснащенного графа

5.1. Определение оснащенного графа потока. Пусть f t ∈ Ψ и M4 –
несущее многообразие потока f t. Напомним, что через Lft обозначено мно-
жество сфер, являющихся замыканиями трехмерных инвариантных многооб-
разий седловых состояний равновесия потока f t, через Dft – множество всех
компонент связности многообразия, полученного из M4 удалением всех таких
сфер.

Определение 5. Будем называть двухцветным графом потока f t ∈ Ψ

граф Γft со следующими свойствами:
1) существует взаимно однозначное соответствие ξ0 между множеством

V (Γft) вершин графа Γft и множеством Dft ;
2) существует взаимно однозначное соответствие ξ1 между множеством

E(Γft) ребер графа Γft и множеством Lft ;
3) вершины vi ̸= vj ∈ V (Γft) инцидентны ребру ei,j ∈ E(Γft) тогда и

только тогда, когда сфера ξ1(ei,j) ∈ Lft принадлежит границе обеих областей
ξ0(vi), ξ0(vj) ∈ Dft ;

4) ребро e ∈ E(Γft) имеет цвет s (u), если ξ1(e) – замыкание устойчивой
(неустойчивой) сепаратрисы;

5) вершина v отмечена, если область ξ0(v) содержит седло σ ∈ Ω2
ft .

Если для потока f t ∈ Ψ выполняется равенство k3 = k1 = 0, то будем
формально полагать, что граф Γft состоит из единственной вершины.

Будем отождествлять Γft с одномерным полиэдром, вложенным в характе-
ристическую секущую Σft так, как описано в следующем предложении.

Напомним, что Λu
ft ,Λs

ft ⊂ Σft обозначает множество двумерных сфер, явля-
ющихся следами сфер из множества Lft . Биекции ξ0, ξ1 индуцируют биекции
ψ0, ψ1 между множествами V (Γft), E(Γft) и множествами dft = Dft ∩ Σft ,
Λu
ft ∪ Λs

ft соответственно.

Предложение 12. Двуцветный граф Γft можно вложить в характери-
стическую секущую Σft так, что

1) каждая вершина v ∈ V (Γft) лежит внутри области ψ0(v);
2) каждое ребро e ∈ E(Γft) цвета s (u) пересекает сферу ψ1(e) в единст-

венной точке;
3) ребро e ∈ E(Γft) разбивает граф Γft тогда и только тогда, когда сфера

ψ1(e) разбивает характеристическую секущую Σft .

Напомним, что с каждым седловым состоянием равновесия σ, имеющим ин-
декс Морса iσ, связана iσ-ручка Vσ в разбиении многообразия M4 на ручки.
Ниже описываются правила, по которым граф Γft оснащается информацией
о приклеивании 1- и 2-ручек.

5.1.1. Оснащение отмеченных вершин. Напомним, что Lft – набор ориен-
тированных простых замкнутых кривых и их оснащений на секущей Σft , об-
разованное следами двумерных сепаратрис. Подмножество LD множества Lft ,
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лежащее в области D ∈ Dft , будем называть локальной диаграммой Кирби об-
ласти D. Из построений следует, что LD является оснащенным зацеплением,
принадлежащим границе Sω какой-то одной 0-ручки Vω из разбиения несущего
многообразия M4, определенного теоремой 5.

Определение 6. Локальная диаграмма Кирби LD области D называется
оснащением отмеченной вершины v = ξ−1

0 (D).

Будем считать, что на сфере Sω зафиксирована естественная ориентация как
на границе ручки Vω.

5.1.2. Оснащение циклов графа Γft . Напомним, что характеристическая се-
кущая Σft является границей (4, 1)-ручечного тела, образованного объедине-
нием N0∪N1 канонических окрестностей седловых состояний равновесия с ин-
дексами Морса 0 и 1.

В теореме 5 установлено, что множество N1 можно представить (не един-
ственным образом) в виде двух подмножеств N1

1 , N1
0 таких, что B0 = N0 ∪N1

0

есть шар, а B0 ∪N1
1 – ручечное тело рода gft .

Пусть esσ – ребро графа Γft , принадлежащее его циклу и соответствующее
многообразию W s

σ некоторого седла σ ∈ Ω1
ft . В силу предложения 12 сфера

λsσ = clW s
σ ∩ Σft не делит характеристическую секущую. Поэтому существует

такой выбор подмножеств N1
1 , N1

0 , что Vσ ⊂ N1
1 , и, следовательно, 1-ручка Vσ

приклеена к шару B0. В п. 2.4 дано определение спина такой ручки. Будем
говорить, что ребро esσ имеет спин “+” (“−”), если ручка Vσ приклеена с поло-
жительным (отрицательным) спином.

Определение 7. Цикл графа Γft имеет спин “−”, если хотя бы одно ребро,
принадлежащее этому циклу, имеет спин “−”. В противном случае цикл графа
имеет спин “+”.

5.2. Оснащенный граф Γft как полный топологический инвариант.

Определение 8. Двухцветный граф Γft , каждая отмеченная вершина и
цикл которого оснащены локальными диаграммами Кирби и спинами в соот-
ветствии с определениями 6, 7, называется оснащенным графом потока f t ∈ Ψ.

На рис. 6 приведен фазовый портрет и оснащенный граф Γft потока f t ∈ Ψ,
неблуждающее множество которого состоит из источника α, стока ω и седел
σ1, σ2, σ3 с индексами Морса 1, 2, 3 соответственно.

Определение 9. Оснащенные графы Γft , Γf ′t потоков f t, f ′t ∈ Ψ изоморф-
ны, если существует изоморфизм ζ : Γft → Γf ′t , сохраняющий отмеченные вер-
шины, а также цвета и спины ребер, и для любой пары отмеченных вершин
v ∈ V (Γft) и v′ = ζ(v) ∈ V (Γf ′t) соответствующие им локальные диаграммы
Кирби LD, LD′ эквивалентны с помощью гомеоморфизма hD : Sω → S′

ω такого,
что hD(LD) = LD′ , и hD(l̃

u
i ) = l̃′ui для любой пары lui , l′

u
i = hD(l

u
i ); при этом

все гомеоморфизмы hD являются одновременно либо сохраняющими, либо од-
новременно обращающими естественные ориентации сфер.
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Рис. 6. Фазовый портрет (a) и оснащенный граф (b) потока f t ∈ Ψ

Доказательство теоремы 1. Покажем, что потоки f t, f ′t ∈ Ψ топологи-
чески эквивалентны тогда и только тогда, когда их оснащенные графы изо-
морфны. В силу теоремы 6 достаточно показать, что изоморфизм оснащенных
графов потоков f t, f ′t влечет эквивалентность их схем и наоборот.

Докажем, что из эквивалентности схем следует существование изоморфизма
графов, удовлетворяющего определению 9. Пусть h : Σft → Σft – гомеомор-
физм, удовлетворяющий определению 4. Напомним, что ψ0, ψ1 обозначают
биекции между множествами V (Γft), E(Γft) и множествами dft = Dft ∩ Σft ,
Λu
ft∪Λs

ft соответственно. Обозначим через ψ′
0, ψ′

1 аналогичные биекции для по-
тока f ′t. Композиции ψ0hψ

′−1
0 , ψ1hψ

′−1
1 являются биекциями, определяющими

изоморфизм ζ : Γft → Γf ′t , сохраняющий цвета ребер и отмеченные вершины.
Докажем, что изоморфизм ζ сохраняет спины циклов. Пусть es1, . . . , esgft

– реб-
ра графа Γft , принадлежащие разным циклам. Обозначим через σ1, σ2, . . . , σgft

набор седловых состояний равновесия индекса Морса 1 такой, что для любого
i ∈ {1, . . . , gft} замыкание clW s

σi
соответствует esi . Тогда канонические окрест-

ности седел σi образуют семейство N1
1 , описанное в теореме 5. Обозначим

e′si = ζ(esi), σ′
i – седловое состояние равновесия индекса Морса 1 такое, что

clW s
σ′
i

соответствует ребру e′si , N ′1
1 – объединение канонических окрестностей



ГРАДИЕНТНО-ПОДОБНЫЕ ПОТОКИ НА ЧЕТЫРЕХМЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 49

седел σ′
i. Согласно конструкции многообразие

Σft \ intN1
1 = Σft \

(gft⋃
i=1

intΠs
σi

)
= B0 \

(gft⋃
i=1

intΠu
σi

)
является трехмерной сферой с дырами. То же самое верно для Σf ′t \ intN ′1

1 .
Ограничение гомеоморфизма h на сферу с дырами по необходимости сохраняет
или меняет ориентации одновременно всех компонент связности границы. В то
же время для любого σi ограничение h на кольцо Πs

σi
, входящее в состав грани-

цы ручки Vσi , меняет или сохраняет ориентацию обеих сфер на границе ∂Πs
σi

.
Значит, ручки из объединения N ′1

1 приклеиваются с теми же спинами, что и
ручки, составляющие N1

1 . Таким образом, для любого i ∈ {1, . . . , gft} спи-
ны ребер esi , e′si совпадают. В силу произвольности выбора ребер {esi} отсюда
следует, что спины соответствующих циклов графов Γft , Γf ′t совпадают. От-
сюда же следует, что эквивалентность схем влечет за собой эквивалентность
локальных диаграмм Кирби.

Докажем, что из изоморфности графов следует эквивалентность схем. Пусть
ζ : V (Γft) → V (Γf ′t) – изоморфизм, удовлетворяющий определению 9.

Для любого ребра e ∈ E(Γft) обозначим через e′ ребро графа Γf ′t , соответ-
ствующее ребру e при изоморфизме ζ, и положим

ℓe = ξ1(e) ∩ Σft , ℓe′ = ξ′1(e
′) ∩ Σf ′t .

В силу следствия 6 множество ℓe является гладко вложенной в Σft двумерной
сферой. Пусть T , T ′ – наборы попарно непересекающихся компактных окрест-
ностей сфер {ℓe}, {ℓe′} на секущих Σft , Σf ′t , являющиеся следами подошв при-
клеенных к Σft канонических окрестностей. Из конструкции следует, что каж-
дая компонента связности множества T гомеоморфна кольцу S2×[−1, 1] с помо-
щью гомеоморфизма (на образ) j : S2×[−1, 1] → Σft такого, что j(S2×{0}) = ℓe.

Для любой вершины v графа Γft и соответствующей ей области ξ0(v) = Dv ∈
Dft положим

dv = Dv ∩ Σft , v′ = ζ(v), D′
v = ξ′0(v

′) ∈ Df ′t , d′v = D′
v ∩ Σf ′t .

Из утверждений 1), 2) теоремы 5 и определения Σft следует, что каждая
компонента связности множества Σft \ intT лежит в некоторой области dv и
является трехмерной сферой с дырами. Из условия теоремы и предложения 4
следует, что для каждой вершины v ∈ V (Γft) существует гомеоморфизм

hv : dv \ intT → dv′ \ intT ′

такой, что hv(LDv ) = LDv′ , hv(∂T ∩ dv) = ∂T ∩ dv для любой пары сфер ℓe ⊂
cl dv, ℓe′ ⊂ cl dv′ . Более того, для любой сферы ℓe, входящей в границу двух
областей dv, dw, ограничения гомеоморфизмов hv, hw на ∂T ∩ dv, ∂T ∩ dw либо
одновременно сохраняют, либо одновременно обращают ориентацию компонент
связности края окрестности ce. В силу утверждения 1 гомеоморфизмы hv, hw
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продолжаются на множество ce до гомеоморфизма H : Σft → Σf ′t такого, что
H(ℓe) = ℓe′ для любой пары ребер e ∈ E(Γft), e′ ∈ E(Γf ′t). Построенный
гомеоморфизм H удовлетворяет условию определения 4, следовательно, схемы
потоков f t, f ′t эквивалентны. Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Покажем, что в случае k2 = 1 имеется всего
одна, с точностью до гомеоморфизма сферы, диаграмма Кирби отмеченной
вершины. Отсюда и из теоремы 1 непосредственно следует теорема 2.

Рис. 7. Зацепление Хопфа

Из утверждения 8 следует, что граница полного тела YL, полученного при-
клейкой единственной 2-ручки, диффеоморфна сфере в том и только в том
случае, когда ручка приклеивается по тривиальному узлу. Из утвержде-
ния 9 следует, что коэффициент зацепления этого узла со своим оснащени-
ем определяет форму пересечения несущего многообразия. Поскольку форма
пересечения замкнутого многообразия унимодулярна, коэффициент зацепле-
ния равен ±1. Поэтому оснащенное зацепление L± = {λ, λ̃±} ⊂ S3, являю-
щееся диаграммой Кирби единственной отмеченной вершины графа, эквива-
лентно зацеплению Хопфа (см. рис. 7). А именно, существует гомеоморфизм
h± : S3 → ∂(B2 × B2) ⊂ R4 такой, что h±(λ) = ∂B2 × {O}, h±(λ̃±) = {x} × ∂B2,
где x = (−1, 0, 0, 0) ⊂ ∂B2. При этом узел {x} × ∂B2, лежащий в координатной
плоскости Ox3x4, ориентирован против часовой стрелки в случае lk(λ, λ̃) = 1

и по часовой стрелке в случае lk(λ, λ̃) = −1. Гомеоморфизм R : R4 → R4,
заданный формулой R(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3,−x4), переводит зацепление
h+(L+) в зацепление h−(L−). Тогда гомеоморфизм h−1

− Rh+ : S3 → S3 перево-
дит зацепление L+ в зацепление L−.

§ 6. Реализация классов топологической эквивалентности

В этом параграфе приводится алгоритм построения представителя каждого
класса топологической эквивалентности потоков из класса Ψ.

Определение 10. Будем называть простой связный граф Γ допустимым,
если все его ребра окрашены в цвета s, u, циклы оснащены спинами, при-
нимающими значения “±”, а к некоторым отмеченным вершинам приписаны
оснащенные зацепления в соответствии со следующими правилами:

1) граф Γ имеет g ⩾ 0 простых циклов, при этом ни одно его ребро не
принадлежит двум циклам одновременно;

2) каждый цикл графа Γ содержит хотя бы по одному ребру цветов s и u;
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3) многообразие, полученное хирургией Дэна вдоль каждого из оснащенных
зацеплений, приписанных к вершинам графа Γ, гомеоморфно сфере S3.

Лемма 2. Оснащенный граф Γft любого потока f t ∈ Ψ является допусти-
мым. Кроме того, если v, w ∈ V (Γft) – вершины, соединенные единственным
простым маршрутом M, содержащим ребро es , окрашенное в цвет s, то за-
мыкания компонент связности множеств dv = ξ0(v), dw = ξ0(w) содержат
два несовпадающих стоковых состояния равновесия ωv, ωw ∈ Ω0

ft .

Доказательство. Связность, отсутствие петель и наличие циклов двух-
цветного графа Γft определяется только предложением 12 и следствием 6, опи-
сывающими свойства вложения графа Γft в характеристическую секущую Σft ,
являющуюся границей (n, 1)-ручечного тела рода gft . Вытекающие из этих
свойств утверждений 1), 2) следствия 6, доказаны в [10, леммa 3].

Утверждение 3) следствия 6 следует из п. 4) теоремы 5.
Так как двумерные инвариантные многообразия седловых состояний рав-

новесия не делят несущее многообразие, оставшееся утверждение леммы не
зависит от наличия седел индекса 2 и следует из [10, леммa 4]. Лемма 2 дока-
зана.

Обозначим через Γm,g допустимый граф, имеющий m ⩾ 0 вершин, осна-
щенных диаграммами Кирби, и g ⩾ 0 попарно различных циклов. Граф Γ0,0

реализуется потоком f t0,0 ∈ Ψ на сфере S4. Алгоритм реализации такого потока
описан в [43], [10] и мы опустим этот шаг здесь. Теорема 3 для произвольных
m > 0, g ⩾ 0 непосредственно вытекает из следующей леммы.

Лемма 3. Для любого допустимого графа Γm,g , отмеченные вершины ко-
торого оснащены диаграммами Кирби L1, . . . , Lm , m > 0, существует поток
f tm,g ∈ Ψ, оснащенный граф Γft

m,g
которого изоморфен графу Γ. Несущее мно-

гообразие M4 потока f tm,g имеет следующее описание:
1) если g = 0, то M4 гомеоморфно связной сумме P 4 = P 4

1# · · ·#P 4
m одно-

связных многообразий, формы пересечений которых определяются матрица-
ми AL1

, . . . , ALm
соответственно;

2) если g > 0 и все циклы графа Γm,g имеют положительные спины, то M4

гомеоморфно связной сумме P 4 и g копий S3 × S1 ;
3) если g > 0 и хотя бы один цикл графа Γm,g имеет отрицательный спин,

то M4 гомеоморфно связной сумме P 4 и g копий неориентируемого S3-рас-
слоения над S1 .

Доказательство. Покажем, что граф Γ∗
1,0, состоящий из единственной

вершины, оснащенной диаграммой Кирби L, реализуется потоком f t∗ из класса
Ψ, неблуждающее множество которого содержит в точности один источник и
один сток (такой поток называется полярным).

Пусть на шаре B4 задано векторное поле ẋ = x, а на ручке H4
2 = B2 × B2 –

векторное поле ẋ = x, ẏ = −y, где x ∈ B2 × {O}, y ∈ {O} × B2.
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Диаграмма Кирби L является оснащенным µ-компонентным зацеплением.
Приклеим к шару B4 µ копий ручки H4

2 с помощью диффеоморфизмов, обес-
печивающих гладкую склейку векторных полей и учитывающих оснащения.
В результате получим полное ручечное тело YL и векторное поле на нем с µ+1

особыми точками: одним стоком и µ седлами, индекс Морса которых равен
двум. Все векторы построенного поля, определенные в точках ∂YL, направле-
ны внутрь многообразия YL. Из условия 3) в определении 10 следует, что ∂YL
гомеоморфен сфере. Поэтому к YL можно приклеить 4-ручку с заданным на
ней векторным полем ẋ = x. В результате получим замкнутое многообразие
P 4 и векторное поле на нем, определяющее искомый поток f t∗.

Из предложения 7 и утверждения 9 следует, что P 4 односвязно, а его форма
пересечений задается в некотором базисе матрицей A∗ коэффициентов зацеп-
ления, построенной по диаграмме Кирби L.

Построим поток f tm,0, реализующий граф Γm,0 без циклов, имеющий про-
извольное число вершин, большее единицы. Будем считать, что граф Γm,0
(без учета оснащений вершин зацеплениями) реализован потоком f t0 ⊂ Ψ на
сфере S4. Пусть Lv ⊂ S3 – mv-компонентное зацепление, приписанное к вер-
шине v графа Γ, и Dv ∈ Dft

0
– область, соответствующая отмеченной вершине v

графа Γ. Из утверждения 11 следует, что замыкание области Dv содержит ров-
но один сток ωv потока f t0. Обозначим через B4

ωv
⊂ W s

ωv
шар, ограниченный

сферой S3
ωv

, являющейся секущей для траекторий потока f t0|W s
ωv

\ωv
, и положим

Bv = Dv∩S3
ωv

. В силу предложения 4 существует диффеоморфизм h : S3 → S3
ωv

такой, что h(Lv) ⊂ Bv.

Пусть f tv – полярный поток на некотором замкнутом многообразии P 4
v , диа-

грамма Кирби которого эквивалентна Lv. Не уменьшая общности, будем пола-
гать, что зацепление Lv лежит на сфере, лежащей в бассейне стоковой точки
и являющейся секущей к траекториям потока f tv. Пусть αv – источниковое
состояние равновесия потока f tv и B4

α ⊂W u
αv

– шар, граница которого является
секущей для траекторий, лежащих в W u

αv
\ αv. Склеим многообразия с краем

S3 \ intB4
ωv

, P 4
v \ intB4

α по диффеоморфизму ψv : ∂B4
ω1

→ ∂B4
α, обращающему

естественную ориентацию края и обеспечивающему гладкую склейку вектор-
ных полей, индуцированных потоками f t0, f tv, и такому, что ψv(Lv) ⊂ Bv. В ре-
зультате получим многообразие, являющееся связной суммой S4 и P 4

v , и поток
f t1,0 ∈ Ψ на нем. В силу утверждения 6 это многообразие гомеоморфно P 4

v .
Если m = 1, то поток f t1,0 является искомым. Если m > 1, то в графе Γ найдет-
ся вершина w, отличная от v, оснащенная mw-компонентным зацеплением Lw.
Определим поток f t2,0, построив связную сумму P 4

v с многообразием P 4
w, на ко-

тором задан полярный поток f tw, диаграмма Кирби которого эквивалентна Lw,
аналогично тому, как описано выше. Пусть Dv, Dw ⊂ ∂Dft

2,0
– области, соот-

ветствующие вершинам v, w. Покажем, что диаграммы Кирби этих областей
эквивалентны Lv, Lw соответственно. Если замыкания областей Dv, Dw содер-
жат разные стоковые точки ωv, ωw, то нужный факт следует непосредственно
из построения. Рассмотрим случай, когда существует единственная стоковая
точка ωw ⊂ clDv ∩ clDw. Обозначим через Bωw

⊂ W s
ωw

шар, граница которо-
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го Sωw
является секущей к траекториям потока f t2,0|W s

ωw
\ωw

. По построению,
существует сфера S3

v , являющаяся секущей для потока f t2,0 и ограничивающая
область X ⊂ Nv#Nw, такая, что B4

ωw
⊂ intX, следы двумерных неустойчи-

вых инвариантных многообразий седловых состояний равновесия p1, . . . , pmv
,

добавленных на первом шаге, образуют оснащенное зацепление L̃v ⊂ S3
v , эк-

вивалентное Lv, и седловые состояния равновесия q1, . . . , qmw
∈ Ω2

ft
2
, добав-

ленные на втором шаге, принадлежат X (см. рис. 8). Следы неустойчивых
многообразий седел q1, . . . , qmw

образуют на сфере S3
ωw

оснащенное зацепле-
ние L̃w, эквивалентное Lw. Траектории потока f t2,0 определяют гомеоморфизм
η : S3

v ∩Dv → S3
ωw

∩Dv. Множество S3
v ∩Dv является сферой с дырами. В силу

утверждения 1 гомеоморфизм η продолжается до гомеоморфизма η̃ : S3 → S3
ωw

.
Следовательно, зацепление η(L̃v) ⊂ S3

ωv
эквивалентно Lv и является диаграм-

мой Кирби области Dv, что и требовалось доказать. Если k = 2, то поток f t2,0
является искомым. Если k > 2, то продолжим описанную процедуру взятия
связной суммы до тех пор, пока не исчерпаем все отмеченные вершины.

Рис. 8. Определение потока f t
2,0

Пусть g > 0. Удалим из каждого цикла графа Γm,g по одному ребру цвета u

и обозначим полученное дерево через Γ′. Следуя алгоритму, описанному вы-
ше, построим поток f tm,0 ∈ Ψ на односвязном многообразии P 4, граф которого
изоморфен графу Γ′. Пусть P 4 – несущее многообразие этого потока. Пусть
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eu – ребро графа Γ, не являющееся ребром графа Γ′, и v, w – инцидентные
ребру e вершины. Так как вершины v, w принадлежали циклу графа Γ, то
в графе Γ′ найдется единственный простой маршрут M, соединяющий верши-
ны v, w и содержащий ребро es, окрашенное в цвет s. В силу леммы 2 замы-
кания областей Dv, Dw ⊂ Dft

0
, соответствующих вершинам v, w, содержат два

несовпадающих стоковых состояния равновесия ωv, ωw потока f tm,0. Обозна-
чим через Bv ⊂ W s

ωv
, Bw ⊂ W s

ωw
шары, границы которых являются секущими

для потока f tm,0.
Обозначим через χt еще один вспомогательный гладкий поток, заданный

на сфере S4, неблуждающее множество которого состоит в точности из че-
тырех состояний равновесия: двух источников, одного стока и седла индекса
(n − 1). Фазовый портрет потока χt и его двухцветный граф приведены на
рис. 9. Обозначим через A многообразие с краем, полученное удалением из S4
двух открытых шаров, содержащихся в неустойчивых многообразиях источни-
ков и ограниченных гладкими сферами, секущими к траекториям потока χt.
Из утверждения 4 следует, что A гомеоморфно кольцу S3 × [−1, 1].

Рис. 9. Определение потока f t
m,1

Склеим многообразия A, P 4 \ int(Bv ∪ Bw) по диффеоморфизму h : ∂A →
∂(Bv ∪Bw) такому, что h(W u

σ )∩Lft
m,0

= ∅, где σ – седловое состояние равнове-
сия потока χt (см. рис. 9). При этом, если цикл графа Γ, содержащий ребро es,
имеет спин “+”, то потребуем, чтобы h сохранял естественную ориентацию ∂A.
Если цикл имеет спин “−”, то выберем h так, чтобы он сохранял ориента-
цию одной из компонент связности края A и обращал ориентацию другой. Из
леммы 1 следует, что в результате мы получим многообразие, гомеоморфное
связной сумме P 4 и S3×S1 в первом случае и S3 ×̃S1 во втором. Если g = 1, то
построенный поток является искомым. Если g > 1, то проделаем аналогичную
процедуру для каждого удаленного из графа Γm,g ребра. В результате получим
искомый поток. Описанные построения с учетом утверждения 7 и следствия 4
доказывают лемму 3.
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Доказательство теоремы 4. Пусть f t ∈ Ψ, Γft – оснащенный граф, а
M – несущее многообразие потока f t. В силу лемм 2, 3 существует поток
f ′t ∈ Ψ, оснащенный граф Γf ′t которого изоморфен графу Γft , а несущее мно-
гообразие M ′ удовлетворяет заключению теоремы 4. В силу теоремы 1 потоки
f t, f ′t топологически эквивалентны. Следовательно, M гомеоморфно M ′, что
и требовалось доказать.
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