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Классификация трехмерных отображений
с поверхностной псевдоаносовской динамикой

Работа посвящена исследованию сохраняющих ориентацию гомеомор-
физмов трехмерных многообразий с неблуждающим множеством, состоя-
щим из конечного числа двумерных аттракторов и репеллеров, каждый
из которых является дизъюнктным объединением цилиндрически вложен-
ных замкнутых поверхностей, ограничение некоторой степени на каждую
из которых топологически сопряжено сохраняющему ориентацию псев-
доаносовскому гомеоморфизму. Получена топологическая классифика-
ция модельных гомеоморфизмов, реализованных на каждом многообра-
зии, допускающем гомеоморфизмы исследуемого класса. Доказано, что
гомеоморфизм рассматриваемого класса топологически сопряжен модель-
ному отображению тогда и только тогда, когда у него существует одномер-
ное инвариантное слоение. Показано, что если допустить сопряженность
с обобщенными псевдоаносовскими гомеоморфизмами на неблуждающем
множестве исследуемых отображений, то появляются примеры гомеомор-
физмов, ограничения которых на компоненты связности неблуждающе-
го множества не являются топологически сопряженными отображения-
ми, что не характерно для гомеоморфизмов исходного рассматриваемого
класса.
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§ 1. Введение

1.1. История вопроса. В работах В. З. Гринеса, Ю. А. Левченко,
В. С. Медведева и О. В. Починки [1]–[3] изучена динамика A-диффеоморфизмов
трехмерных многообразий с двумерным поверхностным неблуждающим мно-
жеством. Для таких отображений исследована топология несущего многооб-
разия, построены модельные отображения, доказана объемлющая Ω-сопряжен-
ность произвольного диффеоморфизма рассматриваемого класса с модельным
отображением и топологическая сопряженность структурно устойчивого диф-
феоморфизма рассматриваемого класса с модельным отображением. Соглас-
но работе В. З. Гринеса, В. С. Медведева, Е.В. Жужомы [4] число компонент
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связности неблуждающего множества отображений изученного класса конеч-
но и каждая из них является цилиндрически вложенным двумерным тором
(см. [4; теорема 1]) таким, что ограничение некоторой степени отображения
на него топологически сопряжено с аносовским диффеоморфизмом (см. [4;
теорема 2]). Из работы Р. В. Плыкина [5] следует, что при такой структуре
неблуждающего множества каждая его компонента связности является либо
аттрактором, либо репеллером (см. [5; теорема 3]).

Настоящая работа является обобщением результатов работ [1]–[3] на класс
отображений G, который введем далее.

1.2. Определение рассматриваемого класса отображений. Обозна-
чим через Sg замкнутую ориентируемую поверхность рода g.

Напомним, что гомеоморфизм P : Sg → Sg называется обобщенным псев-
доаносовским гомеоморфизмом c дилатацией λ > 1, если на поверхности Sg

существует пара P -инвариантных трансверсальных слоений F s
P , Fu

P с конеч-
ным множеством седловых особенностей S и трансверсальными мерами µs, µu

такая, что µs(P (α)) = λµs(α) (µu(P (α)) = λ−1µu(α)) для любой дуги α, транс-
версальной F s

P (Fu
P ). Если слоения F s

P , Fu
P не имеют седловых особенностей

с одной сепаратрисой, то гомеоморфизм P : Sg → Sg называется псевдоано-
совским. Из формулы Эйлера–Пуанкаре (см. предложения 6 и 7) следует, что
псевдоаносовские гомеоморфизмы существуют только на поверхностях рода
больше единицы.

Обозначим через G множество сохраняющих ориентацию гомеоморфизмов f

замкнутого ориентируемого топологического 3-многообразия M3, неблуждаю-
щее множество NW (f) которых состоит из конечного числа компонент связнос-
ти B0, . . . , Bm−1, удовлетворяющих для любого i ∈ {0, . . . ,m − 1} следующим
условиям:

1) Bi является цилиндрическим1 вложением замкнутой ориентируемой по-
верхности рода больше единицы;

2) существует натуральное число ki такое, что fki(Bi) = Bi, fk(Bi) ̸= Bi

для любого k ⩽ ki и ограничение отображения fki |Bi топологически соп-
ряжено сохраняющему ориентацию псевдоаносовскому гомеоморфизму;

3) Bi является либо аттрактором2, либо репеллером гомеоморфизма fki .
Авторами настоящей работы совместно с В. З. Гринесом получен ряд резуль-

татов (предложения 1–5), связанных с динамикой отображений класса G.

1.3. Формулировка результатов. Основными результатами настоящей
работы являются теоремы 1 и 2. Для начала введем необходимые обозначения.

1Подпространство X топологического пространства Y называется цилиндрическим вло-
жением в Y топологического пространства X, если существует гомеоморфизм на образ
h : X × [−1, 1] → Y такой, что X = h(X × {0}).

2Инвариантное множество B гомеоморфизма f называется аттрактором, если сущест-
вует замкнутая окрестность U множества B такая, что f(U) ⊂ intU ,

⋂
j⩾0 f

j(U) = B. Ат-
трактор для гомеоморфизма f−1 называется репеллером гомеоморфизма f .
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Пусть J : Sg → Sg – гомеоморфизм. Определим гомеоморфизм γ : Sg × R →
Sg × R формулой γ(z, r) = (J(z), r − 1). Обозначим через MJ факторпрост-
ранство многообразия Sg×R по действию группы Γ = {γi, i ∈ Z} с естественной
проекцией pJ : Sg × R → MJ .

Предложение 1 (см. [6; теорема 1.1]). Топологическое многообразие допус-
кает гомеоморфизм из класса G тогда и только тогда, когда оно гомеоморф-
но MJ , где J : Sg → Sg – сохраняющий ориентацию гомеоморфизм3 , комму-
тирующий с псевдоаносовским отображением.

Предложение 2 (см. [7; теорема 1]). Гомеоморфизм, коммутирующий
с псевдоаносовским отображением, является либо псевдоаносовским, либо пе-
риодическим4 гомеоморфизмом.

Простейшими представителями класса G являются гомеоморфизмы мно-
жества Φ, которые строятся следующим образом.

Представим окружность как подмножество комплексной плоскости S1 =

{ei2πθ | 0 ⩽ θ < 1}. Зададим накрытие

p : R → S1

формулой p(r) = s, где s = ei2πr.
Набор чисел (n, k, l) назовем правильным, если выполняются следующие

условия:
1) n, k ∈ N;
2) если k = 1, то l = 0;
3) если k > 1, то l принадлежит {1, . . . , k− 1} и является взаимно простым

с k.
Для каждого правильного набора (n, k, l) определим диффеоморфизм φn,k,l:

R → R формулой

φn,k,l(r) = r +
1

4πnk
sin(2πnkr) +

l

k
.

Так как φn,k,l(r) + 1 = φn,k,l(r + 1), то диффеоморфизм φn,k,l является под-
нятием диффеоморфизма окружности φn,k,l(s) = p(φn,k,l(p

−1(s))), где p−1(s) –
полный прообраз точки s ∈ S1 (см. [8; утверждение 10.2.26]).

Рассмотрим псевдоаносовский гомеоморфизм P : Sg → Sg, коммутирующий
с ним сохраняющий ориентацию гомеоморфизм J : Sg → Sg и правильный на-
бор чисел n, k, l такие, что гомеоморфизм J lP k является сохраняющим ориен-
тацию псевдоаносовским гомеоморфизмом.

Определим отображение φP,J,n,k,l : Sg × R → Sg × R формулой

φP,J,n,k,l(z, r) = (P (z), φn,k,l(r)).

3В формулировке теоремы 1.1 работы [6] упущен тот факт, что J сохраняет ориента-
цию Sg , но он необходим, так как гомеоморфизмы класса G определены на ориентируемых
многообразиях.

4Гомеоморфизм f : X → X называется периодическим, если существует m ∈ N такое, что
fm = idX .
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Непосредственно проверяется, что φP,J,n,k,lγ = γφP,J,n,k,l. Тогда согласно
[8; утверждение 10.2.26] корректно определен сохраняющий ориентацию гомео-
морфизм φP,J,n,k,l : MJ → MJ , заданный формулой

φP,J,n,k,l(w) = pJ(φP,J,n,k,l(p
−1
J (w))),

где w ∈ MJ и p−1
J (w) – полный прообраз точки w ∈ MJ . Гомеоморфизмы вида

φP,J,n,k,l назовем модельными.
Обозначим через Φ множество всех модельных гомеоморфизмов, принадле-

жащих классу G.

Предложение 3 (см. [7; теорема 2]). Множество Φ является подмно-
жеством множества G .

Для φP,J,n,k,l ∈ Φ и i ∈ {0, 1, . . . , 2nk − 1} положим

Bi = pJ

(
Sg ×

{
i

2nk

})
.

Из доказательства теоремы 2 из [7] следует, что верно следующее утверж-
дение.

Предложение 4. Пусть φ = φP,J,n,k,l ∈ Φ. Тогда верны следующие ут-
верждения.

1. Неблуждающее множество NW (φ) гомеоморфизма φ состоит из 2nk

компонент связности B0,B1, . . . ,B2nk−1 периода k (т.е. φk(Bi) = Bi и
φk′

(Bi) ̸= Bi для любого i ∈ {0, . . . , 2nk − 1} и натурального k′ < k).
2. Для любого i ∈ {0, 1, . . . , 2nk−1} ограничение отображения φ|Bi

на ком-
поненту связности Bi топологически сопряжено сохраняющему ориен-
тацию псевдоаносовскому гомеоморфизму J lP k .

Теорема 1. Гомеоморфизмы φP,J,n,k,l и φP ′,J′,n′,k′,l′ топологически сопря-
жены5 тогда и только тогда, когда n = n′ , k = k′ и существует гомеомор-
физм H : Sg → Sg такой, что выполняется одно из следующих условий:

1) l = l′ ⩾ 0, HP = P ′H и HJ = J ′H ;
2) l = l′ = 0, HP = P ′H и HJ = J ′−1H ;
3) l + l′ = k , HP = J ′P ′H и HJ = J ′−1H .

В работе [6] при классификации модельных отображений в п. 3 была допу-
щена неточность. Теорема 1 является ее исправленной версией.

Предложение 5. Пусть f : M3 → M3 – гомеоморфизм из класса G . Тогда
верны следующие утверждения:

1) [6; лемма 2.1] граница каждой компоненты связности множества
M3 \ (NW (f)) состоит в точности из одной компоненты связности
аттрактора f и одной компоненты связности репеллера f ;

2) [7; теорема 3] f объемлюще Ω-сопряжен6 гомеоморфизму из класса Φ.

5Гомеоморфизмы f : X → X и f ′ : X′ → X′ называются топологически сопряженными,
если существует гомеоморфизм h : X → X′ такой, что hf = f ′h.

6Гомеоморфизмы f : X → X и f ′ : X′ → X′ называются объемлюще Ω-сопряженными,
если существует гомеоморфизм h : X → X′ такой, что h(NW (f)) = NW (f ′) и hf |NW (f) =
f ′h|NW (f).
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Из предложений 4 и 5 следует, что неблуждающее множество NW (f) гомео-
морфизма f ∈ G состоит из 2nk компонент связности периода k (n, k ∈ N) и
граница каждой компоненты связности множества M3 \NW (f) состоит в точ-
ности из двух компонент связности. Обозначим через G∗ ⊂ G подмножество
гомеоморфизмов f таких, что в каждой компоненте связности V множества
M3 \ NW (f) существует одномерное fk-инвариантное слоение, каждый слой
которого является открытой дугой, имеющей в точности две граничные точ-
ки, лежащие на двух разных компонентах связности множества ∂V . Объеди-
нение замыканий всех таких дуг на всех компонентах связности множества
M3 \NW (f) образует f -инвариантное одномерное слоение на M3, которое обо-
значим через Lf .

Заметим, что по построению Φ ⊂ G∗.

Теорема 2. Гомеоморфизм f ∈ G топологически сопряжен гомеоморфиз-
му из класса Φ тогда и только тогда, когда f ∈ G∗ .

Таким образом, результаты, известные для псевдоаносовских гомеоморфиз-
мов, позволили доказать, что динамика отображений класса G на неблужда-
ющем множестве с точностью до топологической сопряженности устроена так
же, как и динамика модельных отображений множества Φ, а при существо-
вании инвариантного одномерного слоения совпадает с динамикой модельных
отображений на всем многообразии. В том числе из предложений 4 и 5 следует,
что ограничения отображения из класса G на разные компоненты связности его
неблуждающего множества являются топологически сопряженными гомеомор-
физмами (для одной и той же степени, равной периоду компонент связности
неблуждающего множества гомеоморфизма).

Если допустить сопряженность с обобщенными псевдоаносовскими гомео-
морфизмами на компонентах связности неблуждающего множества гомеомор-
физмов рассматриваемого класса, то можно получить попарно топологически
не сопряженные отображения на каждой компоненте связности. Так, в § 5 по-
строен пример сохраняющего ориентацию гомеоморфизма f на S2 ×S1, неблуж-
дающее множество которого состоит из двух цилиндрически вложенных дву-
мерных сфер S2R и S2A таких, что сфера S2R является репеллером для f , сфера S2A
является аттрактором для f и отображения f |S2R : S2R → S2R, f |S2A : S2A → S2A
являются топологически несопряженными обобщенными псевдоаносовскими
отображениями.

§ 2. Вспомогательные утверждения

2.1. Обобщенные псевдоаносовские гомеоморфизмы. Настоящий
пункт содержит утверждения, связанные с обобщенными псевдоаносовскими
гомеоморфизмами, необходимые для доказательства основных теорем (более
подробно об обобщенных псевдоаносовских гомеоморфизмах см. [9] и [10]).

Пусть P : Sg → Sg – обобщенный псевдоаносовский гомеоморфизм. Для
q ∈ N обозначим через dq число седловых особенностей инвариантных слое-
ний псевдоаносовского гомеоморфизма P , имеющих в точности q сепаратрис.
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Последовательность DP = {dq : q ∈ N} называется сингулярным типом P . Так
как последовательность DP содержит лишь конечное число ненулевых элемен-
тов, то для краткости далее мы будем указывать только ненулевые элементы
этой последовательности.

Предложение 6 (формула Эйлера–Пуанкаре; см. [9; теорема 5.4]). Пусть
DP = {dq : q ∈ N} есть сингулярный тип обобщенного псевдоаносовского го-
меоморфизма P : Sg → Sg . Тогда

d1 −
∑
q⩾3

(q − 2)dq = 2(2− 2g).

Предложение 7 (см. [11]). Для ориентируемой поверхности существует
обобщенный псевдоаносовский гомеоморфизм любого сингулярного типа, до-
пускаемого формулой Эйлера–Пуанкаре, за исключением сингулярных типов
{d1 = d3 = 1} и {d3 = d5 = 1} в случае поверхностей рода 1 и 2 соответст-
венно.

Предложение 8 (см. [10; теорема 12.5]). Два гомотопных псевдоаносовс-
ких гомеоморфизма топологически сопряжены посредством гомеоморфизма,
изотопного тождественному.

Предложение 9 (см. [12; следствие]). Пусть P1, P2 : Sg → Sg – псевдоано-
совские гомеоморфизмы и существуют гомеоморфизмы H1, H2 : Sg → Sg та-
кие, что H1P1 = P2H1 , H2P1 = P2H2 . Тогда если гомеоморфизм H1 гомотопен
гомеоморфизму H2 , то H1 = H2 .

2.2. Действие группы на топологическом пространстве. Напомним
некоторые факты, связанные с действием группы на топологическом прост-
ранстве (более подробно см. [8]).

Путем c ⊂ X называется непрерывный образ отрезка [0, 1] в X. Обозначим
через c(t) образ t ∈ [0, 1] в X. Путь c называется петлей, если c(0) = c(1).
Обозначим через [c] ∈ π1(X,x) класс петель с началом и концом в точке x ∈ X,
гомотопных петле c ⊂ X.

Для непрерывного отображения f : X → Y топологического пространства X

в топологическое пространство Y положим f−1(V ) = {x ∈ X | h(x) ∈ V } (пол-
ный прообраз множества V ⊂ Y ) и обозначим через f∗ гомоморфизм фунда-
ментальных групп f∗ : π1(X,x) → π1(Y, f(x)), индуцированный отображением f

в точке x ∈ X.
Пусть группа Γ действует свободно и разрывно на хаусдорфовом прост-

ранстве X так, что пространство орбит X/Γ связно. Из определения проекции
pX/Γ : X → X/Γ следует, что p−1

X/Γ(x) – орбита некоторой точки x ∈ p−1
X/Γ(x).

Пусть c – некоторая петля в X/Γ такая, что c(0) = c(1) = x. Согласно тео-
реме о монодромии существует единственный путь c в X с началом в точ-
ке x (c(0) = x), являющийся поднятием пути c. Поэтому существует эле-
мент γ̃ ∈ Γ такой, что c(1) = γ̃(x), и корректно определено отображение
ηX/Γ,x : π1(X/Γ, x) → Γ по формуле ηX/Γ,x([c]) = γ̃.
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Отображение ηX/Γ,x : π1(X/Γ, x) → Γ является нетривиальным гомоморфиз-
мом (см. [8; утверждение 10.2.23]), называемым гомоморфизмом, индуциро-
ванным накрытием pX/Γ : X → X/Γ.

Пусть Γ – абелева группа и c′ – поднятие пути c ∈ π1(X/Γ, x) с началом
в точке x′ = c′(0), отличной от точки x, и γ̃′(x′) = c′(1). Поскольку существует
единственный элемент γ̃′′ ∈ Γ такой, что γ̃′′(x) = x′, то по теореме о монодро-
мии γ̃′′(c) = c′. Тогда γ̃′′γ̃ = γ̃′γ̃′′ и, следовательно, γ̃′ = γ̃. Таким образом,
ηX/Γ,x = ηX/Γ,x′ . Поэтому далее будем опускать индекс x в обозначении эпи-
морфизма ηX/Γ,x в случае абелевой группы Γ и писать просто ηX/Γ.

Предложение 10 (см. [8; утверждение 10.2.26]). Пусть Γ и Γ′ – цикличес-
кие группы, действующие свободно и разрывно на Γ, Γ′-пространстве X , γ –
образующий элемент группы Γ и существует изоморфизм τ : Γ → Γ′ . Тогда
верны следующие утверждения.

1. Если h : X → X – гомеоморфизм такой, что h(γ(x)) = τ(γ(h(x))) для
любого x ∈ X , то отображение h : X/Γ → X/Γ′ , заданное формулой
h = pX/Γ′(h(p−1

X/Γ(x))), является гомеоморфизмом и τηX/Γ = ηX/Γ′h∗ .
2. Если h : X/Γ → X/Γ′ – гомеоморфизм такой, что τηX/Γ = ηX/Γ′h∗ ,

то существует единственный гомеоморфизм h : X → X , являющийся
поднятием h, такой, что h(γ(x)) = τ(γ(h(x))), h(x) = x′ для x ∈ X и
x′ ∈ p−1

X/Γ′(x
′), где x′ = h(pX/Γ(x)).

Группа G называется полупрямым произведением подгрупп H ⊂ G и N ⊂ G,
если N– нормальная подгруппа и любой элемент g ∈ G единственным образом
представляется в виде g = hn, где h ∈ H, n ∈ N . При этом пишут G = H ⋉N .

Пусть J : Sg → Sg – гомеоморфизм. Напомним, что B0 = pJ(Sg × {0}) и
многообразие MJ = Sg × R/Γ является факторпространством многообразия
Sg × R по действию циклической группы гомеоморфизмов Γ с образующим
элементом γ : Sg × R → Sg × R, заданным формулой γ(z, r) = (J(z), r − 1).

Эпиморфизм, индуцированный накрытием pJ : Sg × R → MJ , будем далее
обозначать через

ηJ : MJ → Γ.

Обозначим через ιJ отображение включения

ιJ : B0 → MJ .

Предложение 11. Пусть J : Sg → Sg – гомеоморфизм. Тогда верны сле-
дующие утверждения:

1) [13; теорема 17.7] существует элемент [a] ∈ π1(MJ) бесконечного по-
рядка такой, что π1(MJ) = ⟨[a]⟩⋉ ιJ∗(π1(B0));

2) если [c] = [a]k[b] ∈ π1(MJ), где k ∈ Z, [b] ∈ ιJ∗(π1(B0)), то

ηJ([c]) = γ±k.
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2.3. Слоения и расслоения. Напомним определения, связанные со слое-
ниями и расслоениями (более подробно см., например, [14]).

Семейство F = {Li; i ∈ Υ} линейно связных подмножеств топологическо-
го многообразия X размерности n называется k-мерным слоением, если оно
удовлетворяет следующим трем условиям:

• Li ∩ Lj = ∅ для любых i, j ∈ Υ таких, что i ̸= j;
•
⋃

i∈Υ Li = X;
• для любой точки x ∈ X можно выбрать локальную карту (Ux, φx), x ∈
Ux, так, что если Ux ∩Li ̸= ∅, i ∈ Υ, то компоненты линейной связности
множества φx(Ux ∩ Li) имеют вид {(x1, x2, . . . , xn) ∈ φx(Ux); xk+1 =

ck+1, xk+2 = ck+2, . . . , xn = cn}, где ck+1, ck+2, . . . , cn – константы.
Элементы слоения F называются его слоями.
Слоение F называется инвариантным относительно гомеоморфизма f :

X → X, если f отображает слой слоения F в слой слоения F .
Пусть X – топологическое многообразие размерности n. Тогда k-мерное

слоение F1 называется трансверсальным к (n − k)-мерному слоению F2, ес-
ли для любой точки x ∈ X существует локальная карта (Ux, φx) такая, что
φx(L

1
x ∩ Ux) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ φx(Ux); xk+1 = xk+2 = · · · = xn = 0} и

φx(L
2
x ∩ Ux) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ φx(Ux); x1 = x2 = · · · = xk = 0}, где L1

x (L2
x) –

слой слоения F1 (F2), содержащий точку x.
Расслоением топологического многообразия X над пространством B с про-

екцией ξ называется тройка вида (X, ξ,B), где ξ : X → B – непрерывное отоб-
ражение. Прообраз ξ−1(b) называется слоем расслоения (X, ξ,B) над точкой
b ∈ B.

Изоморфизмом расслоений (X, ξ,B) и (X ′, ξ′, B′) называется пара гомеомор-
физмов h : X → X ′, H : B → B′ такая, что ξ′h = Hξ. Гомеоморфизм h отобра-
жает слой расслоения (X, ξ,B) в слой расслоения (X ′, ξ′, B′).

Тройка вида (B × F, pB , B), где pB : B × F → B – каноническая проекция,
называется стандартным тривиальным расслоением.

§ 3. Классификация модельных отображений

Напомним, что гомеоморфизм φ = φP,J,n,k,l ∈ Φ задан формулой

φ(w) = pJ(φ(p
−1
J (w))),

где
φ(z, r) = (P (z), φn,k,l(r)), (3.1)

и определен на многообразии MJ = Sg × R/Γ с естественной проекцией

pJ : Sg × R → MJ ,

где

Γ = {γi | i ∈ Z},
γ(z, r) = (J(z), r − 1). (3.2)

Накрытие pJ индуцирует гомоморфизм ηJ : π1(MJ) → Γ.
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Для i ∈ {0, . . . , 2nk−1} мы полагаем, что Bi = pJ(Sg×{ i
2nk}) и ιJ : B0 → MJ –

отображение включения.
Везде далее предполагается, что для гомеоморфизма φ′ = φP ′,J′,n′,k′,l′ ∈ Φ

все связанные с ним объекты имеют аналогичные обозначения со штрихом.

Лемма 1. Пусть гомеоморфизмы φ и φ′ топологически сопряжены. Тогда
верны следующие утверждения:

1) g = g′ , n = n′ , k = k′ ;
2) существуют гомеоморфизм h : MJ → MJ′ и его поднятие h : Sg × R →

Sg × R такие, что hφ = φ′h, h(Sg × {0}) = Sg × {0} и hγ = γ′±1h.

Доказательство. Пусть гомеоморфизмы φ и φ′ топологически сопряжены
посредством гомеоморфизма h′ : MJ → MJ′ , т.е.

h′φ = φ′h′. (3.3)

Неблуждающее множество NW (φ) (NW (φ′)) гомеоморфизма φ (φ′) состоит
из 2nk (2n′k′) компонент связности периода k (k′), гомеоморфных Sg (Sg′)
(см. предложение 4). Так как сопрягающий гомеоморфизм переводит орбиты
в орбиты и неблуждающее множество в неблуждающее множество, то g = g′,
n = n′ и k = k′. Утверждение 1) доказано.

Докажем утверждение 2). Напомним, что NW (φ) = B0 ⊔ · · · ⊔ B2nk−1 и
NW (φ′) = B′

0 ⊔ · · · ⊔ B′
2nk−1 (см. предложение 4).

Гомеоморфизм h′ отображает компоненты связности неблуждающего мно-
жества NW (φ) гомеоморфизма φ в компоненты связности неблуждающего
множества NW (φ′) гомеоморфизма φ′. Положим h′(B0) = B′

m.
Определим гомеоморфизм α : Sg × R → Sg × R формулой

α(z, r) =

(
z, r − m

2nk

)
. (3.4)

Непосредственно проверяется, что αγ′ = γ′α, αφ′ = φ′α. Следовательно, отоб-
ражение α : Sg × R → Sg × R проецируется в гомеоморфизм α : MJ′ → MJ′ ,
коммутирующий с φ′, по формуле α(w) = pJ′(α(p−1

J′ (w))) (см. предложение 10).
Таким образом,

α

(
Sg ×

{
m

2nk

})
(3.4)
= Sg × {0}

и α(B′
m) = B′

0. Положим
h = αh′ (3.5)

и получим, что h(B0) = B′
0, hφh−1 = φ′.

Рассмотрим точку w ∈ B0. Из предложения 11 следует, что существует
элемент [a] ∈ π1(MJ , w) такой, что любой элемент [c] ∈ π1(MJ , w) единственным
образом представляется в виде

[c] = [a]k[b],
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где k ∈ Z, [b] ∈ ιJ∗(π1(B0, w)), и

ηJ([c]) = γk. (3.6)

Положим w′ = h(w), w = p−1
J (w) ∩ (Sg × {0}), w′ = p−1

J′ (w′) ∩ (Sg × {0}).
Гомеоморфизмы h : MJ → MJ′ , h|B0

: B0 → B′
0 индуцируют изоморфизмы h∗:

π1(MJ , w) → π1(MJ′ , w′), h∗|ιJ∗(π1(B0,w)) : ιJ∗(π1(B0, w)) → ιJ′∗(π1(B′
0, w

′)). Тог-
да непосредственно проверяется, что любой элемент [c′] ∈ π1(MJ′) единствен-
ным образом представляется в виде [c′] = [a′]k[b′], где [a′]k ∈ h∗(⟨[a]⟩), [b′] ∈
h∗(ιJ′∗(π1(B′

0, w
′))). Следовательно, π1(MJ′) = ⟨[a′]⟩ ⋉ ιJ′∗(π1(B′

0)). Согласно
предложению 11

ηJ([c
′]) = γ′±k. (3.7)

Обозначим через τ изоморфизм τ : Γ → Γ′ такой, что

τ(γ) = γ′±1. (3.8)

Тогда

τ(ηJ([c]))
(3.6)
= τ(γk)

(3.8)
= γ′±k, ηJ′(h∗([c])) = ηJ′([c′])

(3.7)
= γ′±k.

Следовательно, τηJ = ηJ′h∗ и согласно предложению 10 существует единствен-
ный гомеоморфизм h : Sg × R → Sg × R, являющийся поднятием h, такой,
что h(w) = w′ и hγ = γ′±1h. Так как h(B0) = B′

0 и w,w′ ∈ Sg × {0}, то
h(Sg × {0}) = Sg × {0}.

Лемма 1 доказана.

Везде далее, если гомеоморфизмы φ и φ′ по условию топологически сопря-
жены, то будем считать, что гомеоморфизмы J и J ′ определены на одной и той
же поверхности Sg.

Положим
I =

{
i

2nk

∣∣∣∣ i ∈ Z
}
.

Лемма 2. Пусть гомеоморфизмы φ и φ′ топологически сопряжены. Тогда
либо l = l′ , либо k = l + l′ . При этом если h : MJ → MJ′ – гомеоморфизм
такой, что hφ = φ′h и у него существует поднятие h : Sg × R → Sg × R, ко-
торое обладает свойством h(Sg×{0}) = Sg×{0}, то верно одно из следующих
утверждений:

1) l = l′ ⩾ 0, hγ = γ′h, φ′ = hφh
−1

и h(Sg × {r}) = Sg × {r} для ∀ r ∈ I ;
2) l = l′ = 0, hγ = γ′−1h, φ′ = hφh

−1
и h(Sg × {r}) = Sg × {−r} для ∀ r ∈ I ;

3) l+ l′ = k , hγ = γ′−1h, γ′φ′ = hφh
−1

и h(Sg×{r}) = Sg×{−r} для ∀ r ∈ I .

Доказательство. Пусть гомеоморфизмы φ и φ′ топологически сопряже-
ны. Тогда согласно п. 2) леммы 1 существуют гомеоморфизм h : MJ → MJ′ и
его поднятие h : Sg ×R → Sg ×R такие, что hφ = φ′h и h(Sg × {0}) = Sg × {0}.

Рассмотрим поднятие φ гомеоморфизма φ. Тогда отображение

φ′
0 = hφh

−1
(3.9)
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является поднятием φ′. Так как φ′
0 – поднятие гомеоморфизма φ′ на Sg × R

относительно накрытия pJ′ , то

φ′
0 = γ′jφ′, (3.10)

где j ∈ Z. Тогда

φ′
0(Sg × {0}) = γ′j(φ′(Sg × {0})) (3.1),(3.2)

= Sg ×
{
l′

k
− j

}
. (3.11)

Так как сопрягающий гомеоморфизм h отображает компоненты связности
неблуждающего множества NW (φ) в компоненты связности неблуждающего
множества NW (φ′) гомеоморфизма φ′ и блуждающее множество переводит
в блуждающее множество, то для любого r ∈ I возможен один из двух случаев:
a) h(Sg × {r}) = Sg × {r}; b) h(Sg × {r}) = Sg × {−r}.

Рассмотрим случай a):

h(Sg × {r}) = Sg × {r}. (3.12)

Заметим, что

φ′
0(Sg × {0}) (3.9)

= h(φ(h
−1

(Sg × {0}))) (3.12)
= h(φ(Sg × {0}))

(3.1)
= h

(
Sg ×

{
l

k

})
(3.12)
= Sg ×

{
l

k

}
.

С учетом формулы (3.11) получаем, что Sg × { l
k} = Sg × { l′

k − j}. Так как
l
k ,

l′

k ∈ [0, 1), то равенство l′

k − j = l
k выполняется только при j = 0, т.е. при

φ′
0 = φ′. (3.13)

Следовательно, l = l′.
Так как

h(γ(h
−1

(Sg × {0}))) (3.12)
= h(γ(Sg × {0})) (3.2)

= h(Sg × { − 1})
(3.12)
= Sg × { − 1} (3.2)

= γ′(Sg × {0})

и согласно лемме 1 либо hγh
−1

= γ′, либо hγh
−1

= γ′−1, то в рассматриваемом
случае

hγh
−1

= γ′.

Рассмотрим случай b):

h(Sg × {r}) = Sg × {−r}. (3.14)

Заметим, что

φ′
0(Sg × {0}) (3.9)

= h(φ(h
−1

(Sg × {0}))) (3.14)
= h(φ(Sg × {0}))

(3.1)
= h

(
Sg ×

{
l

k

})
(3.14)
= Sg ×

{
− l

k

}
.
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С учетом формулы (3.11) получаем, что Sg × {− l
k} = Sg × { l′

k − j}. Так как
− l

k ∈ (−0, 1] и l′

k ∈ [0, 1), то равенство l′

k − j = − l
k при l > 0 выполняется

в случае j = 1, т.е.
φ′
0 = γ′φ′. (3.15)

Если l = l′ = 0, то получим, что j = 0, т.е.

φ′
0 = φ′. (3.16)

Следовательно, либо l + l′ = k, либо l = l′ = 0.
Так как

h(γ(h
−1

(Sg × {0}))) (3.14)
= h(γ(Sg × {0})) (3.2)

= h(Sg × { − 1})
(3.14)
= Sg × {1} (3.2)

= γ′−1(Sg × {0})

и согласно лемме 1 либо hγh
−1

= γ′, либо hγh
−1

= γ′−1, то в рассматриваемом
случае

hγh
−1

= γ′−1.

Лемма 2 доказана.

Обозначим через
pSg : Sg × R → Sg

каноническую проекцию, определенную формулой pSg (z, r) = z.
Теперь мы готовы приступить к доказательству теоремы 1.

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Пусть гомеоморфизмы φ

и φ′ топологически сопряжены. Тогда согласно лемме 1 существуют гомеомор-
физм h : MJ → MJ′ и его поднятие h : Sg × R → Sg × R такие, что hφ = φ′h и
h(Sg × {0}) = Sg × {0}. Согласно п. 1) леммы 1 k = k′, n = n′. Следовательно,
p−1
J (NW (φ)) = p−1

J′ (NW (φ′)) = Sg × I. Так как гомеоморфизм h отображает
компоненты связности неблуждающего множества NW (φ) в компоненты связ-
ности неблуждающего множества NW (φ′), то для любого r ∈ I существует
r′ ∈ I такое, что h(Sg × {r}) = Sg × {r′}. Тогда для любого r ∈ I корректно
определен гомеоморфизм

Hr = pSg
|h(Sg×{r′})hp

−1
Sg

|Sg×{r} : Sg → Sg,

т.е. h(z, r) = (Hr, r
′), где r, r′ ∈ I.

Докажем, что гомеоморфизм Hr изотопен H0 для любого r ∈ I.
Определим семейство непрерывных отображений Fr,t : Sg → Sg формулой

Fr,t(z) = pSg
(h(z, rt)), где t ∈ [0, 1], r ∈ I. Тогда Fr,t определяет гомотопию,

соединяющую отображения Fr,0 = H0 и Fr,1 = Hr. Таким образом, гомеомор-
физмы H0 и Hr гомотопны и, следовательно, изотопны [15; п. 5.15] для любых
r ∈ I.

Согласно лемме 2 возможны три случая. Рассмотрим отдельно каждый из
них.
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Рассмотрим п. 1) леммы 2: l = l′ ⩾ 0,

hγ = γ′h, (3.17)

φ′ = hφh
−1

(3.18)

и h(Sg × {r}) = Sg × {r} для любого r ∈ I.
Так как

γ′l(φ′k(Sg × {r})) (3.13), (3.1)
= γ′l(Sg × {r + l}) (3.2)

= Sg × {r}

для любого r ∈ I и

γ′lφ′k (3.18)
= γ′lhφkh

−1 (3.17)
= hγlφkh

−1
,

то HrJ
lP kH−1

r = J ′lP ′k для любого r ∈ I. Так как гомеоморфизмы J lP k,
J ′lP ′k являются псевдоаносовскими, Hr изотопен H0 для любого r ∈ I, то из
предложения 9 следует, что Hr = H0 для любого r ∈ I. Положим H = H0.

Так как h(φ(z, 0)) = (H(P (z)), l
k ), φ

′(h(z, 0)) = (P ′(H(z)), l
k ) и hφ = φ′h, то

HP = P ′H.
Так как h(γ(z, 0)) = (H(J(z)),−1), γ′(h(z, 0)) = (J ′(H(z)),−1) и hγ = γ′h, то

HJ = J ′H.
Таким образом, доказано, что условие 1) теоремы 1 необходимо при l = l′ ⩾ 0

и hγ = γ′h.
Рассмотрим п. 2) леммы 2: l = l′ = 0,

hγ = γ′−1h,

φ′ = hφh
−1

и h(Sg × {r}) = Sg × {−r} для любого r ∈ I.
Так как h(φ(z, r)) = (Hr(P (z)),−r), φ′(h(z, 0)) = (P ′(Hr(z)),−r) для любого

r ∈ I и hφ = φ′h, то HrP = P ′Hr для любого r ∈ I . Так как гомеоморфизмы
P , P ′ являются псевдоаносовскими, Hr изотопен H0 для любого r ∈ I, то из
предложения 9 следует, что Hr = H0 для любого r ∈ I. Положим H = H0.

Так как h(φ(z, 0)) = (H(P (z)), l
k ), φ

′(h(z, 0)) = (P ′(H(z)), l
k ) и hφ = φ′h, то

HP = P ′H.
Так как h(γ(z, 0)) = (H(J(z)), 1), γ′−1(h(z, 0)) = (J ′−1(H(z)), 1) и hγ = γ′−1h,

то HJ = J ′−1H.
Таким образом, доказано, что условие 2) теоремы 1 необходимо при l = l′ = 0

и hγ = γ′−1h.
Рассмотрим п. 3) леммы 2: l + l′ = k,

hγ = γ′−1h, (3.19)

γ′φ′ = hφh
−1

(3.20)

и h(Sg × {r}) = Sg × {−r} для любого r ∈ I.
Так как

γ′k−l(φ′k(Sg × {r})) (3.1)
= γ′k−l(Sg × {r + k − l}) (3.2)

= Sg × {r}
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для любого r ∈ I и

γ′k−lφ′k (3.20)
= γ′−lhφkh

−1 (3.19)
= hγlφkh

−1
,

то HrJ
lP kH−1

r = J ′k−lP ′k для любого r ∈ I. Так как гомеоморфизмы J lP k,
J ′k−lP ′k являются псевдоаносовскими, Hr изотопен H0 для любого r,∈ I, то
из предложения 9 следует, что Hr = H0 для любого r ∈ I. Положим H = H0.

Так как h(φ(z, 0)) = (H(P (z)), l
k ), γ

′(φ′(h(z, 0))) = (J ′(P ′(H(z))), l
k ) и hφ =

γ′φ′h, то HP = J ′P ′H.
Так как h(γ(z, 0)) = (H(J(z)),−1), γ′−1(h(z, 0)) = (J ′(H(z)),−1) и hγ =

γ′−1h, то HJ = J ′−1H.
Таким образом, доказано, что условие 3) теоремы 1 необходимо при l+ l′ = k.
Достаточность. Пусть n = n′, k = k′ и существует гомеоморфизм H : Sg →

Sg такой, что l = l′ ⩾ 0, HP = P ′H и HJ = J ′H. Определим гомеомор-
физм h : Sg × R → Sg × R формулой h(z, r) = (H(z), r). Тогда непосредственно
проверяется, что hφ = hφ′ и hγ = γ′h. Таким образом, согласно предложе-
нию 10 гомеоморфизм h проецируется в гомеоморфизм h : MJ → MJ′ , при
этом hφ = φ′h. Достаточность условия 1) теоремы 1 доказана.

Докажем достаточность условий 2) и 3) теоремы 1. Определим гомеомор-
физм h : Sg×R → Sg×R формулой h(z, r) = (H(z),−r). Аналогично условию 1)
при условии 2) (при условии 3)) выполняются равенства hφ = hφ′, hγ = γ′−1h

(равенства hφ = hγ′φ′, hγ = γ′−1h) и гомеоморфизм h проецируется в гомео-
морфизм h : MJ → MJ′ такой, что hφ = φ′h.

Теорема 1 доказана.

§ 4. Взаимосвязь гомеоморфизмов класса G∗ и класса Φ

Настоящий параграф содержит доказательство теоремы 2 и вспомогатель-
ной леммы.

Пусть f ∈ G∗. Заметим, что из объемлющей Ω-сопряженности гомеоморфиз-
ма f с гомеоморфизмом класса Φ (см. предложение 5) следует, что компоненты
связности неблуждающего множества NW (f) гомеоморфизма f гомеоморфны
поверхности Sg одного и того же рода g и имеют одинаковый период k. Поло-
жим

f0 = fk.

Напомним, что G∗ ⊂ G – подмножество гомеоморфизмов, удовлетворяю-
щих следующему условию. Если f ∈ G∗ – гомеоморфизм на M3, то в каж-
дой компоненте связности V множества M3 \ NW (f) существует одномерное
f0-инвариантное слоение, каждый слой которого является открытой дугой,
имеющей в точности две граничные точки, лежащие на двух разных компо-
нентах связности множества ∂V . Объединение замыканий всех таких дуг на
всех компонентах связности множества M3 \NW (f) образует f -инвариантное
одномерное слоение на M3, которое обозначим через Lf .
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Лемма 3. Пусть f ∈ G∗ и V – компонента связности множества
M3 \ (NW (f)). Тогда на множестве clV существует двумерное f0-инвари-
антное слоение PV , каждый слой которого гомеоморфен поверхности Sg и
пересекает любой слой слоения Lf в точности в одной точке.

Доказательство. Пусть f ∈ G∗ – гомеоморфизм, компоненты связности
неблуждающего множества NW (f) которого гомеоморфны поверхности Sg, и
V – компонента связности множества M3 \NW (f). Обозначим через LV одно-
мерное слоение на V , каждый слой которого является компонентой связности
пересечения слоя слоения Lf с компонентой связности V .

Согласно предложению 5 граница множества V состоит из аттрактора A и
репеллера R гомеоморфизма f0. Для точки z ∈ A обозначим через lz слой
слоения LV , содержащий точку z в своем замыкании. Пусть w ∈ V ∩ lz. Так
как граница любого слоя слоения LV состоит в точности из двух точек, одна
из которых лежит на аттракторе A, а другая на репеллере R, то определено
непрерывное отображение ξ : V → A, заданное формулой ξ(w) = z.

Таким образом, тройка (V, ξ, A) определяет ориентируемое расслоение то-
тального пространства V с проекцией ξ над компактным пространством A и
слоем, гомеоморфным интервалу (0, 1). Известно (см. [16; гл. 4, теорема 4.3]),
что ориентируемое расслоение над компактной поверхностью A со слоем, го-
меоморфным R в каждой точке пространства A, изоморфно стандартному три-
виальному расслоению (Sg × R, pSg , Sg), где

pSg
: Sg × R → Sg

– каноническая проекция. Очевидно, что стандартные тривиальные расслоения
(Sg × R, pSg

, Sg) и (Sg × (0, 1), pSg
, Sg) изоморфны. Следовательно, расслоение

(V, ξ, A) изоморфно стандартному тривиальному расслоению (Sg×(0, 1), pSg , Sg)

и существуют гомеоморфизмы h : V → Sg × (0, 1) и H : A → Sg такие, что
pSgh = Hξ. Определим слоение L̃ как {p−1

Sg
(z) ∩ Sg × [0, 1] | z ∈ Sg}. Так как

граница каждого слоя слоения LV состоит из двух точек, лежащих на разных
компонентах связности границы множества V , то гомеоморфизм h продолжа-
ется до гомеоморфизма h : clV → Sg × [0, 1] так, что h переводит замыкание
каждого слоя lz ∈ LV в слой слоения L̃.

Пусть f̃ = hf0h
−1 : Sg × [0, 1] → Sg × [0, 1].

Построим на пространстве Sg × [0, 1] f̃ -инвариантное слоение P̃ такое, что
каждый слой слоения P̃ гомеоморфен Sg и пересекает любой слой слоения L̃
в единственной точке.

Без ограничения общности можно считать, что h(A) = Sg × {0}. Тогда мно-
жество Ã = h(A) является аттрактором гомеоморфизма f̃ , h(R) = Sg × {1} и
множество R̃ = h(R) является репеллером гомеоморфизма f̃ . Так как слое-
ние LV инвариантно относительно f0 и h отображает замыкание каждого слоя
слоения LV в слой слоения L̃, то слоение L̃ является инвариантным относи-
тельно f̃ .
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Докажем, что существует поверхность Σ̃ ⊂ Sg × (0, 1) рода g, которая пере-
секает каждый слой слоения L̃ в единственной точке и удовлетворяет условию
f̃(Σ̃) ∩ Σ̃ = ∅.

Положим Σ = Sg × { 1
2}. Если f̃(Σ) ∩ Σ = ∅, то Σ̃ = Σ. Если f̃(Σ) ∩ Σ ̸= ∅,

то построим поверхность Σ̃ следующим образом.
Обозначим через U замкнутое подмножество в Sg×[0, 1], которое ограничено

поверхностями Σ и Ã. Так как Ã – аттрактор гомеоморфизма f̃ , то существует
число r ∈ N такое, что f̃2r (U) ⊂ intU . Существование поверхности Σ̃ докажем
индукцией по r ∈ N.

1) Пусть r = 1. Тогда

f̃2(Σ) ∩ Σ = ∅, f̃2(Σ) ⊂ intU. (4.1)

Положим U ′ = U ∪ f̃(U), Σ = ∂(U ′) (на рис. 1 поверхность Σ изображена
сплошной линией), Σ′ = f̃(Σ), Λ = Σ ∩ Σ и Λ′ = Σ′ ∩ Σ (см. рис. 1). Тогда
Σ = Λ ∪ Λ′.

Рис. 1. Поверхности Σ и Σ′.

Докажем, что поверхность Σ пересекает каждый слой слоения L̃ в единст-
венной точке. Предположим противное. Пусть существует слой l̃ слоения L̃,
пересекающий поверхность Σ более чем в одной точке. Так как слоение L̃ ин-
вариантно относительно f̃ и поверхность Σ пересекает каждый слой слоения L̃
трансверсально и в единственной точке, то поверхность Σ′ также пересекает
каждый слой слоения L̃ трансверсально и в единственной точке. Следователь-
но, пересечение l̃∩Σ состоит из двух точек, w̃ = l̃∩Λ и w̃′ = l̃∩Λ′. Тогда слой l̃

разбивается на три кривые. Первая кривая имеет граничные точки l̃ ∩ Ã, w̃ и
содержится в области U ′. Вторая кривая имеет граничные точки w̃, w̃′ и лежит
вне области U ′. Так как слой l̃ пересекает поверхность Σ трансверсально и по
предположению в точности в двух различных точках, то третья кривая с гра-
ничными точками w̃′ и l̃ ∩ R̃ полностью содержится в области U ′. Получили
противоречие с тем, что U ′ ∩ R̃ = ∅.

Покажем, что поверхность Σ непрерывным шевелением вдоль слоев преоб-
разуется в поверхность Σ̃ рода g такую, что f̃(Σ̃) ∩ Σ̃ = ∅.
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Положим U ′′ = f̃(U)∪ f̃2(U), Σ
′
= ∂U ′′ (на рис. 2 поверхность Σ

′
изображена

сплошной линией). Как и для поверхности Σ, доказывается, что поверхность
Σ

′
пересекает каждый слой слоения L̃ в единственной точке.

Рис. 2. Множество Λ∗.

Обозначим через
pR : Sg × R → R

каноническую проекцию. Для каждого слоя l̃, пересекающего множества Λ

и поверхность Σ
′

в точках w̃ и w̃′ соответственно, обозначим через w̃∗ точку
на слое l̃ такую, что pR(w̃∗) =

1
2 (pR(w̃) + pR(w̃

′)). Точка w̃∗ является серединой
отрезка, лежащего на слое l̃, с концами w̃ и w̃′. Обозначим через Λ∗ мно-
жество всех таких точек, являющихся серединами отрезков, лежащих на слоях
слоения L̃, с концами на поверхностях Λ и Σ

′
(см. рис. 2).

Положим Σ̃ = Λ∗ ∪ Λ′. По построению поверхность Σ̃ гомеоморфна поверх-
ности Σ′ рода g и пересекает каждый слой слоения L̃ в единственной точке.

Обозначим через Ũ подпространство в Sg× [0, 1], ограниченное поверхностя-
ми Ã и Σ̃. Если w̃ ∈ Λ′, то f̃(w̃) ∈ Σ′′ ⊂ int Ũ . Если w̃ ∈ Λ∗, то w̃ ∈ intU и
f̃(w̃) ∈ int f̃(U) ⊂ int Ũ . Таким образом, f̃(Σ̃) ⊂ int Ũ и f̃(Σ̃) ∩ Σ̃ = ∅. База
индукции доказана.

2) Предположим, что для r = k существует поверхность Σ̃ рода g, которая
пересекает каждый слой слоения L̃ в единственной точке, и f̃(Σ̃) ∩ Σ̃ = ∅.

3) Пусть r = k + 1. Положим g̃ = f̃2k . Тогда g̃2(Σ) ∩ Σ = ∅ и согласно базе
индукции (r = 1) существует поверхность Σ̃′ ⊂ Sg × (0, 1) рода g такая, что
Σ̃′ пересекает каждый слой слоения L̃ в единственной точке и g̃(Σ̃′) ∩ Σ̃′ = ∅.
Следовательно, f̃2k(Σ̃′) ∩ Σ̃′ = ∅. Из предположения индукции следует, что
существует поверхность Σ̃ ⊂ Sg × (0, 1) рода g такая, что Σ̃ пересекает каждый
слой слоения L̃ в единственной точке и f̃(Σ̃) ∩ Σ̃ = ∅. Утверждение индукции
доказано.

Построим слоение P̃. Пусть Σ̃ ⊂ Sg × (0, 1) – поверхность рода g, кото-
рая пересекает каждый слой слоения L̃ в единственной точке и удовлетворяет
условию f̃(Σ̃)∩ Σ̃ = ∅, Ũ – замкнутое подмножество в Sg × [0, 1], ограниченное
поверхностями Ã и Σ̃. Тогда f̃(Σ̃) ⊂ int Ũ и множество K = Ũ \ f̃(Ũ) является
фундаментальной областью действия f̃ на Sg×(0, 1), т.е.

⋃
i∈Z f̃

i(K) = Sg×(0, 1)
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и f̃ i(K) ∩ f̃ j(K) = ∅ для i ̸= j. Для слоя l̃ ∈ L̃ положим l̃K = l̃ ∩ clK,
w̃0 = l̃ ∩ f̃(Σ̃) и w̃1 = l̃ ∩ Σ̃. Параметризуем кривую l̃K , сопоставляя точке
w̃ ∈ l̃K параметр

t =
pR(w̃)− pR(w̃0)

pR(w̃1)− pR(w̃0)
,

равный отношению длины отрезка, заключенного между точками w̃0 и w̃,
к длине отрезка l̃K . Обозначим параметризацию через ρ : clK → [0, 1]. Тогда
{Ã, R̃, f̃ i(ρ−1(t)) | i ∈ Z, t ∈ [0, 1]} – искомое слоение P̃.

Так как гомеоморфизмы f0|clV и f̃ топологически сопряжены посредством
гомеоморфизма h, то PV = h−1(P̃) – двумерное f0-инвариантное слоение, каж-
дый слой которого гомеоморфен поверхности Sg и пересекает слои слоения Lf

в точности в одной точке.
Лемма 3 доказана.

Теперь мы готовы приступить к доказательству теоремы 2.

Доказательство теоремы 2. Так как гомеоморфизм φ ∈ Φ обладает од-
номерным инвариантным слоением Lφ = {pJ(z × R) | z ∈ Sg}, то Φ ⊂ G∗.

Докажем, что гомеоморфизм f ∈ G∗ является топологически сопряженным
некоторому гомеоморфизму из класса Φ.

Пусть f – гомеоморфизм из класса G∗. Согласно предложению 5 без ограни-
чения общности можно считать, что f задан на многообразии MJ с естествен-
ной проекцией pJ и совпадает с некоторым гомеоморфизмом φ = φP,J,n,k,l:
MJ → MJ из класса Φ на их общем неблуждающем множестве. При этом
его поднятие f : Sg × R → Sg × R совпадает с гомеоморфизмом φ = φP,J,n,k,l:
Sg × R → Sg × R на множестве p−1

J (NW (f)) = Sg × I, где I = { i
2nk , i ∈ Z}.

Построим гомеоморфизм h : Sg × R → Sg × R такой, что hγ = γh и hf =

φP,J,n,k,lh.
Рассмотрим случай k = 1, т.е. гомеоморфизм φP,n,1,0.
Из леммы 3 следует, что гомеоморфизм f имеет f -инвариантное двумерное

слоение Pf , каждый слой которого гомеоморфен Sg и пересекает компоненты
связности слоения Lf ∩ (MJ \NW (f)) в единственной точке. Тогда поднятия
Pf и Lf слоений Pf и Lf на Sg × R являются инвариантными относительно
гомеоморфизма f и слои этих слоений пересекаются по единственной точке.
Заметим, что компоненты связности множества Sg × I являются слоями слое-
ния Pf .

Для i ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} положим V i = Sg × ( i
2n ,

i+1
2n ) и Bi = Sg × { i

2n}.
Построим гомеоморфизм Hi : clV i → clV i, i ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1}, сопрягающий
отображения f |clV i

и φ|clV i
. Обозначим через Li, Pi ограничения слоений Lf ,

Pf на clV i. Положим L̃i = {z×[ i
2n ,

i+1
2n ]}z∈Sg

, P̃i = {Sg×{r}}r∈[ i
2n , i+1

2n ]. Слоения

L̃i и P̃i являются инвариантными для гомеоморфизма φ.
Для точки z ∈ Bi обозначим через lz слой слоения Li такой, что z ∈ cl lz.

Зафиксируем точку z ∈ Bi и обозначим через Σx слой слоения Pi, проходящий
через точку x ∈ cl lz. Зафиксируем точку x ∈ lz. Положим y = lz ∩ f(Σx).
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Обозначим через σ ⊂ lz замкнутую дугу, ограниченную точками x и y. Введем
аналогичные обозначения “с волной” для гомеоморфизма φ, выбрав z̃ = z.
Пусть µσ : σ → σ̃ – гомеоморфизм такой, что µσ(x) = x̃ (рис. 3).

Рис. 3. Действие гомеоморфизма µσ.

Так как топологическое пространство, ограниченное слоями Σx, f(Σx) = Σy

и содержащее дугу σ, является фундаментальной областью действия f на V i,
то для любой точки w ∈ lz существует единственное целое число m такое, что
(f)m(Σw) ∩ (σ \ {y}) ̸= ∅. Определим гомеоморфизм µ : lz → l̃z формулой

µ(w) = φ−m(Σ̃µσ(f
m
(Σw)∩σ)) ∩ l̃z

и по непрерывности продолжим построенное отображение до гомеоморфизма
µ : cl lz → cl l̃z (рис. 4).

Рис. 4. Действие гомеоморфизма µ.

Заметим, что для любой точки a ∈ clV i существует единственная пара то-
чек za ∈ Bi, wa ∈ cl lz такая, что a = lza ∩ Σwa

. Определим гомеоморфизм
hi : clV i → clV i формулой

hi(a) = l̃za ∩ Σ̃µ(wa)

(рис. 5). Непосредственно проверяется, что hif |clV i
= φ|clV i

hi.
Определим гомеоморфизмы Hi, Hi+1 : Sg → Sg формулами

Hi = pSg
|h(Sg×{ i

2n})hip
−1
Sg

|Sg×{ i
2n},

Hi+1 = pSg
|h(Sg×{ i+1

2n })hip
−1
Sg

|Sg×{ i+1
2n },
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Рис. 5. Действие гомеоморфизма hi.

где pSg : Sg × R → Sg – естественная проекция, т.е. hi(z,
i
2n ) = (Hi(z),

i
2n ) и

hi(z,
i+1
2n ) = (Hi+1(z),

i+1
2n ).

По построению Hi = idSg . Покажем, что Hi+1 = idSg .
Сначала докажем, что гомеоморфизм Hi гомотопен Hi+1. Определим се-

мейство непрерывных отображений Ft : Sg → Sg (t ∈ [0, 1]) формулой

Ft(z) = pSg

(
hi

(
z,

1

2nk
(i+ t)

))
.

Тогда семейство Ft определяет гомотопию, соединяющую отображения F0 = Hi

и F1 = Hi+1. Таким образом, гомеоморфизмы Hi и Hi+1 гомотопны.
Так как

hi

(
φ

(
z,

i+ 1

2n

))
= hi

(
P (z),

i+ 1

2n

)
=

(
Hi+1(P (z)),

i+ 1

2n

)
,

f

(
hi

(
z,

i+ 1

2n

))
= f

(
Hi+1(z),

i+ 1

2n

)
=

(
P (Hi+1(z)),

i+ 1

2n

)
и по построению hiφ|clV i

= f |clV i
hi, то Hi+1P = PHi+1. Так как гомеомор-

физм Hi+1 гомотопен тождественному отображению idSg и гомеоморфизм P

является псевдоаносовским отображением, то согласно предложению 9 Hi+1 =

idSg .
Обозначим через H : Sg× [0, 1] → Sg× [0, 1] гомеоморфизм, совпадающий с hi

на clV i для любого i ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1}, а через [r] – целую часть числа r ∈ R.
Определим искомый гомеоморфизм h формулой

h(z, r) = γ−[r]Hγ[r](z, r).

Так как hγ = γh, то гомеоморфизм h : Sg × R → Sg × R проецируется в гомео-
морфизм h : MJ → MJ (см. предложение 10). По построению гомеоморфизм H

сопрягает гомеоморфизмы f и φ на Sg × [0, 1]. Непосредственно проверяется,
что hf = φh. Следовательно, hf = φh.

Рассмотрим гомеоморфизм φ = φP,J,n,k,l при k > 1. Гомеоморфизмы

γlf
k
, γlφk : Sg × R → Sg × R
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являются поднятиями гомеоморфизмов

fk, φk : MJ → MJ

такими, что γl(f
k
(z, r)) = γl(φk(z, r)) = (J l(P k(z)), r) для любого r ∈ I, где

J lP k : Sg → Sg – псевдоаносовский гомеоморфизм. В силу случая k = 1 су-
ществует гомеоморфизм h̃ : Sg×R → Sg×R такой, что h̃γ = γh̃ и h̃γlf

k
= γlφkh̃.

Отсюда непосредственно следует, что h̃f
k
= φkh̃.

Для j = 0, . . . , k− 1 определим множества W j = Sg × [ jlk ,
jl
k + 1

k ] и гомеомор-
физм hj : W j → W j формулой hj = φj h̃(f)−j . Положим W = W 0 ∪ · · · ∪W k−1

и обозначим через H : W → W гомеоморфизм, совпадающий с hj на W j для
j = 0, . . . , k − 1.

Для r ∈ R обозначим через m(r) целое число такое, что (z, r − m(r)) ∈ W .
Определим гомеоморфизм h : Sg × R → Sg × R формулой

h(z, r) = γ−m(r)Hγm(r)(z, r).

Непосредственно проверяется, что hf = φh. Так как hγ = γh, то гомеомор-
физм h : Sg × R → Sg × R проецируется в гомеоморфизм h : MJ → MJ (см.
предложение 10). Следовательно, hf = φh.

Теорема 2 доказана.

§ 5. Обобщенные псевдоаносовские гомеоморфизмы
в неблуждающем множестве гомеоморфизмов

трехмерных многообразий

Обозначим через P0 : S2 → S2 сохраняющий ориентацию обобщенный псев-
доаносовский гомеоморфизм двумерной сферы с дилатацией λ (существова-
ние такого гомеоморфизма следует из предложения 7). Тогда гомеоморфизм
P1 = P 2

0 является сохраняющим ориентацию обобщенным псевдоаносовским
гомеоморфизмом двумерной сферы с дилатацией λ2.

Так как дилатация обобщенных псевдоаносовских гомеоморфизмов является
топологическим инвариантом и на сфере S2 существует в точности два изотопи-
ческих класса гомеоморфизмов (один из которых состоит из всех сохраняющих
ориентацию отображений, а другой – из меняющих ориентацию отображений),
то P0, P1 : S2 → S2 – топологически несопряженные, но изотопные обобщен-
ные псевдоаносовские гомеоморфизмы. Следовательно, существует изотопия
Ft : S2 → S2 (t ∈ [0, 1]) такая, что F0 = P0 и F1 = P1.

Поставим в соответствие каждой точке s ∈ S1 параметр r ∈ [0, 1) таким
образом, что r ∈ p−1(s(r)), где p : R → S1 – накрытие и s(r) ∈ S1 – точка,
соответствующая параметру r. Определим гомеоморфизм f : S2 × S1 → S2 × S1
формулой

f(z, s(r)) =


(F2r(z), φ1,1,0(s(r))), если r ∈

[
0,

1

2

)
,

(F−2r+2(z), φ1,1,0(s(r))), если r ∈
[
1

2
, 1

)
.
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Так как диффеоморфизм φ1,1,0 : S1 → S1 является отображением типа источ-
ник-сток с источником в точке p(0) и стоком в точке p( 12 ), то непосредственно
проверяется, что неблуждающее множество построенного отображения f состо-
ит из двух цилиндрически вложенных сфер, S2R = S2×{p(0)} и S2A = S2×{p( 12 )},
таких, что сфера S2R является репеллером для f , сфера S2A является аттрак-
тором для f . Отображение f |S2R : S2R → S2R топологически сопряжено P0, а
отображение f |S2A : S2A → S2A топологически сопряжено P1. Следовательно, го-
меоморфизмы f |S2R и f |S2A не являются топологически сопряженными.

Построенный пример показывает, что гомеоморфизмы трехмерных много-
образий с обобщенными псевдоаносовскими отображениями в неблуждающем
множестве имеют более сложную динамику, отличную от динамики отображе-
ний класса G с псевдоаносовскими гомеоморфизмами в неблуждающем мно-
жестве.
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