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Некоторые классификации сложности
задачи о вершинной 3-раскраске

Г. С. Дахно, Д. С. Малышев

Наследственный класс – множество графов, замкнутое относительно удале-
ния вершин. Каждый такой класс имеет каноническое описание посредством
минимальных запрещенных порожденных фрагментов. Задача о вершинной
3-раскраске (задача 3-BP) для заданного графа состоит в том, чтобы опреде-
лить, а можно ли множество его вершин разбить на три подмножества попар-
но несмежных вершин. Известна дихотомия сложности этой задачи для всех
наследственных классов, определяемых 5-вершинными порожденными запре-
тами. В данной работе для задачи 3-BP рассматривается вопрос о полной
классификации алгоритмической сложности для пар порожденных запретов
с 6 вершинами. Известно, что задача 3-BP будет NP-полной для такого класса,
если ни один элемент пары не будет лесом, и что она будет полиномиальной
разрешимой, если один из запретов является линейным лесом. В этой работе
рассмотрены четыре нелинейных 6-вершинных леса и получены классификации
сложности задачи 3-BP для всех соответствующих пар.
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1. Введение

Классическая в алгоритмической теории графов задача о вершинной 𝑘-раскраске
(сокращенно, задача 21) состоит для заданного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) в том, чтобы опре-
делить, а можно ли разбить его вершины на 𝑘 независимых множеств, т.е. подмно-
жеств попарно несмежных вершин. Иными словами, а существует ли отображение
𝑐 : 𝑉 → {1, 2, . . . , 𝑘}, называемое (вершинной) 𝑘-раскраской, такое что 𝑐(𝑣) ̸= 𝑐(𝑢)

для любых смежных вершин 𝑣 и 𝑢 графа 𝐺. Даже при 𝑘 = 3 задача 21 является
NP-полной [1] и остается таковой, например, для графов максимальной степени 4 без
треугольников [2]. Естественный способ преодоления труднорешаемости задачи 21
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состоит в сужении, т.е. в рассмотрении этой задачи на каких-нибудь специальных
классах или семействах классов графов. Анализ сложности задачи именно для
представительных семейств классов графов придает этому процессу определенную
систематичность и позволяет ставить вопросы об алгоритмической сложности более
общего характера.

В настоящей работе рассматриваются только обыкновенные графы, т.е. неори-
ентированные графы без петель и кратных ребер. Класс обыкновенных графов
называется наследственным, если он замкнут относительно изоморфизма и удале-
ния вершин. Каждый наследственный класс 𝒳 определяется множеством 𝒴 своих
минимальных запрещенных порожденных подграфов, т.е. минимальных относитель-
но удаления вершин графов, не принадлежащих 𝒳 ; это принято записывать так:
𝒳 = Free(𝒴). Если 𝒴 является конечным, то 𝒳 называется конечно определенным.

Наследственный класс с полиномиально разрешимой задачей 21 назовем 21-
простым. Наследственный случай NP-полноты задачи 21 назовем 21-сложным.

В литературе особое внимание уделяется сложности задачи 21 для классов вида
Free({𝑃𝑛}), где 𝑃𝑛 – простой путь на 𝑛 вершинах. Так, при любом 𝑘 задача 21 поли-
номиально разрешима в классе Free({𝑃5}) [3]. Для каждого фиксированного 𝑘 ⩾ 5

задача 21 является NP-полной в классе Free({𝑃6}) [4]. Задача 3-BP полиномиаль-
но разрешима в классе Free({𝑃7}) [5], а задача 4-BP разрешима за полиномиальное
время в классе Free({𝑃6}) [6]. Задача 4-BP является NP-полной в классе Free({𝑃7}),
а задача 5-BP является NP-полной в классе Free({𝑃6}) [4]. Более того, результаты
работ [4] и [6] дают полную классификацию алгоритмической сложности задачи 21
в классах вида Free({𝑃𝑛}) при всех 𝑘 ⩾ 4 и 𝑛 ⩾ 1. Вместе с тем, на настоящее время
сложностной статус задачи 3-BP является открытым для класса Free({𝑃8}).

Для задачи 21 при 𝑘 = 3 и семейства {Free({𝐻}) : |𝑉 (𝐻)| ⩽ 6}, а также при 𝑘 = 4

и семейства {Free({𝐻}) : |𝑉 (𝐻)| ⩽ 5} в работах [7] и [8] были получены полные
сложностные дихотомии. Для задачи 3-BP и семейства {Free({𝐻}) : |𝑉 (𝐻)| ⩽ 7}
в работе [9] была получена полная классификация алгоритмической сложности. Из
результатов работ [5] и [9] следует, что для любого линейного леса 𝐹 , т.е. дизъюнкт-
ной суммы простых путей, с не более чем 7 вершинами задача 3-BP полиномиально
разрешима в классе Free({𝐹}).

В работах [10]–[13] рассматривается задача 3-BP. В работе [10] для задачи 3-BP
получена полная сложностная дихотомия в семействе{︀

Free({𝐻1, 𝐻2}) : max(|𝑉 (𝐻1)|, |𝑉 (𝐻2)|) ⩽ 5
}︀
.

В работе [11] был получен аналогичный результат для семейства{︀
Free({𝐻1, 𝐻2, 𝐻3}) : max(|𝑉 (𝐻1)|, |𝑉 (𝐻2)|, |𝑉 (𝐻3)|) ⩽ 5

}︀
.

В работе [12] рассматривались четверки запрещенных порожденных 5-вершинных
подграфов. В той же работе для всех данных наследственных классов, кроме
трех, устанавливается вычислительный статус задачи 3-BP. Полная классификация
сложности задачи 3-BP для всех множеств 5-вершинных запрещенных порожденных
подграфов была завершена в [13].

Случай 6-вершинных запретов пока остается “неподдающимся”. В контексте ре-
зультата работы [9] интересным является рассмотрение пар {𝐻1, 𝐻2} 6-вершинных
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запрещенных порожденных фрагментов. Исследованию сложности задачи 3-BP для
некоторых таких наследственных классов 𝒳 = Free({𝐻1, 𝐻2}), в основном, посвя-
щена данная работа.

Известно, что задача 3-BP является NP-полной для любого конечно определенно-
го класса, который включает класс лесов ℱ или включает множество ℒℱ3 реберных
графов субкубических (т.е. степени не более чем три) лесов [14]. Поэтому можно
предполагать, что 𝐻1 ∈ ℱ и 𝐻2 ∈ ℒℱ3, иначе 𝒳 является 3-BP-сложным. Мож-
но также считать, что ни 𝐻1, ни 𝐻2 не является линейным лесом, иначе, согласно
результату из [9], класс 𝒳 является 3-BP-простым. Поскольку задача 3-BP являет-
ся NP-полной для графов без треугольников максимальной степени 4 [2], то можно
предполагать, что максимальная степень вершин в 𝐻1 либо 3, либо 4. Поэтому
можно считать, что

𝐻1 ∈ {𝐾1,3 +𝑂2, 𝐾1,3 +𝐾2, 𝐾1,4 +𝐾1, cross, 𝑇1,1,2 +𝐾1, 𝑇1,1,3, 𝑇1,2,2, bridge},

см. рис. 1, изображающий соответствующие графы:

Рис. 1. Графы 𝐾1,3+𝑂2, 𝐾1,3+𝐾2, 𝐾1,4+𝐾1, cross, 𝑇1,1,2+𝐾1, 𝑇1,1,3, 𝑇1,2,2,
bridge.

В этой работе доказывается, что для

𝐻1 ∈ {𝐾1,3 +𝑂2, 𝐾1,3 +𝐾2, 𝐾1,4 +𝐾1, cross}

и любого 𝐻2 ∈ ℒℱ3, который имеет не более 6 вершин, получаемый класс 𝒳 явля-
ется 3-BP-простым. Вместе с тем, авторам не удалось доказать аналогичное утвер-
ждение при запрете любого из четырех оставшихся лесов. Поэтому возникла идея
рассматривать пары, состоящие из оставшихся четырех деревьев, и относительно
них попытаться установить 3-BP-простоту возникающего класса при дополнитель-
ном запрете произвольного 6-вершинного порожденного графа из ℒℱ3. Такого рода
результат был получен в данной работе. А именно, в ней доказывается, что класс
Free({𝑇1,1,2 +𝐾1, 𝑇1,1,3, 𝐻}), где |𝑉 (𝐻)| ⩽ 6, является 3-BP-простым, если 𝐻 ∈ ℒℱ3.
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2. Некоторые определения и обозначения

Как обычно, через 𝑃𝑛, 𝐶𝑛,𝐾𝑛, 𝑂𝑛 обозначаются простой путь, простой цикл, пол-
ный и пустой графы на 𝑛 вершинах соответственно. Через 𝐾𝑝,𝑞 обозначается полный
двудольный граф с 𝑝 вершинами в одной доле и с 𝑞 вершинами в другой доле. Через
𝑇𝑖,𝑗,𝑘 обозначается дерево, имеющее ровно одну вершину 𝑣 степени три и ровно три
листа, отстоящих от 𝑣 на расстояниях 𝑖, 𝑗, 𝑘 соответственно. Через 𝐷𝑖,𝑗,𝑘 обознача-
ется реберный граф дерева 𝑇𝑖+1,𝑗+1,𝑘+1. Через flag𝑖, где 𝑖 ⩾ 0, обозначается граф,
получаемый добавлением вершин 𝑦 и 𝑧 к пути (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖+3) и ребер 𝑦𝑥1, 𝑦𝑥2, 𝑧𝑥2, 𝑧𝑥3.
Графы 𝑇𝑖,𝑗,𝑘, 𝐷𝑖,𝑗,𝑘,flag𝑖 изображены на рис. 2.

Рис. 2. Графы 𝑇𝑖,𝑗,𝑘, 𝐷𝑖,𝑗,𝑘, flag𝑖.

Граф bridge получается из не пересекающихся по вершинам путей (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

и (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) добавлением ребра 𝑥2𝑦2. Граф dumbbell получается из графа bridge

добавлением ребер 𝑥1𝑥3 и 𝑦1𝑦3. Через cross обозначен результат подразбиения ребра
графа 𝐾1,4. Графы bridge,dumbbell, cross изображены на рис. 3.

Граф yacht изображен на рис. 4.
Эксцентриситет, степень, открытая и замкнутая окрестности вершины 𝑥 графа

𝐺 = (𝑉,𝐸) обозначаются через ecc(𝑥), deg(𝑥), 𝑁(𝑥) и 𝑁 [𝑥]. Через 𝑁𝑘(𝑥) обозначает-
ся множество вершин графа 𝐺, в точности отстоящих от 𝑥 на расстоянии 𝑘. Ясно,
что 𝑁0(𝑥) = {𝑥} и 𝑁1(𝑥) = 𝑁(𝑥). Пересечение окрестностей вершин 𝑥 и 𝑦 обо-
значается через 𝑁(𝑥, 𝑦), а пересечение окрестностей вершин 𝑥, 𝑦, 𝑧 через 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧).
Через 𝑁−(𝑥, 𝑦) обозначается 𝑁(𝑥) ∖ 𝑁(𝑦). Через ∆𝐺 обозначается максимальная
из степеней вершин графа 𝐺. Для 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 через 𝐺[𝑉 ′] обозначается подграф гра-
фа 𝐺, порожденный подмножеством 𝑉 ′, а через 𝑁𝑉 ′(𝑥) обозначается пересечение
𝑁(𝑥) ∩ 𝑉 ′, а через 𝐺 ∖ 𝑉 ′ результат удаления из 𝐺 всех вершин из 𝑉 ′.
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Рис. 3. Графы bridge, dumbbell, cross.

Рис. 4. Граф yacht.

Граф называется 𝑘-регулярным, если степень каждой его вершины равна 𝑘. Опе-
рация дизъюнктного объединения графов применяется только к графам с непере-
секающимися множествами вершин. Для графов 𝐺1 и 𝐺2 через 𝐺1 +𝐺2 обозначим
их дизьюнктное объединение. Через 𝑘𝐺 переобозначим дизьюнктное объединение
𝑘 графов, каждый из которых изоморфен графу 𝐺. Изоморфизм графов 𝐺1 и 𝐺2

обозначается через 𝐺1
∼= 𝐺2.

Через 𝑅(𝑎, 𝑏) обозначено(𝑎, 𝑏)-число Рамсея, т.е. такое наименьшее 𝑛, что любой
граф с 𝑛 вершинами содержит либо 𝐾𝑎, либо 𝑂𝑏 в качестве подграфа. Например,
хорошо известно, что 𝑅(3, 3) = 6, 𝑅(3, 4) = 9, 𝑅(3, 5) = 14.

3. NP-полнота задачи 3-BP в классе графов Free({𝐾1,4,dumbbell,flag0})

В работе [10] было доказано, что класс Free({𝐾1,4, 𝐷0,1,1,flag0}) является 3-BP-
сложным. В этой работе мы докажем, что класс Free({𝐾1,4,dumbbell,flag0}) тоже
является 3-BP-сложным. Эти два результата помогут построить полные класси-
фикации алгоритмической сложности задачи 3-BP для рассматриваемых семейств
наследственных классов с 6-вершинными запретами.

Лемма 1. Класс Free({𝐾1,4,dumbbell,flag0}) является 3-BP-сложным.
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Доказательство. В работе [15] было доказано, что задача 3-BP является NP-
полной в классе 4-регулярных графов. Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸) – связный 4-регулярный
граф. По критерию Эйлера граф 𝐺 содержит Эйлеров цикл, т.е. ребра графа 𝐺

можно ориентировать так, что каждая вершина 𝑥 инцидентна двум входящим реб-
рам 𝑦1𝑥, 𝑦2𝑥 и двум выходящим ребрам 𝑥𝑧1, 𝑥𝑧2. Хорошо известно, что Эйлеров
цикл графа 𝐺 вычисляется за линейное время от |𝐸|.

Для графа yacht обозначим через 𝑣1 и 𝑣2 его вершины степени 2, не входящие
в треугольники, а через 𝑢1 и 𝑢2 вершины степени 2, входящие в треугольники.
Нетрудно видеть, что в любой 3-раскраске графа 𝐺 вершины 𝑣1, 𝑣2, 𝑢1, 𝑢2 окрашены
в один цвет.

По графу 𝐺 построим граф 𝐺′ следующим образом. Рассмотрим Эйлерову ориен-
тацию графа 𝐺 и для каждой вершины 𝑥 входящие в нее ребра 𝑦1𝑥, 𝑦2𝑥 и выходящие
из нее ребра 𝑥𝑧1, 𝑥𝑧2. Последовательно для каждой вершины 𝑥 ∈ 𝑉 выполним следу-
ющую операцию: удалим ее из текущего графа, добавим к нему граф yacht, а также
ребра 𝑦1𝑣1, 𝑦2𝑣2 и 𝑧1𝑢1, 𝑧2𝑢2. Нетрудно видеть, что каждое применение этой опера-
ции сохраняет 3-раскрашиваемость. Поэтому граф 𝐺 является 3-раскрашиваемым
тогда и только тогда, когда граф 𝐺′ является 3-раскрашиваемым.

Нетрудно видеть, что

𝐺′ ∈ Free({𝐾1,4,dumbbell,flag0}).

Поэтому задача 3-BP в классе планарных 4-регулярных графов полиномиально сво-
дится к той же задаче в классе Free({𝐾1,4,dumbbell,flag0}). Следовательно, класс
Free({𝐾1,4,dumbbell,flag0}) является 3-BP-сложным.

4. О некоторых полиномиальных сведениях для задачи 3-BP

В этом разделе работы будут доказаны несколько утверждений о полиномиаль-
ной сводимости задачи 3-BP для некоторых порожденных запретов с 6 вершинами.
Эти результаты помогут нам построить классификации алгоритмической сложности
задачи 3-BP в рассматриваемых семействах классов графов.

1. Подклассы классов Free({𝐾1,3 +𝑂2}) и Free({𝐾1,3 +𝐾2}).

Лемма 2. Для любого связного графа 𝐺 ∈ Free({𝑇1,1,𝑖}) либо 𝐺 ∈ Free({𝐾1,3}),
либо |𝑉 (𝐺)| ⩽ ((∆𝐺)

𝑖+2−1)/(∆𝐺−1). Для любого связного графа 𝐺′ ∈ Free({𝐷0,0,𝑖})
либо 𝐺′ ∈ Free({𝐾3}), либо |𝑉 (𝐺′)| ⩽ ((∆𝐺′)𝑖+2 − 1)/(∆𝐺′ − 1).

Доказательство. Можно считать, что 𝐺 ̸∈ Free({𝐾1,3}) и поэтому ∆𝐺 ⩾ 3 и
𝑖 ⩾ 2. Пусть 𝑥 – произвольная вершина графа 𝐺, окрестность которой содержит
три попарно несмежные вершины. При доказательстве леммы 3 из работы [16] было
показано, что ecc(𝑥) ⩽ 𝑖 + 1, иначе граф 𝐺 содержит порожденный подграф 𝑇1,1,𝑖.
Тогда граф 𝐺 содержит не более

1 + ∆𝐺 + · · ·+∆𝑖+1
𝐺 =

(∆𝐺)
𝑖+2 − 1

∆𝐺 − 1

вершин. Рассуждения для графа 𝐺′ аналогичны.
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Лемма 3. Для любого наследственного класса

𝒳 ⊆ Free({𝐾1,3 +𝑂2}) ∪ Free({𝐾1,3 +𝐾2})

задача 3-BP полиномиально сводится к той же задаче для графов из

𝒳 ∩ Free({𝐾1,3}).

Доказательство. По лемме 2 можно в 𝒳 рассматривать только графы 𝐺 =

(𝑉,𝐸), у которых ∆𝐺 ⩾ 11. Пусть 𝑥 – вершина максимальной степени графа 𝐺.
Считаем, что 𝐺[𝑁(𝑣)] является двудольным для каждой 𝑣 ∈ 𝑉 (что проверяет-
ся за полиномиальное время). Поэтому считаем, что 𝐺 ∈ Free({𝐾4}). Так как
𝑅(3, 4) = 9, то 𝑁(𝑥) содержит четыре попарно несмежные вершины. Можно счи-
тать, что 𝑐(𝑥) = 1 в некоторой 3-раскраске 𝑐 графа 𝐺. Положим

𝐴 = {𝑦 ∈ 𝑁(𝑥) : 𝑐(𝑦) = 2}, 𝐵 = {𝑦 ∈ 𝑁(𝑥) : 𝑐(𝑦) = 3}.

Можно считать, что |𝐴| ⩾ |𝐵|. Поэтому |𝐴| ⩾ 6.
Предположим, что 𝐺 ∈ Free({𝐾1,3 + 𝑂2}). Тогда 𝑉 ∖ 𝐴 содержит не более одной

вершины цвета 2. Аналогично, если |𝐵| ⩾ 3, то 𝑉 ∖ 𝐵 содержит не более одной
вершины цвета 3. Следовательно, 𝑉𝑥 = 𝑉 ∖ 𝑁 [𝑥] содержит не менее |𝑉𝑥|-2 вершин
цвета 1 и все его независимые подмножества размера не менее |𝑉𝑥|-2 могут быть
перечислены за полиномиальное время. Следовательно, задача 3-BP для графа 𝐺

полиномиально сводится к проверке на двудольность. Тем самым можно считать,
что |𝐵| ⩽ 2. Разбиения 𝑁(𝑥) на два независимых множества, одно из которых имеет
не менее deg(𝑥) − 2 вершин, могут быть перечислены за полиномиальное время.
Поскольку 𝑉 ∖ 𝐴 содержит не более одной вершины цвета 2, то задача 3-BP для 𝐺

опять полиномиально сводится к проверке на двудольность. Значит, задача 3-BP
в классе 𝒳 ⊆ Free({𝐾1,3+𝑂2}) полиномиально сводится к той же задаче для графов
из 𝒳 ∩ Free({𝐾1,3}).

Теперь предположим, что 𝐺 ∈ Free({𝐾1,3 + 𝐾2}). Тогда 𝑁3(𝑥) является незави-
симым. Положим ̂︀𝑁 = {𝑦 ∈ 𝑁2(𝑥) : ∃ 𝑧 ∈ 𝑁3(𝑥), 𝑦𝑧 ∈ 𝐸}.

Если существует 𝑦 ∈ ̂︀𝑁 , смежная с вершиной 𝑧 ∈ 𝑁3(𝑥), то |𝑁−(𝑥, 𝑦)| ⩽ 5, поскольку
𝑅(3, 3) = 6 и 𝐺 ∈ Free({𝐾1,3 +𝐾2,𝐾4}). Так как ∆𝐺 ⩾ 11, то 𝑁(𝑥, 𝑦1, 𝑦2) ̸= ∅ для
любых различных 𝑦1, 𝑦2 ∈ ̂︀𝑁 . Поэтому в любой 3-раскраске 𝐺 подмножество ̂︀𝑁
покрашено не более чем в два цвета. Из этого следует, что 𝐺 имеет 3-раскраску
тогда и только тогда, когда 𝐺 ∖ 𝑁3(𝑥) имеет 3-раскраску. Поэтому далее считаем,
что 𝑁3(𝑥) = ∅. По тем же причинам дополнительно считаем, что каждая вершина
𝑦 ∈ 𝑁2(𝑥) имеет хотя бы одного соседа в 𝑁2(𝑥).

Предположим, что существуют смежные вершины 𝑦1 ∈ 𝑁2(𝑥) и 𝑦2 ∈ 𝑁2(𝑥) цветов
𝑐(𝑦1) = 2 и 𝑐(𝑦2) = 3. Тогда 𝑁(𝑥) ∖ (𝑁(𝑦1) ∪ 𝑁(𝑦2)) содержит не более 5 элементов
и 𝑐(𝑥1) = 3, 𝑐(𝑥2) = 2 для любых 𝑥1 ∈ 𝑁(𝑥, 𝑦1) и 𝑥2 ∈ 𝑁(𝑥, 𝑦2). Тем самым, всевоз-
можные кандидаты для 𝐴 могут быть перечислены за полиномиальное время. Если
𝐴′ ⊆ 𝑁(𝑥), |𝐴′| ⩾ 6 – кандидат для 𝐴, то подмножество вершин из 𝑉𝑥, не имею-
щих соседа в 𝐴′, является независимым и можно считать, что в раскраске 𝑐 все его
элементы имеют цвет 2. Тем самым, задача 3-BP для 𝐺 полиномиально сводится
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к проверке на двудольность. Поэтому далее рассматриваем только 3-раскраски 𝐺,
относительно которых в 𝑁2(𝑥) нет смежных вершин цветов 2 и 3. Это означает, что
граф 𝐺′ = 𝐺 ∖𝑁 [𝑥] = (𝑉 ′, 𝐸′) является двудольным.

Заметим, что связный двудольный граф имеет единственное разложение на доли
(с точностью до их перестановки). Обозначим через 𝑘𝐺′ количество компонент связ-
ности графа 𝐺′. Можно считать, что 𝑘𝐺′ ⩾ 9, иначе за полиномиальное время можно
вычислить ту долю графа 𝐺′, все вершины которой имеют цвет 1, и полиномиально
свести задачу 3-BP для 𝐺 к проверке на двудольность. Так как 𝐺 ∈ Free({𝐾1,3+𝐾2})
и все компоненты связности графа 𝐺′ имеют не менее двух вершин, то ∆(𝐺′) ⩽ 2.
Если 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 – произвольные попарно несмежные соседи вершины 𝑥, то по прин-
ципу Дирихле среди них существует вершина 𝑥′, смежная хотя бы с тремя компо-
нентами связности графа 𝐺′. Иначе 𝐺 ̸∈ Free({𝐾1,3 + 𝐾2}). По той же причине
𝑥′ должна быть смежна со всеми компонентами графа 𝐺′ и множество 𝑉 ′ ∖ 𝑁(𝑥′)

является независимым. Поскольку 𝑅(3, 3) = 6, то этим свойством обладает каждый
элемент некоторого подмножества ̃︀𝑁 ⊆ 𝑁(𝑥), где | ̃︀𝑁 | ⩾ deg(𝑥) − 5. Множество ̃︀𝑁
вычисляется за полиномиальное время.

Предположим, что существуют несмежные элементы 𝑥′, 𝑥′′ ∈ ̃︀𝑁 , для которых
𝑐(𝑥′) = 2 и 𝑐(𝑥′′) = 3. Если 𝑁𝑉 ′(𝑥′) ⊆ 𝑁𝑉 ′(𝑥′′) или 𝑁𝑉 ′(𝑥′′) ⊆ 𝑁𝑉 ′(𝑥′), то 𝑁𝑉 ′(𝑥′′) ∩
𝑁𝑉 ′(𝑥′) окрашено в цвет 1. Тем самым, за полиномиальное время можно вычислить
ту долю графа 𝐺′, все вершины которой имеют цвет 1. Если

𝑦 ∈ 𝑁𝑉 ′(𝑥′) ∖𝑁𝑉 ′(𝑥′′), 𝑁𝑉 ′(𝑥′′) ∖𝑁𝑉 ′(𝑥′) ̸= ∅,

то
|𝑁𝑉 ′(𝑥′′) ∖ (𝑁𝑉 ′(𝑥′) ∪𝑁𝑉 ′(𝑦))| ⩽ 2,

иначе 𝐺 ̸∈ Free({𝐾1,3+𝐾2}). Тогда |𝑁𝑉 ′(𝑥′′)∖𝑁𝑉 ′(𝑥′)| ⩽ 4. Следовательно, 𝑁𝑉 ′(𝑥′)∩
𝑁𝑉 ′(𝑥′′) пересекается с не менее чем 𝑘𝐺′−8 компонентами графа 𝐺′. Поэтому и здесь
за полиномиальное время можно вычислить ту долю графа 𝐺′, все вершины которой
имеют цвет 1.

Тем самым можно считать, что в ̃︀𝑁 несмежность эквивалентна окрашенности
в одинаковые цвета, иначе можно полиномиально свести задачу 3-BP для 𝐺 к про-
верке на двудольность. Поэтому всевозможные кандидаты для 𝐴 и 𝐵 могут быть
перечислены за полиномиальное время. Нетрудно видеть, что и в этом случае зада-
ча 3-BP для 𝐺 полиномиально сводится к проверке на двудольность. Значит, задача
3-BP в классе 𝒳 ⊆ Free({𝐾1,3 +𝐾2}) полиномиально сводится к той же задаче для
графов из 𝒳 ∩ Free({𝐾1,3}).

2. Подклассы классов Free({𝐾1,4 +𝐾1}) и Free({cross}).

Лемма 4. Для любого наследственного класса 𝒳 ⊆ Free({𝐾1,4 + 𝐾1}) задача
3-BP полиномиально сводится к той же задаче для графов из 𝒳 ∩Free({𝐾1,4}) мак-
симальной степени вершин 6. Для любого наследственного класса 𝒳 ⊆ Free({cross})
задача 3-BP полиномиально сводится к той же задаче для графов из 𝒳 максималь-
ной степени вершин 18.

Доказательство. Предположим, что 𝐺 = (𝑉,𝐸) ∈ 𝒳 и 𝑥 – вершина максималь-
ной степени графа 𝐺. Считаем, что 𝐺[𝑁(𝑣)] является двудольным для каждой 𝑣 ∈ 𝑉
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и поэтому 𝐺 ∈ Free({𝐾4}). Будем считать, что 𝑐(𝑥) = 1 в некоторой 3-раскраске 𝑐

графа 𝐺. Положим

𝐴 = {𝑦 ∈ 𝑁(𝑥) : 𝑐(𝑦) = 2}, 𝐵 = {𝑦 ∈ 𝑁(𝑥) : 𝑐(𝑦) = 3}.

Считаем, что |𝐴| ⩾ |𝐵|.
Предположим, что 𝐺 ∈ Free({𝐾1,4 + 𝐾1}) и deg(𝑥) ⩾ 7. Поэтому |𝐴| ⩾ 4. Если

|𝐵| ⩾ 4, то 𝑉𝑥 = 𝑉 ∖ 𝑁 [𝑥] должно быть окрашено только в цвет 1, так как каждая
вершина из 𝑉𝑥 имеет соседа и в 𝐴, и в 𝐵, иначе 𝐺 ̸∈ Free({𝐾1,4+𝐾1}). Тогда задача
3-BP для 𝐺 полиномиально сводится к проверке 𝑉𝑥 на независимость (что, очевидно,
выполняется за полиномиальное время). Если |𝐵| ⩽ 3, то всевозможные кандидаты
для 𝐴 могут быть перечислены за полиномиальное время. Если 𝐴′ ⊆ 𝑁(𝑥), |𝐴′| ⩾ 4 –
кандидат для 𝐴, то подмножество вершин из 𝑉𝑥 не содержит вершин цвета 2. Тем
самым, задача 3-BP для 𝐺 полиномиально сводится к проверке на двудольность.
Значит, задача 3-BP в классе 𝒳 ⊆ Free({𝐾1,4 +𝐾1}) полиномиально сводится к той
же задаче для графов из 𝒳 максимальной степени вершин 6. Если такой граф
содержит порожденный подграф 𝐾1,4, то, очевидно, он имеет не более 1+6+5 · 6 =

37 вершин. Значит, задача 3-BP в классе 𝒳 ⊆ Free({𝐾1,4 + 𝐾1}) полиномиально
сводится к той же задаче для графов из 𝒳 ∩ Free({𝐾1,4}) максимальной степени
вершин 6.

Предположим, что 𝐺 ∈ Free({cross}) и deg(𝑥) ⩾ 19. Положим̂︀𝑁 = {𝑦 ∈ 𝑁2(𝑥) : ∃ 𝑧 ∈ 𝑁3(𝑥), 𝑦𝑧 ∈ 𝐸}.

Поскольку 𝑅(3, 5) = 14 и 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾4}), то для любого 𝑦 ∈ ̂︀𝑁 выполне-
но |𝑁(𝑥, 𝑦)| ⩽ 13 (иначе 𝑦, ее сосед в 𝑁3(𝑥) вместе 𝑥 и с произвольной вершиной
из 𝑁(𝑥, 𝑦), а также с независимым множеством размера 5 в 𝑁−(𝑥, 𝑦) порождают
надграф графа cross). Так как

deg(𝑥) ⩾ 19, 𝑅(3, 3) = 6, 𝐺 ∈ Free({𝐾4}),

то 𝑁(𝑥, 𝑦) содержит три попарно несмежные вершины. Поэтому если 𝑦𝑧 ∈ 𝐸,
𝑧𝑧′ ∈ 𝐸, где 𝑧 ∈ 𝑁3(𝑥) и 𝑧′ ̸∈ 𝑁2(𝑥), то 𝑦𝑧′ ∈ 𝐸, иначе 𝐺 ̸∈ Free({cross}). Тем
самым, 𝑁4(𝑥) = ∅.

Можно предполагать, что 𝐴 и 𝐵 уже вычислены за полиномиальное время. Дей-
ствительно, если существует вершина 𝑦 ∈ 𝑁2(𝑥) цвета 2 (соответственно цвета 3),
то |𝐵 ∖ 𝑁(𝑦)| ⩽ 2 (соответственно |𝐴 ∖ 𝑁(𝑦)| ⩽ 2) и все кандидаты для 𝐵 или 𝐴

могут быть перечислены за полиномиальное время. Если же все вершины 𝑁2(𝑥)

окрашены в первый цвет, то задача 3-BP для 𝐺 эквивалентна двудольности графа
𝐺[𝑁3(𝑥)].

Покажем, что если 𝑁2(𝑥) содержит вершину 𝑦 цвета 2, то оно содержит не более 9
вершин цвета 3. Предположим, противное. Так как 𝐺 ∈ Free({cross}), то любые три
элемента 𝐴 доминируют все вершины из 𝑁2(𝑥) цвета 3. Следовательно, существуют
такие вершины 𝑥1 ∈ 𝐴 и 𝑥2 ∈ 𝐵, что 𝑁(𝑥1) ∩ 𝑁2(𝑥) содержит подмножество 𝑆 из
четырех вершин цвета 3 и 𝑦 ∈ 𝑁(𝑥2). Так как 𝐺 ∈ Free({cross}), то 𝑥1𝑥2 ∈ 𝐸 и 𝑦

имеет не менее трех соседей в 𝑆. Но тогда 𝐺 ̸∈ Free({cross}).
Итак, можно считать, что либо 𝑁2(𝑥) содержит не более чем по 9 вершин цветов

2 и 3, либо цвет 2 отсутствует в 3-раскраске элементов множества 𝑁2(𝑥). В пер-
вом случае заданная 3-раскраска множества 𝑁 [𝑥] продолжается на полиномиальное



НЕКОТОРЫЕ КЛАССИФИКАЦИИ СЛОЖНОСТИ ЗАДАЧИ О ВЕРШИННОЙ 3-РАСКРАСКЕ369

количество 3-раскрасок множества 𝑁 [𝑥]∪𝑁2(𝑥), которые все перечислимы за поли-
номиальное время. Проверка того, что заданная 3-раскраска множества 𝑁 [𝑥]∪𝑁2(𝑥)

продолжается на 3-раскраску графа 𝐺, очевидно, выполняется за полиномиальное
время. Поэтому можно рассматривать только такие 3-раскраски 𝐺, что цвет 2 отсут-
ствует в 3-раскраске элементов множества 𝑁2(𝑥).

Рассмотрим нетривиальные (т.е. с не менее чем двумя вершинами) компоненты
связности графа 𝐺[𝑁3(𝑥)]. Тривиальные компоненты можно не рассматривать и
окрасить в цвет 2. Пусть 𝐶 – нетривиальная компонента. Тогда каждая вершина из
𝑁2(𝑥) либо одновременно смежна со всеми вершинами 𝐶, либо несмежна ни с одной
из них. Считаем, что все нетривиальные компоненты являются двудольными гра-
фами – это необходимое условие 3-раскрашиваемости 𝐺. Образуем псевдограф (т.е.
граф, в котором допускаются кратные ребра и петли) следующим образом. Из гра-
фа 𝐺 удалим все вершины из 𝐴∪𝑁3(𝑥). Для каждой нетривиальной компоненты 𝐶

найдем ее окрестность в 𝑁2(𝑥) и стянем ее в вершину. Очевидно, что граф 𝐺 имеет
3-раскраску тогда и только тогда когда граф 𝐺′ не содержит петель и является дву-
дольным (что проверяется за полиномиальное время). Значит, задача 3-BP в классе
𝒳 ⊆ Free({cross}) полиномиально сводится к той же задаче для графов из 𝒳 мак-
симальной степени вершин 18.

Лемма 5. Класс Free({cross,𝐾3}) является 3-BP-простым.

Доказательство. По лемме 4 можно рассматривать только графы из
Free({cross,𝐾3}) максимальной степени вершин 18. Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸) – произ-
вольный связный граф из класса Free({cross,𝐾3}), для которого ∆𝐺 ⩽ 18. Если
∆𝐺 ⩽ 3, то по теореме Брукса (см. [17]) граф 𝐺 является 3-раскрашиваемым. Если
deg(𝑥) ⩾ 5, то ecc(𝑥) ⩽ 3, так как 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3}), и поэтому

|𝑉 | ⩽ 1 + 18 + 17 · 18 + 172 · 18.

Тем самым, можно считать, что ∆𝐺 = 4. Будем считать, что степень каждой вер-
шины 𝐺 не менее чем 3, так как вершины степени не более чем 2 не влияют на
3-раскрашиваемость 𝐺. Будем также считать, что 𝐺 не содержит несмежных вер-
шин 𝑥′ и 𝑦′, таких что 𝑁(𝑥′) ⊆ 𝑁(𝑦′), так как 3-раскраска 𝐺 ∖ {𝑥′} может быть
продолжена на 3-раскраску 𝐺 окрашиванием 𝑥′ в тот же цвет, что и у вершины 𝑦′.

Предположим, что 𝑁(𝑥) = {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4}. Будем считать, что ecc(𝑥) ⩾ 6, т.е.
существует порожденный путь (𝑥, 𝑦1, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5), где 𝑧𝑖 ∈ 𝑁𝑖+1(𝑥), иначе 𝐺

содержит не более 1 + 4 ·
∑︀5

𝑖=1 3
𝑖−1 вершин. Так как 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3}), то

{𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4} является независимым и можно считать, что

𝑧1𝑦1 ∈ 𝐸, 𝑧1𝑦2 ∈ 𝐸, 𝑧1𝑦3 ̸∈ 𝐸, 𝑧1𝑦4 ̸∈ 𝐸.

По той же причине не существует вершины 𝑣, такой что |𝑁(𝑣, 𝑥)| = 1. Ясно, что
𝑁(𝑣) = 𝑁(𝑥) тогда и только тогда, когда 𝑣 = 𝑥.

Покажем, что не существует вершины 𝑧, такой что |𝑁(𝑧, 𝑥)| = 3. Предположим
противное. Можно считать, что

𝑁(𝑧) = {𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑧′} или 𝑁(𝑧) = {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑧′}.

В первом случае так как 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3}), то

𝑧′ ∈ 𝑁3(𝑥), 𝑧′ ̸∈ {𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5}, 𝑧1𝑧
′ ∈ 𝐸.
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По той же причине 𝑧′ не имеет соседа в {𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5} и поэтому 𝐺 содержит порож-
денный подграф cross. Поэтому не существует вершины 𝑣 такой, что 𝑁(𝑣, 𝑥) =

{𝑦2, 𝑦3, 𝑦4}. Следовательно, 𝑁(𝑧) = {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑧′}. Существует такая вершина 𝑧* ∈
𝑁2(𝑥), что 𝑧*𝑦2 ∈ 𝐸 и 𝑧*𝑦1 ̸∈ 𝐸. Так как 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3}), то {𝑧1, 𝑧, 𝑧*} является
независимым,

𝑁(𝑧*, 𝑥) = {𝑦2, 𝑦4}, 𝑧′ ∈ 𝑁3(𝑥), 𝑧′ ̸∈ {𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5},

𝑧′ не имеет соседа в {𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5}, 𝑧′𝑧* ∈ 𝐸, 𝑧2𝑧
* ∈ 𝐸. Тогда 𝐺 содержит порож-

денный подграф cross.
Итак, для каждой вершины 𝑣 ∈ 𝑁2(𝑥) выполнено |𝑁(𝑣, 𝑥)| = 2. Не существу-

ет двух вершин 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑁2(𝑥), для которых 𝑁(𝑣1, 𝑥) = 𝑁(𝑣2, 𝑥), так как суще-
ствует вершина 𝑣 ∈ 𝑁2(𝑥), имеющая в 𝑁(𝑣1, 𝑥) ровно одного соседа, и поэтому
𝐺 ̸∈ Free({cross,𝐾3}). Предположим, что множество 𝑁2(𝑥) является независимым.
Тогда существует такая вершина 𝑧 ∈ 𝑁2(𝑥), что 𝑁(𝑧)∩𝑁3(𝑥) = {𝑧′, 𝑧′′}, иначе любая
3-раскраска 𝐺 ∖ (𝑁 [𝑥] ∪ 𝑁2(𝑥)) продолжается на 3-раскраску 𝐺 (для чего заметим,
что в этом случае всегда можно покрасить в два цвета вершины из {𝑥} ∪ 𝑁2(𝑥), а
в третий – множество 𝑁(𝑥)). Так как 𝑧𝑖 ∈ 𝑁𝑖+1(𝑥) и 𝑁(𝑧) является независимым,
то {𝑧′, 𝑧′′} ∩ {𝑧1, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5} = ∅. Если 𝑁(𝑥, 𝑧) = {𝑦2, 𝑦3}, то 𝑧2–𝑧5 ̸∈ {𝑧′, 𝑧′′}, 𝑧1 име-
ет соседа в {𝑧′, 𝑧′′} (скажем, 𝑧1𝑧

′ ∈ 𝐸) и 𝑧′𝑧3 ∈ 𝐸, 𝑧′′𝑧3 ∈ 𝐸, 𝑧2𝑧
′′ ̸∈ 𝐸, поскольку

𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3}). Но тогда 𝐺 ̸∈ Free({cross}).
Предположим, что 𝑁(𝑥, 𝑧) = {𝑦3, 𝑦4}. Ясно, что 𝑧′, 𝑧′′ ̸∈ {𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5}. Напом-

ним, что 𝑁(𝑧′) ⊈ 𝑁(𝑧′′) и 𝑁(𝑧′′) ⊈ 𝑁(𝑧′). Поскольку 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3}), суще-
ствуют такие вершины 𝑧*, 𝑧** ∈ 𝑁2(𝑥), что

𝑦2, 𝑦3, 𝑧
′ ∈ 𝑁−(𝑧

*, 𝑧**), 𝑦1, 𝑦4, 𝑧
′′ ∈ 𝑁(𝑧**) ∖𝑁(𝑧*).

Нетрудно убедиться в том, что 𝑁2(𝑥) = {𝑧, 𝑧1, 𝑧*, 𝑧**} и что deg(𝑧1) = deg(𝑧*) =

deg(𝑧**) = 3 (напомним, что 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3})). Нетрудно проверить, что любая
3-раскраска 𝐺 ∖ (𝑁 [𝑥] ∪ 𝑁2(𝑥)) продолжается на 3-раскраску 𝐺 (можно покрасить
в два цвета вершины из {𝑥} ∪𝑁2(𝑥), а в третий – множество 𝑁(𝑥)).

Предположим, что 𝑣1 ∈ 𝑁2(𝑥) и 𝑣2 ∈ 𝑁2(𝑥) являются смежными. Тогда 𝑧1 ̸∈
{𝑣1, 𝑣2} (так как 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3})) и можно считать, что 𝑁(𝑣1, 𝑥) = {𝑦1, 𝑦3} и
𝑁(𝑣2, 𝑥) = {𝑦2, 𝑦4}. Так как 𝐺 ∈ Free({cross,𝐾3}), вершины 𝑣1 и 𝑣2 не имеют соседей
в 𝑁3(𝑥) и ∆𝐺[𝑁2(𝑥)] ⩽ 1. По той же причине никакая вершина из 𝑁2(𝑥) не имеет
двух соседей в 𝑁3(𝑥). Нетрудно проверить, что любая 3-раскраска 𝐺∖(𝑁 [𝑥]∪𝑁2(𝑥))

продолжается на 3-раскраску 𝐺 (можно покрасить в два цвета вершины из {𝑥} ∪
𝑁2(𝑥), а в третий – множество 𝑁(𝑥)).

Из наших рассуждений следует, что класс Free({cross,𝐾3}) является 3-BP-про-
стым.

Лемма 6. Для любого 𝑝 класс Free({cross, 𝑝𝐾3}) является 3-BP-простым.

Доказательство. По лемме 4 можно рассматривать только такие графы 𝐺 ∈
Free({cross, 𝑝𝐾3}), у которых ∆𝐺 ⩽ 18. Произвольно жадным образом выделим в 𝐺

такую систему треугольников, что любые две вершины из разных треугольников
несмежны. Обозначим через 𝑉1 множество тех вершин 𝐺, которые имеют соседей
в этих треугольниках. По построению 𝐺 ∖ 𝑉1 ∈ Free({𝐾3}). Обозначим через 𝑉2
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множество вершин, отстоящих от выбранных треугольников на расстоянии не более
чем 7. Так как 𝐺 ∈ Free({𝑝𝐾3}) и ∆𝐺 ⩽ 18, то

|𝑉1| ⩽ 51 · (𝑝− 1), |𝑉2| ⩽
(︂
3 +

7∑︁
𝑖=1

18 · 17𝑖−1

)︂
· (𝑝− 1).

Если 𝑥 – такая вершина графа 𝐺, что deg(𝑥) ⩾ 4 и шар в 𝐺 с центром в 𝑥 радиуса 6
не содержит треугольников, то по рассуждениям из доказательства леммы 5 граф 𝐺

имеет 3-раскраску тогда и только тогда, когда ее имеет граф 𝐺∖ (𝑁 [𝑥]∪𝑁2(𝑥)). Тем
самым, если граф 𝐺* = 𝐺 ∖ 𝑉2 содержит вершину степени 4 и более, то можно
выполнить эту редукцию. Поэтому далее считаем, что ∆𝐺* ⩽ 3.

В работе [18] было доказано, что для любых фиксированных 𝑙 и 𝑘 задача 21
полиномиально разрешима в классе графов, у которых имеется не более 𝑙 вершин
степени 𝑘+1. Отсюда и из наших рассуждений следует, что класс Free({cross, 𝑝𝐾3})
является 3-BP-простым при любом 𝑝.

3. Подклассы класса Free({𝑇1,1,2 + 𝐾1, 𝑇1,1,3}). Целью рассуждений в этом
подразделе нашей работы является доказательство следующего результата:

Лемма 7. Для любого наследственного класса 𝒳 ⊆ Free({𝑇1,1,2+𝐾1, 𝑇1,1,3}) зада-
ча 3-BP полиномиально сводится к той же задаче для графов из 𝒳 ∩Free({𝐾1,3}).

Доказательство. Доказательство леммы 7 основано на сведении к графам из 𝒳
максимальной степени вершин 12 и применении леммы 2. Наше сведение использу-
ет несколько утверждений о структуре 3-раскрасок специальных подграфов графов
из 𝒳 . Предположим, что 𝐺 = (𝑉,𝐸) – связный граф из 𝒳 и 𝑥 – вершина мак-
симальной степени графа 𝐺, причем deg(𝑥) ⩾ 13. Считаем, что 𝐺[𝑁(𝑣)] является
двудольным для каждой 𝑣 ∈ 𝑉 и поэтому 𝐺 ∈ Free({𝐾4}). Положим

𝑍 = 𝑉 ∖ (𝑁 [𝑥] ∪𝑁2(𝑥)), 𝑌 = {𝑦 ∈ 𝑁2(𝑥) : ∃ 𝑧 ∈ 𝑍, 𝑦𝑧 ∈ 𝐸},
𝑌 ′ = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑁𝑍(𝑦) = 𝑍}.

Утверждение 1. Если |𝑍| ⩾ 9, то в любой 3-раскраске графа 𝐺 либо 𝑍 является
одноцветным, либо 𝑌 ′ и 𝑌 ∖ 𝑌 ′ одновременно являются одноцветными, причем
окрашенными в разные цвета.

Если существуют вершины 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑁−(𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ 𝑁2(𝑥), имеющие общего соседа
𝑥′ ∈ 𝑁(𝑥, 𝑦), то 𝑦 либо смежна со всеми вершинами из 𝑍, либо ни с одной из них.
Действительно, тогда 𝑥1𝑥2 ̸∈ 𝐸 и 𝐺 обязательно содержит либо подграф 𝑇1,1,2+𝐾1,
либо подграф 𝑇1,1,3, порожденный 𝑥1, 𝑥2, 𝑥

′, 𝑦 и двумя вершинами из 𝑍. Предполо-
жим, что 𝑦 ∈ 𝑌 ∖ 𝑌 ′. Тогда 𝑁𝑍(𝑦) состоит из одной или из двух смежных вершин.
Иначе существуют несмежные вершины из 𝑁𝑍(𝑦) и, ввиду максимальности степени
вершины 𝑥, |𝑁−(𝑥, 𝑦)| ⩾ 2, а также каждая вершина из 𝑁−(𝑥, 𝑦) смежна с каждой
вершиной из 𝑁(𝑥, 𝑦) (иначе 𝐺 ̸∈ Free({𝑇1,1,3})). Но тогда 𝑁𝑍(𝑦) = 𝑍, что невозмож-
но.

Так как 𝐺 ∈ Free({𝑇1,1,3}), то 𝑁−(𝑥, 𝑦) содержит не более двух вершин, каждая
из которых не имеет соседей в 𝑁(𝑥, 𝑦). Предположим, что |𝑁−(𝑥, 𝑦)| ⩾ 5. Тогда
в 𝑁−(𝑥, 𝑦) есть две одноцветные вершины 𝑥1 и 𝑥2, каждая из которых имеет соседей
в 𝑁(𝑥, 𝑦). Они не имеют общего соседа в 𝑁(𝑥, 𝑦). Для любой вершины 𝑥′ ∈ {𝑥1, 𝑥2}
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каждая вершина из 𝑁(𝑥, 𝑦) ∖ 𝑁(𝑥′) должна быть смежна с каждой вершиной из
𝑁(𝑥, 𝑥′, 𝑦). Иначе, поскольку 𝐺 ∈ Free({𝑇1,1,2 + 𝐾1}), вершина 𝑧 ∈ 𝑁𝑍(𝑦) должна
быть смежна со всеми вершинами из 𝑍 ∖𝑁𝑍(𝑦), которых не менее 7 штук, и 𝐺 содер-
жит порожденный подграф 𝑇1,1,3. Но тогда 𝑥1 и 𝑥2 не могут быть одноцветными.
Поэтому |𝑁−(𝑥, 𝑦)| ⩽ 4. Отсюда и так как deg(𝑥) ⩾ 13, то любые три вершины из
𝑌 ∖ 𝑌 ′ имеют в 𝑁(𝑥) общего соседа. Следовательно, 𝑌 ∖ 𝑌 ′ окрашено не более чем
в два цвета.

Предположим, что существуют такие вершины 𝑧, 𝑧′ ∈ 𝑍, что 𝑧𝑦 ∈ 𝐸, 𝑧𝑧′ ∈ 𝐸,
𝑦𝑧′ ̸∈ 𝐸. Так как 𝐺 ∈ Free({𝑇1,1,3}), |𝑁𝑍(𝑦)| ⩽ 2 и |𝑍| ⩾ 9, то в 𝑍 существует
вершина, одновременно несмежная ни с одной из вершин 𝑦, 𝑧, 𝑧′. Так как deg(𝑥) ⩾ 13

и |𝑁−(𝑥, 𝑦)| ⩽ 4, то 𝑁(𝑥, 𝑦) содержит две несмежные вершины. Следовательно, 𝐺
содержит порожденный подграф 𝑇1,1,2 +𝐾1 и вершин 𝑧, 𝑧′ не существует.

Покажем, что 𝑌 ′ ̸= ∅. Предположим, что 𝑌 ′ = ∅. По доказанному выше каждая
компонента связности графа 𝐺[𝑍] изоморфна 𝐾1 или 𝐾2. Так как |𝑍| ⩾ 9, то
количество этих компонент не менее 5. Никакая из вершин множества 𝑌 не имеет
соседей в двух разных компонентах. Так как 𝑌 окрашено не более чем в два цвета,
то в 𝑌 существуют три попарно несмежные вершины. Они имеют общего соседа
в 𝑁(𝑥). Но тогда 𝐺 содержит порожденный подграф 𝑇1,1,2 +𝐾1. Значит, 𝑌 ′ ̸= ∅.

Можно считать, что 𝑌 ′ является одноцветным, иначе 𝑍 является одноцветным.
Предположим, что 𝑦 ∈ 𝑌 ∖ 𝑌 ′ и 𝑦′ ∈ 𝑌 ′. По доказанному ранее никакая вершина из
𝑁𝑍(𝑦

′) ∖ 𝑁𝑍(𝑦) несмежна ни с одной вершиной из 𝑁𝑍(𝑦) ∩ 𝑁𝑍(𝑦
′). Напомним, что

|𝑁𝑍(𝑦
′) ∖ 𝑁𝑍(𝑦)| ⩾ 7. Отсюда следует, что 𝑦𝑦′ ∈ 𝐸, иначе 𝐺 ̸∈ Free({𝑇1,1,2 + 𝐾1}).

Напомним, что 𝑌 ∖𝑌 ′ окрашено не более чем в два цвета. Следовательно, множество
𝑌 ∖ 𝑌 ′ является одноцветным. Утверждение 1 доказано.

Будем считать, что 𝑐(𝑥) = 1 в некоторой 3-раскраске 𝑐 графа 𝐺. Положим

𝐴 = {𝑦 ∈ 𝑁(𝑥) : 𝑐(𝑦) = 2}, 𝐵 = {𝑦 ∈ 𝑁(𝑥) : 𝑐(𝑦) = 3},
𝑁𝐴 = {𝑦 ∈ 𝑁2(𝑥) : 𝑁𝐴(𝑦) ⊆ 𝐴}, 𝑁𝐵 = {𝑦 ∈ 𝑁2(𝑥) : 𝑁𝐵(𝑦) ⊆ 𝐵},

𝑁𝐴𝐵 = 𝑁2(𝑥) ∖ (𝑁𝐴 ∪𝑁𝐵).

Ясно, что

𝑐(𝑦) = 1 ∀ 𝑦 ∈ 𝑁𝐴𝐵 , 𝑐(𝑦) ∈ {1, 3} ∀ 𝑦 ∈ 𝑁𝐴, 𝑐(𝑦) ∈ {1, 2} ∀ 𝑦 ∈ 𝑁𝐵 .

Утверждение 2. Можно предполагать, что (𝐴,𝐵) уже вычислено за полино-
миальное время.

Если в 𝑁2(𝑥) имеются две вершины 𝑦1, 𝑦2 цвета 3 (соответственно цвета 2), для
которых 𝑁(𝑥, 𝑦1) ̸= 𝑁(𝑥, 𝑦2), то |𝐴 ∖ (𝑁(𝑦1) ∪ 𝑁(𝑦2))| ⩽ 1 (соответственно |𝐵 ∖
(𝑁(𝑦1) ∪ 𝑁(𝑦2))| ⩽ 1), иначе 𝐺 /∈ Free({𝑇1,1,2 + 𝐾1}). В этом случае кандидаты
для (𝐴,𝐵) перечислимы за полиномиальное время – достаточно перебрать вер-
шины 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑁2(𝑥), 𝑁(𝑥, 𝑦1) ̸= 𝑁(𝑥, 𝑦2), назначить им цвет из {2, 3} и добавить
к 𝑁(𝑥, 𝑦1) ∪ 𝑁(𝑥, 𝑦2) не более одной вершины из 𝑁(𝑥) ∖ (𝑁(𝑦1) ∪ 𝑁(𝑦2)). Если же
для любых вершин 𝑦1, 𝑦2 цвета 3 и для любых вершин 𝑦′1, 𝑦

′
2 цвета 2 выполнено

𝑁(𝑥, 𝑦1) = 𝑁(𝑥, 𝑦2), 𝑁(𝑥, 𝑦′1) = 𝑁(𝑥, 𝑦′2),

то цвет вершин из 𝑁(𝑥)∖(𝑁(𝑦1)∪𝑁(𝑦′1)) не имеет значения. В этом случае перебира-
ем вершины 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑁2(𝑥) цветов 2 и 3 соответственно, окрашиваем 𝑁(𝑥, 𝑦) и 𝑁(𝑥, 𝑦′)
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в цвета 3 и 2 соответственно, и произвольно продолжаем частичную 2-раскраску
𝐺[𝑁(𝑥)] на весь этот подграф. Утверждение 2 доказано.

Утверждение 3. Если вершина 𝑦 ∈ 𝑁𝐴 имеет двух соседей 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑁𝐵 , то
либо 𝑐(𝑦) = 3, либо 𝐺[𝑁𝐵 ] ∈ Free({3𝐾2}). Если 𝑦 ∈ 𝑁𝐵 имеет двух соседей из 𝑁𝐴 ,
то либо 𝑐(𝑦) = 2, либо 𝐺[𝑁𝐴] ∈ Free({3𝐾2}).

Из соображений симметрии ограничимся доказательством только первой части
утверждения 3. Предположим, что 𝑐(𝑦) = 1. Тогда 𝑐(𝑦1) = 𝑐(𝑦2) = 2. Так как
𝐺 ∈ Free({𝑇1,1,2+𝐾1}), то 𝑦 должна быть смежна со всеми вершинами из 𝑁𝐵 цвета 2.
Если 𝐺[𝑁𝐵 ] содержит подграф 3𝐾2, то 𝑦 смежна с тремя вершинами цвета 2 этого
подграфа и несмежна с тремя его вершинами цвета 1. Поэтому 𝐺 ̸∈ Free({𝑇1,1,2 +

𝐾1}) и 𝐺[𝑁𝐵 ] ∈ Free({3𝐾2}). Утверждение 3 доказано.

Утверждение 4. Если вершина 𝑦 ∈ 𝑁𝐴 имеет в 𝑁𝐵 ровно одного соседа 𝑦′ , то
либо 𝑐(𝑦) = 3, либо

𝐺[𝑁𝐴] ∈ Free({4𝐾2}) ∨𝐺[𝑁𝐵 ] ∈ Free({4𝐾2}).

Если вершина 𝑦 ∈ 𝑁𝐵 имеет в 𝑁𝐴 ровно одного соседа 𝑦′ , то либо 𝑐(𝑦) = 2, либо

𝐺[𝑁𝐴] ∈ Free({4𝐾2}) ∨𝐺[𝑁𝐵 ] ∈ Free({4𝐾2}).

Из соображений симметрии ограничимся доказательством только первой части
утверждения 4. Предположим, что

𝑐(𝑦) = 1, 𝐺[𝑁𝐴] ̸∈ Free({4𝐾2}), 𝐺[𝑁𝐵 ] ̸∈ Free({4𝐾2}).

Тогда 𝑐(𝑦′) = 2 и по доказанному ранее для каждой вершины ̃︀𝑦 ∈ 𝑁𝐵∖{𝑦′} выполнено
|𝐵 ∖ 𝑁𝐵(̃︀𝑦)| ⩽ 1. Множество 𝑁𝐵 ∖ {𝑦′} содержит не менее трех вершин цвета 2.
Используя тот факт, что 𝐺 ∈ Free({𝑇1,1,2+𝐾1}), нетрудно проверить, что существует
вершина из 𝐵, смежная сразу со всеми вершинами из 𝑁𝐵 цвета 2. Обозначим через
𝑦′′ и 𝑦′′′ произвольные вершины из 𝑁𝐵 , обе имеющие цвет 2. Ясно, что 𝑁𝐴 ∖ {𝑦}
содержит не менее трех вершин цвета 1. Так как 𝐺 ∈ Free({𝑇1,1,2 +𝐾1}), каждая из
вершин 𝑦′′ и 𝑦′′′ имеет в 𝑁𝐴 не более одного соседа цвета 1. Следовательно, 𝑁𝐴 ∖{𝑦}
содержит вершину цвета 1, несмежную ни с 𝑦′′, ни с 𝑦′′′. Поэтому 𝐺 содержит
порожденный подграф, изоморфный 𝑇1,1,2 +𝐾1. Утверждение 4 доказано.

Вернемся к доказательству леммы 7. По утверждениям 1 и 2 можно считать, что
либо 𝑁 [𝑥]∪𝑁𝐴𝐵∪𝑍 уже окрашено (если |𝑍| ⩽ 8 или 𝑍 является одноцветным), либо
𝑁 [𝑥] ∪𝑁𝐴𝐵 ∪ 𝑌 уже окрашено (если |𝑍| ⩾ 9, причем тогда 𝑌 ′ ̸= ∅ и оба множества
𝑌 ′ и 𝑌 ∖𝑌 ′ являются одноцветными и окрашены в разные цвета). Во втором случае
проверка продолжаемости 3-раскраски графа 𝐺[𝑌 ] на 3-раскраску графа 𝐺[𝑌 ∪ 𝑍],
очевидно, выполняется за полиномиальное время. Максимально продолжим имею-
щуюся частичную 3-раскраску графа 𝐺, после нее останутся не окрашенными толь-
ко какие-то подмножества 𝑁 ′

𝐴 ⊆ 𝑁𝐴 и 𝑁 ′
𝐵 ⊆ 𝑁𝐵 . Ясно, что каждый сосед каждой

вершины из 𝑁 ′
𝐴 (соответственно из 𝑁 ′

𝐵) либо является бесцветным, либо окрашен
в цвет 2 (соответственно в цвет 3).
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В работе [19] было доказано, что для любого фиксированного 𝑝 и любого графа из
Free({𝑝𝐾2}) совокупность его максимальных по включению независимых множеств
перечислимо за полиномиальное время от количества вершин графа. Поэтому, если
𝐺[𝑁 ′

𝐴] ∈ Free({4𝐾2}), то множество его вершин цвета 1 может быть вычислено за
полиномиальное время (заметим, что это множество можно считать максимальным
независимым множеством графа 𝐺[𝑁 ′

𝐴]). Следовательно, все оставшиеся вершины
из 𝑁 ′

𝐴 должны быть окрашены в цвет 3 и 3-раскраска подграфа 𝐺[𝑁 ′
𝐵 ] полиномиаль-

но сводится к продолжению имеющейся частичной 3-раскраски графа 𝐺 и проверке
на двудольность. Аналогично рассуждаем, если 𝐺[𝑁 ′

𝐵 ] ∈ Free({4𝐾2}).
Предположим, что

𝐺[𝑁 ′
𝐴] ̸∈ Free({4𝐾2}), 𝐺[𝑁 ′

𝐵 ] ̸∈ Free({4𝐾2}).

По утверждениям 3 и 4 для каждых вершин 𝑣 ∈ 𝑁 ′
𝐴 и 𝑢 ∈ 𝑁 ′

𝐵 соответственно
имеющих соседей в 𝑁𝐵 и 𝑁𝐴, выполнено 𝑐(𝑣) = 3, 𝑐(𝑢) = 2. Тем самым, вопрос о
3-раскрашиваемости графа 𝐺 сводится к продолжению имеющейся его частичной
3-раскраски (с учетом цветов указанных вершин) и проверкам на двудольность.

5. Основной результат работы

Теорема 1. Справедливо каждое из следующих трех утверждений:
1) пусть 𝐻1 ∈{𝐾1,3+𝑂2,𝐾1,3+𝐾2}; тогда класс Free({𝐻1, 𝐻2}), где |𝑉 (𝐻2)| ⩽ 6,

является 3-BP-простым, если 𝐻2 ∈ ℒℱ3 , а иначе он является 3-BP-слож-
ным;

2) пусть 𝐻1 ∈ {𝐾1,4 + 𝐾1, cross}; тогда класс Free({𝐻1, 𝐻2}), где |𝑉 (𝐻2)| ⩽ 6,
является 3-BP-простым, если

𝐻2 ∈ ℒℱ3 ∩ Free({𝐷0,1,1,flag0,dumbbell}),

а иначе он является 3-BP-сложным;
3) класс Free({𝑇1,1,2 + 𝐾1, 𝑇1,1,3, 𝐻}), где |𝑉 (𝐻)| ⩽ 6, является 3-BP-простым,

если 𝐻 ∈ ℒℱ3 , а иначе он является 3-BP-сложным.

Доказательство. Согласно результату из [14], если 𝐻2 ̸∈ ℒℱ3, то класс 𝒳 =

Free({𝐻1, 𝐻2}) является 3-BP-сложным. Предположим, что 𝐻1 ∈ {𝐾1,3 +𝑂2,𝐾1,3 +

𝐾2} и что 𝐻2 ∈ ℒℱ3. По лемме 3 задача 3-BP в классе 𝒳 полиномиально сводится
к той же задаче в классе Free({𝐾1,3, 𝐻2}). Для любых 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑝 классы Free({𝐾1,3,

𝑝𝐷𝑖,𝑗,𝑘}) и Free({𝐾1,3,flag𝑖}) являются 3-BP-простыми [20] (для первого класса это
там доказано только для 𝑝 = 1, но все рассуждения переносятся на случай произ-
вольного 𝑝). Класс Free({𝐾1,3,dumbbell}) является 3-BP-простым [21]. Нетрудно
видеть, что каждый 6-вершинный граф из ℒℱ3 является порожденным подграфом
одного из графов 2𝐷0,3,3,flag2,dumbbell. Поэтому классы Free({𝐾1,3, 𝐻2}) и 𝒳 явля-
ются 3-BP-простыми. Утверждение первой части теоремы 1 доказано.

Предположим, что 𝐻1 ∈ {𝐾1,4 +𝐾1, cross} и что 𝐻2 ∈ ℒℱ3. Напомним, что клас-
сы Free({𝐾1,4, 𝐷0,1,1,flag0}) и Free({𝐾1,4,dumbbell,flag0}) являются 3-BP-сложными
(по результату из [10] и лемме 1 из настоящей работы). Тем самым можно считать,
что 𝐻2 – порожденный подграф графа 𝐷0,0,9 или 𝐻2

∼= 2𝐾3, иначе класс 𝒳 явля-
ется 3-BP-сложным. По леммам 2 и 4 задача 3-BP для 𝒳 полиномиально сводится
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к той же задаче для Free({cross, 2𝐾3}). Отсюда и леммы 6 следует 3-BP-простота
класса 𝒳 . Утверждение второй части теоремы 1 доказано.

Доказательство третьей части теоремы 1 аналогично доказательству первой ее
части и использует утверждение леммы 7.

6. Заключение

В настоящей работе была получена полная классификация вычислительной слож-
ности задачи о вершинной 3-раскраске для некоторых семейств пар 6-вершинных
запрещенных порожденных подграфов. Этот результат дает частичное продвиже-
ние на пути к полной классификации для всех таких пар, получение которой явля-
ется интересной целью для будущих исследований.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

[1] M.R. Garey, D. S. Johnson, Computers and Intractability. A Guide to the Theory of
NP-Completeness, Ser. Books Math. Sci., Freeman, San Francisco, CA, 1979.

[2] F. Maffray, M. Preissmann, “On the NP-completeness of the 𝑘-colorability problem for
triangle-free graphs”, Discrete Math., 162:1–3 (1996), 313–317.
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