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Предисловие

Эта книга содержит материалы образовательной программы «МатКод», прохо-
дившей в краевом детском центре «Созвездие» (Хабаровский край) с 25 февраля
по 10 марта 2019 года.

Преподавательский состав смены:
Устинов Алексей Владимирович (Тихоокеанский государственный универ-

ситет, Хабаровское отделение института прикладной математики ДВО РАН,
ustinov.alexey@gmail.com) — руководитель смены, комбинаторика, геометрия;

Богоутдинова Юлия Геннадьевна (Хабаровское отделение института при-
кладной математики ДВО РАН, prosyanik@mail.ru) — геометрия, комбинатори-
ка;

Глухова Елена Леонидовна (Лицей «Ритм», gluhova.e.l@mail.ru) — алгебра;
Дубинская Ирина Александровна (Лицей инновационных технологий,

irishateacher@mail.ru) — алгебра, геометрия;
Илларионов Андрей Анатольевич (Хабаровское отделение института при-

кладной математики ДВО РАН, Тихоокеанский государственный университет,
illar_a@list.ru) — алгебра;

Мендель Василий Викторович (Региональный центр оценки качества обра-
зования, mendel_ww@mail.ru ) — комбинаторика;

Монина Мария Дмитриевна (Хабаровское отделение института прикладной
математики ДВО РАН, monina_dvggu@mail.ru) — геометрия;

Холявко Артём Анатольевич (Комсомольск-на-Амуре, лицей N 1,
push-kun_deviator@mail.ru) — алгебра.

Авторы выражают благодарность за информационную поддержку Алексею
Пономарёву (СУНЦ МГУ, ЦПМ, г. Москва), Леониду Попову (ЦПМ, г. Москва),
Леониду Самойлову (УлГУ).
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При подборе задач были использованы материалы июньских, сентябрьских и
декабрьских математических смен образовательного центра «Сириус» и следую-
щие источники:

1. problems.ru

2. Алфутова Н.Б., Егоров Ю.Е., Устинов А.В. 18 × 18. Вступительные задачи
ФМШ при МГУ, М.: МЦНМО, 2017.

3. Алфутова Н.Б., Устинов А.В. Алгебра и теория чисел. Сборник задач для
математических школ, М.: МЦНМО, 2018.

4. Блинков Ю. А., Горская Е. С. Вписанные углы. Электронное издание. М.:
МЦНМО, 2017.

5. Волчкевич М.А. Уроки геометрии в задачах. 7-8 классы. Москва: МЦНМО,
2016.

6. Гусев А. А. Математический кружок. 6 класс. М.: Мнемозина, 2014.

7. Гусев А. А. Математический кружок. 7 класс. М.: Мнемозина, 2015.

8. Шаповалов А. В., Медников Л. Э. Как готовиться к математическим боям:
400 задач турниров имени А. П. Савина, М.: МЦНМО, 2016.
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Арифметика остатков. Остатки при делении на 3, 4, 5, 8, 9
1. Найдите остатки от деления
a) 2017 · 2018 · 2019+ 20202 на 7;
б) −19 и −101 на 5;
в) −2017 · 2018 · 2019+ 20202 на 7;
г) 4100 и 2100 на 3.

2. Найдите все ненулевые целые числа n, при делении которых на 7 в остатке
получается число, равное абсолютной величине (модулю) неполного частного.

3. Найдите последнюю цифру в десятичной записи числа 12 + 22 + . . . + 9992.

4. Пусть a = anan−1 . . .a0 (десятичная запись числа). Докажите, что остаток
от деления числа a на 3 (на 9) равен остатку от деления числа a0 + a1 + . . . + an
на 3 (на 9). Как найти остатки от деления на 4, 5, 8 и 25?

5. Найдите остатки от деления числа

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
100

· 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
50

+ 44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
150

на 2, 3, 4, 5, 8, 9, 25.

6. Каждый член последовательности, начиная со второго, получается прибавле-
нием к предыдущему числу суммы его цифр. Первым членом последовательности
является единица. Встретится ли в последовательности число 999? Число кратное
7?

7. По кругу расставлены 99 натуральных чисел. Известно, что каждые два
соседних числа отличаются или на 1, или на 2, или в два раза. Докажите, что
хотя бы одно из этих чисел делится на 3.
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Равноостаточные числа. Подбор делителя.
Остатки квадратов

1. Найти остаток от деления
а) 56478335 · 4563218 на 11;
б) 1+ 71 + 72 + . . . + 72019 на 8;
в) 2018 · 2017 · 2016+ 2020 · 2021 · 2022 на 2019.

2. Найдите все простые числа p такие, что
а) p+ 10 и p+ 14 — простые;
б) 2p+ 1 и 4p+ 1 — простые.

3. Найдите значения, которые могут принимать остатки квадратов целых чисел
при делении на 3, 4, 8. Обратите внимание на остатки четных и нечетных чисел.

4. При каких целых x число x4 + 2x2 + 3 является простым?

5. Существует ли число с суммой цифр равной 5, которое является квадратом
целого числа?

6. Пусть x2 + y2 кратно 7. Какие могут быть остатки от деления x и y на 7?

7. Пусть x,y, z — натуральные, причем x2 + y2 = z2. Докажите, что
а) хотя бы одно из чисел x,y кратно 3;
б) хотя бы одно из чисел x,y кратно 2;
в) произведение xy кратно 4;
г) произведение xyz кратно 60.
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Остатки. Разнобой
1. Найти остаток от деления а) 43101 + 23101 на 66; б) 12101 + 25101 на 37.

2. Верно ли утверждение: «если a+ b+ c кратно 6, то a3 + b3 + c3 кратно 6»?

3. При каких n разность вида anan−1 . . .a0 − a0a1 . . .an всегда делится на 99?

4. Является ли число 12345678924 квадратом целого числа?

5. Пусть x2 + y2 кратно 21. Верно ли, что тогда x2 + y2 кратно и 441?

6. Существует ли число вида 11 . . . 1 (более, чем одна единица), которое явля-
ется квадратом натурального числа?

7. Докажите, что:
а) среди любых пяти целых чисел найдутся два, квадраты которых дают

одинаковые остатки при делении на 7;
б) среди любых 47 целых чисел найдутся два, квадраты которых дают оди-

наковые остатки при делении на 100.

8. При каком наименьшем n среди любых n целых чисел найдутся два, разность
квадратов которых кратна 12?
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Задачи на движение — 1
1. Вадим и Лёша спускались с горы. Вадим шёл пешком, а Лёша съезжал на

лыжах в семь раз быстрее Вадима. На полпути Лёша упал, сломал лыжи и ногу
и пошёл в два раза медленнее Вадима. Кто первым спустится с горы?

2. Поезд проходит мимо наблюдателя в течение 40 секунд, при той же скорости
он проходит через мост длиной в 400 метров в течение 56 секунд. Найти длину и
скорость поезда.

3. Рассмотрим все моменты времени, когда часовая и минутная стрелки часов
лежат на одной прямой, образуя развёрнутый угол. Найдутся ли среди таких
прямых две взаимно перпендикулярные?

4. Улитке нужно забраться на дерево высотой 10 метров. За день она подни-
мается на 4 метра, а за ночь сползает на 3. Когда она доползет до цели, если
стартовала улитка утром в понедельник?

5. Моторная лодка в 9 часов отправилась вверх по течению реки, и в момент её
отправления с лодки был брошен в реку мяч. В 9 : 15 лодка повернула и поплыла
по течению. В котором часу лодка догонит мяч, если известно, что её собственная
скорость оставалась неизменной?

6. Два поезда одновременно выехали на встречу друг другу. На стекле одного из
них сидела муха. В тот момент, когда поезда тронулись, она взлетела и полетела
к другому поезду. Долетев до него, она тут же развернулась и полетела обратно
и т. д. Так она летала до тех пор, пока поезда не столкнулись и не раздавили
муху. Какое расстояние пролетела муха, если скорость первого поезда 40 км/ч,
скорость второго — 60 км/ч, расстояние между городами 2000 км, а скорость мухи
65 км/ч?

7. Для перевозки почты из почтового отделения на аэродром был выслан ав-
томобиль. Самолет с почтой прибыл раньше установленного срока, и привезен-
ная почта была отправлена в почтовое отделение на попутной грузовой машине.
Через 30 минут езды грузовая машина встретила на дороге автомобиль почтово-
го отделения, которая приняла почту и, не задерживаясь, повернула обратно. В
почтовое отделение машина прибыла на 20 минут раньше обычного. На сколько
минут раньше установленного срока приземлился самолет?

8.На круговой дорожке из одной точки в противоположных направлениях стар-
товали одновременно Вася на велосипеде и Петя пешком. Скорость Васи в 4 раза
больше скорости Пети. Проехав несколько кругов, Вася встретил Петю 20 раз.
Сколько кругов он проехал?
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Задачи на движение — 2
1. Петя ехал из Петрова в Николаево, а Коля — наоборот. Они встретились,

когда Петя проехал 10 км и еще четверть оставшегося ему до Николаева пути, а
Коля проехал 20 км и треть оставшегося ему до Петрова пути. Какое расстояние
между Петрово и Николаево?

2. Два парома одновременно отходят от противоположных берегов реки и пере-
секают её перпендикулярно берегам. Скорости паромов постоянны, но не равны.
Паромы встречаются на расстоянии 720 метров от берега, после чего продолжают
движение. На обратном пути они встречаются в 400 метрах от другого берега.
Какова ширина реки?

3. Когда мистер Фикс проехал половину всего пути, то лёг спать и проснулся
тогда, когда осталось ехать половину того пути, что он проехал спящим. Сколько
часов он спал, если он ехал всего 18 часов.

4. Автомобиль выехал с некоторой начальной скоростью и проехал с нею треть
пути. Вторую треть пути он проехал со скоростью вдвое меньше первоначаль-
ной. Последнюю треть автомобиль ехал со скоростью вдвое большей, чем пер-
воначальная скорость. Какая из скоростей больше — его средняя скорость или
первоначальная?

5. Два совершенно одинаковых катера, имеющих одинаковую скорость в стоя-
чей воде, проходят по двум различным рекам одинаковое расстояние (по течению)
и возвращаются обратно (против течения). В какой реке на эту поездку потребует-
ся больше времени: в реке с быстрым течением или в реке с медленным течением?

6. Коля Васин гулял после школы пять часов. Сначала он шёл по горизонталь-
ной дороге, затем поднялся в гору и, наконец, по старому маршруту возвратился
назад в исходный пункт. Его скорость была 4 км/ч на горизонтальном участке
пути, 3 км/ч при подъеме в гору и 6 км/ч — при спуске с горы. Какое расстояние
прошёл Коля Васин?

7. Марья Петровна идет по дороге со скоростью 4 км/ч. Увидев пенёк, она
садится на него и отдыхает одно и то же целое число минут. Михаил Потапович
идёт по той же дороге со скоростью 5 км/ч, зато сидит на каждом пеньке в два
раза дольше, чем Марья Петровна. Вышли и пришли они одновременно. Длина
дороги — 11 км. Сколько на ней могло быть пеньков?

8. Поезд двигался в одном направлении 5, 5 часа. Известно, что за любой отре-
зок времени длительностью один час он проехал ровно 100 км. Обязательно ли
тогда, что:

а) поезд ехал равномерно;
б) средняя скорость поезда равнялась 100 км/ч?
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Графы: Степени вершин
1. В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путеше-

ственник обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только в том
случае, если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, де-
лится на 3. Можно ли добраться из города 1 в город 9?

2. В городе Маленьком 15 телефонов. Можно ли их соединить проводами так,
чтобы каждый телефон был соединен ровно с пятью другими?

3. В государстве 100 городов, и из каждого из них выходит 4 дороги. Сколько
всего дорог в государстве?

4. У короля 19 баронов-вассалов. Может ли оказаться так, что у каждого вас-
сального баронства 1, 5 или 9 соседних баронств?

5.Джон, приехав из Диснейленда, рассказывал, что там на заколдованном озере
имеются 7 островов, с каждого из которых ведет 1, 3 или 5 мостов. Верно ли, что
хотя бы один из этих мостов выходит на берег озера?

6. В Тридевятом царстве лишь один вид транспорта – ковер-самолет. Из сто-
лицы выходит 21 ковролиния, из города Дальний – одна, а из всех остальных
городов – по 20. Докажите, что из столицы можно долететь в Дальний (возмож-
но, с пересадками).

7. Дан кусок проволоки длиной 120 см. Можно ли, не ломая проволоки, изго-
товить каркас куба с ребром 10 см?

8. Можно ли нарисовать на плоскости 9 отрезков так, чтобы каждый пересе-
кался ровно с тремя другими?

9. В некоторой стране каждые два города соединены либо авиалинией, либо
железной дорогой. Докажите, что можно выбрать вид транспорта так, чтобы от
каждого города можно было добраться до любого другого, пользуясь только этим
видом транспорта.
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Графы: Связность, Деревья
1. Докажите, что граф, в котором каждые две вершины соединены ровно одним

простым путем, является деревом.

2. Докажите, что в дереве есть вершина, из которой выходит ровно одно ребро
(такая вершина называется висячей).

3. Докажите, что у дерева число рёбер на единицу меньше числа вершин.

4. Волейбольная сетка имеет вид прямоугольника размером 50×600 клеток. Ка-
кое наибольшее число верёвочек можно перерезать так, чтобы сетка не распалась
на куски?

5. В некоторой стране 30 городов, причем каждый соединен с каждым дорогой.
Какое наибольшее количество дорог можно закрыть на ремонт так, чтобы из
каждого города можно было проехать в каждый?

6. Докажите, что существует граф с 2n вершинами, степени которых равны
1, 1, 2, 2, . . . ,n,n.

7. Докажите, что существует граф с 3n вершинами, степени которых равны
2, 2, 2, 4, 4, 4, . . . , 2n, 2n, 2n.

8. В стране 100 городов, некоторые из которых соединены авиалиниями. Из-
вестно, что от любого города можно долететь до любого другого (возможно, с
пересадками). Докажите, что можно побывать в каждом городе, совершив не бо-
лее 196 перелётов.
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Конструктивы — 1
1. Можно ли в квадрате 7× 7 клеток закрасить некоторые клетки так, чтобы в

каждой строке и в каждом столбце оказалось ровно по три закрашенных клетки?

2. Раскрасьте плоскость в три цвета так, чтобы на каждой прямой были точки
не более, чем двух цветов, и каждый цвет был бы использован.

3. У Игоря и Вали есть по белому квадрату 8 × 8, разбитому на клетки 1 × 1.
Они закрасили по одинаковому числу клеток на своих квадратах в синий цвет.
Докажите, что удастся так разрезать эти квадраты на доминошки 2× 1, что и из
доминошек Игоря и из доминошек Вали можно будет сложить по квадрату 8× 8
с одной и той же картинкой.

4. В какое наибольшее количество цветов можно раскрасить клетки шахматной
доски 8 × 8 так, чтобы каждая клетка граничила по стороне хотя бы с двумя
клетками того же цвета?

5. Плоскость раскрашена в два цвета, причем каждый цвет использован.
а) Докажите, что найдутся две точки одного цвета, расстояние между кото-

рыми равно 2019 м.
б) Докажите, что найдутся две точки разных цветов, расстояние между кото-

рыми также равно 2019 м.

6. Квадратная площадь размером 100 × 100 выложена квадратными плитами
1 × 1 четырёх цветов: белого, красного, чёрного и серого – так, что никакие две
плиты одинакового цвета не соприкасаются друг с другом (то есть не имеют общей
стороны или вершины). Сколько может быть красных плит?

7. Можно ли расставить на листе клетчатой 12 × 12 бумаги крестики и но-
лики так, чтобы ни на одной горизонтали, вертикали и диагонали нельзя было
встретить три одинаковых знака подряд?

8. 20 телефонов соединены проводами так, что каждый провод соединяет два
телефона, каждая пара телефонов соединена не более чем одним проводом и от
каждого телефона отходит не более двух проводов. Нужно закрасить провода
(каждый провод целиком одной краской) так, чтобы от каждого телефона отхо-
дили провода разных цветов. Какого наименьшего числа красок достаточно для
такой закраски?
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Конструктивы — 2
1. Составьте из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 магический квадрат, то есть разместите

их в таблице 3 × 3 так, чтобы суммы чисел по строкам, столбцам и двум диаго-
налям были одинаковы.

2. Можно ли расставить числа 1, 2, . . . , 50 в вершинах и серединах сторон пра-
вильного 25-угольника так, чтобы сумма трёх чисел, стоящих в концах и середине
каждой стороны, была для всех сторон одинаковой?

3. У Артёма есть набор из 36 камней массами 1 г, 2 г, . . ., 36 г, а у Иры есть су-
перклей, одной каплей которого можно склеить два камня в один (соответственно,
можно склеить три камня двумя каплями и так далее). Ира хочет склеить камни
так, чтобы Артём не смог из получившегося набора выбрать один или несколько
камней общей массой 37 г. Какого наименьшего количества капель клея ей хватит,
чтобы осуществить задуманное?

4. Даны все натуральные числа от 1 до 100. Можно ли их поставить в ряд так,
чтобы два соседних числа отличались либо на 2, либо в два раза?

5.Можно ли разрезать прямоугольник размерами 78×55 см на прямоугольники
5× 11 см?

6. На клетчатой доске 8 × 8 стоит кубик (нижняя грань совпадает с одной из
клеток доски). Его прокатили по доске, перекатывая через рёбра, так, что кубик
побывал на всех клетках (на некоторых, возможно, несколько раз). Могло ли
случиться, что одна из его граней ни разу не лежала на доске?

7. Сумма девяти различных натуральных чисел равна 200. Всегда ли можно
выбрать из них четыре числа так, чтобы их сумма была больше чем 100?

8. Семизначный код, состоящий из семи различных цифр, назовем хорошим.
Паролем сейфа является хороший код. Известно, что сейф откроется, если введён
хороший код и на каком-нибудь месте цифра кода совпала с соответствующей
цифрой пароля. Можно ли гарантированно открыть сейф быстрее, чем за семь
попыток?

9. В ряд выписаны несколько натуральных чисел с суммой 20. Никакое число
и никакая сумма нескольких подряд записанных чисел не равна 3. Могло ли быть
выписано больше 10 чисел?
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Удвоение медианы
1. На медиане BM треугольника ABC взяли точку E так, что ∠CEM = ∠ABM.

Докажите, что отрезок EC равен одной из сторон треугольника.

2. В треугольнике ABC проведена медиана BM. Известно, что 2BM = AB и
∠ABM = 50◦. Найдите угол ABC.

3. В треугольнике ABC проведена медиана BM. Оказалось что ∠A + ∠C =

= ∠ABM. Найдите отношение BM : BC.

4. На сторонах AB и BC треугольника ABC во вне построили квадраты ABKL и
CBNT . Докажите, что отрезок KN в два раза больше медианы BM треугольника
ABC.

5. В треугольнике ABC проведена медиана BM. Известно, что 4BM = AB и
∠ABM = 60◦. Найдите угол ABC.

6. Про выпуклый пятиугольник ABCDE известно, что AE = AD, AC = AB и
∠DAC = ∠AEB + ∠ABE. Докажите, что сторона CD в два раза больше медианы
AM треугольника ABE.

7. В треугольнике ABC проведена медиана BM. На стороне AB взяли точку K
так, что ∠BMK = 90◦. Оказалось, что BK = BC. Найдите ∠ABM, если ∠B = 100◦.
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Параллелограмм
Определение. Параллелограмм –— это четырехугольник, у которого противо-

положные стороны попарно параллельны.
Свойства параллелограмма

� В параллелограмме противоположные стороны попарно равны.

� В параллелограмме противоположные углы попарно равны.

� Диагонали параллелограмма делятся точкой пересечения пополам.

Признаки параллелограмма

� Если в четырехугольнике две стороны равны и параллельны, то этот четы-
рехугольник –— параллелограмм.

� Если в четырехугольнике противоположные стороны попарно равны, то этот
четырехугольник –— параллелограмм.

� Если в четырехугольнике противоположные углы попарно равны, то этот
четырехугольник –— параллелограмм.

� Если в четырехугольнике диагонали пересекаются и точкой пересечения де-
лятся пополам, то этот четырехугольник –— параллелограмм.

1. Две стороны четырехугольника параллельны, а одна его диагональ делит
другую пополам. Докажите, что данный четырехугольник –— параллелограмм.

2. Через каждую вершину треугольника ABC параллельно его противо-
положной стороне провели прямую. Эти прямые образовали новый треугольник.
Докажите, что вершины старого треугольника являются серединами сторон но-
вого.

3. На сторонах AB, BC, CD и DA параллелограмма ABCD выбраны точки K,
L, M и N соответственно так, что AK = CM и AN = CL.

а) Докажите, что BLDN и BMDK –— параллелограммы.
б) Докажите, что KLMN –— параллелограмм.
в) Докажите, что четырёхугольник с вершинами в точках пересечения пря-

мых AL, BM, CN и DK –— параллелограмм.
4. На сторонах AB и BC параллелограмма ABCD с острым углом A во внеш-

нюю сторону построены равносторонние треугольники ABX и BCY. Докажите,
что треугольник DXY равносторонний.

5. Докажите, что биссектриса угла, смежного с острым углом параллело-
грамма, перпендикулярна биссектрисе его противоположного угла.

6. Биссектрисы двух углов при одной стороне параллелограмма делят другую
его сторону на три равные части. Найдите отношение сторон параллелограмма.

7. Дан параллелограмм ABCD с тупым углом B. Точка E выбрана так, что
AE‖BD и BE⊥BC. Докажите, что ∠AEB = ∠CEB.
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Медиана, проведённая к гипотенузе
1. Докажите, что медиана в прямоугольном треугольнике, проведённая к гипо-

тенузе, равна половине гипотенузы. Верно ли, что если медиана равна половине
стороны, то треугольник прямоугольный, и эта медиана проведена к гипотенузе?

2. Дан прямоугольный треугольник ABC с прямым углом C и такая точка M
на AB, что AM =MC. Докажите, что M является серединой гипотенузы AB.

3. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом C проведена медиа-
на CM. Докажите, что ∠MAC = ∠MCA, ∠MBC = ∠MCB, ∠AMC = 2∠ABC,
∠BCM = 2∠BAC.

4. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом C проведена высота
CH. На катете BC выбрана точка D так, что ∠DAC = ∠DBA. Докажите, что CH
делит AD пополам.

5. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом C проведена высота
CH. Известно, что CH = 1 и ∠B = 15◦. Найдите AB.

6. На гипотенузе AB прямоугольного треугольника ABC выбрана такая точка
K, что CK = AC. Отрезок CK пересекает биссектрису BL в её середине. Найдите
углы треугольника ABC.

7. В остроугольном треугольнике ABC угол B равен 60◦, AA1 и CC1 - его
высоты, а M — середина стороны AC. Докажите, что треугольник A1MC1 —
равносторонний.

8. В остроугольном треугольнике ABC проведены медианы AM и высота BH.
Известно, что 2∠MAC = ∠MCA и AH = 1. Найдите сторону BC.
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Математический бой
1. В прямоугольнике ABCD проведём биссектрису угла A до пересечения с пря-

мой CD в точке P. Затем проведём биссектрису внешнего угла C до пересечения
с прямой AD в точке R. Докажите, что RP и AC перпендикулярны.

2.Петя поднимался по узкой тропинке, ведущей к вершине горы. Он отправился
в путь в 7:00 и в тот же день достиг вершины в 19:00. Переночевав на вершине,
Петя на следующее утро в 7:00 пустился в обратный путь по той же тропинке.
В тот же день в 19:00 Петя спустился в долину. Докажите, что какую-то точку
своего маршрута Петя, проходя туда и обратно, миновал в одно и то же время.

3. На стороне BC треугольника отмечена точка E, а на биссектрисе BD — точка
F таким образом, что EF ‖ AC и AF = AD. Докажите, что AB = BE.

4. Перед матчем команд «Сибирь» и «Металлург НК» было дано пять про-
гнозов: а) ничьей не будет; б) в ворота «Металлурга НК» забьют; в) «Сибирь»
выиграет; г) «Сибирь» не проиграет; д) в матче будет забито ровно 3 гола.

После матча выяснилось, что верными оказались ровно три прогноза. С каким
счётом закончился матч?

5. В стране Лилипутов на борту корабля находятся 99 лилипутов. Известно,
что каждый из них весит 1 или 2 килограмма, а в сумме все — 148. Каждый
из лилипутов сообщил капитану свой вес, но капитану стало известно, что 10
лилипутов солгали и назвали другое число (1 вместо 2 или 2 вместо 1), однако в
сумме всё равно вышло 148. Какое минимальное число шлюпок на 15 кг заведомо
потребуется капитану, чтобы перевезти всех лилипутов? (Капитан не знает, кто
именно солгал, а брать в шлюпку больше 15 кг нельзя.)

6. В секретном обществе состоит 10 членов, и каждый из них обладает своей
тайной. Любой человек может отправить письмо (даже несколько раз) другому
члену общества и сообщить в нём все известные ему тайны. Какое минимальное
число писем им понадобится, чтобы обменяться друг с другом всеми тайнами?

7. Паша задумал трёхзначное число, не делящееся на 11. Вова, не зная этого
числа, утверждает, что ему удастся изменить в нём одну цифру или зачеркнуть
первую цифру так, что число станет делиться на 11. Прав ли Вова?

8. Назовём прямоугольник m × n клеток магическим, если в каждую клетку
можно вписать натуральные числа от 1 до k (где каждое число встречается ровно
по одному разу, и ни одно число от 1 до k не пропущено) так, что сумма чисел
в каждом столбце одна и та же, и сумма чисел в каждой строке одна и та же.
Является ли магическим прямоугольник 3× 6?
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Устная олимпиада
Довывод

1. Сколько существует трёхзначных чисел, у которых сумма цифр равна 4?

2. Имеется прямоугольник ABEF, в котором AB = 2BE. Сторона BE продолжена
по прямой на отрезок ED. Треугольник CDE является равнобедренным, так что
CD = DE. Треугольники BCD и FED являются равными, при этом BC = FE. Тре-
угольники BCE и CDE имеют одинаковый периметр. Периметр четырёхугольника
ABDF равен 48 см. Чему равен периметр треугольника BCD?

A B

E
F

E

D

C

3. Чтобы доехать от школы до цирка, Буратино может сесть на автобус № 1 или
на автобус № 2. Оба автобуса ходят с постоянными интервалами, причём автобус
№ 1 в два раза реже, чем автобус № 2. За последние 20 минут автобус прошёл 16
минут назад, 10 минут назад и 2 минуты назад. Когда будет следующий автобус?

4. Пока Лиза и Вова, стоя на эскалаторе метро, поднялись наверх, их неуто-
мимый друг Квантик на спор успел подняться, спуститься и снова подняться по
этому же (едущему вверх) эскалатору. Бежал Квантик всё время с одной и той
же скоростью. Во сколько раз эта скорость больше скорости эскалатора?

5. Сеня не умеет писать некоторые буквы и всегда в них ошибается. В слове
ТЕТРАЭДР он сделал бы пять ошибок, в слове ДОДЕКАЭДР — шесть, а в слове
ИКОСАЭДР — семь. А сколько ошибок он сделает в слове ОКТАЭДР?

Вывод

6. Можно ли шахматную доску 8 × 8 разрезать на 15 горизонтальных и 17
вертикальных прямоугольников из двух клеток?

7. Петя перемножил все нечётные натуральные числа, меньшие 1000. Какая
цифра стоит в произведении в разряде десятков?

7. Точка N — середина стороны BC треугольника ABC, в котором ∠ACB = 60◦.
Точка M на стороне AC такова, что AM = BN. Точка K — середина отрезка BM.
Докажите, что AK = KC.
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Основная теорема арифметики
1. Докажите, что произведение пяти последовательных натуральных чисел все-

гда кратно 120.

2. Существуют ли такие 4 натуральных числа, что любые 3 из них имеют общий
делитель, больший, чем 1, а все 4 не имеют общего делителя, большего 1?

3. Произведение возрастов Машиных братьев равно 1664, причем старший брат
вдвое старше младшего. Сколько у Маши братьев? Какого они возраста?

4. Пусть a,b — целые, причем 56a = 65b. Докажите, что a + b — составное
число.

5. Пусть n = pk11 p
k2
2 . . .pkss (каноническое разложение в произведение степеней

простых чисел). Как выглядит любой делитель числа n? Известно, что количе-
ство делителей числа n равно

(k1 + 1)(k2 + 1) . . . (ks + 1).

Докажите эту формулу при s = 1 и s = 2.

6. Найдите наименьшее натуральное число, имеющее ровно
а) 5 делителей;
б) 6 делителей;
в) 12 делителей.

7. Числа от 1 до 12 раскрашены в два цвета. Произведение синих чисел в k раз
больше, чем произведение красных. Какое наименьшее значение k возможно?
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Нод и Нок
1. Найдите НОД (2, 3, . . . , 30) и НОК [2, 3, . . . , 30].

2. Найдите наибольшее целое a такое, что НОК [1, 2, 3, . . . , 200] делится на a2.

3. Докажите, что НОД (a,b) ·НОК [a,b] = ab для всех натуральных a и b.1

4. Найдите НОД и НОК следующих пар чисел:
а) 533 и 871; б) 100! и 143143.

5. Пусть a,b — целые, n — натуральное.
а) Докажите, что НОД (5a+ 3b, 13a+ 8b) = НОД (a,b).
б) Какие значения может принимать НОД (3n+ 2, 10n+ 23)?
в) На какие числа может быть сократима дробь 13n+8

8n+3 ?

6. Пусть a, b — натуральные, причем НОК [a,a+ 5] = НОК [b,b+ 5]. Верно ли,
что тогда a = b?

7. По окружности радиуса 40 катится колесо радиуса 18. В колесо вбит гвоздь,
который ударяясь об окружность, оставляет на ней отметки. Сколько всего отме-
ток оставит гвоздь на окружности? Сколько раз прокатится колесо по окружно-
сти, прежде чем гвоздь попадет в отмеченную ранее точку?

1Указание: можно считать, что a = pk1

1 p
k2

2 . . .pks
s , b = pn1

1 pn2

2 . . .pns
s , где p1,p2, . . . — попарно различные простые,

а k1,k2, . . ., n1,n2, . . . — целые неотрицательные числа.
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Алгоритм Евклида + Разнобой
1. Вычислите НОД (3029, 47957), НОД (2120 − 1, 220 − 1).

2. Вычислите НОД (99! + 100!, 101!), НОД (11! − 20, 10! − 20).

3. Найдите
НОД (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

).

в случаях, когда: а) n = 33, k = 27; б) n,k — натуральные, n 6= k.
4. На клетчатой бумаге нарисовали прямоугольник размераm×n клеток. Най-

дите количество вершин клеток, лежащих на диагонали этого прямоугольника,
если:

а) m = 1745, n = 296; б) m = 1631, n = 427.

5. Найти наименьшее натуральное число, дающее следующие остатки: 1 — при
делении на 2; 2 — при делении на 3; 3 — при делении на 4; 4 — при делении на 5;
5 — при делении на 6; 6 — при делении на 7; 7 — при делении на 8.

6. По кругу в некотором порядке по одному разу написаны числа от 9 до 18.
Для каждой из десяти пар соседних чисел нашли их наибольший общий делитель.

а) Могло ли получиться так, что все наибольшие общие делители равны 1?
б) Какое максимальное число различных наибольших общих делителей могло

получится?

7. Сейчас 12 : 00. Через какое наименьшее (целое) количество минут угол между
часовой и минутной стрелками будет прямым?



Образовательная программа "МатКод" Алгебра
25.02.2019 – 10.03.2019, КДЦ "Созвездие" Класс 8 Лист 4

Неравенства для средних — 1
1. Докажите неравенство для любых x и y

x2 + y2

2
> xy.

2. Докажите, что для любых x,y, z выполняется неравенство

x2 + y2 + z2 > xy+ xz+ yz.

3. Используя задачу 1, докажите неравенство для любых a,b, c,d

a4 + b4 + c4 + d4

4
> abcd.

4. Докажите, что при x > 0, выполняется неравенство

8x4 +
3

2
> 4x.

5. Докажите, что для x,y > 0 выполняется неравенство

1

x
+
1

y
>

4

x+ y
.

6. Докажите, что если произведение двух положительных чисел больше их
суммы, то сумма больше 4.

7. Докажите, что при a,b, c > 0 выполняется неравенство

ab

c
+
ac

b
+
bc

a
> a+ b+ c.

8. Сумма трёх положительных чисел равна 6. Докажите, что сумма их квад-
ратов не меньше 12.
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Неравенства для средних — 2
1. Докажите неравенство для любых x и y

2(x2 + y2) > (x+ y)2.

2. Сумма двух неотрицательных чисел равна 10. Какое максимальное и какое
минимальное значение может принимать сумма их квадратов?

3. Произведение чисел x1, x2, . . . , xn равно 1. Докажите, что

(1+ x21)(1+ x
2
2) . . . (1+ x2n) > 2

n
.

4. Периметр прямоугольника равен 40. Какой из таких прямоугольников имеет
наибольшую площадь?

5. Заменим в произведении 100 · 101 · 102 · . . . · 200 все числа на 150. Увеличится
или уменьшится произведение? Тот же вопрос для суммы.

6. Докажите неравенство для всех натуральных n > 1(
1+ n

2

)n
> n!

7. Докажите, что 100! < 50100.

8. Про положительные числа a,b, c известно, что 1
a
+ 1
b
+ 1
c
> a+b+c. Докажите,

что
a+ b+ c > 3abc.
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Графы: Степени вершин
1. Доска имеет форму креста, который получается, если из квадратной доски

4 × 4 выкинуть угловые клетки. Можно ли обойти её ходом шахматного коня и
вернуться на исходное поле, побывав на всех полях ровно по разу?

2. В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путеше-
ственник обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только в том
случае, если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, де-
лится на 3. Можно ли добраться из города 1 в город 9?

3. В городе Маленьком 15 телефонов. Можно ли их соединить проводами так,
чтобы каждый телефон был соединен ровно с пятью другими?

4. В государстве 100 городов, и из каждого из них выходит 4 дороги. Сколько
всего дорог в государстве?

5. У короля 19 баронов-вассалов. Может ли оказаться так, что у каждого вас-
сального баронства 1, 5 или 9 соседних баронств?

6.Джон, приехав из Диснейленда, рассказывал, что там на заколдованном озере
имеются 7 островов, с каждого из которых ведет 1, 3 или 5 мостов. Верно ли, что
хотябы один из этих мостов выходит на берег озера?

7. В Тридевятом царстве лишь один вид транспорта – ковер-самолет. Из сто-
лицы выходит 21 ковролиния, из города Дальний –– одна, а из всех остальных
городов –– по 20. Докажите, что из столицы можно долететь в Дальний (возмож-
но, с пересадками).

8. Дан кусок проволоки длиной 120 см. Можно ли, не ломая проволоки, изго-
товить каркас куба с ребром 10 см?

9. Можно ли нарисовать на плоскости 9 отрезков так, чтобы каждый пересе-
кался ровно с тремя другими?

10. В некоторой стране каждые два города соединены либо авиалинией, либо
железной дорогой. Докажите, что можно выбрать вид транспорта так, чтобы от
каждого города можно было добраться до любого другого, пользуясь только этим
видом транспорта.
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Графы: Связность, Деревья
1. Докажите, что существует граф с 2n вершинами, степени которых равны

1, 1, 2, 2, . . . , n, n.

2. Верно ли, что два графа изоморфны, если:
а) У них по 10 вершин, степень каждой из которых равна 9?
б) У них по 8 вершин, степень каждой из которых равна 3?
в) Они связны, без циклов и содержат по 6 ребер?

3. Докажите, что граф, в котором каждые две вершины соединены ровно одним
простым путем, является деревом.

4. Докажите, что в дереве есть вершина, из которой выходит ровно одно ребро
(такая вершина называется висячей).

5. Докажите, что связный граф, у которого число рёбер на единицу меньше
числа вершин, является деревом.

6. Волейбольная сетка имеет вид прямоугольника размером 50×600 клеток. Ка-
кое наибольшее число верёвочек можно перерезать так, чтобы сетка не распалась
на куски?

7. В некоторой стране 30 городов, причем каждый соединен с каждым дорогой.
Какое наибольшее количество дорог можно закрыть на ремонт так, чтобы из
каждого города можно было проехать в каждый?

8. Докажите, что существует граф с 3n вершинами, степени которых равны
2, 2, 2, 4, 4, 4, . . . , 2n, 2n, 2n.

9. В стране 100 городов, некоторые из которых соединены авиалиниями. Из-
вестно, что от любого города можно долететь до любого другого (возможно, с
пересадками). Докажите, что можно побывать в каждом городе, совершив не бо-
лее 196 перелётов.

10. Докажите, что связный граф, имеющий не более двух нечётных вершин,
можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги и проводя каждое ребро
ровно один раз.



Образовательная программа "МатКод" Комбинаторика
25.02.2019 – 10.03.2019, КДЦ "Созвездие" Класс 8 Лист 3

Метод математической индукции
1. При каких n > 3 набор гирь с массами 1, 2, . . . , n граммов можно разложить

на три равные по массе кучки?

2. Любую ли сумму из целого числа рублей больше семи можно уплатить без
сдачи денежными купюрами по 3 и 5 рублей?

3. Берутся всевозможные непустые подмножества из множества чисел
1, 2, . . . , n. Для каждого подмножества берётся величина, обратная к произведе-
нию всех его чисел. Найти сумму всех таких обратных величин.

4. На доске нарисован равносторонний треугольник. Петя провел несколько
прямых, пересекающих его. Докажите, что на чертеже можно найти треугольник,
через который не проходит ни одна прямая.

5. В компании из 2n+ 1 человека для любых n человек найдётся отличный от
них человек, знакомый с каждым из них. Докажите, что в этой компании есть
человек, знающий всех.

6. n человек не знакомы между собой. Нужно так познакомить друг с другом
некоторых из них, чтобы ни у каких трёх людей не оказалось одинакового числа
знакомых. Докажите, что это можно сделать при любом n.

7. В шахматном турнире каждый участник сыграл с каждым из остальных
одну партию. Доказать, что участников можно так занумеровать, что окажется,
что ни один участник не проиграл непосредственно за ним следующему.
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Конструктивы
1. Можно ли на шахматной доске расставить 32 коня так, чтобы каждый из

них бил ровно двух других.

2. Можно ли расставить числа 1, 2, . . . , 50 в вершинах и серединах сторон пра-
вильного 25-угольника так, чтобы сумма трёх чисел, стоящих в концах и середине
каждой стороны, была для всех сторон одинаковой?

3. У Артёма есть набор из 36 камней массами 1 г, 2 г, ..., 36 г, а у Иры есть су-
перклей, одной каплей которого можно склеить два камня в один (соответственно,
можно склеить три камня двумя каплями и так далее). Ира хочет склеить камни
так, чтобы Артём не смог из получившегося набора выбрать один или несколько
камней общей массой 37 г. Какого наименьшего количества капель клея ей хватит,
чтобы осуществить задуманное?

4. Даны все натуральные числа от 1 до 100. Можно ли их поставить в ряд так,
чтобы два соседних числа отличались либо на 2, либо в два раза.

5.Можно ли разрезать прямоугольник размерами 78×55 см на прямоугольники
5× 11 см?

6. По кругу написано 100 ненулевых чисел. Между каждыми двумя соседними
числами написали их произведение, а прежние числа стерли. Количество поло-
жительных чисел не изменилось. Какое минимальное количество положительных
чисел могло быть написано изначально?

7. Сумма девяти различных натуральных чисел равна 200. Всегда ли можно
выбрать из них четыре числа так, чтобы их сумма была больше чем 100?

8. Семизначный код, состоящий из семи различных цифр, назовем хорошим.
Паролем сейфа является хороший код. Известно, что сейф откроется, если введён
хороший код и на каком-нибудь месте цифра кода совпала с соответствующей
цифрой пароля. Можно ли гарантированно открыть сейф быстрее, чем за семь
попыток?

9. На острове Невезения с населением 96 человек правительство решило про-
вести пять реформ. Каждой реформой недовольна ровно половина всех граждан.
Гражданин выходит на митинг, если он недоволен более чем половиной всех ре-
форм. Какое максимальное число людей правительство может ожидать на ми-
тинге?
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Вписанные углы — 1
1.КвадратABCD вписан в окружность. На окружности выбрали произвольную

точку F. Чему может быть равен угол AFD?

2. Две окружности касаются в точке M: а) внешним образом; б) внутренним
образом. Через точкуM проведены две секущие AB и CD. Докажите, что прямые
BD и AC параллельны.

3. Две окружности пересекаются в точках A и B. Продолжения хорд AC и BD
первой окружности пересекают вторую окружность в точках E и F соответственно.
Докажите, что прямые CD и EF параллельны.

4. Две окружности с центрами O1 и O2 пересекаются в точках A и B. Прямая
l пересекает первую окружность в точках M1 и A, а вторую — в точках A и M2.
Докажите, что углы BO1M1 и BO2M2 равны.

5. Точки M и N являются серединами сторон AC и BC треугольника ABC
соответственно. Описанная окружность треугольника BNM касается стороны AB.
Докажите, что BC = 2BM.

6. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием AC, на боковой стороне
AB выбрана точка D, и вокруг треугольников ADC и BDC описаны окружности
ω1 и ω2 соответственно. Касательная, проведенная к ω1 в точке D, повторно
пересекает ω2 в точке M. Докажите, что BM||AC.

7. Из точки M, лежащей внутри данного угла с вершиной A, опущены
перпендикуляры MP и MQ на стороны угла. Из точки A опущен перпендику-
ляр AH на отрезок PQ. Докажите, что углы PAH и MAQ равны.
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Вписанные углы — 2
1. Окружность описана около равностороннего треугольника ABC. На дуге BC,

не содержащей точку A, расположена точка M, делящая градусную меру этой
дуги в отношении 1 : 2. Найдите углы треугольника AMB.

2. Три последовательные угла вписанного четырехугольника относятся как
1 : 2 : 3. Найдите все углы четырехугольника.

3. Дан четырехугольник, около которого можно описать окружность. Две его
смежные стороны равны. Докажите, что одна из его диагоналей является биссек-
трисой угла четырехугольника.

4. Окружность, построенная на катете прямоугольного треугольника как на
диаметре, делит гипотенузу пополам. Найдите углы треугольника.

5. На окружности даны точки A,B,C и D в указанном порядке; A1,B1,C1 и D1
— середины дуг AB,BC,CD и DA соответственно. Докажите, что A1C1⊥B1D1.

6. Во вписанном четырехугольнике ABCD известны углы: ∠DAB = α,

∠ABC = β,∠BKC = γ, где K — точка пересечения диагоналей. Найдите углы ACD
и ATD, где T — точка пересечения продолжений сторон AB и CD.

7. В треугольнике ABC отрезок A1B1, соединяющий основания высот AA1 и
BB1 виден из середины стороны AB под углом α. Найдите величину угла C этого
треугольника.
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Четыре точки на окружности
1. Диагонали трапеции ABCD пересекаются в точке O. Описанные окружности

треугольников AOB и COD пересекаются в точкеM на основании AD. Докажите,
что треугольник BMC равнобедренный.

2. Из произвольной точки M катета BC прямоугольного треугольника ABC на
гипотенузу AB опущен перпендикуляр MN. Докажите, что ∠MAN = ∠MCN.

3. Равносторонние треугольники ABC и PQR расположены так, что вершина C
лежит на стороне PQ, а вершина R на стороне AB (точки A и P находятся в одной
полуплоскости относительно прямой CR). Докажите, что AP ‖ BQ.

4. На окружности даны точки A,B,C,D в указанном порядке. M — середина
дуги AB. Обозначим точки пересечения хорд MC и MD с хордой AB через E и K.
Докажите, что KECD — вписанный четырехугольник.

5. Пусть O — центр квадрата, построенного на гипотенузе AB прямоугольного
треугольника ABC (во внешнюю сторону). Докажите, что CO — биссектриса угла
ACB.

6. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. K и L— основания
перпендикуляров, опущенных из точки H на стороны AB и AC соответственно.
Докажите, что точки B,K,L и C лежат на одной окружности.

7. В окружности проведены две пересекающиеся хорды AB и CD . На отрезке
AB взяли точку M так, что AM = AC, а на отрезке CD — точку N так, что
DN = DB. Докажите, что если точкиM и N не совпадают, то прямаяMN парал-
лельна прямой AD.
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Ортоцентр и ортотреугольник
Теорема о высотах треугольника. Высоты пересекаются в одной точке, которая

называется ортоцентром треугольника.
Треугольник с вершинами в основаниях высот называется ортотреуголь-

ником.

1. Дан остроугольный треугольник ABC. Пусть P, Q, R — основания высот,
опущенных соответственно из вершин A, B, C. Докажите, что ∠APR = ∠ABQ.

2. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AL и BM, точки L
и M соединены отрезком. Сколько пар подобных треугольников можно найти на
полученном чертеже?

3. Пусть O — центр окружности, описанной около треугольника ABC, и H —
точка пересечения высот. Докажите, что ∠HAB = ∠OAC.

4. В треугольнике ABC проведены высоты AL и BM, которые пересекаются в
точке H. Выразите ∠BHL через углы треугольника (∠A = α, ∠B = β, ∠C = γ).
Сколько случаев здесь нужно рассмотреть?

5. Пусть BB1 и CC1 — высоты треугольника ABC, и O — центр описанной около
него окружности. Докажите, что OA⊥B1C1.

6. Докажите, что в остроугольном треугольнике высоты являются биссектри-
сами углов ортотреугольника. Получите отсюда доказательство того, что высоты
пересекаются в одной точке.

7. Докажите, что точки, симметричные ортоцентру остроугольного треуголь-
ника относительно его сторон, лежат на окружности, описанной около этого тре-
угольника.

8. Пусть A1, B1, C1 — основания высот в треугольнике ABC. Углы треугольника
A1B1C1 равны 30◦, 60◦ и 90◦. Найдите углы треугольника ABC.
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Математический бой
1. В прямоугольнике ABCD проведём биссектрису угла A до пересечения с пря-

мой CD в точке P. Затем проведём биссектрису внешнего угла C до пересечения
с прямой AD в точке R. Докажите, что RP и AC перпендикулярны.

2. В выпуклом четырехугольнике KLMN углы K и L равны. Серединные пер-
пендикуляры к сторонам KN и LM пересекаются на стороне KL. Докажите, что в
данном четырёхугольнике равны диагонали.

3. В стране Лилипутов на борту корабля находятся 99 лилипутов. Известно,
что каждый из них весит 1 или 2 килограмма, а в сумме все — 148. Каждый
из лилипутов сообщил капитану свой вес, но капитану стало известно, что 10
лилипутов солгали и назвали другое число (1 вместо 2 или 2 вместо 1), однако в
сумме всё равно вышло 148. Какое минимальное число шлюпок на 15 кг заведомо
потребуется капитану, чтобы перевезти всех лилипутов? (Капитан не знает, кто
именно солгал, а брать в шлюпку больше 15 кг нельзя).

4. В секретном обществе состоит 10 членов, и каждый из них обладает своей
тайной. Любой человек может отправить письмо (даже несколько раз) другому
члену общества и сообщить в нём все известные ему тайны. Какое минимальное
число писем потребуется, чтобы все тайны стали известны всем членам секретного
общества?

5. Число n разложили на простые сомножители, после чего каждый сомножи-
тель увеличили на 1, получив число m. Оказалось, что m кратно n. Чему могло
равняться n?

6. Клетчатый прямоугольник m × n (1 < m < n) со вписанными в его клетки
натуральными числами от 1 до mn по разу (в каждой клетке по одному числу)
называется магическим, если все суммы чисел по строкам равны между собой, а
также все суммы чисел по столбцам равны между собой. Докажите, что магиче-
ских прямоугольников бесконечно много.

7. Гарри поднимался по узкой тропинке, ведущей к вершине горы. Он отпра-
вился в путь в 7:00 утра и в тот же день достиг вершины. Переночевав на вершине,
Гарри на следующее утро в 7:00 пустился в обратный путь по той же тропинке.
Докажите, что какую-то точку своего маршрута Гарри, проходя туда и обратно,
миновал в одно и то же время.

8. Рон и Гермиона сели играть в следующую игру. Рон выбирает четыре (не
обязательно разных) неотрицательных числа сумма которых равна 1. Гермиона
разбивает их на две пары, вычисляет произведение чисел в каждой паре и вы-
писывает на доску максимальное из полученных двух произведений. Рон хочет,
чтобы число на доске оказалось как можно больше, а Гермиона — как можно
меньше. Какое число окажется на доске при правильной игре?
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Сороковой турнир городов1СОРОКОВОЙ ТУРНИР ГОРОДОВ
Весенний тур,
8 – 9 классы, базовый вариант, 3 марта 2019 г.
(Итог подводится по трём задачам, по которым достигнуты наилучшие резуль-
таты.)

баллы задачи

3
1. В ряд выписаны несколько натуральных чисел с суммой 20.

Никакое число и никакая сумма нескольких подряд записанных
чисел не равна 3. Могло ли быть выписано больше 10 чисел?

Александр Шаповалов

4

2. По кругу лежат 2n+1 монет орлом вверх. Двигаясь по часовой
стрелке, делают 2n + 1 переворотов: переворачивают какую-
то монету, одну монету пропускают и переворачивают следу-
ющую, две монеты пропускают и переворачивают следующую,
три монеты пропускают и переворачивают следующую, и т.д.,
наконец пропускают 2n монет и переворачивают следующую.
Докажите, что теперь ровно одна монета лежит решкой вверх.

Владимир Расторгуев

4 3. Произведение натуральных чисел m и n делится на их сумму.
Докажите, что m+ n ≤ n2.

Борис Френкин

5

4. В прямоугольник ABCD вписывают равнобедренные треуголь-
ники с заданным углом α при вершине, противолежащей осно-
ванию, так, что эта вершина лежит на отрезке BC, а концы
основания — на отрезках AB и CD. Докажите, что середины
оснований у всех таких треугольников совпадают.

Игорь Жижилкин

5

5. Фокусник с помощником показывают фокус. В ряд стоят 12 за-
крытых пустых шкатулок. Фокусник уходит, а зритель на виду
у помощника прячет по монетке в любые две шкатулки по сво-
ему выбору. Затем возвращается фокусник. Помощник откры-
вает одну шкатулку, в которой нет монетки. Далее фокусник
указывает на 4 шкатулки, и их одновременно открывают. Цель
фокусника — открыть обе шкатулки с монетками. Предложи-
те способ, как договориться фокуснику с помощником, чтобы
этот фокус всегда удавался.

Константин Кноп

1Международный математический турнир городов https://www.turgor.ru
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Деление и разложение многочленов
1. Разделите с остатком (указать неполное частное и остаток)
а) x4 − 4x3 + 6x2 − 3x+ 1 на x2 − x+ 1;
б) 2x3 + 2x2 + x+ 6 на x2 + 2x+ 1;
в) x7 + 3x+ 1 на x2 + 1;
г) x4 + 1 на x5 + 1;

Найдите остаток от деления
д) x89 − 17x+ 1 на x− 1;
е) x100 − x3 + x2 + 1 на 2x+ 2.

2. Найдите значениях параметра a при которых:
а) многочлен x100 + ax2 + 9 делится на x+ 1;
б) многочлен a3x5 + (1− a)x4 + (1+ a3)x2 + (1− 3a)x− a3 делится на x− 1.

3. Докажите следующие свойства.
а) Если x1, x2, . . . , xn — корни многочлена f (возможно не все корни), то най-

дется такой полином g, что

f(x) = g(x)(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn).

Как связаны между собой степени многочленов f и g?
б) Многочлен степени n имеет не более n корней (за исключением случая

n = 0).
в) Если многочлен равен нулю в любой точке, то все его коэффициенты равны

нулю.
г)Многочлен f имеет период (т.е. существует такое числоω, что f(x+ω) = f(x)

для всех x), если и только если f — константа.

4. Многочлен f(x) дает остаток 2 при делении на x− 1 и остаток 5 при делении
на x+ 2. Какой остаток дает f(x) при делении на x2 + x− 2?

5. Найдите остаток от деления x81 + x27 + x9 + x3 + x на x2 − 1.

6. Найдите все значения параметра k при которых выражение x3+y3+z3+kxyz
делится на x+ y+ z.

7. Многочлен с коэффициентом 1 при старшей степени называется приведен-
ным. Найдите все приведенные многочлены f, удовлетворяющие уравнению

(x− 8)f(2x) = 8(x− 1)f(x).
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Деление и разложение многочленов. Продолжение
1. Приведенный многочлен f степени 100 имеет корни 1, 2, . . . , 100. Чему равно

f(101)?

2. Делится ли многочлен (x+ 1)6 − x6 − 2x− 1 на x(x+ 1)(2x+ 1)?

3. При каких a и b многочлен (a+ b)x5 + abx2 + 1 делится на x2 − 3x+ 2?

4. Пусть f — многочлен, причем f(x2019) делится на x − 1. Докажите, что f(x)
также делится на x− 1.

5. Существует ли многочлен степени 10, который в 21 точке может принимать
только два значения 2 и −2?

6. При каких n многочлен 1+ x2+ x4+ . . .+ x2n делится на 1+ x+ x2+ . . .+ xn?

7. Найдите все приведенные многочлены f(x), удовлетворяющие уравнению

xf(x+ 1) − (x+ 2)f(x) = 0.
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Многочлены. Разнобой
1. Один из корней уравнения

x3 − 6x2 + ax− 6 = 0

равен 3. Решите это уравнение.

2. Рассмотрим многочлен (2x2 − 2x+ 1)17(3x2 − 3x+ 1)17. Найдите:
а) сумму коэффициентов этого многочлена;
б) суммы коэффициентов при четных и нечетных степенях.

3. Существует ли многочлен f с целочисленными коэффициентами такой, что

f(7) = 11, f(11) = 13?

4. Существует ли многочлен f такой, что f(1) = 1, f(2) = 2 и f(n) иррационально
для любого целого n, отличного от 1 и 2?

5. Пусть x1, x2, . . . , xn — корни многочлена a0+a1x+. . .+anx
n. Решите уравнения

а) an + an−1x+ . . . + a0x
n = 0;

б) a0 + a1x2 + . . . + anx
2n = 0.

6. Приведенный многочлен степени n имеет n целочисленных корней. Вытекает
ли отсюда, что его коэффициенты — целые числа?

7. Найдите все значения параметра a при которых уравнение

x4 − (a+ 1)x2 + (a2 − 1) = 0

имеет не менее четырех решений.
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Неравенства для средних — 1
1. Докажите неравенства для любых x > 0
а) 1+ x > 2

√
x;

б) x+ 1
x
> 2.

2. Докажите, что для любых x,y, z выполняется неравенство

x2 + y2 + z2 > xy+ xz+ yz

3. Найдите наименьшее значение выражения 2x+ 1
4x
.

4. Произведение двух положительных чисел больше их суммы. Докажите, что
эта сумма больше четырёх.

5. Докажите, что если a < 1, b < 1, a+ b > 0, 5, то

(1− a)(1− b) 6
9

16
.

6. Докажите, что для любых x,y выполняется неравенство

x2 + y2 + 1 > xy+ x+ y.

7. Докажите неравенство для всех натуральных n > 1(
1+ n

2

)n
> n!

8. Сумма трёх положительных чисел равна 6. Докажите, что сумма их квад-
ратов не меньше 12.
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Неравенства для средних — 2
1. Машина ехала с некоторой скоростью половину пути, а вторую половину с

другой. Может ли средняя скорость автомобиля равняться среднему арифмети-
ческому этих скоростей?

2. Периметр прямоугольника равен 40. Какой из таких прямоугольников имеет
наибольшую площадь?

3. Заменим в произведении 100 · 101 · 102 · . . . · 200 все числа на 150. Увеличится
или уменьшится произведение? Тот же вопрос для суммы.

4. Числа a,b, c составляют возрастающую арифметическую прогрессию. Могут
ли числа 2a, 2b, 2c тоже составлять арифметическую прогрессию?

5. Докажите, что 100! < 50100.

6. Про положительные числа a,b, c известно, что ab+ac+bc > 12. Докажите,
что

a+ b+ c > 6.

7. Докажите неравенство Коши для четырех неотрицательных чисел

a+ b+ c+ d

4
>

4
√
abcd.

8. Докажите, что для любых x > 0 выполняется неравенство

16x5 + 3x− 16x2 > 0.
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Графы: Степени вершин
1. Доска имеет форму креста, который получается, если из квадратной доски

4 × 4 выкинуть угловые клетки. Можно ли обойти её ходом шахматного коня и
вернуться на исходное поле, побывав на всех полях ровно по разу?

2. В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путеше-
ственник обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только в том
случае, если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, де-
лится на 3. Можно ли добраться из города 1 в город 9?

3. В городе Маленьком 115 телефонов. Можно ли их соединить проводами так,
чтобы каждый телефон был соединен ровно с пятью другими?

4. У короля 17 баронов-вассалов. Может ли оказаться так, что у каждого вас-
сального баронства 1, 5 или 18 соседних баронств?

5.Джон, приехав из Диснейленда, рассказывал, что там на заколдованном озере
имеются 7 островов, с каждого из которых ведет 1, 3 или 5 мостов. Верно ли, что
хотя бы один из этих мостов выходит на берег озера? Могут ли 2 моста вести на
берег?

6. В Тридевятом царстве лишь один вид транспорта — ковер-самолет. Из сто-
лицы выходит 21 ковролиния, из города Дальний — одна, а из всех остальных
городов — по 20. Докажите, что из столицы можно долететь в Дальний (возмож-
но, с пересадками).

7. Дан кусок проволоки длиной 120 см.
а) Можно ли, не ломая проволоки, изготовить каркас куба с ребром 10 см?
б) Какое наименьшее число раз придется ломать проволоку, чтобы всё же

изготовить требуемый каркас?

8. Каждый из 102 учеников одной школы знаком не менее чем с 68 другими.
Докажите, что среди них найдутся четверо, имеющие одинаковое число знакомых.

9. В некоторой стране каждые два города соединены либо авиалинией, либо
железной дорогой. Докажите, что можно выбрать вид транспорта так, чтобы от
каждого города можно было добраться до любого другого, пользуясь только этим
видом транспорта.

10. Какое наибольшее число коней можно расставить на доске 5×5 клеток так,
чтобы каждый из них бил ровно двух других?
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Графы: Связность, Деревья
1. Докажите, что существует граф с 2n вершинами, степени которых равны

1, 1, 2, 2, . . . ,n,n.

2. Докажите, что граф, в котором каждые две вершины соединены ровно одним
простым путем, является деревом.

3. Докажите, что в дереве есть вершина, из которой выходит ровно одно ребро
(такая вершина называется висячей).

4. Докажите, что связный граф, у которого число рёбер на единицу меньше
числа вершин, является деревом.

5. В графе все вершины имеют степень 3. Докажите, что в нём есть цикл.

6. Волейбольная сетка имеет вид прямоугольника размером 50×600 клеток. Ка-
кое наибольшее число верёвочек можно перерезать так, чтобы сетка не распалась
на куски?

7. В некоторой стране 30 городов, причем каждый соединен с каждым дорогой.
Какое наибольшее количество дорог можно закрыть на ремонт так, чтобы из
каждого города можно было проехать в каждый?

8. Докажите, что существует граф с 3n вершинами, степени которых равны
2, 2, 2, 4, 4, 4, . . . , 2n, 2n, 2n.

9. В стране 100 городов, некоторые из которых соединены авиалиниями. Из-
вестно, что от любого города можно долететь до любого другого (возможно, с
пересадками). Докажите, что можно побывать в каждом городе, совершив не бо-
лее 196 перелётов.
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Двоичная и троичная системы счисления
1. Как разложить по семи кошелькам 127 рублевых бумажек так, чтобы любую

сумму от 1 до 127 рублей можно было бы выдать, не открывая кошельков?

2. Имеется множество билетов с номерами от 1 до 30 (номера могут повторять-
ся). Каждый из учеников вытянул один билет. Учитель может произвести следу-
ющую операцию: прочитать список из нескольких (возможно – одного) номеров и
попросить их владельцев поднять руки. Сколько раз он должен проделать такую
операцию, чтобы узнать номер каждого ученика? (Учеников не обязательно 30.)

3. У одного человека был подвал, освещавшийся тремя электрическими лам-
почками накаливания. Выключатели этих лампочек находились вне подвала, так
что включив любой из выключателей, хозяин должен был спуститься в подвал,
чтобы увидеть, какая именно лампочка зажглась.

а) Однажды он придумал способ, как определить для каждого выключателя,
какую именно лампочку он включает, сходив в подвал ровно один раз. Какой это
способ?

б) Сколько лампочек и выключателей можно идентифицировать друг с дру-
гом, если разрешается 2 раза спуститься в подвал?

4. Определите коэффициент an в разложении

(1+ qx)(1+ qx2)(1+ qx4)(1+ qx8) · · · = a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 + . . .

5. Разрежьте по клеточкам квадрат 7 × 7 на девять прямоугольников (не обя-
зательно различных), из которых можно будет сложить любой прямоугольник со
сторонами, не превосходящими 7.

6. Коля задумал число от 1 до 200. За какое наименьшее число вопросов вы
сможете его отгадать, если он отвечает на каждый вопрос:

а) "да"или "нет";
б) "да "нет"или "не знаю"?

7. Берется колода из 27 карт. Ваш друг загадывает одну из карт. После чего
вы раскладываете все карты в три равные кучки, кладя каждый раз по одной
карте (в первую кучку, затем во вторую, затем в третью, потом снова в первую
и т. д.). Ваш друг указывает на ту кучку, в которой лежит его карта. Далее вы
складываете все три кучки вместе, вставляя при этом указанную кучку между
двумя другими. Эта процедура повторяется еще два раза. На каком месте в колоде
окажется загаданная карта после того, как вы сложите вместе три кучки в третий
раз?

8. С числом разрешается производить две операции: "увеличить в два раза"и
"увеличить на 1". За какое наименьшее число операций можно из числа 0 полу-
чить а) число 100 б) число n?
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Конструктивы
1. Можно ли на шахматной доске расставить 32 коня так, чтобы каждый из

них бил ровно двух других.

2. Можно ли расставить числа 1, 2, . . . , 50 в вершинах и серединах сторон пра-
вильного 25-угольника так, чтобы сумма трёх чисел, стоящих в концах и середине
каждой стороны, была для всех сторон одинаковой?

3. У Артёма есть набор из 36 камней массами 1 г, 2 г, . . ., 36 г, а у Иры есть су-
перклей, одной каплей которого можно склеить два камня в один (соответственно,
можно склеить три камня двумя каплями и так далее). Ира хочет склеить камни
так, чтобы Артём не смог из получившегося набора выбрать один или несколько
камней общей массой 37 г. Какого наименьшего количества капель клея ей хватит,
чтобы осуществить задуманное?

4. Даны все натуральные числа от 1 до 100. Можно ли их поставить в ряд так,
чтобы два соседних числа отличались либо на 2, либо в два раза.

5.Можно ли разрезать прямоугольник размерами 78×55 см на прямоугольники
5× 11 см?

6. На шахматной доске 8× 8 стоит кубик (нижняя грань совпадает с одной из
клеток доски). Его прокатили по доске, перекатывая через рёбра, так, что кубик
побывал на всех клетках (на некоторых, возможно, несколько раз). Могло ли
случиться, что одна из его граней ни разу не лежала на доске?

7. Сумма девяти различных натуральных чисел равна 200. Всегда ли можно
выбрать из них четыре числа так, чтобы их сумма была больше чем 100?

8. Семизначный код, состоящий из семи различных цифр, назовем хорошим.
Паролем сейфа является хороший код. Известно, что сейф откроется, если введён
хороший код и на каком-нибудь месте цифра кода совпала с соответствующей
цифрой пароля. Можно ли гарантированно открыть сейф быстрее, чем за семь
попыток?

9. На острове Невезения с населением 96 человек правительство решило про-
вести пять реформ. Каждой реформой недовольна ровно половина всех граждан.
Гражданин выходит на митинг, если он недоволен более чем половиной всех ре-
форм. Какое максимальное число людей правительство может ожидать на ми-
тинге?

10. Какое наибольшее число белых и чёрных фишек можно расставить на шах-
матной доске так, чтобы на каждой горизонтали и на каждой вертикали белых
фишек было ровно в два раза больше, чем чёрных?
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Радикальная ось
Теорема 1. (Произведение секущей на ее внешнюю часть равно квадрату касательной).

Через точкуM вне окружности с центром O и радиусом R проведены две прямые:
одна пересекает данную окружность в точках A и B, другая касается окружности
в точке C. Тогда

MA ·MB =MC2 = OM2 − R2.

Теорема 2. Через точку M внутри окружности проведены две прямые: одна
пересекает данную окружность в точках A и B, другая – в точках C и D. Тогда

MA ·MB =MC ·MD = R2 −OM2
.

Следствие 3. Если через данную точку M провести произвольную прямую, ко-
торая пересечет окружность в каких-то точках A и B, то произведение MA ·MB
не будет зависеть от выбора прямой.

Определение 1. Степень данной точкиM относительно данной окружности ––
это произведение MA ·MB (из следствия 3).

Теорема 4. Степень точки M относительно окружности радиуса R с центром O
равна OM2 − R2.

Определение 2. Радикальная ось двух окружностей –– это ГМТ (локус) с рав-
ными степенями относительно этих окружностей.

Теорема 5. Даны две окружности с радиусами R1 и R2 и центрами O1 и O2
соответственно. Если O1 6= O2, то радикальная ось этих окружностей –– прямая,
перпендикулярная линии центров.

Следствие 6. Если окружности пересекаются, то радикальная ось проходит через
точки пересечения.

Следствие 7. Если окружности касаются, то радикальная ось касается их в об-
щей точке.

Задача 8.Даны три окружности с различными центрами, не лежащими на одной
прямой. Проведём радикальную ось для каждой пары окружностей. Докажите,
что все три радикальные оси пересекаются в одной точке.

Определение 3. Эту точку называют радикальным центром трех окружностей.
Задача 9. На плоскости даны три попарно пересекающиеся окружности. Через

точки пересечения любых двух из них проведена прямая. Докажите, что эти три
прямые пересекаются в одной точке или параллельны.

Задача 10. Докажите, что середины 4-х общих касательных к двум непересека-
ющимся окружностям лежат на одной прямой.

Задача 11. Три окружности попарно пересекаются в точках A1 и A2, B1 и B2, C1
и C2. Докажите, что A1B2 · B1C2 · C1A2 = A2B1 · B2C1 · C2A1.
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Степень точки
1. На сторонах угла с вершиной P выбраны точки A,B,C и D ( A и B на одной

стороне угла, C и D на другой) так, что PA · PB = PC · PD. Докажите, что точки
A,B,C,D лежат на одной окружности.

2. В угол вписаны две окружности. Одна из них касается сторон угла в точках
A и B, а другая — в точках C и D соответственно. Докажите, что прямая AD
высекает на этих окружностях равные хорды. (Точки A и D лежат на разных
сторонах угла).

3. В треугольнике ABC проведены окружности ωb и ωc, которые касаются
прямой BC в точках B и C соответственно, а также проходят через точку A.
Докажите, что их вторая точка пересечения лежит на медиане, проведенной из
угла A.

4. Окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках A и B. На прямой AB выбрана
произвольная точка P. Докажите, что касательные, проведенные из точки P к ω1

и ω2 равны.

5. Окружность делит каждую из сторон треугольника на 3 равные части. До-
кажите, что он правильный.

6. Доказать, что если на основании AC равнобедренного треугольника ABC
взять произвольную точку M, то BC2 − BM2 = AM · CM.

7. Через центр I вписанной в неравнобедренный треугольник ABC окружности
проведена прямая, перпендикулярная прямой AI и пересекающая прямую BC в
точке K. Из точки I на прямую AK опущен перпендикуляр ID. Докажите, что
точки A,B,C,D лежат на одной окружности.
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Геометрия масс — 1
Определение 1. Пусть M — некоторая точка плоскости и m — ненулевое число.

Материальной точкой M(m) называется пара, состоящая из точки M и числа
m, причём число m называется массой материальной точки M(m), а точка M —
носителем этой материальной точки.

Определение 2. Центром масс системы материальных точек
A1(m1),A2(m2), ...,An(mn) называется такая точка M, для которой выполне-
но векторное равенство m1

−−−→
MA1 +m2

−−−→
MA2 + · · ·+mn

−−−→
MAn =

−→
0 .

Теорема 1. Основная.
а) Если точка M является центром масс системы материальных точек

A1(m1),A2(m2), . . . ,An(mn), причем m1 +m2 + · · · +mn 6= 0, то для любой точки
X справедливо равенство

−−→
XM =

m1 ·
−→
XA1 +m2 ·

−→
XA2 + · · ·+mn ·

−→
XAn

m1 +m2 + · · ·+mn

.

б) Обратно, если для некоторой точки X выполняется это равенство, то точка
M — центр масс данной системы материальных точек.

Теорема 2. Для конечной системы материальных точек с ненулевой суммой масс
центр масс существует, и он единственный.

Теорема 3. Правило группировки. Пусть дана система материальных точек
A1(m1),A2(m2), . . . ,An(mn) и пусть точка K — центр масс системы, состоящей из
первых k материальных точек данной системы. Тогда центр масс данной системы
совпадает с центром масс системы материальных точек

K(m1 +m2 + · · ·+mk),Ak+1(mk+1), . . . ,An(mn).

1. Правило рычага. Центр масс M двух материальных точек A1(m1),A2(m2) с
неотрицательными массами расположен на отрезке A1A2, причем

m1 · |
−−−→
A1M| = m2 · |

−−−→
A2M|.

2. Какие массы надо поместить в вершины треугольника со сторонами a, b и
c, чтобы центр масс полученной системы материальных точек оказался

а) в точке пересечения медиан;
б) в точке пересечения биссектрис.

3. В треугольнике ABC проведена медиана AM, точка P — ее середина. Прямая
BP пересекает сторону AC в точке E. Найдите, в каком отношении точка E делит
AC.

4. Внутри треугольника ABC отметили точку O. Докажите, что точка O —
центр масс системы A(SBCO),B(SACO),C(SABO).



5. Точки, разбивающие каждую из сторон четырехугольника на три равные
части, соединены естественным образом. Докажите, что каждый из полученных
отрезков также разбивается точками пересечения на три равные части.

6. Докажите
а) Теорема Чевы. На сторонах треугольника ABC выбраны точки A1 ∈ BC,B1 ∈

CA,C1 ∈ BA. Отрезки AA1,BB1 и CC1 пересекаются в одной точке тогда и только
тогда, когда

CA1

A1B
· BC1
C1A

· AB1
B1C

= 1.

б) Теорема Менелая. Дан треугольник ABC. Точки A1,B1 и C1 делят его сто-
роны CB, AC и BA в отношениях α,β и γ соответственно (то есть имеют место
векторные равенства

−−→
CA1 = α

−−→
A1B,

−−→
AB1 = β

−−→
B1C,

−−→
BC1 = γ

−−→
C1A). Точки A1,B1 и C1

лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда αβγ = −1.

7. Теорема Ван-Обеля. Чевианы AA1,BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются
в точке K. Докажите, что

AK

KA1
=
AB1

B1C
+
AC1

C1B
.



Образовательная программа "МатКод" Геометрия
25.02.2019 – 10.03.2019, КДЦ "Созвездие" Класс 9 Лист 4

Геометрия масс — 2
1. На сторонах AB и BC треугольника ABC отмечены такие точки D и E, что

AD : DB = 1 : 2, BE : EC = 3 : 5. В каких отношениях отрезки AE и CD делятся
точкой их пересечения?

2. Точки K, L, M на сторонах AB, CB, CA треугольника ABC таковы, что AK :

KB = 2 : 1, BL : LC = 2 : 3, CM :MA = 2 : 3. В каком отношении отрезки KL и BM
делят друг друга?

3.Около окружности описан четырехугольникABCD, касающийся окружности
в точках M, N, P, Q (M и P — точки на противоположных сторонах). Известно,
что длины отрезков касательных, проведенных из точек A, B, C, D к окружности,
равны соответственно a, b, c, d. В каком отношении делится каждый из отрезков
MP и NQ точкой их пересечения?

4. Какие массы следует поместить в три вершины параллелограмма так, чтобы
их центр масс оказался в четвёртой вершине?

5. Какие массы необходимо поставить в вершины треугольника ABC, чтобы
центр масс попал в центр вневписанной окружности, касающейся стороны AC,
если AC = b, BC = a, AB = c.

6. Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC. Точка M — се-
редина стороны AC, а N — точка касания этой стороны соответствующей вневпи-
санной окружностью. Докажите, что BN ‖ IM.

7. Старый пират зарыл клад на острове среди 20 деревьев. После этого он
написал завещание, в котором указал, как искать клад: надо встать к первому
дереву, пройти половину расстояния до второго дерева, затем повернуть к тре-
тьему и пройти треть расстояния до него, затем повернуть к четвертому и пройти
четверть расстояния до него и т. д., наконец, повернуть к двадцатому и пройти
двадцатую часть расстояния до него. К сожалению, пират забыл указать, как за-
нумерованы деревья! Сколько разных ям придется выкопать потомкам пирата,
чтобы всё-таки найти клад?



Образовательная программа "МатКод"
25.02.2019 – 10.03.2019, КДЦ "Созвездие" Класс 9 01.03.2019

Математический бой
1. В треугольнике ABC провели медиану BM, а затем перпендикуляр к ней l.

На l отметили три различные точки пересечения с срединными перпендикуляра-
ми к сторонам треугольника. Докажите, что расстояния от точки пересечения с
срединным перпендикуляром к AC до других отмеченных точек равны.

2. Двенадцать знатоков по очереди рассаживались за круглым столом на двена-
дцать подписанных мест. Вова садился первым, и вместо своего места своевольно
занял следующее по часовой стрелке. Все остальные приходили в неизвестном
порядке и садились по следующему правилу: если своё место не было занято, то
занимали его. Иначе –— занимали ближайшее свободное место по часовой стрелке.
Сколькими способами могли рассесться знатоки за столом?

3.Петя поднимался по узкой тропинке, ведущей к вершине горы. Он отправился
в путь в 07 : 00 и в тот же день достиг вершины в 19 : 00. Переночевав на вершине,
Петя на следующее утро в 07 : 00 пустился в обратный путь по той же тропинке.
В тот же день в 19 : 00 Петя вернулся в исходную точку. Докажите, что какую-то
точку своего маршрута Петя, проходя туда и обратно, миновал в одно и то же
время.

4. В стране Лилипутов на борту корабля находятся 99 лилипутов. Известно,
что каждый из них весит 1 или 2 кг, а в сумме все — 148. Каждый из лилипутов
сообщил капитану свой вес, но капитану стало известно, что 10 лилипутов солгали
и назвали другое число (1 вместо 2 или 2 вместо 1), однако в сумме всё равно
вышло 148. Какое минимальное число шлюпок на 15 кг заведомо потребуется
капитану, чтобы перевезти всех лилипутов? (Капитан не знает, кто именно солгал,
а брать в шлюпку больше 15 кг нельзя.)

5. Юлия Геннадьевна написала на доске уравнение x2 + px + q = 0 с целы-
ми ненулевыми коэффициентами p и q. Алексей Владимирович несколько раз
стёр уравнение, каждый раз составляя и записывая другое приведённое квадрат-
ное уравнение, корнями которого являются свободный член и коэффициент при
x стёртого уравнения. В какой-то момент на доске снова оказалось квадратное
уравнение x2 + px+ q = 0. Каким оно могло быть?

6. Cекретное общество состоит из 2019 членов, и каждый из них обладает своей
тайной. Любой человек может отправить письмо (даже несколько раз) другому
члену общества и сообщить в нём все известные ему тайны. Какое минимальное
число писем потребуется, чтобы все тайны стали известны всем членам секретного
общества?

7. Число n разложили на простые сомножители, после чего каждый сомножи-
тель увеличили на 1, получив число m. Оказалось, что m кратно n. Чему могло
равняться n?

8. Клетчатый прямоугольник m × n (m < n) со вписанными в его клетки на-
туральными числами от 1 до mn по разу (в каждой клетке по одному числу)



называется магическим, если все суммы чисел по строкам равны между собой,
а также все суммы чисел по столбцам равны между собой. Конечно ли число
магических прямоугольников?



Образовательная программа "МатКод"
25.02.2019 – 10.03.2019, КДЦ "Созвездие" Класс 9 03.03.2019

Сороковой турнир городов1СОРОКОВОЙ ТУРНИР ГОРОДОВ
Весенний тур,
8 – 9 классы, базовый вариант, 3 марта 2019 г.
(Итог подводится по трём задачам, по которым достигнуты наилучшие резуль-
таты.)

баллы задачи

3
1. В ряд выписаны несколько натуральных чисел с суммой 20.

Никакое число и никакая сумма нескольких подряд записанных
чисел не равна 3. Могло ли быть выписано больше 10 чисел?

Александр Шаповалов

4

2. По кругу лежат 2n+1 монет орлом вверх. Двигаясь по часовой
стрелке, делают 2n + 1 переворотов: переворачивают какую-
то монету, одну монету пропускают и переворачивают следу-
ющую, две монеты пропускают и переворачивают следующую,
три монеты пропускают и переворачивают следующую, и т.д.,
наконец пропускают 2n монет и переворачивают следующую.
Докажите, что теперь ровно одна монета лежит решкой вверх.

Владимир Расторгуев

4 3. Произведение натуральных чисел m и n делится на их сумму.
Докажите, что m+ n ≤ n2.

Борис Френкин

5

4. В прямоугольник ABCD вписывают равнобедренные треуголь-
ники с заданным углом α при вершине, противолежащей осно-
ванию, так, что эта вершина лежит на отрезке BC, а концы
основания — на отрезках AB и CD. Докажите, что середины
оснований у всех таких треугольников совпадают.

Игорь Жижилкин

5

5. Фокусник с помощником показывают фокус. В ряд стоят 12 за-
крытых пустых шкатулок. Фокусник уходит, а зритель на виду
у помощника прячет по монетке в любые две шкатулки по сво-
ему выбору. Затем возвращается фокусник. Помощник откры-
вает одну шкатулку, в которой нет монетки. Далее фокусник
указывает на 4 шкатулки, и их одновременно открывают. Цель
фокусника — открыть обе шкатулки с монетками. Предложи-
те способ, как договориться фокуснику с помощником, чтобы
этот фокус всегда удавался.

Константин Кноп

1Международный математический турнир городов https://www.turgor.ru
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