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Обозначения

В книге будут использоваться следующие обозначения:

N — множество натуральных чисел;
Z — множество целых чисел;
Q — множество рациональных чисел;
[F ] — площадь фигуры F ;
(a1, . . . , an) — наибольший общий делитель чисел a1, . . . , an;
‖x‖ = min({x} , 1−{x}) — расстояние от x до ближайшего целого числа;
жирными латинскими буквами (a, b,. . . ) будут обозначаться векторы;
δq(m) — характеристическая функция делимости на q:

δq(m) =

{
1, если m ≡ 0 (mod q),

0, если m 6≡ 0 (mod q).
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Предисловие

Решетки точек обладают важными свойствами и в различных исследо-
ваниях являются инструментом, который позволяет задачи алгебры, тео-
рии чисел, анализа изучать при помощи геометрических средств, и обрат-
но — многие чисто геометрические проблемы при помощи решеток удается
проанализировать аналитическими или арифметическими методами.

В различных монографиях и учебниках, научно-популярных книгах и
журнальных статьях, материалах школьных и студенческих математиче-
ских олимпиадах можно обнаружить многочисленные красивые теоремы
и задачи из теории точечных решеток. В данной книге мы постарались
собрать достойную коллекцию, которая позволит активному читателю по-
знакомиться с наиболее интересными (на наш взгляд) аспектами теории
точечных решеток.

Книга в первую очередь адресована учащимся, студентам, аспирантам,
преподавателям школ и вузов, которые связаны с организацией факульта-
тивов и кружков в средней школе, спецкурсов и спецсеминаров в вузовских
аудиториях. Она также будет полезна при подготовке к олимпиадам и при
проведении занятий в летних математических школах.

Работа выполнена в рамках научного гранта, выделенного в 2006 году
«Клубом ФМШ Колмогорова», который объединяет учащихся, выпускни-
ков, преподавателей и ветеранов школы им. А. Н. Колмогорова Специали-
зированного Учебно–Научного Центра МГУ им. М. В. Ломоносова.

Москва, Теплый Стан
Июль 2006

Вавилов В. В.
Устинов А. В.
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Глава 1

Решётки

Рассмотрим на плоскости два семейства параллельных прямых, разби-
вающих плоскость на равные параллелограммы; множество Λ всех точек
пересечения этих прямых (или множество вершин всех параллелограммов)
называется точечной решеткой или просто решеткой, а сами точки — уз-
лами решетки. Любой из этих параллелограммов называется фундамен-
тальным параллелограммом или параллелограммом, порождающим ре-
шетку; площадь фундаментального параллелограмма решетки Λ обозна-
чим через ∆ = ∆(Λ).

Задать решетку можно еще и так. Предположим, что на плоскости за-
даны две пересекающиеся прямые l0 и m0, а также два положительных
числа a и b. По обе стороны от прямой l0 проведем параллельные пря-
мые l±1, l±2, l±3 ,. . . на расстояниях a, 2a, 3a, . . . от нее. Аналогично по
обе стороны от прямой m0 на расстояниях b, 2b, 3b,. . . проведем прямые
m±1, m±2, m±3,. . . Отметим все точки пересечения прямых li c прямыми
mj; множество всех этих точек пересечения и является решеткой (рис. 1).

Рис. 1 Рис. 2

Важно иметь в виду, что решетка состоит из точек (узлов), а сами пря-
мые к ней не относятся. Одна и та же решетка может быть получена при
помощи различных семейств параллельных прямых. Так на рис. 2 изобра-
жена так называемая ортогональная целочисленная решетка Z2, состоя-
щая из точек с целыми координатами в декартовой системе координат, где
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1.1. Основные свойства 6

те же самые точки являются точками пересечений различных семейств
параллельных прямых. Отметим, что понятие фундаментального парал-
лелограмма решетки тесно связано не только с самой решеткой, но и с
семействами параллельных прямых, ее определяющих.

Другим удобным способом задания решетки точек на плоскости явля-
ется следующий. Пусть a и b ненулевые и неколлинеарные векторы, O —
некоторая точка (обычно в качестве точки O выбирается начало коорди-
нат). Тогда множество всех таких точек P , что OP = ma + nb, где m,
n — целые числа, является решеткой. Пара векторов a и b, порождающих
решётку, называется её базисом. Так целочисленная решетка Z2 порож-
дается базисом i = (1, 0), j = (0, 1). Другим важным примером является
треугольная (гексагональная) решётка, которая получается если выбрать
a = (1, 0) и b = (1

2 ,
√

3
2 ).

Аналогично, начиная с трех ненулевых и некомпланарных векторов,
легче всего определить решетки точек в пространстве. Например, орто-
гональная целочисленная решетка Z3 в пространстве получается, если в
качестве базиса выбрать векторы i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).

1.1 Основные свойства

1.1. Докажите следующие важнейшие свойства решеток
а) Параллельный перенос, переводящий один узел решетки в другой ее

узел, переводит решетку саму в себя.
б) Если три вершины параллелограмма являются узлами некоторой ре-

шетки, то и четвертая его вершина — тоже узел этой решетки. (Правило
параллелограмма.)

в) Прямая, проходящая через два узла решетки, содержит бесконечно
много узлов решетки. При этом все расстояния между соседними узлами,
лежащими на прямой, равны между собой.

г) Решетка центрально симметрична относительно любого своего узла.
д) Параллелограмм с вершинами в узлах некоторой решетки является

фундаментальным тогда и только тогда, когда он кроме своих вершин не
содержит внутри себя, и на сторонах никаких других узлов решетки.

е) Площадь фундаментального параллелограмма не зависит от выбора
базиса решётки.

ж) Пересечение решеток есть решетка.
1.2. Пара векторов a = me1+ne2 и b = ke1+le2, где m, n, k, l — целые

числа, тогда и только тогда порождает ту же решетку, что и векторы e1 и
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e2, то есть Λ(a,b) = Λ(e1, e2), когда

|ml − nk| = 1.

1.3. Характеристическое свойство решетки. Пусть множество X

точек плоскости обладает следующими свойствами:
а) X содержит три точки не принадлежащие одной прямой;
б) для точек множества X выполняется правило параллелограмма, то

есть если точки A, B, C ∈ X являются вершинами параллелограмма
ABCD, то и точка D ∈ X;

в) расстояния между любыми двумя точками множества X не меньше
некоторого числа d > 0.

Докажите, что X является решеткой точек.
1.4. Kристаллографическое неравенство. (Cм. [17].) а) Пусть d =

d(Λ) обозначает наименьшее расстояние между двумя точками решетки Λ
и ∆ = ∆(Λ) — площадь ее фундаментального параллелограмма. Докажи-
те, что

d 6
√

2√
3
∆;

при этом, знак равенства имеет место только в том случае, если Λ — гек-
сагональная решетка.

б) Докажите, что для наименьшего расстояния d(Λ) пространствен-
ной (трехмерной) решетки с объемом фундаментального параллелепипеда
V (Λ) имеет место неравенство

d(Λ) 6 3

√√
2V (Λ).

1.5. Области Дирихле. Для фиксированного узла решетки Λ рас-
смотрим область D(Λ), состоящую из точек, расстояние от которых до
выбранного узла не больше, чем расстояние до всех других узлов решетки
(так называемую область Дирихле).

а) Докажите, что D(Λ) представляет собой квадрат, прямоугольник или
шестиугольник c попарно параллельными противоположными сторонами.

б) Докажите, что площадь области D(Λ) совпадает с площадью фунда-
ментального параллелограмма решетки Λ.

1.6. Рассмотрим три линейных преобразования плоскости Oxy («пра-
вый перекос», «левый перекос» и «симметрия»:

R : (x; y) → (x; x + y), L : (x; y) → (x− y; y), S : (x; y) → (y; x),

которые являются взаимно однозначными отображениями решетки Z2 на
себя.
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а) Докажите, что RL = LR и приведите примеры, когда LS 6= SL и
RS 6= SR.

б) Докажите, что при помощи преобразований R, L и S узел (a; b) ре-
шетки Z2 можно перевести в узел (d; 0), где d = (a, b) — наибольший общий
делитель чисел a и b. Покажите, что из узла (a; b) можно получить узел
(p; q) тогда и только тогда, когда (a, b) = (p, q).

в) Докажите, что при помощи композиций преобразований R, L, S мож-
но получить все преобразования решетки Z2, которые имеют вид

(x; y) → (ax + by; cx + dy),

где a, b, c, d — целые числа и |ad − bc| = 1. (Сравните с утверждением
зад. 1.2.)

1.7. Общие целочисленные решетки. Если решетка Λ обладает
тем свойством, что квадраты расстояний от какого-либо ее узла до всех
других узлов выражаются целыми числами, то такая решетка называется
целочисленной (см. [38]).

Пусть пара векторов e1 и e2 порождает целочисленную решетку Λ. Про-
верьте, что квадрат расстояния между точками этой решётки выражается
квадратичной формой вида

am2 + bmn + cn2,

где a = |e1|2, c = |e2|2, b = 2(e1, e2) и a, b, c — целые числа.
Докажите, что 4ac − b2 = 4∆2(Λ); целое число D = 4ac − b2 > 0 назы-

вается дискриминантом решетки.
1.8. Подрешётка. Если каждая точка решетки Λ является также точ-

кой решетки M , то Λ называется подрешёткой решетки M . Индексом под-
решетки Λ решетки M называется величина

D =
∆(Λ)

∆(M)
.

а) Проверьте, что индекс подрешетки Λ решетки M всегда является
натуральным числом.

б) Докажите, что если D — индекс подрешетки Λ решетки M , то

DM ⊂ Λ ⊂ M,

где
DM = {(Dx, Dy) : (x, y) ∈ M}
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— гомотетичная M решетка точек.
1.9. Взаимная решетка. Пусть Λ решетка и ABCD — её некоторый

фундаментальный параллелограмм; [ABCD] = ∆. Рассмотрим паралле-
лограмм AB′C ′D′ такой, что

AD′⊥AD, AB′⊥AB, AB′ =
AB

∆
, AD′ =

AD

∆
,

и, кроме того, точки C, D, B′ лежат по одну сторону от прямой AB, а точки
B, C, D′ — по одну сторону от прямой AD. Построенный параллелограмм
AB′C ′D′ порождает некоторую решетку Λ∗, которая называется взаимной
решеткой для решетки Λ.

а) Докажите, что взаимная решетка Λ∗ по данной решетке Λ определя-
ется единственным образом, то есть не зависит от выбора фундаменталь-
ного параллелограмма ABCD решетки Λ.

б) Докажите равенство ∆(Λ) ·∆(Λ∗) = 1.
в) Докажите, что Λ∗∗ = Λ.

1.2 Разные задачи

1.10. (Аргентина, [60]; см. также [31].) Пусть X бесконечное множество
точек плоскости таково, что внутри любого круга имеется только конечное
число его точек или вообще нет точек из X и, кроме того:

а) (0, 0) ∈ X ;
б) Если (a, b) ∈ X и (c, d) ∈ X, то (a− c, b− d) ∈ X;
в) Существует такое α, что Rα

O(X) = X, где Rα
O обозначает поворот

плоскости на угол α вокруг точки O = (0, 0).
Докажите, что α может принимать только следующие значения: ±60◦,

±90◦, ±120◦, ±180◦.
1.11. Следующие два утверждения можно рассматривать как факты

связанные с одномерными решётками.
а) Даны два натуральных числа. За один ход разрешается прибавить к

некоторому целому числу одно из чисел a, b или вычесть из него одно из
этих чисел. Можно ли таким образом из числа 0 получить заданное число
c?

б) Пусть заданы n натуральных чисел a1, a2, . . . , an. Тогда целое число
c можно получить из 0 ходами ±a1, ±a2, . . . , ±an тогда и только тогда, ко-
гда число c делится на (a1, a2, . . . , an) (наибольший общий делитель чисел
a1, a2, . . . , an).

1.12. а) Пусть целочисленный квадратный трехчлен x2 + px + q пред-
ставлен точкой (p, q) на целочисленной решетке. Обозначим число целых
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точек, содержащихся в квадрате

−n 6 p, q 6 n

и представляющих трехчлен без вещественных корней через T (n). Дока-
жите, что

lim
n→∞

T (n)

(2n + 1)2 = 0.

б) (См. [39].) Пусть R(n) — количество многочленов ax2+bx+c с целыми
коэффициентами

−n 6 a, b, c 6 n,

приводимых над Q. Докажите, что

lim
n→∞

R(n)

(2n + 1)3 = 0.

1.13. В уравнении x2 + px + q = 0 за один шаг разрешается изменить p

на p±1 или q на q±1. Из уравнения x2−x−1 = 0 за несколько шагов полу-
чилось уравнение x2 + 5x + 7 = 0. Докажите, что одно из промежуточных
уравнений имело целые корни.

1.14. Пусть на плоскости Oxy заданы n векторов v1, v2, . . . , vn с цело-
численными координатами. Докажите, что множество точек M плоскости,
в которые можно попасть из точки O ходами ±v1, ±v2, . . . , ±vn, пред-
ставляет собой некоторую решетку. При этом, если с каждым вектором vi

в семействе векторов v1, v2, . . . , vn имеется равный ему по длине и пер-
пендикулярный, то множество «достижимых» точек M будет квадратной
решеткой.

1.15. а) (Вьетнам, [26].) На решетке Z2 отмечены n > 3 узлов так, что
любые три из них образуют треугольник, медианы которого не пересека-
ются в узле этой решетки. Найдите наибольшее число n, при котором это
возможно.

б) (Румыния, [26].) На решетке Z3 отмечены 37 узлов, никакие три из
которых не лежат на одной прямой. Докажите, что из них можно выбрать
такие 3 точки, что центр тяжести образованного ими треугольника будет
узлом решетки.

1.16. (Венгрия, см. [34].) Пусть a, b, c, d такие целые числа, что система
уравнений

ax + by =m,

cx + dy =n
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для всех целых n и m имеет решение в целых числах. Докажите, что

|ad− bc| = 1.

1.17. (См. [20]) Докажите, что для квадратичной формы

f(n,m) = am2 + 2bmn + cn2

c действительными коэффициентами a, b, c, такими что ac−b2 = 1 и a > 0,
существует такая пара целых чисел (m,n), что

0 < f(m,n) 6 2/
√

3.

1.18. (См. [20]) а) Рассмотрим функцию

f(x, y) = x2 + xy + y2.

а) Докажите, что для любой точки (x, y) найдётся такая пара целых
чисел (m,n), что

f(x−m, y − n) = (x−m)2 + (x−m)(y − n) + (y − n)2 6 1/2.

б) Обозначим через fmin(x, y) наименьшее из всех чисел f(x−m, y−n)
при целых m и n. Утверждение задачи а) состояло в том, что выполняется
неравенство

fmin(x, y) 6 1/2 для всех (x, y).

Докажите, что на самом деле верно более сильное неравенство

fmin(x, y) 6 1/3,

и найдите все точки, для которых

fmin(x, y) = 1/3.

в) Рассмотрим функцию

f(a, x, y) = x2 + axy + y2, 0 6 a 6 2.

Найдите какое–либо число C (зависящее от a) так, чтобы для всех (x, y)
выполнялось неравенство

|fmin(a, x, y)| 6 C.

Постарайтесь найти точную оценку.
1.19. В пространстве заданы четыре точки, не лежащие в одной плоско-

сти. Сколько существует различных параллелепипедов, три вершины кото-
рых совпадают с заданными точками? Опишите способы построения таких
параллелепипедов.

1.20. Докажите, что для кубической решетки Z3 область Дирихле —
куб; для кубической решетки с центрами граней всех единичных кубиков —
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ромбододекаэдр, гранями которого являются двенадцать равных ромбов;
для кубической решетки с центрами единичных кубиков — усеченный ок-
таэдр, гранями которого являются восемь квадратов и шесть правильных
шестиугольников.

1.21. Докажите, что у любой решетки можно так выбрать базис e1, e2,
что |e2| > |e1|, длина проекции вектора e2 на направление вектора e1 не
превосходит половины длины вектора e1 и угол между векторами e1 и e2

не тупой. Такой базис называется приведённым.
1.22. (См. [20]) а) В условиях задачи 1.7 докажите, что базис целочис-

ленной решётки можно выбрать так, что будут выполняться неравенства

c > a > b > 0 и D > 3ac.

б) Докажите, что при заданной площади ∆ фундаментального парал-
лелограмма существует лишь конечное число различных (с точностью до
перемещения) целочисленных решеток.

В частности, при ∆2 = 1 существуют лишь одна такая решётка — Z2, а
при ∆2 = 15/4 — две различные целочисленные решетки.

1.23. а) Докажите, что все решения сравнения 2x + 3y ≡ 0 (mod 17)
образуют подрешетку Λ в Z2 и найдите ∆(Λ). Проверьте, что та же самая
решетка получается, если рассматривать сравнения 9x + 5y ≡ 0 (mod 17)
или 8x− 5y ≡ 0 (mod 17).

б) Докажите, что точки (x, y) с целыми координатами, для которых x2+
y2 кратно 17, образуют две ортогональные решетки, пересечение которых
также решётка.

1.24. Множество Λ состоит из середин всех отрезков с концами в узлах
решетки M . Докажите, что Λ — подрешётка решетки M и найдите ее
индекс.

1.25. Даны натуральные числа m и n. На одном из полей бесконечной
шахматной доски стоит фигура, которая ходит буквой «Г» на m полей в од-
ном направлении и на n в перпендикулярном. Докажите, что центры всех
клеток, на которые может попасть такая фигура образуют подрешетку в
Z2.

1.26. Найдите индексы подрешеток (в решетке Z2) из задач 1.23 и 1.25.
1.27. Сколько существует подрешеток в решетке Z2, имеющих индекс

n?
1.28. Будем говорить, что два вектора c и d решетки M находятся в

одном классе относительно подрешетки Λ, если вектор c − d лежит в Λ.
Проверьте, что принадлежность одному классу относительно подрешетки
Λ является отношением эквивалентности и разбивает решетку M на непе-
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ресекающиеся классы. Докажите, что число классов совпадает с индексом
подрешетки Λ решетки M .

1.29. Нарисуйте фундаментальные параллелепипеды решеток из зад. 1.20.
Найдите индексы подрешетки Z3 в этих решетках.

1.30. (А. Н. Колмогоров) а) Пусть плоскость разбита на единичные
квадраты. Проверьте, что их можно раскрасить в пять цветов так, что
центры квадратов одного и того же цвета будут расположены в вершинах
квадратной сетки. При каком числе цветов возможно аналогичная рас-
краска?

б) Докажите, что если плоскость покрыта шестиугольниками равного
размера, то их можно раскрасить в семь цветов так, что центры ближай-
ших шестиугольников одного и того же цвета будут лежать в вершинах
ромбов с острым углом 60◦ (другими словами, будут являться вершинами
гексагональной решетки). При каком числе цветов возможна аналогичная
раскраска?

1.31. Пусть Λ ⊂ Z2 — двумерная решётка с базисом

λ1 = (a, b), λ2 = (c, d).

Этой решетке поставим в соответствие матрицу

A =

(
a b
c d

)
, det A = δ 6= 0,

с целыми коэффициентами. Рассмотрим матрицу

A−1 =
1

δ

(
d −b

−c a

)
.

Проверьте, что такой матрице соответствует взаимная решетка Λ∗ с бази-
сом λ∗1, λ∗2, где

λ∗1 =
1

δ
(d,−b) , λ∗2 =

1

δ
(−c, a) .

1.32. Зоны Бриллюэна. (см. [18])) Пусть O — некоторый узел решет-
ки Λ. Для каждого из остальных узлов P решетки проведем серединный
перпендикуляр к отрезку OP . Проведенные прямые разбивают плоскость
на части (выпуклые многоугольники). Припишем каждой из частей нату-
ральное число r (ранг) по следующему правилу: часть, содержащая точку
O получает ранг 1 (это область Дирихле D(Λ)); части, граничащие с ней
по стороне, — ранг 2, части, граничащие с ними по стороне (и отличные
от уже рассмотренных), — ранг 3 и т. д.
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Обозначим (для выбранного узла O) через B(Λ, r) объединение всех
многоугольников ранга r, r = 1, 2, 3, . . . (это и есть зоны Бриллюэна).
Докажите, что

[B(Λ, r)] = [D(Λ)] (r = 1, 2, 3, ...).

1.33. Дельта-функция Коробова. Пусть δq(m) — характеристиче-
ская функция делимости на q (см. обозначения на стр. 3).

Докажите, что при любом целом m и любом натуральном q выполняется
равенство

δq(m) =
1

q

q∑
x=1

e2πimx
q ,

где eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ.

1.34. (См. [22].) Тригонометрическая сумма решетки. Пусть Λ ⊂
Z2 — двумерная решётка с базисом λ1, λ2. Будем обозначать через M(Λ)
множество, состоящее из точек взаимной решетки Λ∗, лежащих в единич-
ном «квадрате» [0; 1)× [0; 1).

а) Докажите, что число элементов множества M(Λ) равно | det Λ|.
б) Для решетки Λ и целого вектора m = (m1,m2) определим характе-

ристическую функцию δΛ решетки Λ равенством

δΛ(m) =

{
1, если m ∈ Λ;

0, если m /∈ Λ.

Докажите, что

δΛ(m) =
1

| det Λ|
∑

x∈M(Λ)

e2πi(m,x).

в) Проверьте, что аналогичное утверждение выполняется и для цело-
численных решёток в пространствах большей размерности.



Глава 2

Формула Пика

2.1 Примитивные треугольники

Будем говорить, что некоторый многоугольник расположен на какой–
либо решетке, если все его вершины являются узлами этой решетки.

Примитивным называется треугольник, который на своей границе и
внутри не содержит узлов решетки, отличных от вершин треугольника.

2.1. Докажите, что параллелограмм является фундаментальным тогда
и только тогда, когда каждый из треугольников, на которые его делит
диагональ — примитивный.

2.2. Докажите, что площадь любого треугольника на решетке не мень-
ше ∆(Λ)/2.

2.3. Докажите, что треугольник является примитивным тогда и только
тогда, когда его площадь равна ∆(Λ)/2.

2.4. Докажите, что треугольник ABC — примитивный тогда и только
тогда, когда всевозможные треугольники, полученные из ABC параллель-
ными переносами, переводящими узел A в различные узлы решетки, не
накладываются друг на друга.

2.5. Докажите, что для любого достаточно большого числа M на решет-
ке Z2 существует примитивный треугольник, все стороны которого больше
этого числа M .

2.6. Докажите, что для любых узлов A и B решетки Z2, на отрезке
между которыми нет других узлов, найдется узел C такой, что треуголь-
ник ABC — примитивный. При этом узел C можно выбрать так, что угол
ACB будем тупым или прямым.

Будет ли аналогичное утверждение справедливо на произвольной ре-
шетке Λ?

2.7. (Киев, [13]) На решетке Z2 расположен треугольник со сторонами

15
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a, b, c и радиусом описанной окружности R. Докажите, что abc > 2R.

2.8. (Москва, [15]) На клетчатой бумаге выбраны три точки A, B, C,
находящиеся в вершинах клеток. Докажите, что если треугольник ABC

остроугольный, то внутри или на сторонах его есть по крайней мере одна
вершина клетки.

2.9. Пусть A и B — два узла решетки Z2, из которых второй на p

клеток правее и на q выше первого, то есть расстояние между узлами
равно

√
p2 + q2. Вычислите расстояние от ближайшего к прямой AB узла

решетки, не лежащего на этой прямой.
2.10. (Материалы жюри ВМО) Любую вершину треугольника разреша-

ется симметрично отразить относительно другой и заменить ее полученной
точкой. Можно ли такими операциями любой треугольник превратить в
прямоугольный или остроугольный?

2.11. (Венгрия, [34]) Вершины треугольника являются узлами решетки
Z2 и на его сторонах нет других узлов решетки. Докажите, что если такой
треугольник внутри себя содержит ровно один узел решетки, то он явля-
ется центром тяжести (точкой пересечения медиан) этого треугольника.

2.12. (А. В. Устинов) На плоскости расположен треугольник так, что
его вершины являются узлами целочисленной решетки, а других точек
решётки (кроме вершин) на его сторонах нет. Докажите, что если внутри
такого треугольника находится ровно два узла решётки, то они лежат на
одной из медиан треугольника.

2.13. (А. В. Устинов) На плоскости расположен выпуклый четырех-
угольник так, что его вершины являются узлами целочисленной решетки,
а других точек решётки (кроме вершин) на его сторонах нет. Докажите,
что если внутри такого треугольника находится ровно один узел решётки,
то он является серединой одной из диагоналей четырехугольника.

2.14. (Н. Б. Васильев, [9]). Докажите, что если решетку Z2 разбить на
четыре непересекающихся подрешетки с клетками 2 × 2, то вершины лю-
бого примитивного треугольника решетки Z2 обязательно попадут в узлы
трех разных указанных подрешеток.

2.15. (См. [25] .) Четыре кузнечика сидят в вершинах квадрата. Каж-
дую минуту один из них прыгает в точку, симметричную ему относительно
другого кузнечика. Докажите, что кузнечики не могут в некоторый момент
оказаться в вершинах квадрата большего размера.

2.16. Игра «Чехарда». (Москва, см. [15]) В трех вершинах квадрата
находятся три кузнечика. Они играют в чехарду, то есть прыгают друг
через друга, причем если кузнечик A прыгает через кузнечика B, то после
прыжка он оказывается от B на том же расстоянии, что и до прыжка, и,
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естественно, на той же прямой. Может ли после нескольких прыжков один
из кузнечиков попасть в четвертую вершину?

2.17. (Н. Б. Васильев, [9]) Три кузнечика (три точки) в начальный
момент времени сидят в трех вершинах одной клетки решетки Z2, а затем
начинают играть «в чехарду»: каждый может прыгнуть через одного из
двух других, после чего оказывается в симметричной относительно него
точке (ясно, что после любого числа таких прыжков кузнечики будут по-
падать в узлы решетки). В каких тройках точек могут через несколько
прыжков оказаться кузнечники?

2.18. а) В плоскости заданы 5 точек с целыми координатами. Докажите,
что имеются три из них, которые являются вершинами треугольника с
целой площадью.

б) В пространстве заданы 19 точек с целыми координатами. Докажите,
что среди них найдется четыре, которые являются вершинами тетраэдра
с целым объемом.

2.2 Формула Пика и ее обобщения

Многоугольник называется простым, если его граница является за-
мкнутой ломаной, которая не имеет точек самопересечения и к каждой
его вершине примыкают ровно две стороны.

Для площади [P ] такого многоугольника, расположенного на решетке
Λ имеет место формула

[P ] =

(
Ni +

Ne

2
− 1

)
·∆(Λ),

где Ni и Ne обозначают, соответственно, число узлов решетки, располо-
женных внутри и на границе многоугольника P , а ∆(Λ) — площадь фун-
даментального параллелограмма решетки Λ. Эту формулу обнаружил в
1899 году Дж. А. Пик (см. [107]).

2.19. Формула Пика I. (См [87].) Докажите, что
а) любой простой многоугольник имеет по крайней мере одну внутрен-

нюю диагональ;
б) любой простой многоугольник можно разрезать внутренними диаго-

налями на треугольники;
в) любой треугольник на решетке можно разбить на примитивные тре-

угольники этой решетки и, тем самым, любой простой многоугольник на
решетке можно разбить на примитивные треугольники;
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г) число примитивных треугольников разбиения простого многоуголь-
ника на решётке не зависит от манеры разбиения и это число равно

2Ni + Ne − 2.

д) имеет место Формула Пика.
2.20. Формула Пика II. (См. [31].) а) Установите сначала формулу

для треугольника, две стороны которого направлены по линиям решетки.
б) Установите формулу для любого треугольника на решетке.
в) Каждому многоугольнику P с вершинами в узлах решетки Λ поста-

вим в соответствие число f(P ) = Ni + Ne/2 − 1. Пусть P разрезан на
многоугольники P1 и P2 с вершинами в узлах решетки. Тогда нетрудно
установить, что если формула Пика верна для двух из многоугольников
P , P1 и P2, то она верна и для третьего многоугольника.

г) Докажите формулу Пика.
2.21. Докажите, что для любого простого многоугольника P с n просты-

ми лакунами (которые сами являются простыми многоугольниками; при
этом, граница этого многоугольника есть объединение границы исходного
с границами лакун) на решетке Λ, имеет место равенство

[P ] = (Ni + Ne/2− 1 + n)∆,

где ∆ = ∆(Λ) — площадь фундаментального праллелограмма, Ni — число
узлов решетки, расположенных внутри P , но не на границе лакун и не
внутри лакун, а Ne — число узлов решетки, которые принадлежат границе
P и границам всех лакун.

2.22. (См. [104]). Пусть f(P ) = aNi(P ) + bNe(P ) + c, где a, b, c — неко-
торые числа. Предположим, что эта функция, заданная на всех простых
многоугольниках и расположенных на целочисленной решетке Z2 такова,
что f(P ) = f(P1) + f(P2), если P разбит некоторой ломаной с вершинами
в узлах решетки на два простых многоугольника P1 и P2 (такие функции
называются аддитивными). Докажите, что b = a/2 и c = −a.

2.23. (Cтуденческая олимпиада, мехмат МГУ, см. [45]). В простран-
стве дан параллелепипед с вершинами в узлах целочисленной решетки Z3.
Внутри параллелепипеда расположено a узлов, на внутренней части гра-
ней (исключая ребра) — b узлов, на ребрах (исключая вершины) — c узлов.
Докажите, что объем параллелепипеда равен a + b/2 + c/4 + 1.

2.24. (Всесоюзная студенческая олимпиада, см. [45].) Все вершины вы-
пуклого многогранника M являются узлами решетки Z3. Обозначим через
N(F ) число узлов, лежащих в многограннике F или на его поверхности,
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а через [M ] — объем многогранника M . Обозначим через kM многогран-
ник, радиус–векторы точек которого получаются умножением на число k

радиус–векторов точек из M . Докажите, что

6[M ] = N(3M)− 3N(2M) + 3N(M)− 1.

2.25. ([33]) а) Докажите, что для любого простого многоугольника P

на решетке Z2 имеет место формула

2[P ] = N(2P )− 2N(P ) + 1,

где N(F ) — обозначает число узлов решетки, попавших внутрь и на гра-
ницу фигуры F ; nF — фигура, получающаяся из F растяжением в n раз
относительно начала координат.

б) Для любого простого многоугольника P на целочисленной решетке
Z2 функция N(nP ) является многочленом второй степени от n при целых
n > 0.

в) Если p(n) = N(nP ) = an2 + bn + c, то для числа узлов решетки
Z2, попавших внутрь многоугольника nP имеет место равенство Ni(nP ) =
p(−n).

г) Для числа узлов Ne(P ), попавших на границу простого многоуголь-
ника P на решетке Z2 справедливо равенство

Ne(P ) = 4N(P )−N(2P )− 3.

д) (Cм. [8], [33]) Пусть P , Q — выпуклые простые многоугольники. Опре-
делим их сумму Минковского mP +nQ, где m, n — неотрицательные целые
числа, следующим образом

mP + nQ = {x = mp + nq : p ∈ P,q ∈ Q}.
Докажите, что функция N(mP + nQ) является многочленом второй

степени от m и n.

2.3 Приложения Формулы Пика

2.26. Существует ли на решетке Z2 квадрат со сторонами не параллель-
ными координатным осям, со стороной, равной а) 2501, б) 103?

2.27. Квадрат со стороной
√

65 расположен на решетке Z2. Сколько уз-
лов этой решетки он содержит внутри себя? Сколько узлов решетки может
содержать квадрат со стороной 5, расположенный на решетке Z2?

2.28. Стороны параллелограмма площади 1 разделены на n и m рав-
ных частей и точки деления соединены как показано на рис. 3. Докажите,
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что площади заштрихованных маленьких параллелограммов равны соот-
ветственно 1/(mn− 1) и 1/(nm + 1).

A B

CD

m

n

A B

CD n

m

Рис. 3

2.29. Докажите, что площадь восьмиугольника, полученного в резуль-
тате соединения вершин квадрата площади 1 с серединами его сторон, рав-
на 1/6 (см. рис. 4).

Рис. 4

2.30. Стороны треугольника ABC площади 1 разделены на три равные
части и точки деления соединены с вершинами треугольника как показано
на рис. 5. Докажите, что площадь заштрихованного треугольника равна
1/7.

A

B

C

Рис. 5

2.31. (См. [9]) Шахматный король обошел доску 8× 8 клеток, побывав
на каждом поле ровно один раз и последним ходом вернувшись на исход-
ное поле. Ломаная, соединяющая последовательно центры полей, которые
проходил король, ограничивает простой многоугольник.

а) Какую наибольшую длину может иметь такая ломаная?
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б) Какую площадь может ограничивать эта ломаная?
2.32. а) Пусть вершины выпуклого n–угольника находятся в узлах ре-

шетки Z2, а внутри и на его сторонах нет других узлов решетки. Докажите,
что n 6 4.

б) (Москва, [15]) В пространстве расположен выпуклый многогранник,
все вершины которого находятся в целочисленных точках (то есть все три
координаты каждой вершины — целые числа). Других целочисленных то-
чек внутри, на гранях и на ребрах многогранника нет. Докажите, что число
вершин многогранника не превосходит 8.

2.33. а) (Ленинград, [43]). Все вершины выпуклого пятиугольника яв-
ляются узлами решетки Z2, а его стороны — целые числа. Докажите, что
периметр такого пятиугольника является чётным числом.

б) Докажите аналогичное утверждение для любой замкнутой ломаной
с целочисленными длинами звеньев.

2.34. (Россия, [59]). Докажите, что внутри любого выпуклого пяти-
угольника на решетке Z2 найдется хотя бы один узел этой решетки. Спра-
ведливо ли аналогичное утверждение для невыпуклого пятиугольника?

2.35. Внутри выпуклого многоугольника на решетке имеется ровно 1
узел. Какое наибольшее число вершин он может иметь?

2.36. Произвольный квадрат размером n × n на плоскости, очевидно,
покрывает (n + 1)2 узлов решетки Z2, если один из его углов находится
в узле решетки, а его стороны параллельны линиям решетки. Докажите,
что при любом расположении такого квадрата на плоскости он покрывает
не более (n + 1)2 точек решетки Z2.

2.37. Пусть P — выпуклый многоугольник периметра p на решетке Z2.
Докажите, что

Ni(P ) 6 [P ] +
p

2
+ 1.

2.38. (Москва, 1973) На бесконечной шахматной доске с клетками раз-
мером 1× 1 проведена замкнутая несамопересекающаяся ломаная, прохо-
дящая по сторонам клеток. Внутри ломаной оказалось k черных клеток.
Какую наибольшую площадь может иметь фигура, ограниченная этой ло-
маной?

2.39. Пусть вершины треугольника ABC являются узлами решетки Z2,
а внутри него имеется ровно один узел этой решетки.

а) Какое наибольшее число узлов решетки может быть на границе тре-
угольника ABC?

б) Докажите, что [ABC] 6 9/2.
2.40. (См. [114].) Докажите, что для любого выпуклого многоугольни-

ка на решетке, имеющего Ne точек на границе и Ni > 1 точек внутри,
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имеет место неравенство Ne 6 2Ni + 7. Опишите все многоугольники, для
которых неравенство обращается в равенство.

2.41. (Международная олимпиада, см.[35].) Докажите, что для любого
n > 3, на плоскости можно выбрать n точек так, чтобы:

а) расстояние между двумя любыми точками являлось иррациональным
числом;

б) любые три точки образовывали невырожденный треугольник, пло-
щадь которого выражалась бы рациональным числом.

2.42. (Студенческая олимпиада, Москва, см. [45].). На целочисленной
решетке Z2 расположено p различных треугольников, которые примыка-
ют к общей стороне AB; при этом, AB не меньше всех других сторон.
Докажите, что сумма площадей треугольников не меньше p2/8.



Глава 3

Прямые, многоугольники и
окружности на решётках

3.1 Прямые на решетках

3.1. Найдите наименьшее c, при котором
а) уравнение 7x + 9y = c имело бы ровно 6 целых положительных ре-

шений;
б) уравнение 14x + 11y = c имело бы ровно 5 целых положительных

решений.
3.2. В каких пределах должно заключаться число c, чтобы уравнение

19x + 14y = c имело бы 6 целых положительных решений?
3.3. Пусть a и b — натуральные взаимно простые числа. Рассмотрим

точки плоскости с целыми координатами (x, y), лежащие в полосе 0 6 x 6
b− 1. Каждой такой точке припишем целое число N(x, y) = ax + by.

а) Докажите, что для каждого натурального c существует ровно одна
точка (x, y) (0 6 x 6 b− 1), такая что c = N(x, y).

б) Теорема Сильвестра. Докажите, что наибольшее c, для которого
уравнение ax+ by = c не имеет решений в целых неотрицательных числах,
имеет вид c = ab− a− b.

3.4. Пусть числа a и b взаимно просты и уравнение ax + by = c имеет
ровно n решений в целых неотрицательных числах (n > 1). Докажите, что
число c должно находиться в пределах

(n− 1)ab 6 c 6 (n + 1)ab− a− b.

Докажите также, что условие

nab− a− b + 1 6 c 6 nab− 1

является достаточным для того, чтобы уравнение ax+ by = c имело ровно
n решений относительно переменных x, y > 0.

23
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3.5. Отметим на прямой красным цветом все точки вида 81x+100y, где
x, y — натуральные, и синим цветом — остальные целые точки. Найдите на
прямой такую точку, чтобы любые симметричные относительно нее целые
точки были закрашены в разные цвета.

3.6. (С. Фомин) Можно ли бесконечный лист клетчатой бумаги разбить
на «доминошки» (каждая доминошка покрывает две соседние клетки) так,
чтобы каждая прямая, идущая по линиям сетки, разрезала пополам лишь
конечное число доминошек?

3.7. (Студенческая олимпиада в США; см. [77]). Докажите, что на плос-
кости не существует такой рациональной точки P , для которой расстояния
от P до всех рациональных точек прямой y = 13x являются рациональны-
ми числами.

3.8. (Соровская олимпиада) На координатной плоскости (x, y) проведе-
ны всевозможные вертикальные прямые x = k и горизонтальные y = m,
где k и m — целые числа. Представим себе, что все эти прямые имеют
черный цвет. Проведена также прямая, уравнение которой 19x + 96y = c.

Обозначим через M число различных по длине отрезков, образоваавшихся
на красной прямой при пересечении с черными. (Концами каждого отрез-
ка являются точки пересечения красной и черной прямых. Внутри отрезка
таких точек пересечения нет). Какие значения может принимать M при
изменениях c?

3.9. (Рот К., [112]) Показать, что если p — простое, то никакие три из
p точек (i, i2), где 0 6 i 6 p− 1 и вторая координата приведена по модулю
p, не лежат на одной прямой.

3.10. а) Докажите, что единственный узел решетки Z3, принадлежащий
плоскости x +

√
2y +

√
3z = 0, — начало координат.

б) Докажите, что плоскость ax + by + cz + d = 0 тогда и только тогда
содержит три различных узла решетки Z3, когда a, b, c, d — рациональные
числа.

3.11. (Венгрия, [34]) На шахматной доске размером 8 × 8 = 64 клет-
ки произвольно проведена прямая. Чему равно наибольшее число клеток,
которое она может пересечь?

3.12. (Москва, [15]) а) Можно ли так провести прямую на листе клет-
чатой бумаги размером 20× 30, чтобы она пересекала 50 клеток?

б) Какое наибольшее число клеток может пересечь прямая, проведенная
на листе клетчатой бумаги размером m× n клеток?

3.13. (А. Ковальджи) На клетчатой бумаге по линиям сетки начерти-
ли прямоугольник со сторонами 1994 и 1995. Сколько клеток пересекает
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диагональ прямоугольника?
3.14. (Всесоюзная олимпиада, [10]) Некоторый прямоугольник разделен

прямыми, параллельными сторонам, на квадраты со стороной 1, которые
раскрашены в шахматном порядке в белый и черный цвет. Диагональ пря-
моугольника разбилась на белые и черные отрезки. Найдите отношение
суммы длин белых отрезков к сумме длин черных отрезков, если размер
прямоугольника а) 100× 99; б) 101× 99.

3.15. (Материалы жюри ВМО, Д. Митькин, А. Канель–Белов) На ли-
сте клетчатой бумаги нарисован квадрат размерами 1992× 1992, стороны
которого идут по линиям сетки. Докажите, что можно отметить 1993 уз-
ла сетки так, чтобы никакая прямая не содержала более двух отмеченных
точек.

3.16. (Россия, [10]) Бильярдный стол имеет форму правильного тре-
угольника. Докажите, что если шар после удара прошел через некоторую
точку семь раз, то он пройдет через нее еще хотя бы один раз.

3.17. (Москва, [15]) а) Дан прямоугольный бильярд размером 26×1965.
Из нижней левой лузы под углом 45◦ к бортам выпускается шар. Доказать,
что после нескольких отражений он упадет в верхнюю левую лузу.

б) Дан бильярд прямоугольной формы. В его углах имеются лузы, попа-
дая в которые шарик останавливается. Шарик выпускают из одного угла
бильярда под углом 45◦ к стороне. В какой–то момент он попал в середину
некоторой стороны. Докажите, что в середине противоположной стороны
он побывать не мог.

в) В прямоугольном бильярде размером p×2q, где p и q — целые нечет-
ные числа, сделаны лузы в каждом углу и в середине каждой стороны
длиной 2q. Из угла выпущен шарик под углом 45◦ к стороне. Докажите,
что шарик обязательно попадет в одну из средних луз.

3.18. (Москва, [15]) а) Дан лист клетчатой бумаги размером 101× 200
клеток. Начиная от какой-либо угловой клетки идем по диагонали и каж-
дый раз, дойдя до границы, меняем направление по правилу отражения
света. Попадем ли мы когда-нибудь в какую-либо угловую клетку?

б) На бесконечной шахматной доске стоит конь. Найти все клетки, куда
он может попасть за 2n ходов.

3.19. (См. [46]) Лесом называется множество цилиндрических деревьев,
радиуса 60 см, растущих внутри квадрата со стороной 1 км. Лес называется
густым, если всякий прямолинейный путь длиной 100 м имеет общую точку
хотя бы с одним деревом. Докажите, что в густом лесу не меньше 7430
деревьев.

3.20. (См. [71], [89]) Дан квадрат состоящий из n×n узлов решетки Z2.
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Можно ли выбрать 2n из данных n2 узлов так, чтобы никакие три их них
не лежали на одной прямой?

Рассмотрите случай n = 8. Найдите число существенно различных кон-
фигураций для n = 2, 3, 3, 4, 5, 6.

Докажите, что число таких точек не превышает 2n.
3.21. (См. [120], [96]) Пусть k — наибольшее число из n2 узлов решетки

Z2 и таких, что все C2
k определямые ими попарные расстояния различны.

Показать, что k 6 n. Рассмотреть случай n = 7.
3.22. ([56]) а) Докажите, что невозможно окрасить узлы решетки Z2 в

четыре цвета таким образом, чтобы на каждой прямой, параллельной осям
координат встречались все четыре цвета, и чтобы каждый прямоугольник
с вершинами в узлах решетки и сторонами параллельными осям координат
имел вершины, окрашенные в различные цвета.

б) ([47]) Докажите, что множество всех узлов решетки Z2 можно раз-
бить на два подмножества, из которых первое является конечным на каж-
дой прямой, параллельной оси абсцисс, а второе — конечным на каждой
прямой, параллельной оси ординат.

3.23. (См.[55]). Из 27 одинаковых кубиков сложили большой куб. До-
кажите, что любая прямая пересекает не более 7 малых кубиков. Прове-
денная прямая не должна пересекать ребра кубиков.

3.24. (Турнир городов; см. [52]) Куб размером 20×20×20 составлен из
2000 равных прямоугольных параллелепипедов размером 2× 2× 1. Дока-
жите, что существует прямая, перпендикулярная грани куба и проходящая
через куб, которая не «протыкает» ни один из кирпичей (в действитель-
ности, таких прямых не менее 83).

3.25. (Соросовская олимпиада) Пространство обычным образом запол-
нено единичными кубами. (К каждому кубу прилегают 6 других, имею-
щих с ним общую грань.) На трех ребрах одного из кубов, выходящих
из одной вершины, отмечены точки на расстоянии 1/19, 1/9 и 1/7 от нее
соответственно. Через эти точки проведена плоскость. Рассмотрим мно-
жество всевозможных многоугольников, образоваавшихся при пересечении
этой плоскости с кубами, заполняющими простанство. Сколько различных
(неравных) многоугольников в этом множестве?

3.2 Многоугольники на решётках

3.26. (См. [46]) Существует ли прямоугольный треугольник с целыми
сторонами, который может быть положен на клетчатую бумагу так, чтобы
его вершины попали в узлы, и ни одна из сторон не совпадала с линиями
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бумаги?
3.27. Докажите, что правильные треугольник и шестиугольник нельзя

расположить на решетке Z2.
3.28. Докажите, что не существует плоской решетки, содержащей од-

новременно квадрат и правильный треугольник.
3.29. (См. [94]) Докажите, что никакой прямоугольный треугольник с

целочисленными длинами сторон (пифагоров треугольник) нельзя распо-
ложить на гексагональной решетке.

3.30. (Москва, [15]) Построить квадрат, три вершины которого лежат
на трех данных параллельных прямых.

3.31. Докажите, что не существует ни одной решетки (двух или более
измерений), куда можно было бы поместить правильный пятиугольник.

3.32. (См. [117], [118]). Предположим, что плоский правильный n–
угольник можно расположить на решетке Zk при некотором k > 3. То-
гда n = 3, 4 или 6.

3.33. (Н. Васильев; см. [23]) Проверьте, что правильный треугольник
и квадрат можно разместить на листе бумаги в линейку (линии — па-
раллельные прямые, расположенные на одинаковых расстояниях друг от
друга).

Докажите, что никакой правильный n-угольник, n > 4, разместить на
таком листе бумаги нельзя.

3.34. (Всесоюзная олимпиада, [10].) Докажите, что на решетке Z2 нель-
зя расположить выпуклый четырехугольник, у которого одна диагональ
вдвое длинней другой, а угол между диагоналями равен 45◦.

3.35. (См. [99]) Пусть α — наименьший угол параллелограмма, располо-
женного на решетке Z2. Докажите, что имеется только три возможности:
α/π — иррациональное число, α = π/2 или α = π/4.

3.36. Пусть отношение площади многоугольника к квадрату одной из
его сторон иррационально. Докажите, что подобный ему многоугольник
нельзя расположить на решетке Z2 так, чтобы вершины лежали в узлах.

3.37. а) Докажите, что если p и q взаимно простые натуральные числа
и cos(pπ/q) рациональное число, то число cos(π/q) также рационально.

б) Докажите, что число cos(pπ/q) при взаимно простых p и q, q > 3,
рационально тогда и только тогда, когда рационально число cos(π/q).

в) Пусть p и q взаимно просты, q > 3. Докажите, что числа cos(pπ/q)
иррациональны при q 6= 3; sin(pπ/q) иррациональны при q 6= 6 и tg(pπ/q)
при q 6= 4.

3.38. (Вавилов В. В.) Пусть на плоскости задано множество

K(D) = {z : z = α + iβ; α, β ∈ Q(
√

D)},
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где D — натуральное число свободное от квадратов, Q(
√

D) — квадра-
тичное поле, состоящее из чисел вида x + y

√
D, где x, y — рациональные

числа.
Докажите следующие утверждения.
а) При любом D квадрат всегда можно расположить на K(D).
б) Если D = 2, то на K(2) можно расположить только квадрат и пра-

вильный восьмиугольник.
в) Если D = 3, то на K(3) можно расположить только квадрат и пра-

вильные треугольник, шестиугольник и двенадцатиугольник.
г) Если D 6= 2 и D 6= 3, то никакой правильный многоугольник, за

исключением квадрата, на K(D) расположить нельзя.
3.39. Докажите, что максимальное число вершин, являющихся узлами

решетки Z2, которое может иметь на плоскости правильный n-угольник (n
не кратно 4), равно двум.

3.40. (Студенческая олимпиада, Москва, см. [45].) Доказать, что на це-
лочисленной решетке Z2 любой выпуклый многоугольник площади S мож-
но заключить в параллелограмм площади не более 4S.

3.41. (См. [62], [7].) Равноугольные многоугольники. Рассмотрим
множество равноугольных многоугольников — таких, у которых все внут-
ренние углы равны, но стороны могут и отличаться друг от друга

Докажите, что из всех возможных равноугольных многоугольников на
решетке Z2 можно расположить только прямоугольник и восьмиугольник.

3.42. (См. [62], [7].) Равносторонние многоугольники. Рассмотрим
множество равносторонних многоугольников — таких, у которых все сто-
роны равны, но внутренние углы могут и отличаться друг от друга.

Докажите, что среди всех равносторонних многоугольников на решетке
Z2 можно расположить многоугольник с любым четным числом сторон и
нельзя расположить ни одного многоугольника с нечетным числом сторон.

Дополнительно докажите, что на решетке Z2 существует выпуклый рав-
носторонний многоугольник с любым четным числом сторон.

3.43. (См. [109], [41].) Дуальный многоугольник. Пусть на клетча-
той бумаге нарисован выпуклый многоугольник P = A1A2 . . . An, содер-
жащий внутри себя ровно один узел решетки O. Отложим от точки O век-
торы A1A2, A2A3, . . . , AnA1 и на каждом из них выберем ближайший
к O узел решетки. Соединяя последовательно выбранные n точек, полу-
чим многоугольник P ∗, который называется двойственным к исходному
многоугольнику P .

а) Докажите, что внутри P ∗ также будет находится ровно один узел
решетки.
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б) Докажите, что P ∗∗ = P (с точностью до центральной симмтрии).
3.44. (См. [109], [41].) Многоугольники и число 12. Пусть много-

угольник P удовлетворяет условию предыдущей задачи. Удалением тре-
угольника назовем операцию, отрезания от многоугольника P примитив-
ного треугольника, имеющего с ним две общие стороны. Обратную опера-
цию назовем добавлением треугольника.

а) Докажите, что при удалении треугольника из P происходит добавле-
ние треугольника к P ∗.

б) Докажите, что
Ne(P ) + Ne(P

∗) = 12.

3.45. (Всесоюзная олимпиада, [10]) Какой наименьший периметр мо-
жет иметь выпуклый 32–угольник, все вершины которого лежат в узлах
клетчатой бумаги со стороной клетки 1?

3.46. Дан выпуклый 109-угольник с целочисленными вершинами. Мо-
жет ли его диаметр быть меньше 1012?

3.47. (См. [92].)Докажите, что для любых 2n−1 узлов A1, A2, . . . , A2n−1

решетки Zn (n > 2), существует такой узел P этой решетки, что ни один из
отрезков PA1, PA2, . . . , PA2n−1 не содержит внутри себя узлов решетки.

3.48. (Венгрия, см. [26]) Докажите, что если четыре вершины куба,
не лежащих в одной плоскости, являются узлами решетки Z3, то и все
остальные вершины куба также являются узлами этой решетки.

3.49. а) Докажите, что среди пяти правильных многогранников в про-
странстве на решетке Z3 можно разместить куб, тетраэдр и октаэдр, но
додекаэдр и икосаэдр не вписываются ни в какую пространственную ре-
шетку.

б) Пусть в пространстве задано семейство параллельных плоскостей та-
кое, что расстояния между соседними плоскостями семейства равны. Мож-
но ли расположить в пространстве икосаэдр или додекаэдр так, чтобы их
вершины лежали на плоскостях семейства?

3.50. Докажите, что длина ребра куба с вершинами в узлах простран-
ственной ортогональной целочисленной решетки Z3 всегда является целым
числом.

3.51. (См. [3]) а) Докажите, что все тройки взаимно перпендикуляр-
ных векторов равной длины с целыми координатами (x1, y1, z1), (x2, y2, z2),
(x3, y3, z3) могут быть найдены по формулам:

x1 = 2k(ab− cd), y1 = k(a2− c2+ d2− b2), z1 = 2k(ab + cd),
x2 = 2k(ad + bc), y2 = 2k(ab− cd), z2 = k(b2− a2+ d2− c2),
x3 = k(c2− a2+ d2− b2), y3 = 2k(ac + bd), z3 = 2k(bc− ad),
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где a, b, c, d — целые числа, не равные нулю одновременно, k — натуральное
число; при этом сторона куба равна k(a2 + b2 + c2 + d2).

б) Для какого наименьшего n в куб n×n×n на решетке Z3 можно поме-
стить куб меньшего размера (вершины которого также лежат на решетке
Z3), ребра которого не параллельны осям координат?

3.3 Окружности на решётках

3.52. (Всероссийская олимпиада; см. [10]) На плоскости расположена
окружность радиуса 100, не проходящая через узлы решетки Z2 и не ка-
сающаяся прямых этой решетки. Докажите, что такая окружность пере-
секает 799 или 800 квадратов решетки.

3.53. (Материалы жюри ВМО) Два узла решетки Z2 называются со-
седними, если расстояние между равно 1. Пусть S — окружность радиуса
r > 2, не проходящая ни через один узел решетки. Узел называется внут-
ренним граничным, если он лежит внутри S, а хотя бы один из четырех
соседних узлов — вне S. Аналогично, узел называется внешним гранич-
ным, если он лежит вне S, а хотя бы один из четырех соседних узлов —
внутри S. Докажите, что разность между количеством внешних и внут-
ренних граничных точек равна 4.

3.54. (Все приведенные здесь результаты принадлежат Л. Эйлеру; см. [1],
[16]).

а) Докажите, что окружность x2+y2 = R2 проходит через узел решетки
Z2 тогда и только тогда, когда R =

√
n, где n — натуральное число. Более

того, если n делится на простое число вида 4k + 3, то на этой окружности
нет видимых из начала координат узлов решетки (узел B — видимый из
узла A, если отрезок AB не содержит других точек решетки).

б) Докажите, что если в разложении натурального числа n на простые
множители некоторое простое число вида 4k+3 входит в нечетной степени,
то окружность x2 + y2 = n не содержит ни одного узла решетки Z2, и
для всех остальных чисел n такая окружность проходит через узлы этой
решетки.

в) Пусть m — делитель числа N и m делится только на простые числа
вида 4k + 1, а частное N/m делится только на простые числа вида 4k + 3,
причем они входят в его разложение только в четных степенях. Докажите,
что на окружностях с центрами в начале координат и с радиусами

√
N

и
√

m лежит поровну узлов решетки Z2, причем на первой из них нет
видимых из начала координат узлов решетки.

г) Докажите, что на окружностях с общим центром в начале координат
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и радиусами
√

n и
√

2n , где n — натуральное число, лежит поровну узлов
решетки Z2, а если n — нечётно, то поровну и видимых из начала координат
узлов решетки.

3.55. Докажите, что при четном n на окружности радиуса n с центром
в начале координат, а при n, кратном 4, и на концентрической окружности
радиуса

√
n нет видимых из точки (0, 0) узлов решетки Z2.

3.56. Докажите, что если на окружности с центром (0, 0) лежат только
видимые из начала координат узлы решетки Z2, то квадрат радиуса не
делится ни на один квадрат натурального числа, и обратно.

3.57. (См. [54]) Пусть круг (x − x0)
2 + (y − y0)

2 6 R2 (0 6 x0, y0 6 1)
имеет площадь 10 см.2. Найдите какие-нибудь x0, y0, если известно, что
этот круг содержит внутри себя 10 узлов целочисленной решетки.

3.58. а) Проверьте, что не для каждого натурального числа n существу-
ет на плоскости круг с центром в узле решетки Z2, содержащий внутри себя
ровно n узлов этой решетки.

б) (См. [56]). Докажите, что для каждого натурального числа n суще-
ствует круг с центром в точке (

√
2; 1/3), заключающий внутри себя ровно

n узлов решетки Z2.
в) Докажите, что для каждого натурального n существует шар с цен-

тром в точке с координатами (
√

2;
√

3; 1/3), который содержит внутри себя
ровно n узлов решетки Z3.

г) (См. [47]) Докажите, что на плоскости не существует такой точки O

с двумя рациональными координатами, чтобы для каждого натурального
числа n существовал круг с центром в точке O, заключающий внутри себя
ровно n узлов решетки Z2.

д) (См. [47]) Докажите, что для каждого натурального числа n суще-
ствует круг с центром в некоторой точке O (зависящей от n) c двумя ра-
циональными координатами, заключающий внутри себя ровно n узлов из
Z2.

3.59. а) (См. [47]) Докажите, что для каждого натурального числа n

существует круг площади n, содержащий внутри ровно n узлов решетки
Z2.

б) (См. [47]) Докажите, что для каждого натурального числа n суще-
ствует квадрат, заключающий внутри себя ровно n узлов решетки Z2, а
также куб, содержащий внутри ровно n узлов решетки Z3.

3.60. а) Докажите, что окружность x2 +y2 = 5k−1 при любом натураль-
ном k содержит ровно 4k узлов решетки Z2.

б) (См. [113]) Докажите, что для каждого натурального числа n суще-
ствует окружность, на которой лежит ровно n узлов решетки Z2.
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в) (См. [95]) Докажите, что для каждого натурального числа n в про-
странстве существует шар, на поверхности которого лежит ровно n узлов
решетки Z3.

3.61. а) Докажите, что для каждого натурального числа n существует
окружность, которая содержит ровно n узлов гексагональной решетки.

б) Рассмотрим разбиение плоскости на правильные шестиугольники (пче-
линые соты). Докажите аналогичное утверждение остается верным, ес-
ли вместо узлов гексагональной решетки рассматривать вершины шести-
угольников такого разбиения.

3.62. (См. [54]) a) Имеются 64 квадратные плитки со стороной 10. Как
их следует уложить на плоскости, чтобы все 64 плитки можно было описать
окружностью радиусом 50? Существуют ли окружности меньшего радиу-
са, способные вместить все 64 плитки? Можно ли поместить 67 плиток
внутри этого же круга?

б) Чему равно максимальное число квадратных плиток со стороной 1,
которые можно расположить внутри круга радиуса 2?

3.63. (См. [47])Докажите, что если по крайней мере одна координата
центра окружности иррациональна, то на самой окружности найдется не
более двух точек с рациональными координатами.

Убедитесь, что утверждение остается в силе, если слово «иррациональ-
ное» заменить на «трансцендентное», а слово «рациональное» — на «ал-
гебраическое».

3.64. (См. [47]) Докажите, что:
а) для каждой точки P любой окружности найдется бесконечно много

точек Q таких, что расстояние PQ — рациональное число;
б) если на окружности радиуса R лежат три различные точки с рацио-

нальными расстояниями между ними, то R2 — число рациональное;
в) на окружности радиуса R, где R2 — рациональное число, существует

бесконечное множество различных точек, из которых каждые две имеют
между собой рациональное расстояние;

г) для любого натурального n > 1 на плоскости существует множество
из n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой и такие,
что расстояние между двумя любыми точками этого множества является
целым числом;

д) для произвольного натурального числа n существует n узлов решетки
Z2, лежащие на окружности и такие, что расстояние между любыми двумя
из них выражается целым числом.

3.65. (См. [47]) Докажите следующие утверждения.
а) Существуют окружности с центром в узле решетки Z2, на которых
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нет ни одной рациональной точки.
б) Существуют окружности, которые содержат ровно одну рациональ-

ную точку.
в) Существуют окружности, которые содержат ровно две рациональные

точки.
г) Если окружность с центром в начале координат (0; 0) содержит по

меньшей мере одну рациональную точку, то на такой окружности лежит
бесконечно много рациональных точек плоскости.

д) Если окружность содержит три различных рациональных точки, то
она содержит бесконечно много таких точек.

3.66. (Москва, см. [15]) Имеется шахматная доска с обычной раскраской
(границы квадратов считаются окрашенными в черный цвет). Начертить
на ней окружность наибольшего радиуса, целиком лежащую на черных
полях.

3.67. (Россия, см. [59]) На листе клетчатой бумаги с клетками размером
1×1 нарисована окружность радиуса R с центром в узле клетки. Докажи-
те, что если на ней лежит равно 1988 узлов сетки, то либо R, либо R

√
2 —

целое число.
3.68. (Студенческая олимпиада, см. [45]) Плоская фигура G называет-

ся строго выпуклой, если для любых ее точек A и B все точки интервала
(A,B) являются внутренними для G. Через αG обозначим фигуру, полу-
чаемую из G путем гомотетии в α раз с центром в начале координат. Дока-
жите, что существует замкнутая, ограниченная, строго выпуклая фигура
G, для которой существуют сколь угодно большие α такие, что на границе
αG имеется по крайней мере [

√
α] узлов решетки Z2.

3.69. (См. [19]) Окружность диаметра 2n−1 с нарисована на клетчатой
бумаге так,что ее центр совпадает с одним из узлов.

а) Какое число клеток пересекает такая окружность?

б) Найдите функцию f(n, k) такую, что в точности
n∑

k=1
f(n, k) клеток

лежат целиком внутри окружности.
3.70. Математический сад. а) (См. [56]), [40]) На плоскости распо-

ложены круги радиуса r c центрами во всех узлах целочисленной решетки
Z2, за исключением узла (0, 0). Какой длины отрезок, середина которого
совпадает с точкой (0, 0), можно разместить, чтобы он не пересекал данных
кругов?

б) (Москва, [15]). Вокруг каждого узла решетки Z2 описан круг радиуса
r. Тогда при R > (3 + r2)/2 любая окружность с радиусом R пересекает
хотя бы один из этих кругов.

в) Пусть R — заданное целое число. Опишем возле каждого узла (m,n)
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целочисленной решетки Z2, удовлетворяющей условию 1 6 n2 + m2 6 R2,
как из центра, окружность радиуса r. Если r достаточно мало, то имеют-
ся выходящие из начала координат лучи, не пересекающие ни одного из
описанных кругов (лес имеет «просветы»); таких лучей уже больше не су-
ществует, когда r достаточно велико (при r = 1/2 круги соприкасаются).
Пусть r = ρ значение, разделяющее эти два случая (граница «просвечива-
емости»). Докажите, что

1√
R2 + 1

6 ρ 6 1

R
.

3.71. (Венгрия; см. [34].) На плоскости провели окружность радиуса R

с центром в начале декартовой системы координат. Пусть δ(R) — расстоя-
ние от ближайшей точки с целочисленными координатами до проведенной
окружности. Докажите, что δ(R) → 0 при R →∞.

3.72. (См. [57], [56]) На квадратном участке со стороной 100 растут
(цилиндрические) деревья радиуса 1. Докажите, что если на этом участке
нельзя проложить (сколь угодно тонкую) прямолинейную тропинку длины
10, не задевающую ни одного дерева, то число деревьев не менее 400.

3.73. (Москва см. [14], [40]) На участке земли квадратно–гнездовым
способом посажено 10000 деревьев: 100 рядов по 100 деревьев. Какое наи-
большее число деревьев можно срубить, чтобы выполнялось следующее
условие: если встать на любой пень, то за деревьями не будет видно ни
одного другого пня? Деревья считать достаточно тонкими.

3.74. (Москва, см. [14].) На координатной плоскости нарисованы круги
радиуса 1/14 с центрами в каждой точке, у которой обе координаты —
целые числа. Докажите, что любая окружность радиуса 100 пересечет хотя
бы один из нарисованных кругов.

3.75. (См. [57].) В каждый узел целочисленной решетки на плоскости
вбили тонкие гвозди и положили вектор длины 1987. Можно ли переме-
щать его по плоскости так, чтобы повернуть на 180◦ и так, чтобы он не
задел ни одного гвоздя?

3.76. (Москва, см. [14]) В бесконечно большой каравай, занимающий все
пространство, в точках с целыми координатами впечены изюминки диамет-
ра 0, 1. Каравай разрезали на части несколькими плоскостями. Докажите,
что найдется неразрезанная изюминка.

3.77. (Студенческий математический бой; см. [45]) Плоскость засажена
деревьями — замкнутыми непересекающимися кругами диаметра 1. При
этом где бы человек ни встал и куда бы он не посмотрел, он не увидит
просвета. Докажите, что если An — количество деревьев в круге радиуса
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n с фиксированным центром, то
∞∑

n=1

An

n2 = ∞.



Глава 4

Целые точки в областях

4.1 Функции [x] и {x}
Пусть x — действительное число. Через [x] обозначим целую часть чис-

ла x, то есть такое целое число, которое удовлетворяет неравенствам

[x] 6 x < [x] + 1.

Дробной частью числа x называется величина {x} = x− [x]. Ясно, что для
любого целого числа n имеют место равенства

[x + n] = [x] + n, {x + n} = {x} .

4.1. Пусть n — натуральное число, x > 0 — действительное. Тогда
количество целых чисел a в пределах 0 6 a 6 x, которые делятся на n,
равно [x/n].

4.2. Пусть n — натуральное число. Докажите, что для целых x выпол-
няются равенства

[
x

n

]
−

[
x− 1

n

]
= δn(x),

{x

n

}
+

{
−x

n

}
= 1− δn(x),

где δn — дельта-функция Коробова (см. обозначения на стр. 3), а для про-
извольного действительного x

[
[x]

n

]
=

[
x

n

]
.

4.3. (Эрмит; [39]) Пусть n — натуральное число. Тогда для всех дей-
ствительных x выполняется равенство

[x] +

[
x +

1

n

]
+

[
x +

2

n

]
+ . . . +

[
x +

n− 1

n

]
= [nx].

36
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4.4. (См. [48]) Пусть α — действительное число и fα(n) =
n∑

k=1
[αk].

а) Найдите fα(n) для α = a, α = a/2, α = a/3, α = a/n для данных

целых a и n. Найдите также lim
n→∞

fα(n)

n2 .
б) Докажите, что

fα(n) = f{α}(n) +
1

2
[α]n(n + 1),

fα(n) + f1/α([nα])−
[
n

q

]
= n[nα].

4.5. Закон взаимности для сумм с целыми частями. Пусть m

и n — натуральные числа. Докажите, что для любого действительного x
выполняется равенство

m−1∑

k=0

[
nk + x

m

]
=

n∑

k=0

[
mk + x

n

]
.

4.6. Пусть p и q — взаимно простые натуральные числа. Докажите, что
[
q

p

]
+

[
2q

p

]
+ . . . +

[
(p− 1)q

p

]
=

(p− 1)(q − 1)

2
.

4.7. (Гаусс) Пусть p и q — взаимно простые нечетные числа, p′ = (p −
1)/2, q′ = (q − 1)/2. Путем подсчета целых точек в прямоугольнике 1 6
x 6 p′, 1 6 y 6 q′ проверьте, что

[
q

p

]
+

[
2q

p

]
+ . . . +

[
p′q
p

]
+

[
p

q

]
+

[
2p

q

]
+ . . . +

[
q′p
q

]
= p′q′.

4.8. (Турнир городов) Докажите, что

[n1/2] + [n1/3] + . . . + [n1/n] = [log2 n] + [log3 n] + . . . + [logn n].

4.2 Основные теоретико–числовые функции

Функция f(n), определенная на множестве натуральных чисел называ-
ется мультипликативной, если она удовлетворяет двум условиям:

1) f(1) = 1; 2) f(m · n) = f(m) · f(n) при (m,n) = 1.

Если f(1) = 1 и равенство f(m · n) = f(m) · f(n) выполненяется для
всех пар натуральных чисел m и n, то функция f(n) называется вполне
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мультипликативной.
4.9. Пусть f(n) — мультипликативная функция и n = pα1

1 . . . pαs
s — ка-

ноническое разложение числа m. Тогда
∑

d|n
f(d) = (1 + f(p1) + . . . + f(pα1

1 )) · . . . · (1 + f(ps) + . . . + f(pαs
s )),

где знак
∑
d|n

означает, что суммирование идет по всем делителям числа n.

4.10. Докажите, что функции f(n) и g(n) =
∑
d|n

f(d) могут быть муль-

типликативными только одновременно.
4.11. Через τ(n) — обозначается количество положительных делителей

натурального числа n. Докажите, что при n = pα1
1 . . . pαs

s

τ(n) = (α1 + 1) . . . (αs + 1)

и получите из этого мультипликативность функции τ(n).
С геометрической точки зрения функцию τ(n) можно трактовать как

число точек решетки Z2 с положительными координатами, лежащих на
гиперболе xy = n.

Первые значения функции τ(n) выглядят следующим образом:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

τ(n) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4

Функция Эйлера ϕ(n) определяется как количество чисел от 1 до n,
взаимно простых с n.

С геометрической точки зрения Функцию Эйлера ϕ(n) можно тракто-
вать как число точек решетки Z2 лежащих на отрезке 1 6 x 6 n, y = n и
видимых из начала координат (примитивных).

В частности,

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ϕ(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

4.12. Тождество Гаусса. Докажите равенство
∑

d|n
ϕ(d) = n.

4.13. Пусть x > 0 — действительное число, p1, p2, . . . , pn — различные
простые числа. Докажите, что количество натуральных чисел, не превос-
ходящих x и не делящихся ни на одно из простых p1, p2, . . . , pn, равно

[x]−
[

x

p1

]
− . . .−

[
x

pn

]
+

[
x

p1p2

]
+ . . . +

[
x

pn−1pn

]
− . . . + (−1)n

[
x

p1 . . . pn

]
.
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4.14. Пусть n = pα1

1 . . . pαs
s . Докажите равенство

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)
. . .

(
1− 1

ps

)
.

Функция Мёбиуса µ(n) определяется условиями: µ(1) = 1; если n де-
лится на квадрат, отличный от единицы, то µ(n) = 0; если же n = p1 . . . pk,
где p1, . . . , pk — различные простые числа, то µ(n) = (−1)k.

Первые значения функции µ(n) выглядят следующим образом:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

µ(n) 1 −1 −1 0 −1 1 −1 0 0 1

4.15. Пусть f(n) — мультипликативная функция и n = pα1
1 . . . pαs

s —
каноническое разложение числа m. Тогда

∑

d|n
µ(d)f(d) = (1− f(p1))(1− f(p2)) . . . (1− f(ps)).

4.16. Проверьте равенства:

∑

d|n

µ(d)

d
=

ϕ(n)

n
;

∑

d|n
µ(d) =

{
1, если n = 1;

0, если n > 1.

4.17. Дзета-функцией Римана ζ(s) называется функция, которая при
s > 1 задается как сумма абсолютно сходящегося ряда

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+ . . . +

1

ns
+ . . .

Докажите, что
1

ζ(s)
=

µ(1)

1s
+

µ(2)

2s
+ . . . +

µ(n)

ns
+ . . .

4.18. Формулы обращения Мёбиуса. а) Докажите равносильность
равенств

f(n) =
∑

d|n
g(d) и g(n) =

∑

d|n
µ(d)f

(n

d

)
.

б) Докажите, что если для любого действительного x > 1

f(x) =
∑
n6x

g
(x

n

)
,

то при x > 1

g(x) =
∑
n6x

µ(n)f
(x

n

)
.

Проверьте также справедливость обратного утверждения.
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4.3 Целые точки в областях

4.19. а) Внутри любого круга радиуса 10 на плоскости находится более
250 узлов решетки Z2.

б) В круге радиуса 10 можно разместить 300 точек так, чтобы попарные
расстояния между ними были не меньше 1.

в) Докажите, что любой круг радиуса 11 содержит внутри себя не менее
334 узлов решетки Z2.

4.20. Пусть функция f(x) непрерывна и неотрицательна отрезке a 6
x 6 b. Докажите, что число целых точек в криволинейной трапеции a 6
x 6 b, 0 < y 6 f(x) равно

∑

a6x6b

[f(x)] =
∑

a6x6b

f(x)−
∑

a6x6b

{f(x)},

где суммирование ведется по всем целым x из отрезка [a, b].
4.21. (Гаусс, см. [17]). Пусть, как и раньше, K(R) — число узлов решет-

ки Z2 в круге x2 + y2 6 R2. Докажите, что

π(R−
√

2)2 < K(R) < π(R +
√

2)2

и, тем самым,

K(R) = πR2 + O(R), lim
R→∞

K(R)

R2 = π.

4.22. Пусть r > 0, и K(R) — число узлов решетки Z2 в круге x2 + y2 6
R2. Докажите, что

K(R) = 1 + 4[R] + 8
∑

0<x6R/
√

2

[
√

R2 − x2]− 4

[
R√
2

]2

.

4.23. Для заданного натурального числа n через r(n) обозначим число
упорядоченных пар (x, y) целых чисел таких, что n = x2 + y2; например,
r(0) = 1, r(1) = 4, r(2) = 4, r(3) = 0, r(4) = 4, r(5) = 8, r(6) = 0, r(7) = 0,
r(8) = 4, . . .

Докажите, что
а) r(n) = 0, если n = 4k + 3;
б) r(n) = 4 (k + 1), если n = 5k;
в) имеет место соотношение (теорема Гаусса; см. [17].)

lim
n→∞

r(0) + r(1) + . . . + r(n− 1)

n
= π.
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4.24. Формула суммирования Эйлера. Пусть функция f(x) непре-

рывно дифференцируема на отрезке [a, b] и ρ(x) =
1

2
− {x}. Докажите,

что

∑

a<x6b

f(x) =

b∫

a

f(x) dx + ρ(b)f(b)− ρ(a)f(a)−
b∫

a

ρ(x)f ′(x) dx,

где суммирование ведется по целым x.
4.25. (Дирихле; см. [5]) Целые точки под гиперболой. Обозначим

через T (n) число точек с натуральными координатами, лежащих не выше
гиперболы xy = n (n > 0).

Докажите, что
T (n) = 2

∑

16k6√n

[n

k

]
− [√

n
]2

.

и
T (n) = n ln n + (2γ − 1)n + O(

√
n),

где γ — константа Эйлера, определяемая равенством

γ = lim
m→∞

( ∑

16k6m

1

k
− ln m

)
.

4.26. Пусть R > 1 и на плоскости Omn задана область Ω(R), содержа-
щаяся внутри квадрата 0 < m, n 6 R. Предположим также, что Ω(R) име-
ет кусочно-гладкую границу, длина которой есть O(R). Обозначим через
M(R) число целых точек в области Ω(R), а через M ∗(R) — число прими-
тивных точек (то есть таких, что (m,n) = 1). Проверьте справедливость
асимптотической формулы

M ∗(R) =
1

ζ(2)
M(R) + O(R log R).

Докажите аналогичное утверждение для расширяющейся области в n-
мерном пространстве.

4.27. С помощью предыдущей задачи и равенства ζ(2) = π2/6 докажите
следующие утверждения.

а) Количество примитивных точек в треугольнике 0 6 x 6 y 6 R равно
3

π2 R2 + O(R ln R).

б) Для числа примитивных точек K∗(R) внутри круга x2 + y2 6 R2

справедлива асимптотическая формула

K∗(R) =
6

π
R2 + O(R ln R).
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4.28. а) Для числа целых точек (x, y, z) в кубе 1 6 x, y, z 6 R видимых
из начала координат (то есть тех, для которых (x, y, z) = 1) выполняется
асимптотическое равенство

N(P ) =
1

ζ(3)
R3 + O(R2).

б) Пусть S(R) — число примитивных точек внутри шара x2 + y2 + z2 6
R2. Докажите, что

S(R) =
4π

3ζ(3)
R3 + O(R2).



Глава 5

Геометрия чисел

5.1 Диофантовы приближения

5.1. Первая теорема Кронекера. (См. [103]) Докажите, что для лю-
бого действительного числа α 6= 0 и любого положительного числа ε су-
ществуют целые числа p и q такие, что

|qα− p| < ε.

Другими словами прямая y = αx пересекает по крайней мере один от-
крытый круг радиуса ε с центром в узле решетки Z2, если такие круги
построены в каждом ее узле.

5.2. Кантование правильного многоугольника. (См. [23]) На плос-
кости лежит правильный восьмиугольник со стороной a. Его разрешает-
ся «перекатывать» по плоскости, переворачивая (симметрично отражая)
относительно любой стороны. Тогда для любой точки M плоскости и лю-
бого ε > 0 можно перекатить восьмиугольник в такое пложение, что его
центр будет находится от точки M на расстоянии меньше, чем ε. Докажи-
те это утверждение также и для произвольного правильного n-угольника
(n 6= 3, 4, 6).

5.3. Вторая теорема Кронекера. (См. [103]) Докажите, что для лю-
бого иррационального числа α 6= 0 и любых действительных чисел β и
ε > 0 существует бесконечно много целых p и q таких, что

|qα− p− β| < ε.

Геометрически это утверждение означает, что в любой его открытой по-
лосе на плоскости, шириной 2ε и иррациональным углом наклона (полоса
имеет ось симметрии, задаваемую прямой y = αx− β), содержится беско-
нечно много узлов решетки Z2.

Другая интерпретация этой теоремы Кронекера состоит в том, что мно-
жество точек {qα − p; p, q ∈ Z2} является всюду плотным в множестве

43



5.1. Диофантовы приближения 44

действительных чисел, то есть любой интервал на числовой прямой содер-
жит элемент указанного множества.

5.4. Докажите, что существует квадрат натурального числа, десятич-
ная запись которого начинается с любых предварительно заданных цифр,
первая из которых отлична от 0.

5.5. Докажите, что существует степень числа 2, которая в своей деся-
тичной записи может начинается с любой предварительно заданной после-
довательности цифр, первая из которых отлична от 0.

5.6. Третья теорема Кронекера. (См. [103]) Пусть α1, α2, . . . , αk —
действительные числа. Докажите, что для любого положительного ε най-
дутся такие целые числа pi и q, q > 0, что

|qαi − pi| < ε (i = 1, 2, . . . , k).

5.7. (См. [14]) Правильные многоугольники и решетка. Дока-
жите, что любой плоский многоугольник (в том числе, правильный; ср.
с задачей 3.32) почти вписывается в любую решетку Λ; другими словами
для любого плоского многоугольника P , любой решетки точек Λ и при
любом ε > 0 существует многоугольник P ′ подобный многоугольнику P

с натуральным коэффициентом подобия, вершины которого находятся на
расстояниях меньших ε от узлов решетки Λ.

Убедитесь, что аналогичное утверждение имеет место для любого мно-
гогранника и любой пространственной решетки точек.

5.8. «Почти правильные» многоугольники на решетке.Опишите
алгоритм (более быстрый, чем разумный перебор), который позволял бы
для данного ε > 0 находить правильный треугольник (пятиугольник), с
вершинами в ε-окрестностях точек целочисленной решетки.

На рисунках правильный треугольник и правильный пятиугольник на-
ходятся внутри жирных контуров.

ε = 1/40. ε = 1/6.

«Почти правильные» многоугольники с вершинами в узлах целочис-
ленной решетки будут обладать различными любопытными свойствами.
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Например, пятиугольник, изображенный на рисунке, имеет три равные
стороны и четыре равных угла.

5.9. Оптимальные правильные треугольники на решетке.Пусть
0 < ε < 1

2 . Среди всех правильных треугольников с вершинами в ε-
окрестностях различных целых точек (см. задачу 5.7) можно выбрать тре-
угольник наименьшего размера. Будем называть такие треугольники оп-
тимальными. Докажите, что все оптимальные треугольники распадаются
на две серии. Первая серия (с точностью до параллельного переноса, по-
воротов на ±90◦ и симметрий относительно горизонтальных и вертикаль-
ных прямых) состоит из треугольников с вершинами вблизи точек (0, 0),
(xn, yn), (0, 2yn), где

{(x1, y1), (x2, y2), . . .} = {(2, 1), (7, 4), (26, 15), (97, 56), . . .}
— решения уравнения x2 − 3y2 = 1. Вторая серия (с точностью до тех
же движений) — треугольники с вершинами вблизи точек (0, 0), (un, vn),
(vn, un), где

{(u1, v1), (u2, v2), . . .} = {(1, 0), (4, 1), (15, 4), (56, 15), . . .}
— решения уравнения u2 − 4uv + v2 = 1, причем un = yn, vn = yn−1.

x2 = 7, y2 = 4. u3 = 15, v3 = 4. x3 = 26, y3 = 15.

5.10. Пусть εk — расстояние от вершин k-го оптимального треугольни-
ка до узлов целочисленной решетки. Докажите, что

εk =
1

3
(2−

√
3)k/2 =

1

3

(√3− 1√
2

)k

=
1

3
(2 sin 15◦)k.

Например, для треугольников, изображенных на рисунках, будем иметь

ε4 = 1
3(2−

√
3)2 = 0, 0239323 . . . < 1

41 ,

ε5 = 1
3(2−

√
3)5/2 = 0, 0123882 . . . < 1

80 ,

ε6 = 1
3(2−

√
3)3 = 0, 00641263 . . . < 1

155 .

5.11. Как устроено множество «оптимальных» пятиугольников?
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5.2 Геометрия цепных дробей

Как известно (см. [51]), любое действительное число α представимо
единственным образом в виде (конечной или бесконечной) цепной дроби

α = [a0; a1, a2, . . . , an, . . .] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . . + 1
an + . . .

,

где a0 — целое, a1, a2, . . . , an, . . . — натуральные. Числа a1, a2, . . . , an назы-
ваются неполными частными, а рациональные дроби

pk

qk
= [a0; a1, a2, . . . , ak] (k = 0, 1, . . . , n)

— подходящими дробями к цепной дроби [a0; a1, a2, . . . , an, . . .].
Представление числа в виде цепной дроби основано на алгоритме Ев-

клида, геометрическую форму которого Б. Н. Делоне остроумно назвал
алгоритмом вытягивания носов (см. [21]; см. также [50]).

Пусть α — действительное число, 0 < α < 1 и a1 =
−−→
OA1 = (−1; 0),

a2 =
−−→
OA2 = (α; 1) — базисные векторы решетки Λ(α) = Λ(a1, a2). По-

строим две ломаные A1A3A5 . . . и A2A4A6 . . ., расположенные выше оси
Ox плоскости Oxy, по разные стороны от оси Oy, все вершины которых
являются узлами решетки Λ(α). Для этого, из точки A1 отложим после-
довательно вектор a2 столько раз, сколько его можно отложить, оставаясь
левее оси Oy (скажем, a1 раз). Конец последнего отложенного вектора обо-
значим через A3 и положим a3 =

−−→
OA3. Из точки A2 отложим вектор a3

столько раз (пусть a2 раз), сколько его можно отложить, не пересекая оси
Oy; получим точку A4. Если a4 =

−−→
OA4, то из точки A3 откладываем век-

тор a4 и т. д. Если какая-то из точек Ak попадет на ось Oy, то процесс
построения ломаных заканчивается (это может случиться только тогда,
когда α — рациональное число).

5.12. Алгоритм «вытягивания носов». а) Постройте начальные зве-
нья ломаных A1A3A5 . . . и A2A4A6 . . . для чисел

3/8 = [0; 2, 1, 2],

√
5− 1

2
= [0; 1, 1, 1, . . .],

1

e− 1
= [0; 1, 1, 2, 1, 1, 4, . . .].

б) Положим p−1 = 1, q−1 = 0, p0 = 0, q0 = 1, и для k > 1 обозначим
через pk расстояние вдоль оси Ox от точки Ak+2 до прямой x = αy, а через
qk+2 — расстояние от точки Ak+2 до оси Ox.
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Докажите, что вершина Ak+2 (при k > −1) отвечает k-ой подходящей
дроби pk/qk разложения числа

α = [0; a1, a2, a3, . . .]

в цепную дробь. Другими словами докажите, что при k > 1
{

pk = akpk−1 + pk−2,

qk = akqk−1 + qk−2.

в) Пусть rk — расстояние от точки Ak+2 до оси Oy. Докажите, что для
иррационального числа α ∈ (0; 1)

pk

qk
=

pk+1 − pk−1

qk+1 − qk−1
, (k > 0);

pk+1

qk+1
− pk

qk
=

(−1)k

qkqk+1
(k > −1);

qkrk−1 + qk−1rk = 1 (k > 0);

rk/rk−1 = [0; ak+1, ak+2, . . .] (k > 0);

qk/qk−1 = [ak; ak−1, ak−2, . . . , a1] (k > 1).

Дайте аналитическое и геометрическое доказательства этих формул.
5.13. (См. [30].) Полигоны Клейна и теорема Дирихле. Для ирра-

ционального числа α ∈ (0; 1) в обозначениях предыдущей задачи каждая
из ломаных A1A3A5 . . . и A2A4A6 . . . вместе с частью оси Ox ограничива-
ет выпуклую область. Две эти области называются полигонами Клейна,
соответствующими числу α.

а) Докажите, что внутри прямоугольника

P = {(x; y) : −1/N < x < 1/N, 0 < y 6 kN} ,

где k и N — произвольные заданные натуральные числа, содержится не
менее k вершин полигонов Клейна.

Другими словами, докажите, что существует по крайней мере k различ-
ных дробей p/q таких, что

q 6 Nk и
∣∣∣∣α−

p

q

∣∣∣∣ <
1

qN
.

При k = 1 это утверждение называется теоремой Дирихле.
б) Докажите, что для любого иррационального числа существует беско-

нечно много рациональных дробей p/q таких, что

|α− p/q| < 1/q2.
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в) Убедитесь, что при любом ε > 0 существуют целые числа p и q, не
равные одновременно нулю, и такие, что

|qα− p| 6 ε, |q| 6 1/ε.

Последнее геометрически означает, что в параллелограмме, задаваемом
неравенствами |yα− x| 6 ε и |y| 6 1/ε, содержится по крайней мере один
узел решетки Z2.

5.14. Пусть Ak — вершины полигонов Клейна соответствующих поло-
жительному иррациональному числу α ∈ (0; 1). Определим последователь-
ность точек Bn тем, что четырехугольник OAnBnAn+1 — параллелограмм.
Для произвольной точки P (x0, y0) через P ′ обозначим точку пересечения
прямой y = y0 с осью Oy. Докажите, что для n = 1, 2, 3, . . .

а) [OAnAn+1] = 1/2, то есть OAnBnAn+1 — фундаментальный паралле-
лограмм решетки Λ(α);

б) min {[OAnA
′
n], [OBnB

′
n]} < 1/4;

в) min {[OAnA
′
n], [OBnB

′
n], [OAn+1A

′
n+1]} < 1/

√
5.

5.15. (См. [2]) С помощью пункта б) задачи 5.13 докажите, что

pk = lg
k + 1

k
,

где pk — вероятность того, что произвольно взятая степень числа 2 начи-
нается c цифры k (k = 1, 2, . . . , 9). По определению считаем, что

pk = lim
n→∞

an

n
,

где an — количество чисел в последовательности степеней двойки 21, 22, . . . , 2n,
начинающихся с цифры k.

5.16. а) Пусть α — произвольное иррациональное число, α ∈ (0; 1).
Рассмотрим гиперболический крест

K(µ) = {(x; y) : |xy| < µ} (µ > 0).

Докажите, что при µ = 1 этот крест содержит бесконечно много вершин
полигонов Клейна соответствующих числу α.

б) Теорема Валена. Докажите аналогичное утверждение при µ = 1/2.
в) Теорема Маркова-Бореля-Гурвица. Докажите, что это утвер-

ждение верно при µ = 1/
√

5, и перестает быть верным при µ < 1/
√

5.
5.17. Пусть Λ = Λ(a1, a2) — решетка, построенная на векторах a1 =

(1; ϕ), a2 = (ϕ,−1), где ϕ = 1+
√

5
2 .

а) Докажите, что гиперболический крест K(ϕ) не содержит точек ре-
шетки Λ, отличных от начала координат.
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б) Докажите, что гиперболический крест K(ϕ) содержит бесконечно
много узлов любой решетки Λ′ (содержащей начало координат) с площа-
дью фундаментального параллелограмма ∆(Λ′) < ∆(Λ) = ϕ2 + 1.

в) Опишите все решения (x; y) уравнений x2−xy−y2 = ±1. Как они свя-
заны точками решетки Λ, лежащими на границе гиперболического креста
K(ϕ)?

5.3 Теорема Минковского

5.18. Теорема Блихфельда. (См. [17].) а) Докажите, что любую фи-
гуру, площади меньше 1, можно так расположить на плоскости, что она не
будет покрывать ни одного узла целочисленной решетки Z2.

б) Пусть на плоскости заданы некоторая решетка Λ, ∆(Λ) = 1, и плос-
кая фигура F , которая имеет площадь не меньше заданного натурального
числа n: [F ] > n. Докажите, что эту фигуру можно при помощи парал-
лельного переноса переместить таким образом, чтобы она покрывала (со-
держала внутри или на своей границе) не менее n + 1 узла решетки Λ.

5.19. Пусть f — неотрицательная интегрируемая функция на Rn. До-
кажите, что для некоторой точки z

∑

x∈Zn

f(x + z) >
∫

Rn

f(x) dx.

5.20. (Москва, см. [15]). а) Докажите, что любой квадрат площади 4 на
плоскости содержит не менее двух узлов решетки Z2.

б) Докажите, что если квадрат содержит 7 узлов решетки Z2, то он
содержит 9 узлов.

5.21. (См. [17], [42], [101]) Теорема Минковского. а) Узел (0, 0) явля-
ется центром симметрии выпуклой фигуры площади больше 4 (возможен
случай неограниченной области). Докажите, что эта фигура содержит хотя
бы одну точку с целыми координатами, отличную от начала координат.

б) Докажите, что выпуклая фигура в Rn с центром симметрии в начале
координат и объемом больше 2n содержит хотя бы одну точку решетки Zn,
отличную от начала координат.

5.22. Пусть m — натуральное число, K — выпуклое тело, симметричное
относительно начала координат и V (K) > 2nm. Докажите, что K содер-
жит внутри себя по крайней мере m пар точек ±ui 6= 0 (i = 1, . . . , n).

5.23. Пусть

li(x1, . . . , xn) = ai1x1 + . . . + ainxn (i = 1, . . . , n)
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— однородные линейные формы от n переменных x1, . . . , xn с ненулевым
определителем ∆ = det‖aij‖. Докажите, что для любых положительных
M1, . . . , Mn таких, что M1 . . . Mn = |∆| существуют целочисленные значе-
ния переменных x1, . . . , xn, не равные одновременно нулю, такие что

|li(x1, . . . , xn)| 6 Mi (i = 1, . . . , n).

5.24. (См. [29].) Теорема Ферма–Эйлера. Пусть p — простое число
и p ≡ 1 (mod 4).

a) Докажите, что существует целое t такое, что t2 + 1 ≡ 0 (mod p).
б) Рассмотрим решетку

Λ =
{
(u1, u2) ∈ Z2 : u2 ≡ tu1 (mod p)

}
.

Докажите, что ∆(Λ) 6 p и проверьте, что для любой точки (u1, u2) ∈ Λ

u2
1 + u2

2 ≡ 0 (mod p).

в) Докажите, что круг
{
(x1, x2) ∈ R2 : x2

1 + x2
2 < 2p

}

содержит ненулевую точку решетки Λ. Выведите отсюда теорему Ферма–
Эйлера: всякое простое число p вида 4n + 1 может быть представлено в
виде p = a2 + b2.

5.25. (См. [29].) Теорема Лагранжа. а) Докажите, что для любого
простого p найдутся целые числа ap и bp такие, что a2

p +b2
p +1 ≡ 0 (mod p).

б) Пусть p1, . . . , pr — различные простые числа и m = p1 . . . pr. Рассмот-
рим решетку Λ, состоящую из четверок (u1, u2, u3, u4) ∈ Z4, удовлетворя-
ющих 2r сравнениям

u1 ≡ apu3 + bpu4 (mod p),

u2 ≡ bpu3 − apu4 (mod p),

где p = p1, . . . , pr. Докажите, что ∆(Λ) 6 m2 и проверьте, что для любой
точки (u1, u2, u3, u4) ∈ Λ

u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

4 ≡ 0 (mod p).

в) Докажите, что четырехмерный шар
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 < 2m

}
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объема 2π2m2 содержит ненулевую точку решетки Λ. Выведите отсюда
теорему Лагранжа: любое натуральное число может быть представлено в
виде суммы четырех квадратов целых чисел.

5.26. (Редей, см. [78].) Пусть k1, . . . , kn (n > 1) — натуральные числа,
и функции ξ1, . . . , ξn принимают целочисленные значения во всех точках
решетки Zn. Предположим также, что для произвольных u, u′ ∈ Zn из
сравнений

ξi(u) ≡ ξi(u
′) (mod ki) (i = 1, . . . , n)

следует, что
ξi(u− u′) (mod ki) (i = 1, . . . , n).

Докажите, что всякое выпуклое тело K с центром симметрии в начале
координат и объемом V (K) > 2nk1 . . . kn содержит ненулевую точку u ∈ Zn

такую, что
ξi(u) ≡ 0 (mod ki) (i = 1, . . . , n).

5.27. С помощью предыдущей задачи докажите, что для любых нату-
ральных k и l таких, что разрешимо сравнение x2+l ≡ 0 (mod k) найдутся
натуральные u1, u2, удовлетворяющие условиям

u2
1 + lu2

2 6 4

π
kl, u2

1 + lu2
2 ≡ 0 (mod k).

5.28. (Минковский, см. [101], [16].) а) Пусть |ad− bc| = ∆ 6= 0, mn > ∆.
Докажите, что найдутся целые числа x и y такие, что |ax + by| 6 m и
|cx + dy| 6 n.

б) Пусть |ad− bc| = ∆ 6= 0, m, n — произвольные числа. Докажите, что
для некоторых целых x и y выполняются неравенства

|ax + by + m| · |cx + dy + n| 6 ∆/4.

Проверьте также, что константу 1/4 нельзя, вообще говоря, заменить мень-
шей.

Убедитесь в том, что если a/b иррационально, то для любого ε > 0
найдется целочисленное решение последнего неравенства, для которого
|ax + by + m| < ε.

в) Пусть α иррационально и β нельзя представить в виде β = mα + n,
где m и n — целые. Докажите, что для бесконечно многих целых q

‖qα + β‖ <
1

4q
,
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где ‖x‖ = min({x} , 1 − {x}) — расстояние от x до ближайшего целого
числа.

5.29. (СФРЮ, [26]). Несколько точек на плоскости расположены так,
что расстояние между любыми двумя из них больше 2. Докажите, что лю-
бое множество площади меньше π можно параллельно перенести по плос-
кости на вектор длины меньше 1 так, чтобы оно не содержало ни одной из
данных точек.

5.30. (См. [52]) Пусть X — выпуклое множество с центром масс в начале
координат. Если [X] > 9/2, то X содержит ненулевой узел решетки Z2.

5.31. (См. [52]) Докажите, что прямоугольник a×b случайным образом
расположенный на плоскости, содержит хотя бы один узел решетки Z2

тогда и только тогда, когда a > 1 и b >
√

2.
5.32. (См. [103]) а) Докажите, что треугольник, случайно расположен-

ный на плоскости, содержит хотя бы один узел решетки Z2 тогда и только
тогда, когда его площадь не меньше

c2

2(c− 1)
,

где c — длина его наибольшей стороны.
б) Докажите, что эллипс (центр — в начале координат, а оси располо-

жены вдоль координатных осей) содержит хотя бы один узел решетки Z2

тогда и только тогда, когда он содержит точку с координатами (1/2, 1/2).
Другими словами, если

x2

b2 +
y2

a2 = 1

— уравнение данного эллипса, то приведенное необходимое и достаточное
условие запишется в виде неравенства

1

a2 +
1

b2 6 4.

5.33. Теоремы Дж. Хаммера. (См. [52], [84]) а) Докажите, что вся-
кая замкнутая выпуклая область (в частности, выпуклый многоугольник)
на плоскости, имеющая площадь не меньше, π содержит две точки, нахо-
дящиеся на расстоянии 2 друг от друга.

б) Докажите, что центрально–симметричная замкнутая область с цен-
тром в начале координат, площадь которой больше π, может быть повер-
нута вокруг своего центра так, что она будет содержать по крайней мере
два узла решетки Z2, отличные от ее центра.

в) Докажите, что замкнутая выпуклая область, площадь которой боль-
ше π/2, может быть повернута вокруг своей произвольной точки так, что
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она будет содержать по крайней мере один узел решетки Z2.
5.34. (См. [63]). а) Пусть Λ — ортогональная решетка, построенная на

основе двух взаимно перпендикулярных векторов a и b; F — выпуклая
область, симметричная отоносительно прямых x = 1/2 и y = 1/2 (в ко-
ординатах относительно базиса (a,b)), не содержащая узлов решетки Λ.
Докажите, что

[F ]

PF
6 1

2
max {|a|, |b|} ,

где PF — периметр фигуры F.

б) Из результата п. а) для решетки Λ, построенной на векторах a и b c
углом α между ними и |a| 6 |b|, для числа

c(Λ) = sup
[F ]

PF
,

где точная верхняя грань берется по всем выпуклым областям F , не со-
держащим узлов решетки Λ, выведите, что

1

2
|b| sin α 6 c(Λ) 6 1

2
max {|a|, |b| sin α} .



Глава 6

Гармонические функции

6.1 Определения и свойства

Пусть Zn (n > 2) — целочисленная решетка точек и e1, e2, . . . , en —
единичные базисные векторы. Для любой точки z ∈ Z назовем соседними
с ней точки z ± ek (k = 1, 2, . . . , n); сумма и разность определяется как
действия над векторами. Если B — подмножество Zn, то границей ∂B

назовем множество точек z ∈ Zn\B, которые имеют хотя бы одну соседнюю
точку из B; под замыканием B будем понимать множество B̄ = B ∪ ∂B.

Действительнозначную функцию f(z), определенную на B̄ назовем дис-
кретной гармонической функцией в B, если для любой точки z ∈ B зна-
чение функции f(z) равно среднему арифметическому ее значений в со-
седних точках.

В частности, при n = 2 в координатной записи это означает, что для
любой точки (x, y) ∈ B имеет место равенство

4f(x, y) = f(x + 1, y) + f(x− 1, y) + f(x, y + 1) + f(x, y − 1).

6.1. Пусть f(x, y) и g(x, y) — гармонические функции. Докажите, что
для любых a и b функция af(x, y) + bg(x, y) также будет гармонической.

6.2. Пусть f(x, y) — гармоническая функция на решетке Z2. Докажите,
что функции ∆xf(x, y) = f(x + 1, y) − f(x, y) и ∆yf(x, y) = f(x, y + 1) −
f(x, y) также будут гармоническими.

6.3. Докажите, что если H(x, y) — положительная гармоническая функ-
ция, то

H(x± 1, y ± 1) 6 4H(x, y).

6.4. Найдите все гармонические многочлены степени не выше 2.
6.5. Пусть p(x, y) — гармонический многочлен степени n > 0 (то есть

по каждой переменной его степень не превосходит n, а по одной из них —

54



6.2. Основные теоремы и принципы 55

равна n). Докажите, что

p(x, y) = α Re(x + iy)n + β Im(x + iy)n + g(x, y),

где g(x, y) — многочлен степени не выше n − 1 и α, β — действительные
числа, (α, β) 6= (0, 0).

6.6. Пусть M — некоторое множество функций, заданных на решетке Z2

(или её подмножестве). Будем говорить, что последовательность функций
{Hn} сходится к функции H, если Hn(x, y) → H(x, y) в каждом узле
решетки (подмножества).

Докажите, что предел последовательности гармонических функций яв-
ляется гармонической функцией.

6.7. Множество M , состоящее из гармонических функций на Z2 (об-
ласти B) называется замкнутым, если из условия Hn → H, Hn ∈ M
следует, что H ∈ M , и называется компактным, если оно замкнуто и из
любой последовательности {Hn}, Hn ∈ M можно выбрать сходящуюся
подпоследовательность.

Докажите, что замкнутое множество M гармонических функций на Z2

(области B) является компактным тогда и только тогда, когда найдется
такая функция C(x, y), что H(x, y) 6 C(x, y) для всех H ∈ M и (x, y) ∈ Z2

(B).
6.8. Обозначим через P оператор осреднения на решетке Z2:

Pf(x, y) =
f(x− 1, y) + f(x + 1, y) + f(x, y − 1) + f(x, y + 1)

4
.

Докажите, что

∂2f

∂x2+
∂2f

∂y2 = lim
h→∞

f(x− h, y) + f(x + h, y) + f(x, y − h) + f(x, y + h)− 4f(x, y)

h2 ,

то есть оператор Лапласа получается предельным переходом из оператора
P − E при неограниченном измельчении решетки, где E — единичный
оператор.

6.2 Основные теоремы и принципы

6.9. (Москва) Докажите, что если гармоническая на решетке Z2 функ-
ция принимает только натуральные значения, то эта функция равна неко-
торой постоянной, то есть все её значения равны.

6.10. Докажите, что если неотрицательная гармоническая функция,
определенная на решетке Z2, обращается в нуль в какой-нибудь точке, то
она равна нулю всюду.
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6.11. Принцип максимума. Докажите, что функция H, определен-
ная на ограниченном множестве B и гармоническая внутри области B,
принимает свое наибольшее и наименьшее значения на ∂B.

6.12. Разделим каждую из двух противоположных сторон выпуклого
четырехугольника на n равных частей, а каждую из других противопо-
ложных сторон на m равных частей. Точки деления соединим так, чтобы
получилась «косоугольная шахматная доска» состоящая из mn «полей»;
пусть H(x, y) обозначает площадь «поля», которое является пересечением
«столбца» с номером x и «строки» с номером y. Покажите, что

а) H(x, y) — гармоническая функция в каждой точке (x, y), для которой
1 < x < n и 1 < y < m.

б) «Поля» с максимальной и минимальной площадями находятся в про-
тивоположных углах «доски».

в) H(k, l) = 1/nm, если n = 2k + 1 и m = 2l + 1.
6.13. Пусть f1(x, y), f2(x, y), . . . , fn(x, y) — гармонические функции на

замыкании области B. Докажите, что функция

|f1(x, y)|+ |f2(x, y)|+ . . . + |fn(x, y)|
достигает максимума на границе B.

6.14. Дискретный аналог теоремы Лиувилля.Докажите, что если
гармоническая функция ограничена, то она постоянна. (см. [83])

6.15. Докажите, что не может существовать функции f(x, y), которая
принимала бы значение 1 в точке (0, 0), во всех остальных целых точках
была бы гармонической и стремилась к нулю на бесконечности.

6.16. Проверьте, что существует ровно одна функция f(x, y), которая
обладает следующими свойствами:

1) f(0, 0) = 1, f(0, 1) = −1;
2) f(x, y) — гармоническая функция во всех целых точках (x, y) 6=

(0, 0), (0, 1);
3) f(x, y) стремится к нулю на бесконечности.
6.17. Обозначим через M множество всех положительных гармониче-

ских функций на Z2, равных 1 в начале координат.
а) Докажите, что M — выпуклое и компактное множество.
б) Докажите, что если H ∈ M , то для любых целых m и n функция

H(x + m, y + n)/H(m,n) также принадлежит M .
в) Докажите, что если G — крайняя точка (функция) множества M , то

G(x± 1, y ± 1) = G(0,±1)±1G(x, y).
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Получить отсюда, что G ≡ 1.
Примечание. Если из H1 ∈ M , H2 ∈ M следует, что pH1 + qH2 ∈ M

при любых p > 0, q > 0, p + q = 1, то говорят, что множество M является
выпуклым.

Компактное подмножество A множества M назовем крайним, если из
H ∈ A, H = pH1 + qH2, H1, H2 ∈ M , p > 0, q > 0, p + q = 1 следует, что
H1, H2 ∈ A. Крайнее множество, состоящее из одной точки, называется
крайней точкой.

6.18. Докажите, что если гармоническая функция на Z2 ограничена
снизу (сверху), то она постоянна.

6.19. Теорема Гарнака. Докажите, что любая последовательность
{Hn} гармонических в области B функций, монотонно возрастающих в
некоторой точке области B (Hn+1(x, y) > HN(x, y), (x, y) ∈ B, n ∈ N),
сходится внутри B к гармонической функции или к +∞.

6.20. Сверхсходимость. Пусть положительные и гармонические в об-
ласти B ⊂ Z2 функции fn(x, y), n ∈ N, таковы, что ряд

∞∑
n=1

fn(x, y)

сходится в некоторой точке из B. Докажите, что этот ряд сходится в каж-
дой точке области B.

6.3 Задача Дирихле

6.21. Альтернатива Фредгольма. Пусть имеется система линейных
уравнений Ax = B с фиксированной матрицей коэффициентов aj,k (1 6
j, k 6 n) и столбцом B, составленным из чисел b1, b2, . . . , bn. Докажите,
что всегда выполняется одна из следующих возможностей:

1) для любых b1, . . . , bn система имеет ровно одно решение (в частности,
при b1 = . . . = bn = 0 существует только нулевое решение);

2) для некоторых b1, . . . , bn система неразрешима, а для некоторых (в
том числе нулевых) имеет бесконечно много решений.

6.22. Задача Дирихле в ограниченной области. Пусть B — огра-
ниченная область в Z2 и на ∂B задана некоторая функция ϕ(x, y), (x, y) ∈
∂B. Докажите, что существует единственная гармоническая в области B

функция H, совпадающая с функцией ϕ во всех граничных точках.
6.23. Принцип Дирихле для ограниченной области. Пусть B —

ограниченная область. Определим на множестве Ω всех функций u(P ),
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P ∈ B, функционал (функционал Дирихле)

Du =
∑

(P,Q)

(u(P )− u(Q))2,

где суммирование ведется по множеству всех неупорядоченных пар сосед-
них точек P , Q ∈ B таких, что хотя бы одна из них принадлежит B.
Докажите, что для любой функции u ∈ Ω имеет место неравенство

Dh 6 Du,

где h — гармоническая в B функция и такая, что h ≡ u на ∂B, причем
равенство достигается только в том случае, если u ≡ h на B.

6.24. Пусть

up(x, y) = 1− ln(1 + |x|+ |y|)
ln(1 + p)

, (x, y) ∈ Bp = {(x, y) : 0 < |x|+ |y| < p} .

Докажите, что

Dup <
C

ln p
.

6.25. Обобщенный принцип максимума.Пусть гармоническая функ-
ция H определена на замыкании области

B = {(x, y) : x > |y|}
и гармонична в B. Докажите, что если

L = inf
Q∈∂B

H(Q) и M = sup
Q∈∂B

H(Q),

то для любой точки P ∈ B

L 6 H(P ) 6 M.

6.26. Обобщенная теорема Лиувилля. Докажите, что если функ-
ция H гармонична в области

B = {(x, y) : x > |y|}
и ограничена на ∂B, то H = Const.

6.27. Задача Дирихле и формула Пуассона для квадрата. Пусть
K обозначает квадрат

{P = (x, y) : |x| 6 s, |y| 6 s} ⊂ Z2, s ∈ N,
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из которого удалены вершины (s, s), (−s, s), (s,−s), (−s,−s) и f(P ) —
функция, гармоническая внутри K.

а) Докажите, что для каждой точки M границы K существует такая
функция H(P,M), которая является гармонической внутри K и такой, что

H(P, M) =

{
1, если P = M ;

0, если P 6= M, P ∈ ∂K,

и, тем самым,
f(P ) =

∑

M∈∂K

f(M)H(P,M).

б) Проверьте, что если M = (k,−s), −s < k < s, то

H(P,M) =
1

s

2s∑
r=1

sin
πr(x + s)

2s
· sin πr(k + s)

2s
· sh mr(s− y)

sh 2mrs
,

где mr — положительный корень уравнения

ch mr + cos
rπ

2s
= 0.

Выпишите формулы для функций H(P,M) для других точек границы
K.

в) (См. [125].) Докажите, что если f гармонична внутри K и |f(P )| < 1
для всех точек P ∈ ∂K, то

|f(1, 0)− f(0, 0)| < 50

s
.

Получите отсюда доказательство теоремы Лиувилля (см. зад. 6.14).
6.28. Задача Дирихле в полуплоскости. Пусть

Π+ = {(x, y) ∈ Z2 : y > 0}
— верхняя полуплоскость и

H(x, y) =
1

π

π∫

0

py(t) cos xt dt, (x, y) ∈ Π+,

где p(t) — наименьший положительный корень уравнения

z +
1

z
= 4− 2 cos t, 0 6 t 6 π.

Докажите, что
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а) H — гармоническая функция в Π+;
б) H(0, 0) = 1, H(x, 0) = 0 при x 6= 0;
в) 0 < H(x, y) < 1 при всех (x, y) ∈ Π+;
г) H(x, y) < C/y при всех (x, y) ∈ Π+, C > 0 — константа не зависящая

от y;
д)Для любого фиксированного y > 0 существуют две положительные

постоянные C1(y) и C2(y) такие, что при всех x имеют место неравенства

C1(y)

1 + x2 6 H(x, y) 6 C2(y)

1 + x2 .

6.29. В обозначениях предыдущей задачи положим Hm(x, y) = H(x, y−
m)−H(x, y + m), m > 1 — целое число. Докажите, что

а) Hm(x, 0) = 0 при x > 0 и Hm(0,m) = 1; Hm(0, y) = 0 при y > 0,
y 6= m.

б) Hm — гармоническая функция в первом квадранте {(x, y) : x > 0, y >

0}.
в) Для некоторой константы C > 0

Hm(1, 1) > C

m3 .

6.30. Формула Пуассона в полуплоскости. Пусть ϕ(x), x ∈ Z —
неотрицательная функция. Докажите, что задача Дирихле в Π+ с гранич-
ной функцией ϕ(x) разрешима тогда и только тогда, когда сходится ряд

∞∑

k=−∞

ϕ(k)

k2 + 1
.

При этом, все решения такой задачи Дирихле даются формулой

U(x, y) = αy +
∞∑

k=−∞
ϕ(k)H(x− k, y), (x, y) ∈ Π+,

где α > 0 — произвольное действительное число и H — гармоническая
функция, заданная интегралом в зад. 6.28 а). Среди всех этих решений
ограниченная и гармоническая в Π+ функция отвечает единственному зна-
чению α = 0; при остальных положительных значениях α соответствую-
щая гармоническая функция ограничена снизу в Π+.

6.4 Электрические цепи

6.31. Правила Кирхгофа. Для расчета схем постоянного тока ис-
пользуется следующий алгоритм. На каждом участке цепи ставится ток,
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идущий в произвольном направлении. Затем составляется система линей-
ных уравнений с помощью двух правил Кирхгофа:

1) алгебраическая сумма токов, сходящихся в любом узле цепи равна
нулю;

2) для любого замкнутого контура алгебраическая сумма падений на-
пряжений равна алгебраической сумме ЭДС.

Например, для схемы, изображенной ниже, получается следующая си-
стема уравнений, из которой можно однозначно найти токи I1, . . . , I5:

ÿ����� ��R1

−→
I1

�� �ÿ�� ��R2

−→
I2

� �����ÿ��������� ��R4

−→
I4

�� �ÿ���I3↑ R3

���� ��R5

−→
I5

� �� �������
�

������� �
� �������
�
������ ��

U





R1 · I1 + R2 · I2 = U,

R1 · I1 −R3 · I3 −R4 · I4 = 0,
R3 · I3 + R2 · I2 −R5 · I5 = 0,

I1 − I2 + I3 = 0,
−I3 + I4 − I5 = 0.

Узлы электрической цепи будем обозначать 〈1〉, . . . , 〈n〉. Для каждой
пары соседних узлов 〈j〉 и 〈k〉 запись 〈j, k〉 будет обозначать соединяющий
их проводник, Rj,k — его сопротивление, Ij,k — текущий из 〈j〉 в 〈k〉 ток
(Ij,k = −Ik,j).

Докажите, что если токи удовлетворяют уравнениям, составленным по
второму правилу Кирхгофа, то каждому узлу 〈j〉 электрической цепи мож-
но поставить в соответствие некоторое число ϕj (потенциал) так, что для
любых соседних узлов 〈j〉 и 〈k〉 будет выполняться равенство

Ij,k ·Rj,k = ϕj − ϕk

(падение напряжения равно разности потенциалов).
Выведите отсюда, что независимо от выбранной схемы, система линей-

ных уравнений, составленная по правилам Кирхгофа не может иметь боль-
ше одного решения, и что она всегда разрешима.

6.32. Тепловая мощность цепи. Рассмотрим цепь, которая состо-
ит из сопротивлений и одного источника напряжения. При прохождении
тока Ij,k по проводнику с сопротивлением Rj,k, соответствующего разно-
сти потенциалов Uj,k = ϕj − ϕk на проводнике 〈j, k〉, выделяется тепловая
мощность

qj,k = Rj,k · I2
j,k = Uj,k · Ij,k =

(ϕj − ϕk)
2

Rj,k
.

Рассмотрим величину
Q =

∑

j,k

qj,k
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(суммарную мощность цепи) как функцию от потенциалов ϕ1, . . . , ϕn. Бу-
дем считать, что потенциалы ϕ1 и ϕn соответствуют концам источника
напряжения и, таким образом, фиксированы.

а) Докажите, что для функции Q существует ровно один набор значе-
ний ϕ2, . . . , ϕn−1, при котором она достигает своего минимального значе-
ния. Используя это, дайте второе доказательство того факта, что система
уравнений, составленная по правилам Кирхгофа разрешима и имеет ровно
одно решение. Проверьте также, что для токов, удовлетворяющих прави-
лам Кирхгофа, потенциалы в узлах цепи распределены так, что тепловая
мощность цепи минимальна.

б) Докажите, что минимальное значение величины Q равно U ·I = R·I2,
где U = ϕ1−ϕn, I — текущий через источник напряжения ток, и R — общее
сопротивление цепи, определяемое равенством R = U/I .

в) Докажите, что если в цепи одно сопротивление увеличить, то общее
сопротивление цепи не уменьшится.

6.33. Одинаковые резисторы сопротивлением 1 Ом каждый соединены
между собой так, что они образуют правильный многогранник (куб, тет-
раэдр, додекаэдр,. . . ). Каково эквивалентное сопротивление между двумя
соседними вершинами такого многогранника.

6.34. Все ребра куба представляют собой резисторы сопротивлением 1
Ом. Каково эквивалентное сопротивление куба между двумя вершинами
одной из его пространственных диагоналей? Исследуйте также одно-, двух-
, и четырехмерные кубы. Найдите общую формулу для случая n-мерного
куба.

6.35. Соседние точки плоской целочисленной решетки соединяются
единичными сопротивлениями (соседними считаются узлы решетки, нахо-
дящиеся на расстоянии 1 друг от друга).

а) Найдите сопротивление между узлами с координатами (0, 0) и (0, 1).
б) Источник тока подключается к узлам с координатами (0, 0) и (1, 0).

Докажите, что для любого n > 0 в узлах (n, n) и (n+1, n) будут одинаковые
потенциалы.

в) Источник тока подключается к узлам (0, 0) и (2, 1). Докажите, что в
узлах (1, 1) и (1, 2) потенциалы равны.

6.36. а) Докажите, что при целом x и p > 2

p−1∑
x=0

sin
πkx

p
sin

πlx

p
=

p

2
δp(k − l),
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где

δp(x) =

{
1, x ≡ 0 (mod p);

0, x 6≡ 0 (mod p).

б) Пусть функция f(x), заданная на множестве целых чисел, имеет пе-
риод p > 2 и f(0) = 0. Проверьте, что для всех целых x выполняется
равенство

f(x) =

p−1∑

k=1

C(k) sin
πkx

p
,

где

C(k) =
2

p

p−1∑
y=1

f(y) sin
πky

p
.

6.37. Докажите, что решением уравнения

∆f(x, y) = ϕ(x, y)

в области −p 6 x, y 6 p с нулевыми условиями на границе, где ∆ = P −E

и

ϕ(x, y) =

2p−1∑

k,l=1

C(k, l) sin
πkx

2p
sin

πly

2p
,

является функция

f(x, y) = −
2p−1∑

k,l=1

C(k, l)

λk + λl
sin

πkx

2p
sin

πly

2p
, λj = 4 sin2 πj

4p
.

6.38. В условиях задачи 6.35 найдите сопротивление между узлами с ко-
ординатами (0, 0) и (m,n). Вычислите в явном виде сопротивление между
узлами, соединенными ходом шахматного коня. (Указание: воспользуйтесь
зад. 6.37.)
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