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� ������ 1���� 	�����J�� ������ �������������� �� ��	��	�� ��������� ����	���� A�������
Kn(x) � �� �	���4�� � ����	����� ���	
��� ;74� ���� �������� ����	��� A������� ;74� ����
kn(x) K���� ������ ������� ����� ��	��	�� ��	���� � ������ ��	���4� �	������ � ������� 1����
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���������	
� L�� ������ 8
	�9�� f(x) 1���� Δf(x) � Δaf(x) �
��� ����	�1��� �� ��	�1	�� ���5
	���� � D�4�� 1 � a �����������		�M Δf(x) = f(x + 1) − f(x)3 Δaf(x) = f(x + a) − f(x)�

N������ xn � xn,p �
��� ������������ ��� ������ 
����
J�� 8���������	�� �����	��M

xn = x(x − 1) . . . (x − (n − 1)), xn,p = x(x − p)(x − 2p) . . . (x − (n − 1)p).
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xn =

n∑
m=0

[
n

m

]
(−1)n−mxm, xn =

n∑
m=0

{
n

m

}
xm. B.C
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xn,p =

n∑
m=0

[
n

m

]
p

(−1)n−mxm, xn =

n∑
m=0

{
n

m

}
p

xm,p. B;C

δm,n P ������ A��	�����M δm,n = 1 ��� m = n � δm,n = 0 ��� m �= n�
��
������	
 	 �
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J�� O����	�	9����	�� ���������J�� 8
	�9�� B���3 	�������3
-.0CM

FB(t) =

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
=

t

et − 1
, B<C

FB(x, t) =

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
=

tetx

et − 1
. B>C

� 1���	����3

B0 = 1, B1 = −
1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0,

B0(x) = 1, B1(x) = x −
1

2
, B2(x) = x2 − x +

1

6
,

B3(x) = x3 −
3

2
x2 +

1

2
x.

L�� 8��������		�4� �����������	�4� p3 ���	� )� �&��� Kn � (�	�!��� )� �&��� Kn(x) ����5
����� ��� ����J� ����	��� B��� -<03 -E0CM

FK(t) =

∞∑
n=0

Kn
tn

n!
=

pt

(t + 1)p − 1
, BEC

FK(x, t) =

∞∑
n=0

Kn(x)
tn

n!
=

pt(t + 1)x

(t + 1)p − 1
. B@C

� ��
1���3 ��4�� 	
�	� ��	� 
������ ����������� 1���� Kn � ����	���� Kn(x) �� ��������� p3

�
��� ������������ ����	�1�	�� K
(p)
n 3 K

(p)
n (x)�

2����� ������� ��4����� ����

J�� �������M

K0 = 1, K1 = −
p − 1

2
, K2 =

p2 − 1

6
, K3 = −

p2 − 1

4
,

K0(x) = 1, K1(x) = x −
p − 1

2
, K2(x) = x2 − px +

p2 − 1

6
, BFC

K3(x) = x3 −
3(p + 1)

2
x2 +

p(p + 3)

2
x −

p2 − 1

4
.

2� 	�� ���	� ��������3 1�� 1���� � ����	��� A������� �����	� � 1������ � ����	����� ���5
	
��� 8���
����

lim
p→∞ p−nKn = Bn, lim

p→∞ p−nKn(px) = Bn(x) (n ≥ 0).

R��� 8��� ����
 ����
�� �� ��������	�� B<C7B@C � ����	���

lim
p→∞

p(t/p)

(1 + t/p)
p

− 1
=

t

et − 1
, lim

p→∞
p(t/p) (1 + t/p)

px

(1 + t/p)
p

− 1
=

tetx

et − 1
.

;
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b0 = 1, b1 =
1

2
, b2 =

1

6
, b3 =

1

4
,

b0(x) = 1, b1(x) = x +
1

2
, b2(x) = x2 −

1

6
,

b3(x) = x3 −
3

2
x2 +

1

4
,

������� ��������
��� � ����J�
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J�� O����	�	9����	�� ���������J�� 8
	�9��M

Fb(t) =

∞∑
n=0

bn
tn

n!
=

t

ln(1 + t)
, B=C

Fb(x, t) =

∞∑
n=0

bn(x)
tn

n!
=

t(1 + t)x

ln(1 + t)
. B?C

L�� ���������	�4� n ≥ 0 O�� 
�������	�� ����� �������� ���������� ��������	�� BEC7B@C3 B=C7B?C
� ����	����

lim
p→0

pt

(1 + t)p − 1
=

t

ln(1 + t)
.

S���� ������� ���	� �������3 1�� ����	��� A������� �� ����� ��������� ��	���
� �����5
�
��1	�� ������	�� ����
 ����	����� ���	
��� .74� � ;54� �����

2� �	���4�� � 1������ � ����	����� ���	
��� ;74� ���� ���	� ���������� 1���� � ����	���
A������� ;74� �����

��
������	� � *	
 n ≥ 0 �( �%�	�� ���	� kn = k
(p)
n � (�	�!��� kn(x) = k

(p)
n (x) +���	� �

(�	�!��� )� �&��� $#"�  �%�, � (���'-.  ���!���

Fk(t) =

∞∑
n=0

kn
tn

n!
=

t

(1 + pt)1/p − 1
, B./C

Fk(x, t) =

∞∑
n=0

kn(x)
tn

n!
=

t(1 + pt)x/p

(1 + pt)1/p − 1
. B..C

T
	�9�� Fk(t) � Fk(x, t) �������	� ���3 1�� ��� B��	������		��C ����	��

x → x/p, t → pt, p → 1/p. B.;C

�	� ������J�
��� � ���������J�� 8
	�9�� 1���� � �	�4�1��	�� A������� �����4� ���� FK(t) �
FK(x, t) 2��1�� ��� ������	�� ����	�� ���������� �����	�� ������J�	��� 6��
�� ����
��3 1��
�	�4�1��	� A������� .74� � ;74� ���� �����	� ��
4 � ��
4�� ����	�D�	����

k(p)
n (x) = pnK(1/p)

n (x/p), K(p)
n (x) = pnk(1/p)

n (x/p), B.<C
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 ���� �� ��	�D�	�
 ��
4 � ��
4
� 2���	��� A������� .74�
���� ������ � Bn(x) � ���	����	�� 	���� � � bn(x) P � p7���1������ � �� �� ����� ����	���
A������� ;74� ���� � ���	����	�� 	���� �������
��� ������ � bn(x)3 � � p7���1����� P � Bn(x)�

U� BFC � B.<C ���
1�
��� ������ ������� 1���� kn � ����	���� kn(x)M

k0 = 1, k1 =
p − 1

2
, k2 = −

p2 − 1

6
, k3 =

p(p2 − 1)

4
,

k0(x) = 1, k1(x) = x +
p − 1

2
, k2(x) = x2 − x −

p2 − 1

6
,

k3(x) = x3 −
3(p + 1)

2
x2 +

3p + 1

2
x +

p(p2 − 1)

4
.
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�������� �������� ���	����� ��
������ � ������� -<07-@0 ���� ������	� �����1	�� ����5
���� ����	���� Kn(x)� 2�1�� ��� �	� ��� ����J� 8���
� B.<C ��4�� ��������

��� � ��������
����	���� kn(x)M

1◦. Kn(0) = Kn kn(0) = kn (n ≥ 0)

2◦. ΔKn(x) = n Kn−1(x) Δpkn(x) = np kn−1(x) (n ≥ 1)

3◦. ΔpKn(x) = np xn−1 Δkn(x) = n xn−1,p (n ≥ 1)

4◦. Kn(x) =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
Kn−νxν kn(x) =

n∑
ν=0

(
n
ν

)
kn−νxν,p (n ≥ 0)

5◦. Kn(x + y) =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
Kn−ν(y)xν kn(x + y) =

n∑
ν=0

(
n
ν

)
kn−ν(y)xν,p (n ≥ 0)

6◦. Kn(p − x) = (−1)nKn(x + n − 2) kn(1 − x) = (−1)nkn(x + (n − 2)p) (n ≥ 0)

7◦.
m−1∑
ν=0

K
(mp)
n (x + νp) = mK

(p)
n (x)

m−1∑
ν=0

k
(p)
n (x + ν/m) = m1−nk

(mp)
n (mx) (n ≥ 0)

BU���
1�	�� ���������� ������	�� ��������3 � ������� �
J�����		�3 1�� p P 	��
����	�� 1�����
6	� ����������� 	�����������		� �� ��������	�
 B..C�C 2�� p → ∞ � ��� p = 0 � 
1���� ����	���

K(0)
n = bn(x), lim

p→∞ p−nK(p)
n (px) = Bn(x),

k(0)
n = Bn(x), lim

p→∞ p−nk(p)
n (px) = bn(x),

�	� ���	������ ������	��� ���������� ����	���� ���	
��� .74� � ;74� ����M

.◦ Bn(0) = Bn bn(0) = bn (n ≥ 0)

;◦ B ′
n(x) = n Bn−1(x) Δbn(x) = n bn−1(x) (n ≥ 1)

<◦ ΔBn(x) = n xn−1 b ′
n(x) = n xn−1 (n ≥ 1)

>◦ Bn(x) =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
Bn−νxν bn(x) =

n∑
ν=0

(
n
ν

)
bn−νxν (n ≥ 0)

E◦ Bn(x + y) =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
Bn−ν(y)xν bn(x + y) =

n∑
ν=0

(
n
ν

)
bn−ν(y)xν (n ≥ 0)

@◦ Bn(1 − x) = (−1)nBn(x) bn(−x) = (−1)nbn(x + n − 2)) (n ≥ 0)

F◦
m−1∑
ν=0

Bn(x + ν/m) = m1−nBn(mx)
mx+1∫

mx

yn dy = bn(mx) (n ≥ 0)

L�� ����	��D�4� ������	�� ��	�������� ����

J�� �����D�	��3 ������� ����
��� �������
����������� ������� ;◦ � <◦M∫1

0

Bn(x + y)dy = xn,

∫1

0

(x + y)ndy = bn(x), B.>C

1

p

p−1∑
y=0

Kn(x + y) = xn,
1

p

p−1∑
y=0

(x + y)n,p = kn(x). B.EC
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2
��� P = C[x] P �	"�& � (�	�!���� �� (� ���!!�0 x� ����� P∗ �
��� ����	�1��� ( ��� �!����
	�!�0!�� 1�!23��!�	�� !� P� L�� �������� 8
	�9��	��� L ∈ P∗ 	� ����	��� q(x) ∈ P ���	���
����	�1�	��3 ����������		�� �� 8�����M 〈L | q(x)〉 . 2
���3 �����3 F = C[[t]] P �	"�& � 42�(�!�!3�5
�	-!�� ( ��/��%
'�� 1�!23�0 �� (� ���!!�0 t3 �� ���� �	������� 8������	�� �����		�� �����
����

f(t) =

∞∑
n=0

an
tn

n!
. B.@C

������
 �����
 ���
 �
��� ������� � ������������ 8
	�9��	�� L ∈ P∗3 ������������ 
��������

〈L | xn〉 = an (n = 0, 1, 2, . . .). B.FC

61����	�3 1�� O�� ������������ ������ ������8��� ��	��	�� �������	��� P∗ � F� 2�O���
 ���	�
������������� 8
	�9��	�� L � ����������

J�� ��
 ����� fL(t) � ������ 〈fL(t)|q(x)〉 ������
〈L |q(x)〉 . S�� ��� �������	���� F �������� ��4�����3 �� ������8��� ����
 F � P∗ ���������
������ ���
��
�
 ��4���� � 	� �������	���� P∗� 2�� O��� ���������	�
 ��
� 8
	�9��	���� L �
M �
��� ��������������� 8
	�9��	�� B���C

fLM(t) = fL(t) · fM(t).

Z�4���� 8������	�� �����		�� ����� B�	� �� ��4���� ��	��	�� ���������� 	� PC 	��������� ��5
!���0 �	"�& �0 BVWX )Y )Y[&X )C� \��� fL(t) � fM(t) P O����	�	9����	�� ���������J�� 8
	�9��
�������������	����� {an} � {bk}3 �� ��� fLM(t) = fL(t) · fM(t) �������� O����	�	9����	�� �����5
����J�� 8
	�9��� �������������	���� {cm}3 ������� 	��������� &�!����	-!�0 ��� �2�0 {an} �
{bk}M

cm =
∑

n+j=m

(
m

j

)
anbj (m ≥ 0).

2�O���
 �	�1�	�� 8
	�9��	��� fLM 	� ��	�1��	� xm ���	� �������� � ��	�� ����M

〈fLM(t)| xm〉 =
∑

n+j=m

(
m

j

)
〈fL(t)| xn〉 〈fM(t)| xj

〉
(m ≥ 0). B.=C

2������� �������D�� ������� ��	��	�� 8
	�9��	�����

.� L�88���	9�����	�� ��		�4� �	�4�1��	� � ��1�� x = 0M 〈tn| q(x)〉 = q(n)(x)
∣∣
x=0

.

;� ��1����	�� �	�1�	�� q(x) � 	�������� ��1�� yM 〈eyt| q(x)〉 = q(y).

<� A�	�1	�� ���	���� � ��1�� x = 0M 〈eyt − 1| q(x)〉 = q(y) − q(0) = Δyq(0).

>� U	��4������	�� �� ������
 [0, y]M
〈

eyt−1
t

∣∣∣q(x)
〉

=
y∫
0

q(u)du.

E� N
�������	�� �� 9���� ��1��� 	�������4� �	�������M
〈

ent−1
et−1

∣∣∣ q(x)
〉

=
n−1∑
m=0

q(m).

��� O�� ����	�D�	�� ��4�� ��������
��� � ����J�
 8���
� B.@C � B.FC� B� ���
 ��	��	����3 ��
�������1	� ��������� ��� ��	�1��	�� q(x) = xn�C

6������3 1�� ��� ������	�� ������� �������
� ���������� 	� ����� ��	���4� �	����� ������5
��	�� 1���� N�����	4� B.CM

〈tm| xn〉 = m!(−1)n−m

[
n

m

]
, B.?C

〈
(et − 1)m

∣∣ xn
〉

= m!

{
n

m

}
, B;/C

E



� ����J�		�� 1���� N�����	4� B;CM

〈
(et − 1)m

∣∣ xn,p
〉

= m!(−1)n−m

[
n

m

]
p

, B;.C

〈(
ept − 1

p

)m∣∣∣∣ xn

〉
= m!

{
n

m

}
p

. B;;C

�	������ ���
���
�� N���

J�� ���	�� ��]����� ����
��� ��	��	�� ���������3 ���5
���

J�� 	� P� 6���	�1�	�� tn �������
���� ��� ��������� n7����	�4� ��88���	9�����	��M

tnq(x) = q(n)(x) (n ≥ 0).

6������� t03 �����������		�3 �������� ���������		��� A�����
 ���
 B.@C B�� ��	��	����C ����5
������
�� ��	��	�� �������� f(t)3 ������

J�� �� ������


f(t)q(x) =

∞∑
n=0

an
q(n)(x)

n!
. B;<C

L�� ������ ���������� 	�����		� �������
���� �� �� ������		�� t� R�� �������� � ���
3 1��
������ O����	� f ��4���� F ����
���� ����
 � ���� �����M ��7������3 f P O�� O����	�	9����	��
���������J�� 8
	�9��^ ��5������3 f P ��	��	�� 8
	�9��	��^ �7�������3 f P ��	��	�� ���������
Q� �
��	�9� 	� ���	�����3 ��������
 �����1	�� ����	�1�	��

f(t), 〈f(t)|q(x)〉 � f(t)q(x)

��	��	�1	� ��������
� ���� f(t) � ������ ��	����	�� ��
1���
S�� ��� (tltj)xn = tl(tjxn)3 �� ��� �
��� f(t)3 g(t) ∈ F � q(x) ∈ P �����	����� ����	����

[f(t)g(t)]q(x) = f(t)[g(t)q(x)]3 � ������	�� ���� f(t)g(t)q(x) 	� �������� � ���� 	������ 	�������5
��		����� � 1���	����3 ���4�� �����	����� ����	����

f(t)g(t)q(x) = g(t)f(t)q(x),

� ��� ��������� �� 
�	���	�
 8
	�9�� f(t)

u(x) = f(t)w(x) ⇐⇒ w(x) = f−1(t)u(x). B;>C

U���������	�� ��	�� � ��� �� ������		�� t ������������� ����	�D�	���

〈f(t)g(t)|q(x)〉 = 〈f(t)| g(t)q(x)〉 . B;EC

L�� ��	���� xn �	� �������� ������ ���������� 8���
�� B.=C3 � ��� ����	���� ��J�4� ����
����
�� �� ��	��	���� ��������������� 8
	�9��	����� Z	���4�1	� �������
��� ����

J�� ��5
���	�� ����	����

〈f(t)| q(ax)〉 = 〈f(at)| q(x)〉 , B;@C

〈f ′(t)| q(x)〉 = 〈f(t)| xq(x)〉 . B;FC

A�� � ��� 8
	�9��	����3 
����� �������D�� ������� ��	��	�� �����������

.� L�88���	9�����	�� ��		�4� �	�4�1��	�M tkq(x) = q(k)(x).

;� 6������� ����4� 	� yM eytq(x) = q(x + y).

<� 6������� ��	�1	�� ���	���� � D�4�� yM (ety − 1)q(x) = q(x + y) − q(x) = Δyq(x).

>� U	��4������	�� �� 	��������
 ������
M eyt−1
t q(x) =

∫x+y

x
q(u)du.

E� 6������� �
�������	��M ent−1
et−1 q(x) =

n−1∑
m=0

q(x + m).

@



R�� ����	����3 ��� � � ��
1�� 8
	�9��	����3 �������1	� �������� ��� ��	�1��	�� q(x) = xn�
2������� ������ ��� �������� � ����1��
 �
��� B;<C�

_�	�� ��������	��� ����
��� ���������3 �����	�� � ���������� �	��4������	�� � �
�����5
��	��� ����� ������� �� �������� �������3 1�� 8���
�� B.>C ��4
� ���� ������	� � ����

et − 1

t
Bn(x) = xn, B;=C

et − 1

t
xn = bn(x). B;?C

6��
��3 � ���
 B;>C3

t

et − 1
xn = Bn(x), B</C

t

et − 1
bn(x) = xn.

Z	���4�1	� ����	�D�	�� B.EC ���	�����	� ����	�����

ept − 1

p(et − 1)
Kn(x) = xn, B<.C

ept − 1

p(et − 1)
xn,p = kn(x),

���
��

p(et − 1)

ept − 1
xn = Kn(x), B<;C

p(et − 1)

ept − 1
kn(x) = xn,p.

�����������������	 �����
�� \��� g(0) �= 03 �� ��� g(t) ∈ F ������� �� 
�	���	�
�
\��� ��� ���� f(t) ∈ F �����	�
��� 
������ f(0) = 03 f ′(0) �= 03 �� ��� ����4� ���� �
J����
�� �
���	����		�� ��� f(t) ∈ F �����	�� �� ��	�D�	�
 � �����9�� �������9��M f(f(t)) = f(f(t)) = t.

S���� ���� ���	��� 	������� δ7�������
_������ 	���������		�� ��O88�9��	��� 	���
�	� ���������3 1�� ���� ��� g(t) ������� ��


�	���	�
3 � f(t) P δ7���3 �� �
J����
�� ���	� ��	� �������������	���� ����	���� {sn(x)} �����3
1�� deg sn(x) = n �

〈g(t)fm(t)| sn(x)〉 = n!δm,n. B<<C

2������������	���� {sn(x)} 	��������� (��	�%�����	-!���-. ��11� � ��� ���� (g(t), f(t))� �̀��5
��� B<<C ��4�� �����������3 ���� ������	� O����	�	9����	�� ���������J�� 8
	�9�� �������������5
	���� {sn(x)}� 6	� ���	�����	� ����	���
 B-.@03 ������� ;�<�>C

∞∑
n=0

sn(x)
tn

n!
=

1

g
(
f(t)

) exf(t). B<>C

2������� �������D�� ������� �������������	����� a�88����

.� sn(x) = xnM g(t) = 13 f(t) = t^

;� sn(x) = xn M g(t) = 13 f(t) = et − 1^

<� sn(x) = xn,p M g(t) = 13 f(t) = ept−1
p ^

>� sn(x) = Bn(x)M g(t) = et−1
t 3 f(t) = t^

E� sn(x) = bn(x)M g(t) = t
et−1 3 f(t) = et − 1�

F



����D�� ����1����� ��
4�� ���9����	�� ����	����3 ����� ��� ����	��� Z����3 �������3 b
��3
c�4����3 R����� � �� ��3 ����� ����
��� �������������	������ a�88��� ��� ����������

J��
��� (g(t), f(t))�

\��� {sn(x)} P �������������	���� a�88��� ��� ���� 8
	�9�� (g(t), f(t))3 �� O�� ���������
��D��� �����1	�� �������3 �����		�� � ����	����� sn(x)� 2������� ����� ��
���� ����1� �
����������	�� �	�4�1��	� q(x) ∈ P � ���� ��	��	�� �����	�9�� �	�4�1��	�� sn(x)� 6���� ��������
8���
���

q(x) =

∞∑
n=0

〈g(t)fn(t)|q(x)〉 sn(x)

n!
. B<EC

BL�� �������������� �������1	� � ����� 1���� O��4� ����	���� �����	��� 8
	�9��	�� g(t)fn(t)�C
L�
4�� �������3 �����		�� � ���������������� �	�����1����� � ���8����1����� ������� ���9�5
���	�� ����	���� ��4
� ���� 	����	� � �	�4� -.@0�

� 	
���
�
 �
�
�
�� � �����
� ������

U� ��������	�� B@C � �������� B<>C ����
��3 1�� ����	��� Kn(x) ����
��� �������������	����


a�88��� ��� ���� 8
	�9�� g(t) = ept−1
p(et−1) � f(t) = et − 1� Z	���4�1	�3 ����	��� kn(x) ����5

������

� 8
	�9��� g(t) = p(et−1)
ept−1 � f(t) = ept−1

p . 2�O���
 �	�4�1����		�� �������� ����	����

Kn(x) � kn(x) ��4
� ���� ���
1�	� ��� ��������� ��J�� ������ � �������������	����� a�88����
� ��1����� �������D�� �������	�� ��	���4� �	����� � ����	���� A������� ������� ��� 	��

8���
��3 �	���4�1	�� ������	�� �������	���

Bn(x) =Bn +

n∑
ν=1

n

ν

{
n − 1

ν − 1

}
xν,

bn(x) =bn +

n∑
ν=1

n

ν

[
n − 1

ν − 1

]
(−1)n−νxν.

�
���� ��	� � � � n ≥ 0 �( ���%	���  ���!����

Kn(x) = Kn +

n∑
ν=1

n

ν

{
n − 1

ν − 1

}
p

xν,p, B<@C

kn(x) = kn +

n∑
ν=1

n

ν

[
n − 1

ν − 1

]
p

(−1)n−νxν. B<FC

!�������������� A�� ����1����� ��	��3 {sn(x)} = xn,p P �������������	���� a�88��� ���
���� (1, (ept − 1)/p)� N����������	�3 �� 8���
�� B<EC

Kn(x) =

n∑
ν=0

〈(
ept − 1

p

)ν∣∣∣∣Kn(x)

〉
xν,p

ν!
.

2�� ν = 0 〈(
ept − 1

p

)ν∣∣∣∣ Kn(x)

〉
= 〈1| Kn(x)〉 = Kn(0) = Kn.

2�� ν ≥ 1 �����	�� �������������	� 8���
�
 B;EC3 �������� <◦ ����	���� Kn(x) � ����	���� B;;C3
	������ 〈(

ept − 1

p

)ν∣∣∣∣Kn(x)

〉
=

〈(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣ ept − 1

p
Kn(x)

〉
=

=

〈(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣ 1

p
ΔpKn(x)

〉
=

〈(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣nxn−1

〉
= (ν − 1)!

{
n − 1

ν − 1

}
p

,

=



1�� � ���������� 8���
�
 B<@C�
L�� �������������� ����	���� B<FC �������1	� � B<@C ������� ����	� B.;C � �����	��� ���������{

n
m

}
1
p

=
(
− 1

p

)n−m [
n
m

]
p

B��� -@03 ��������	�� ;C�

� ������� -<07->0 ������	� 8���
��3 �������
J�� ����
 ����� ����	��� Bn(x) � Kn(x)� Q�5
�� O�� 8���
�� ��������� ���������� ��	���4� �	�����3 ���1�� 
���	���������� ��	�� �	�1�	��
������	�4� 1��	�3 ���
��������D�� � ������� -<07->0�

�
���� ��	� " � � n ≥ 0 �( ���%	���  ���!����

Kn(px) =bn +

n∑
ν=1

n

ν

[
n − 1

ν − 1

]
(−1)n−νpνBν(x), B<=C

pnBn(x) =Bn +

n∑
ν=1

n

ν

{
n − 1

ν − 1

}
Kν(px), B<?C

kn(x) =pnbn +

n∑
ν=1

n

ν

[
n − 1

ν − 1

]
(−p)n−νBν(x), B>/C

Bn(x) =pnBn +

n∑
ν=1

n

ν

{
n − 1

ν − 1

}
pn−νkν(px). B>.C

!�������������� N	��� ��������
���� 8���
��� B<EC� � ������ ��
1�� 	��������� ��1������

��O88�9��	��
〈

et−1
t tν

∣∣∣Kn(px)
〉

(0 ≤ ν ≤ n). 2�� ν = 0 �� 8���
��� B;@C3 B;EC3 B<.C � B;?C 	������

〈
et − 1

t

∣∣∣∣Kn(px)

〉
=

〈
ept − 1

pt

∣∣∣∣Kn(x)

〉
=

〈
et − 1

t
· ept − 1

p(et − 1)

∣∣∣∣ Kn(x)

〉
=

=

〈
et − 1

t

∣∣∣∣ ept − 1

p(et − 1)
Kn(x)

〉
=

〈
et − 1

t

∣∣∣∣ xn

〉
= bn.

Z	���4�1	� ��� ν ≥ 13 �����	�� �������������	� ����	���� B;@C3 B;EC3 �������� <◦ ����	���� Kn(x)
� 8���
�
 B.?C3 ���
1���〈

(et − 1)tν−1
∣∣Kn(px)

〉
= pν−1

〈
(ept − 1)tν−1

∣∣Kn(x)
〉

= pν−1
〈
tν−1

∣∣ (ept − 1)Kn(x)
〉

=

= pν
〈
tν−1

∣∣nxn−1
〉

= pν(−1)n−νn(ν − 1)!

[
n − 1

ν − 1

]
.

L�� �������������� �����4� ��������� ����� ��������
���� 8���
��� B<EC� N�4���	� ����	5
���
 B;@C3 ����	��� Kn(px) ����
��� �������������	����
 a�88��� ��� ���� 8
	�9�� g(t) =

et−1
p(et/p−1)

3 f(t) = et/p − 1� 2�O���


Bn(x) =

n∑
ν=0

〈
et − 1

p(et/p − 1)
(et/p − 1)ν

∣∣∣∣ Bn(x)

〉
Kn(px)

ν!
.

2�� ν = 0 �� 8���
� B;EC3 B;=C3 B;@C � B</C 	������〈
et − 1

p(et/p − 1)

∣∣∣∣ Bn(x)

〉
=

〈
t

p(et/p − 1)
· et − 1

t

∣∣∣∣ Bn(x)

〉
=

〈
t

p(et/p − 1)

∣∣∣∣ et − 1

t
Bn(x)

〉
=

=

〈
t

p(et/p − 1)

∣∣∣∣ xn

〉
=

〈
t

et − 1

∣∣∣∣
(

x

p

)n〉
=

Bn

pn
.

Z	���4�1	� ��� ν ≥ 1 �� �������
 <◦ ����	���� Kn(x) � 8���
��� B;@C3 B.?C〈
et − 1

p
(et/p − 1)ν−1

∣∣∣∣ Bn(x)

〉
=

〈
(et/p − 1)ν−1

∣∣∣∣nxn−1

p

〉
=

=
n

pn

〈
(et − 1)ν−1

∣∣ xn−1
〉

=
(ν − 1)!n

pn

{
n − 1

ν − 1

}
.

?



:���	���� B>/C � B>.C ���
1�
��� �� ����	��� B<=C � B<?C � ����J�
 ����	 B.;C�
U�����	� ����

J�� 8���
��3 �������
J�� ����
 ����� ����	��� ���	
��� .74� � ;74�

����M

Bn(x) =(1 − n)Kn − nBn−1 + nBn−1b1(x) +

n∑
ν=2

n(n − 1)

ν(ν − 1)

{
n − 2

ν − 2

}
bν(x),

bn(x) =(1 − n)bn − n(n − 2)bn−1 + nbn−1B1(x) +

n∑
ν=2

n(n − 1)

ν(ν − 1)

[
n − 2

ν − 2

]
(−1)n−νBν(x).

L������ �	���4�1	�� 8���
�� ��� �	�4�1��	�� Kn(x) � kn(x)�

�
���� ��	� # � � n ≥ 0 �( ���%	���  ���!����

Kn(x) =(1 − n)Kn + n(2 − n − p)Kn−1 + nKn−1k1(x) +

n∑
ν=2

n(n − 1)

ν(ν − 1)

[
n − 2

ν − 2

]
p

kν(x), B>;C

kn(x) =(1 − n)kn − n(p(n − 2) − 1)kn−1 + nkn−1K1(x) +

n∑
ν=2

n(n − 1)

ν(ν − 1)

{
n − 2

ν − 2

}
p

(−1)n−νKν(x). B><C

!�������������� 2� 8���
�� B<EC

Kn(x) =

n∑
ν=0

〈
(et − 1)

(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣Kn(x)

〉
kν(x)

ν!
.

2�� ν = 0 	��������� 	���� ����1�	
 〈f(t)|Kn(x)〉3 4�� f(t) = p(et−1)
ept−1 � 2��������� f(t) =

e(1−p)t − 1−e−pt

p f ′(t) � �����
��� 8���
��� B;FC3 ���
1���

〈f(t)| Kn(x)〉 =
〈
e(1−p)t

∣∣∣Kn(x)
〉

−

〈
f ′(t)

∣∣∣∣1 − e−pt

p
Kn(x)

〉
=

= Kn(1 − p) −
〈
f ′(t)

∣∣n(x − p)n−1
〉

= Kn(1 − p) − n
〈
f(t)

∣∣x(x − p)n−1
〉
.

S�� ��� x(x − p)n−1 = (x − p + 1)n + (p − 1)(x − p)n−1, �� �� B<;C

〈f(t)|Kn(x)〉 = (1 − n)Kn(1 − p) − n(p − 1)Kn−1(−p).

L����3 �� �������
 ;◦ ����	���� Kn(x)3 Kn(1 − p) = nKn−1(−p) = Kn(−p)3 �	�1��

〈f(t)| Kn(x)〉 = (1 − n)Kn(−p) + n(2 − n − p)Kn−1(−p).

Q���	�93 ��4���	� �������
 <◦3 Kn(−p) = Kn − np(−p)n−13 �3 �����������	�3

〈f(t)|Kn(x)〉 = (1 − n)Kn + n(2 − n − p)Kn−1.

2
��� ν = 1� S�4�� ���
1��� ��O88�9��	� 〈et − 1| Kn(x)〉 = nKn−1.

2�� ν ≥ 2 〈
(et − 1)

(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣ Kn(x)

〉
= n

〈(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣Kn−1(x)

〉
=

= n

〈(
ept − 1

p

)ν−2
∣∣∣∣∣ (n − 1)xn−2

〉
= n(n − 1)(ν − 2)!

[
n − 2

ν − 2

]
p

.

A�� � ��	�D�3 ����	���� B><C ���
1����� �� B>;C � ����J�
 ����	 B.;C � 8���
��
[

n
m

]
1
p

=(
− 1

p

)n−m {
n
m

}
p

B��� -@03 ��������	�� ;C�

./



$���
	����	� ��������
	�� ����� Kn ���	����� 
 R����� � �4� �U	��4����	�� ��1����5
	��, B��� -?03 ������ ;3 4�� IH3 ����1� .@/C� R���� ������������� 	���	����	�� ��88���	9����	��

���	�	�� � ������		��� ��O88�9��	����

p
y(x)

a
−

(
p

2

)
y ′(x)

a2
+

(
p

3

)
y ′′(x)

a3
− . . . = z(x)

� 	������ �4� 1���	�� ��D�	�� � ���� ����M

y(x) =
a

p
z(x) +

p − 1

2p
z ′(x) +

p2 − 1

12ap
z ′′(x) +

p2 − 1

24a2p
z ′′′(x) −

(p2 − 1)(p2 − 19)

720a3p
z(4)(x) − . . .

Q� ����� ��	���4� �	����� ���	� �������3 1�� R���� ��D��� 
���	�	��

z(x) =
1 − (1 − t/a)

p

t
y(x) =

p

a
· 1

FK(t/a)
y(x),

� � ��1����� 1���	�4� ��D�	�� ����]������ 8
	�9�


y(x) =
a

p
· FK (t/a) z(x) =

a

p

∞∑
n=0

Kn

n!
· z(n)(x)

an
.

����� ������� � 1����� A������� ;74� ���� kn ���	� 	���� � �L�88���	9����	�� ��1��5
��	��, R������ � 4���� �6 �����	�	�� ��88���	9����	�4� ��1����	�� � ��D�	�
 
���	�	��,
B��� -=03 1���� ;3 4�� IG3 d ;<FC �	 ������4��� �����1	�� ������� ��������		�4� � ��1	�4� ��D�	��
��4�����1����� 
���	�	�� B��1	�� ��D�	�� ����]����
��� � ���� �����C� � 1���	����3 R���� ���5
���������� ����1
 � ��1����	�� ���	�� ���� p

√
ap + b. Q����
 � ������� ��������	�� Q�
��	�3

��	���		�� 	� 	� ��������		�� ����	����

p
√

ap + b ≈ a +
p

pap−1
,

�	 ������4��� ������������ 8���
�


p
√

ap + b = a +
p

pap−1F(a, b)
,

4�� F(a, b) P ���9����	�� ������� �������		�� 8
	�9��� R���� ���������� ������ ���4�����
���� ��� F(a, b)M

F(a, b) = 1 +
p − 1

2p
· b

ap
−

p2 − 1

12p2
· b2

a2p
+

p2 − 1

24p2
· b3

a3p
− . . . ,

������� 	� ����� ���� ���	� ∞∑
n=0

kn

n!

(
b

pap

)n

= Fk

(
b

pap

)
.

����� kn(x) ����� ������ � 8���
�
 �
�������	�� c����� B��� -F03 -.E0C� N ����J�
 1����
A������� �	� ����� ���� ������	� � ����

ap−1∑
x=0

F(x) = p

a−1∑
x=0

F(px) +

m−1∑
ν=1

kν

ν!

Δν−1
p F(x)

pν−1

∣∣∣∣∣
ap

0

+ a
km

m!
F(m)(ξ),

4�� ξ P 	�������� ��1�� ������� [0, ap]�

..



����
� ���������


-.0 b���8�	� Z� 6� �����	�!�� 2�!��!��  �/!����0� P _�M Q�
��3 .?@F�

-;0 b�O��� :� c�3 A	
� L� R�3 2���D	�� 6� )�!2 ��!�
 ��������2�� ��!���!�� �!1� ����2�� P
_�M _��3 .??=�

-<0 A������Q� _� �(�3��	-!�� (�	�!��� � �� ( �	�6�!�
�P L��8�	���� ��������	��� _�����
�������3 .??@3 �� ;3 �� FF7=?�

->0 A������ Q� _� � !�2��� �� ���0����� �(�3��	-!�� (�	�!����� P ����D������ ����	��3 ��
.3 >/7>?3 S
��3 ;//.�

-E0 �̀��	�� Z� �� � 1� ��	�� ����� ���!�
 � �!�� (�	
3��� P ����D������ ����	��3 �� .3
E;7F.3 S
��3 ;//.�

-@0 �̀��	�� Z� �� �& �%!�� �&�&'�!�� ����	 ��� 	�!"�� P ����D������ ����	��3 �� <3 e ;B>C3 '�
./F7.;;3 S
��3 ;//;�

-F0 N��8�	��	 U� T� 7�� �
 �!�� (�	
3��� P _�7c�M 6QSU3 .?<E�

-=0 R���� c� *�11� �!3��	-!�� �����	�!��� P _�7c�M b��� ���5�� ����7����� ����3 .?>?�

-?0 R���� c� �!��" �	-!�� �����	�!��� �� $ P _�M b��� ���5�� ����7����� ����3 .?EF�

-./0 f& $#VYY+ g� 89: ;<=>?@AB=CD P f)!&Y3 B.F.<C� Bh&i +$(&* #$ ii� ./@5;=@ +$ H#Y� < #j �k+& l& m& n#$
g)m#X f& $#VYY+,3 f+ mo)V!& H& Y)[3 f)!&Y3 .?FE�

-..0 fV''o+)$+'#3 �� k+ 3 p#&X k� 8 E?F?@A?C EG9H?I <J KLM9BF ;BF@GFG: P qo& &Y&'( #$+' %#V $)Y #j
'#WX+$)(# +'! B;///C3 o((iMrrsss�'#WX+$)(# +'!�# [rtV n&u!r*!<�i*j

-.;0 "#W(&(3 p� 8CHB=@?C ;<LMD=BA<9D@:N OP? 89A <J QD=DA? B=C R=S=DA? TUVB=:D<=: P  &n� &$Y� &*�
k# * &'o(3 v&(o& Y)$*!M h&+*&Y3 .?F>�

-.<0 k+Y'o& 3 w�3 tmVY)3 p� )$* tY)nV(!m++3 I� to� 8 WDMFD<X9BVPI <J W?9=<GFFD YGLM?9: P
o((iMrrsss�W)(o!()(�*)Y�')r *+Y'o& rX& $#VYY+�o(WY�

-.>0 g# *)$3 "� ;BF@GFG: <J QD=DA? ZD[?9?=@?:3 < * &*� v&s x# mM "o&Y!&)3 .?@E�

-.E0 pVXX#'m3 g� l� ")WX +*[& yo+Y#!� q )$!� <3 <;<3 .=;?�

-.@0 h#W)$3 t� OP? KLM9BF ;BF@GFG: P v&s x# mM �')*&W+' y &!!3 .?=>�

-.F0 h#()3 z�7"� OP? =GLM?9 <J VB9ADAD<=: <J B :?A3 �W& � {)(o� {#$(oYu3 F. B.?@>C3 >?=7E/>�

-.=0 h#()3 z�7"� QD=DA? <V?9BA<9 @BF@GFG: P �')*&W+' y &!!3 v&s7x# m3 B.?FEC�

-.?0 h#()3 z�7"� )$* q)uY# 3 f� k� OP? @FB::D@BF GLM9BF @BF@GFG:3 tI�{ g� {)(o� �$$�3 ;E B.??>C3 @?>7
F..�

..???;3 _�����3 ��������� 4���3
_b` ��� _� �� c���	�����3
����	���7��������1����� 8��
�����3
��8���� ������ 1�����
V!(+$#n|W&'o�W)(o�W!V�!V

.;


