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Â ðàáîòå ââîäÿòñÿ îáîáùåííûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà. Äëÿ íèõ äîêàçûâàþòñÿ ñâîé-
ñòâà, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì îáû÷íûõ ÷èñåë Ñòèðëèíãà. Â ÷àñòíîñòè, ñ èõ ïîìîùüþ
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Êëàóçåíà � ôîí Øòàóäòà äëÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ
÷èñåë Áåðíóëëè (÷èñåë Êîðîáîâà). Äàåòñÿ òàêæå êîìáèíàòîðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îáîá-
ùåííûõ ÷èñåë Ñòèðëèíãà â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ.

1 ×èñëà Ñòèðëèíãà

×èñëà Ñòèðëèíãà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâóïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ñïåöèàëüíûõ
÷èñåë. Îíè âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ è ïðè àíàëèçå äðóãèõ
ñïåöèàëüíûõ ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, [4], [8], [11]). ×èñëà Ñòèðëèíãà 1�ãî ðîäà

[
n
k

]
(0 ≤ k ≤ n) îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ñ k öèêëàìè.
×èñëà Ñòèðëèíãà 2�ãî ðîäà

{
n
k

}
(0 ≤ k ≤ n) ðàâíû ÷èñëó ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà èç

n ýëåìåíòîâ íà k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïðè k < 0 èëè k > n ÷èñëà Ñòèðëèíãà
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ÷èñëà Ñòèðëèíãà çàäàòü êàê êîýô-
ôèöèåíòû â ðàçëîæåíèÿõ

xn =

n∑
k=0

{
n

k

}
xk (n ≥ 0), (1)

xn =

n∑
k=0

[
n

k

]
xk (n ≥ 0). (2)

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç xn è xn áóäåì îáîçíà÷àòü óáûâàþùèå è âîçðàñòàþùèå ôàêòîðè-
àëüíûå ñòåïåíè:

xn = x(x− 1) . . . (x− n+ 1),
xn = x(x+ 1) . . . (x+ n− 1).

*Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ôîíäà ÐÔÔÈ, ãðàíä N 01-01-00738
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Èç ôîðìóë (1) è (2) ëåãêî íàõîäÿòñÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà{
n

0

}
=

[
n

0

]
=

{
1, åñëè n = 0,

0, åñëè n ≥ 1,
(3){

n

n

}
=

[
n

n

]
= 1 (n ≥ 0), (4)

è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:{
n

k

}
= k

{
n− 1

k

}
+

{
n− 1

k− 1

}
(1 ≤ k < n), (5)[

n

k

]
= (n− 1)

[
n− 1

k

]
+

[
n− 1

k− 1

]
(1 ≤ k < n). (6)

Óñëîâèÿ (3)�(6) òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ÷èñëà Ñòèðëèíãà è ïîçâîëÿþò ëåã-
êî âû÷èñëèòü èõ ïåðâûå çíà÷åíèÿ:

n

{
n

0

} {
n

1

} {
n

2

} {
n

3

} {
n

4

}
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 3 1

4 0 1 7 6 1

n

[
n

0

] [
n

1

] [
n

2

] [
n

3

] [
n

4

]
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1

Îòìåòèì íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ÷èñåë Ñòèðëèíãà (ñì. [4], [8]). Ïîñëå çà-
ìåíû ïåðåìåííîé x íà −x â îïðåäåëåíèÿõ (1)�(2) ïîëó÷àþòñÿ åùå äâå ôîðìóëû,
ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé îáû÷íûå è ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè:

xn =

n∑
k=0

{
n

k

}
(−1)n−kxk (n ≥ 0), (7)

xn =

n∑
k=0

[
n

k

]
(−1)n−kxk (n ≥ 0). (8)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë (1)�(2) è (7)�(8) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî
óòâåðæäåíèÿ: äëÿ ôóíêöèé f(n) è g(n), îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå öåëûõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâû âçàèìíî îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ

g(n) =

n∑
k=0

{
n

k

}
(−1)kf(k) ⇔ f(n) =

n∑
k=0

[
n

k

]
(−1)kg(k). (9)

Ïðè ïîäñòàíîâêå îäíîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ â äðóãîå ïîëó÷àþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà 1-ãî è 2�ãî ðîäà∑

k

{
n

k

} [
k

m

]
(−1)n−k =

∑
k

[
n

k

]{
k

m

}
(−1)n−k = δmn =

{
1, m = n,

0, m ̸= n,
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ðàâíîñèëüíûå (9).
Ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{
n
k

}
è
[
n
k

]
(k =

n,n+ 1, n+ 2, . . .) èìåþò ñëåäóþùèé âèä

∞∑
n=k

{
n

k

}
zn

n!
=

(ez − 1)k

k!
,

∞∑
n=k

[
n

k

]
zn

n!
=

(
ln 1

1−z

)k
k!

.

Ñ ïîìîùüþ ÷èñåë Ñòèðëèíãà ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÷èñåë
Áåðíóëëè:∑

k

{
m

k

} [
k+ 1

n

]
(−1)k+1−n

k+ 1
=

1

m+ 1

(
m+ 1

n

)
Bm+1−n (n > 0). (10)

Òàêæå áûâàþò ïîëåçíûìè ðàâåíñòâà{
n+ 1

m+ 1

}
=

∑
k

(
n

k

){
k

m

}
,

[
n+ 1

m+ 1

]
=

∑
k

[
n

k

](
k

m

)
.

2 Îáîáùåííûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà

Ïóñòü p � ôèêñèðîâàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Íàðÿäó ñ óáûâàþùèìè è âîçðàñòà-
þùèìè ôàêòîðèàëüíûìè ñòåïåíÿìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ
êàæäûé ñëåäóþùèé ñîìíîæèòåëü îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî íà p:

x(x− p)(x− 2p) . . . (x− (n− 1)p) = pn

(
x

p

)n

,

x(x+ p)(x+ 2p) . . . (x+ (n− 1)p) = pn

(
x

p

)n

.

Ïóñòûå ïðîèçâåäåíèÿ (ïðè n = 0) ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå;
ïðè p = 0 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî pn (x/p)n = pn (x/p)n = xn.

Îïðåäåëèì îáîáùåííûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà 1�ãî ðîäà
[
n
k

]
p
è 2�ãî ðîäà

{
n
k

}
p
êàê

êîýôôèöèåíòû â ðàâåíñòâàõ

xn =

n∑
k=0

{
n

k

}
p

pk

(
x

p

)k

, (11)

pn

(
x

p

)n

=

n∑
k=0

[
n

k

]
p

xk. (12)
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Ïðåäëîæåíèå 1 Îáîáùåííûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì {

n

0

}
p

=

[
n

0

]
p

=

{
1, åñëè n = 0,

0, åñëè n ≥ 1,
(13){

n

n

}
p

=

[
n

n

]
p

= 1 (n ≥ 0), (14)

è ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì{
n

k

}
p

= (kp− n+ 1)

{
n− 1

k

}
p

+

{
n− 1

k− 1

}
p

(1 ≤ k < n), (15)[
n

k

]
p

= (p(n− 1) − k)

[
n− 1

k

]
p

+

[
n− 1

k− 1

]
p

(1 ≤ k < n). (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâà (13)�(14) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé
îáîáùåííûõ ÷èñåë Ñòèðëèíãà (11)�(12).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû â òîæäåñòâå

xn = (x · xn−1 − x(x− p)n−1) − (n− 1)xn−1 + x(x− p)n−1

ðàçëîæèì óáûâàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè ïî ôîðìóëå (11):

n∑
k=0

{
n

k

}
p

pk

(
x

p

)k

=

n−1∑
k=0

{
n− 1

k

}
p

pk+1(k− 1)

(
x

p

)k

−

−(n− 1)

n−1∑
k=0

{
n− 1

k

}
p

pk

(
x

p

)k

+

n−1∑
k=0

{
n− 1

k

}
p

pk+1

(
x

p

)k+1

.

Äàëåå, ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñëàãàåìûõ âèäà pk (x/p)k, ïðèõîäèì ê ðàâåí-
ñòâó (15).

Àíàëîãè÷íî èç òîæäåñòâà

pn

(
x

p

)n

= p(n− 1)pn−1

(
x

p

)n−1

+ xpn−1

(
x+ 1

p

)n−1

−

−

[
xpn−1

(
x+ 1

p

)n−1

− xpn−1

(
x

p

)n−1
]

äëÿ îáîáùåííûõ ÷èñåë Ñòèðëèíãà 1�ãî ðîäà ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå (16).

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (13)�(16) ëåãêî âû÷èñëèòü ïåðâûå ýëåìåíòû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé

{
n
k

}
p
è
[
n
k

]
p
:
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n

{
n

0

}
p

{
n

1

}
p

{
n

2

}
p

{
n

3

}
p

{
n

4

}
p

0 1

1 0 1

2 0 p− 1 1

3 0 (p− 1)(p− 2) 3(p− 1) 1

4 0 (p− 1)(p− 2)(p− 3) (p− 1)(7p− 11) 6(p− 1) 1

n

[
n

0

]
p

[
n

1

]
p

[
n

2

]
p

[
n

3

]
p

[
n

4

]
p

0 1

1 0 1

2 0 p− 1 1

3 0 (p− 1)(2p− 1) 3(p− 1) 1

4 0 (p− 1)(2p− 1)(3p− 1) (p− 1)(11p− 7) 6(p− 1) 1

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû
{

n
k

}
p
è
[
n
k

]
p
ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò

ïàðàìåòðà p ñòåïåíè n− k è, â ÷àñòíîñòè,{
n

1

}
p

= (p− 1)(p− 2) . . . (p− (n− 1)),[
n

1

]
p

= (p− 1)(2p− 1) . . . (p(n− 1) − 1), (17){
n

n− 1

}
p

=

[
n

n− 1

]
p

=

(
n

2

)
(p− 1).

Ãëÿäÿ íà ïðèâåäåííûå òàáëèöû ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñòàðøèå è ìëàäøèå êîýôôè-
öèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà. Êðîìå ýòîãî
âèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí

{
n
k

}
p
ïåðåõîäèò â

[
n
k

]
p
(ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ïðè ïåðåñòàíîâêå

êîýôôèöèåíòîâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Ïðåäëîæåíèå 2 Îáîáùåííûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà
{

n
k

}
p
è
[
n
k

]
p
ñâÿçàíû äðóã ñ äðó-

ãîì ñîîòíîøåíèÿìè{
n

k

}
1
p

=

(
−
1

p

)n−k [
n

k

]
p

,

[
n

k

]
1
p

=

(
−
1

p

)n−k {
n

k

}
p

(p ̸= 0). (18)

Êðîìå òîãî, îíè ñâÿçàíû ñ îáû÷íûìè ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà ðàâåíñòâàìè{
n

k

}
0

= (−1)n−k

[
n

k

]
,

[
n

k

]
0

= (−1)n−k

{
n

k

}
, (19)

lim
p→∞

1

pn−k

{
n

k

}
p

=

{
n

k

}
, lim

p→∞
1

pn−k

[
n

k

]
p

=

[
n

k

]
. (20)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (18). Âòîðîå áó-
äåò ïîëó÷àòüñÿ èç íåãî çàìåíîé p → 1/p. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé (13) è (14)
ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà {

n

k

}
1
p

=

(
−
1

p

)n−k [
n

k

]
p

(21)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè k = 0 è ïðè k = n. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíû,
ñòîÿùèå â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ýòîé ôîðìóëû óäîâëåòâîðÿþò îäíèì è òåì æå ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîøåíèÿì. Ñîãëàñíî (15) ÷èñëà

{
n
k

}
1
p

ñâÿçàíû óñëîâèåì{
n

k

}
1
p

=

(
k

p
− n+ 1

){
n− 1

k

}
1
p

+

{
n− 1

k− 1

}
1
p

(1 ≤ k < n). (22)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîîòíîøåíèå (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(
−
1

p

)n−k [
n

k

]
p

=

(
k

p
− n+ 1

)(
−
1

p

)n−1−k [
n− 1

k

]
p

+

(
−
1

p

)n−k [
n− 1

k− 1

]
p

. (23)

Èç ñîâïàäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëàõ (22) è (23) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (21).
Àíàëîãè÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ (19) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.
Ðàâåíñòâà (20) ïîëó÷àþòñÿ, åñëè â (18) ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè p → ∞ è âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (19).
Ïðåäëîæåíèå 2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÷èñëà

{
n
k

}
p
è
[
n
k

]
p

èãðàþò äâîéñòâåííóþ (â ñìûñëå ñîîòíîøåíèÿ (18)) ðîëü äðóã ïî îòíîøåíèþ ê äðóãó
è çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà 1-ãî è 2�ãî ðîäà.

3 Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ÷èñåë

Ñòèðëèíãà

Ïðåäëîæåíèå 3 Îáîáùåííûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà ñâÿçàíû îðòîãîíàëüíûìè ñîîò-
íîøåíèÿìè ∑

k

{
n

k

}
p

[
k

m

]
p

(−1)n−k =
∑
k

[
n

k

]
p

{
k

m

}
p

(−1)n−k = δmn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå çàìåíû â ðàâåíñòâàõ (11)�(12) ïåðåìåííîé x íà −x, ïî-
ëó÷àþòñÿ åùå äâà ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë

{
n
k

}
p
è
[
n
k

]
p
, àíàëîãè÷íûå ôîðìóëàì (7)�

(8):

xn =

n∑
k=0

{
n

k

}
p

(−1)n−kpk

(
x

p

)k

(n ≥ 0), (24)

pn

(
x

p

)n

=

n∑
k=0

[
n

k

]
p

(−1)n−kxk (n ≥ 0). (25)
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Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâà (11) è (25) ïîëó÷àåì

xn =
∑
k

{
n

k

}
p

pk

(
x

p

)k

=
∑
k

{
n

k

}
p

∑
m

[
k

m

]
p

(−1)k−mxm,

xn =
∑
m

xm
∑
k

{
n

k

}
p

[
k

m

]
p

(−1)k−m.

Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñëàãàåìûõ âèäà xm ïðèâîäèò ê ïåðâîìó îðòîãíàëü-
íîìó ñîîòíîøåíèþ ∑

k

{
n

k

}
p

[
k

m

]
p

(−1)n−k = δmn.

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (12) è (24) ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî∑
k

[
n

k

]
p

{
k

m

}
p

(−1)n−k = δmn.

Ñëåäñòâèå 1 Äëÿ îáîáùåííûõ ÷èñåë Ñòèðëèíãà ñïðàâåäëèâû âçàèìíî îáðàòíûå
ñîîòíîøåíèÿ àíàëîãè÷íûå (9):

g(n) =

n∑
k=0

{
n

k

}
p

(−1)kf(k) ⇔ f(n) =

n∑
k=0

[
n

k

]
p

(−1)kg(k).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü îäíó èç ôîðìóë â äðóãóþ è âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 3.

Ïðåäëîæåíèå 4 Ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé{
n
k

}
p
è
[
n
k

]
p
(k = n,n+ 1, n+ 2, . . .) èìåþò âèä

Fk(z) =

∞∑
n=k

{
n

k

}
p

zn

n!
=

[
(1+ z)p − 1

p

]k
1

k!
, (26)

Gk(z) =

∞∑
n=k

[
n

k

]
p

zn

n!
=

[
1− (1− pz)

1
p

]k 1

k!
. (27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ôîðìóëû. Ïðè k =
0 ðàâåíñòâî (26) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (13). Äàëåå ïðèìåíèì èíäóê-
öèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≥ 1 è äëÿ k − 1 íóæíîå ðàâåíñòâî óæå äîêàçàíî. Èç
ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî

Fk(z) =

∞∑
n=k

(kp− n+ 1)

{
n− 1

k

}
p

zn

n!
+

∞∑
n=k

{
n− 1

k− 1

}
p

zn

n!
.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî z ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ äëÿ ôóíêöèè Fk(z):

F ′
k(z) = kpFk(z) − zF ′

k(z) + Fk−1(z)

èëè
(1+ z)F ′

k(z) = kpFk(z) + Fk−1(z).

Ðåøàÿ åãî ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Fk(0) = 0

ïîëó÷àåì ôîðìóëó (26).
Ðàâåíñòâî (27) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îíî, î÷åâèäíî, âåðíî ïðè k = 0. Êàê è â

ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äëÿ ïåðåõîäà îò k−1 ê k, ïðèìåíèì ê ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (27)
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (16):

Gk(z) =

∞∑
n=k

(p(n− 1) − k)

[
n− 1

k

]
p

zn

n!
+

∞∑
n=k

[
n− 1

k− 1

]
p

zn

n!
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî z. Ðåçóëüòàòîì áóäåò äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Gk(z)

G ′
k(z)(1− pz) = −kGk(z) +Gk−1(z)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Gk(0) = 0. Åãî ðåøåíèå äàñò â òî÷íîñòè ôîðìóëó (27).

Ñëåäñòâèå 2 Äëÿ âñåõ öåëûõ m,n ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà{
n+ 1

m+ 1

}
p

=
∑
k

(
n

k

){
k

m

}
p

(p− 1)n−k,[
n+ 1

m+ 1

]
p

=
∑
k

[
n

k

]
p

(
k

m

)
(p− 1)k−m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (26) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè Fm(z) è Fm+1(z) ñâÿçà-
íû óðàâíåíèåì

F ′
m+1(z) = Fm(z)(1+ z)p−1.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè zn+1 â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòîãî òîæäåñòâà, ïîëó-
÷àåì ôîðìóëó ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ôîðìóëû ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Gm+1(z),
îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (26):

G ′
m+1(z) = Gm(z)(1− pz)

1
p
−1.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî

(1− pz)
1
p
−1 =

[
1−

(
1− (1− pz)

1
p

)]1−p

=

∞∑
j=0

(
1− (1− pz)

1
p

)j

j!
(p− 1)j,
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è, äåëàÿ çàìåíó k = m+ j, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

G ′
m+1(z) =

∞∑
k=m

Gk(z)

(
k

m

)
(p− 1)n−k.

Äàëåå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îñòàåòñÿ ñðàâíèòü êîýôôèöèåíòû ïðè ñëàãàåìûõ
âèäà zn+1.

4 Ñâÿçü ñ ÷èñëàìè Êîðîáîâà

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà è ïîëèíîìû Áåðíóëëè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

B0 = 1,

n∑
ν=0

(
n

ν

)
Bν = Bn (n ≥ 2);

Bn(x) =

n∑
ν=0

(
n

ν

)
Bνx

n−ν (n ≥ 0).

Â ÷àñòíîñòè,

B1 = −
1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0,

B1(x) = x−
1

2
, B2(x) = x2 − x+

1

6
,

B3(x) = x3 −
3

2
x2 +

1

2
x.

Â ðÿäå çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë èìåþò çíà÷åíèå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷èñåë Áåð-
íóëëè.

Â 1847 ã. Êóììåð äîêàçàë òåîðåìó Ôåðìà äëÿ ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, íàçû-
âàåìûõ ðåãóëÿðíûìè. Ïðîñòîå ÷èñëî p íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî íå äåëèò
÷èñëî êëàññîâ êðóãîâîãî ïîëÿ Q(e2πi/p). Êðîìå òîãî, Êóììåð îòêðûë ýëåìåíòàðíûé
êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè: íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè p íå
äåëèò ÷èñëèòåëü íè îäíîãî èç ÷èñåë B2, B4, . . . , Bp−3 (ñì. [1], [2]).

Äðóãèì ïðèìåðîì, â êîòîðîì íåïîñðåäñòâåííóþ ðóëü èãðàþò àðèôìåòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ÷èñåë Áåðíóëëè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î p�àäè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè ζ�ôóíêöèè
Ðèìàíà (ñì. [5]).

Â ñâÿçè ñ ýòèì îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè.
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ðàâåíñòâî (10). Ïðè n = 1 îíî ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó∑

j

{
m

j

}
j!
(−1)j

j+ 1
= Bm. (28)

Îòñþäà óæå äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûâîäèòñÿ òåîðåìà Êëàóçåíà � ôîí Øòàóäòà: äëÿ
âñÿêîãî ÷èñëà Áåðíóëëè B2n íàéäåòñÿ öåëîå I2n òàêîå, ÷òî

B2n = I2n −
∑

q−1|2n

1

q
,
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîõîäèò ïî ïðîñòûì q, äëÿ êîòîðûõ (q − 1) | 2n. Ýòà òåîðåìà
ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò çíàìåíàòåëè ÷èñåë Áåðíóëëè è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåêîòîðóþ
èíôîðìàöèþ îá èõ ÷èñëèòåëÿõ (ñì. [1], [2], [3]).

Â ðàáîòå [6] Êîðîáîâûì áûëè ââåäåíû ñïåöèàëüíûå ÷èñëà Pn è ñïåöèàëüíûå ïî-
ëèíîìû Pn(x), êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè ÷èñåë è ïîëèíîìîâ
Áåðíóëëè. Êàê è â ðàáîòå [9], ââåäåì ÷èñëà Kn è ïîëèíîìû Kn(x) (÷èñëà è ïîëèíîìû
Êîðîáîâà) ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ

K0 = 1,

n∑
ν=0

(
n

ν

)
Kνp

n−ν = Kn (n ≥ 2); (29)

Kn(x) =

n∑
ν=0

(
n

ν

)
Kνx

n−ν (n ≥ 0). (30)

×èñëà Kn è ïîëèíîìû Kn(x) îòëè÷àþòñÿ îò ÷èñåë Pn è ïîëèíîìîâ Pn(x) èç ðà-
áîò [6]�[7] êîíñòàíòîé:

Kn = n!Pn, Kn(x) = n!Pn(x).

Îíè îêàçûâàþòñÿ áîëåå óäîáíûìè, ïîñêîëüêó èõ ñâîéñòâà èìåþò áîëüøåå ñõîäñòâî ñ
àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè ÷èñåë è ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè (29)�(30) íåòðóäíî âû÷èñëèòü ïåðâûå ÷èñëà è ïîëèíî-
ìû Êîðîáîâà:

K1 = −
p− 1

2
, K2 =

p2 − 1

6
, K3 = −

p2 − 1

4
,

K1(x) = x−
p− 1

2
, K2(x) = x2 − px+

p2 − 1

6
,

K3(x) = x3 −
3(p+ 1)

2
x2 +

p(p+ 3)

2
x−

p2 − 1

4
.

Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ÷èñåë Kn è ïîëèíîìîâ Kn(x) ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [6]�[7] è
[9]�[10].

Äîêàæåì äëÿ ÷èñåë Êîðîáîâà ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâàì (10) è (28).

Ïðåäëîæåíèå 5 Äëÿ ëþáûõ m ≥ 0 è ν ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∑
j

{
m

j

}
p

[
j+ 1

ν

]
p

(−1)j+1−ν

j+ 1
=

1

m+ 1

(
m+ 1

ν

)
Km+1−ν. (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóììó

Sm(n) =

n−1∑
h=0

(ph)m.
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Ïî ôîðìóëå (9) èç ðàáîòû [6]

Sm(n) =
Km+1(np) − Km+1

p(m+ 1)
.

Äàëåå ðàñïèñûâàÿ Km+1(np) ïî îïðåäåëåíèþ (30), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëå-
íèå äëÿ Sm(n):

Sm(n) =
1

p(m+ 1)

m+1∑
ν=1

(
m+ 1

ν

)
(np)νKm+1−ν. (32)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ (11) ÷èñåë
{

n
k

}
p
,

Sm(n) =

n−1∑
h=0

(ph)m =

n−1∑
h=0

∑
j

{
m

j

}
p

pjhj =

=
∑
j

{
m

j

}
p

pj

n−1∑
h=0

hj =
∑
j

{
m

j

}
p

pj n
j+1

j+ 1
.

Ðàñïèñûâàÿ nj+1 ïî ôîðìóëå (25), íàõîäèì, ÷òî

Sm(n) =
∑
j

{
m

j

}
p

pj

j+ 1

∑
ν

[
j+ 1

ν

]
p

(−1)j+1−ν(np)ν

pj+1
=

=
∑
ν

(np)ν
∑
j

{
m

j

}
p

[
j+ 1

ν

]
p

(−1)j+1−ν

(j+ 1)p
. (33)

Ñðàâíèâàÿ òåïåðü â ôîðìóëàõ (32) è (33) êîýôôèöèåíòû ïðè (np)ν, ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó (31).

Ñëåäñòâèå 3 Ïðè m ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå∑
j

{
m

j

}
p

(p− 1)(2p− 1) . . . (jp− 1)
(−1)j

j+ 1
= Km. (34)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (34) äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â (31) çíà÷åíèå ν = 1

è ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî (17) ñ ν = j+ 1:[
j+ 1

1

]
p

= (p− 1)(2p− 1) . . . (jp− 1) (j ≥ 0).

Èç ñëåäñòâèÿ 3 äëÿ ÷èñåë Êîðîáîâà ìîæíî âûâåñòè óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå
òåîðåìå Êëàóçåíà � ôîí Øòàóäòà äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè.

Ñëåäñòâèå 4 Ïóñòü p � öåëîå ÷èñëî, m ≥ 1 è (p, (m+1)!) = 1. Òîãäà ÷èñëî Km

ÿâëÿåòñÿ öåëûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ôîðìóëå (34) âñå êîýôôèöèåíòû
{

m
j

}
p
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ p. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ äðîáü
âèäà

(p− 1)(2p− 1) . . . (jp− 1)

j+ 1
(0 ≤ j ≤ m) (35)

òàêæå áóäåò öåëûì ÷èñëîì. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ (p, (m + 1)!) = 1 ïîëó÷àåì,
÷òî (p, j+1) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà p, 2p, . . . , jp ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíóþ
ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ j + 1 áåç íóëÿ. Çíà÷èò, îäíî èç ÷èñåë p − 1, 2p − 1, . . . ,
jp− 1 äåëèòñÿ íà j+ 1 áåç îñòàòêà, è äðîáü (35) ðàâíà öåëîìó ÷èñëó.

5 Êîìáèíàòîðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îáîáùåííûõ ÷èñåë

Ñòèðëèíãà

Êàê è îáû÷íûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà, ÷èñëà
{

n
k

}
p
è
[
n
k

]
p
äîïóñêàþò êîìáèíàòîðíóþ èí-

òåðïðåòàöèþ.
Ïóñòü p ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Äàí öèêë

äëèíû p. Òðåáóåòñÿ ðàññòàâèòü n ìåòîê 1, 2, . . . , n ïî n ðàçëè÷íûì âåðøèíàì ýòîãî
öèêëà. Ðàçìåòêè, êîòîðûå ìîæíî ñîâìåñòèòü ïîâîðîòîì, îòîæäåñòâëÿþòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà{
n

1

}
p

= (p− 1)(p− 2) . . . (p− (n− 1)).

Àíàëîãè÷íî ÷èñëà
{

n
2

}
p
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàññòàíîâêå n ðàçëè÷íûõ

ìåòîê ïî ðàçëè÷íûì âåðøèíàì äâóõ öèêëîâ äëèíû p ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíè-
åì: íà êàæäîì èç öèêëîâ õîòÿ áû îäíà âåðøèíà äîëæíà áûòü ïîìå÷åíà. Ïðè ýòîì
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ðàçìåòêè, êîòîðûå ìîæíî ñîâìåñòèòü ïîâîðîòîì èëè ïåðåñòàíîâ-
êîé öèêëîâ.

Ïóñòü, íàïðèìåð, n = 4 è k = 2. Ñóùåñòâóåò
{

4
2

}
= 7 ñïîñîáîâ ðàçáèòü ìíîæåñòâî

{1, 2, 3, 4} íà 2 ïîäìíîæåñòâà:

{1, 2} ∪ {3, 4} ; {1, 3} ∪ {2, 4} ; {1, 4} ∪ {2, 3} ;
{1} ∪ {2, 3, 4} ; {2} ∪ {1, 3, 4} ; {3} ∪ {1, 2, 4} ; {4} ∪ {1, 2, 3} .

Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàñïîëîæèòü ýòè ïîäìíîæåñòâà íà öèêëàõ
(ðèñóíîê èçîáðàæåí äëÿ ñëó÷àÿ p = 4):



�

	
�

1
4m mm

m


�

	
�

2 3m mm
m

3(p− 1)2 âàðèàíòîâ âèäà 2+ 2



�

	
�

1

4m mm
m



�

	
�

3 2m mm
m

4(p− 1)(p− 2) âàðèàíòîâ âèäà 1+ 3
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Îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ìåòêè íà äâóõ öèêëàõ äëèíû p ðàâíî

3(p− 1)2 + 4(p− 1)(p− 2) = (p− 1)(7p− 11),

÷òî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
{

4
2

}
p
.

Â îáùåì ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü ãðàô, ñîñòîÿùèé èç k öèêëîâ, â êàæäîì èç
êîòîðûõ ïî p âåðøèí. Ïîìå÷àþòñÿ n âåðøèí ýòîãî ãðàôà ÷èñëàìè îò 1 äî n òàê,
÷òîáû íà êàæäîì èç öèêëîâ õîòÿ áû îäíà âåðøèíà áûëà ïîìå÷åíà. Äâå ðàçìåòêè
îòîæäåñòâëÿþòñÿ, åñëè îäíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ïåðåñòàíîâêîé èëè âðà-
ùåíèåì öèêëîâ. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçìåòîê áóäåò ñîâïàäàòü ñ
÷èñëîì

{
n
k

}
p
.

Ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n è k. Îíî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî
ïðè k = 0 è ïðè k = n. Â îáùåì ñëó÷àå ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n è k. Ïóñòü
óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ÷èñåë

{
n−1
k

}
p
è
{

n−1
k−1

}
p
. Äîêàæåì åãî äëÿ ÷èñëà

{
n
k

}
p
. Ïóñòü

íà k öèêëàõ ïîìå÷åíî n âåðøèí. Åñëè óáðàòü ìåòêó ñ íîìåðîì n, òî îñòàâøèåñÿ
n−1 ìåòêà ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ ëèáî íà k−1, ëèáî íà k öèêëàõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè â ïåðâîì ñëó÷àå òàêèõ ãðàôîâ áóäåò

{
n−1
k−1

}
p
, âî âòîðîì �

{
n−1
k

}
p
. Íàéäåì

òåïåðü ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âíîâü ïîñòàâèòü ìåòêó n. Â ïåðâîì ñëó÷àå åñòü
ðîâíî îäèí âàðèàíò � ïîñòàâèòü ìåòêó íà îäíó èç âåðøèí íîâîãî (k�ãî) öèêëà. Âî
âòîðîì ñëó÷àå ìåòêà ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà íà ëþáîå èç kp−n+ 1 ñâîáîäíûõ ìåñò
íà èìåþùèõñÿ k öèêëàõ. Òàêèì îáðàçîì îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàâíî

(kp− n+ 1)

{
n− 1

k

}
p

+

{
n− 1

k− 1

}
p

,

÷òî ïî ôîðìóëå (15), ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
{

n
k

}
p
.

Îáîáùåííûå ÷èñëà Ñòèðëèíãà 1�ãî ðîäà äîïóñêàþò èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ
äåðåâüåâ. Îíà îêàçûâàåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííîé äëÿ ÷èñåë (−1)n−k

[
n
k

]
−p
, êîòîðûå ïî-

ëó÷àþòñÿ, åñëè â âûðàæåíèè äëÿ
[
n
k

]
p
âñå ìèíóñû çàìåíèòü ïëþñàìè:

n

[
n

0

]
−p

±
[
n

1

]
−p

±
[
n

2

]
−p

±
[
n

3

]
−p

±
[
n

4

]
−p

0 1

1 0 1

2 0 p+ 1 1

3 0 (p+ 1)(2p+ 1) 3(p+ 1) 1

4 0 (p+ 1)(2p+ 1)(3p+ 1) (p+ 1)(11p+ 7) 6(p+ 1) 1

Ïîíÿòíî, ÷òî ÷èñëà

(−1)n−1

[
n

1

]
−p

= (p+ 1)(2p+ 1) . . . (p(n− 1) + 1)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è: íàéòè êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ (ïëîñêèõ)
êîðíåâûõ äåðåâüåâ, êîòîðûå ñîäåðæàò n óçëîâ âåòâëåíèÿ ñòåïåíè p + 1, ïðè÷åì ýòè
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óçëû âåòâëåíèÿ ïîìå÷åíû ÷èñëàìè îò 1 äî n òàê, ÷òî ïðè äâèæåíèè îò êîðíÿ ê
êîíöåâîìó óçëó íîìåðà ìåòîê âîçðàñòàþò; êîíöåâûå óçëû îñòàþòñÿ íåïîìå÷åííûìè.

Àíàëîãè÷íî ïðè ïðîèçâîëüíîì k ÷èñëà (−1)n−k
[
n
k

]
−p
. ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

î ïîäñ÷åòå ãðàôîâ, ñîñòîÿùèõ èç k óïîðÿäî÷åííûõ íåïóñòûõ äåðåâüåâ, êîòîðûå â
ñîâîêóïíîñòè èìåþò n óçëîâ âåòâëåíèÿ ñòåïåíè p + 1, ïîìå÷åííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî
n, è â êàæäîì äåðåâå ÷òî ïðè äâèæåíèè îò êîðíÿ ê êîíöåâîìó óçëó íîìåðà ìåòîê
âîçðàñòàþò; êîíöåâûå óçëû ïî�ïðåæíåìó ñ÷èòàþòñÿ íåïîìå÷åííûìè.

Íàïðèìåð, åñëè n = 4 è k = 2, òî êîëè÷åñòâî òàêèõ äåðåâüåâ ëåãêî íàéòè ïåðåáî-
ðîì (ðèñóíîê èçîáðàæåí äëÿ ñëó÷àÿ p = 2):

1

4m ff
f ff
m��
��

@@

@@

2

3mff
f f f
m

��

��@@

@@

3(p+ 1)2 âàðèàíòîâ âèäà 2+ 2

2

4f ff
f ff

m��@@

1

3mff
m f f
m

��

��

��@@

@@

@@

4(p+ 1)(2p+ 1) âàðèàíòîâ âèäà 1+ 3

Îáùåå êîëè÷åñòâî òàêèõ äåðåâüåâ ðàâíî

3(p+ 1)2 + 4(p+ 1)(2p+ 1) = (p+ 1)(11p+ 7),

÷òî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
[
4
2

]
−p
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, êàê è â ñëó÷àå îáîáùåííûõ ÷èñåë Ñòèðëèíãà 2�ãî
ðîäà, ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî n è k ñ èñïîëüçîâàíèåì òîãî, ÷òî ÷èñëà (−1)n−k

[
n
k

]
−p

ïðè 1 ≤ k < n ïîä÷èíÿþòñÿ ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

(−1)n−k

[
n

k

]
−p

= (p(n− 1) + k)(−1)n−1−k

[
n− 1

k

]
−p

+ (−1)n−k

[
n− 1

k− 1

]
−p

.

Àíàëîãè÷íóþ (÷óòü áîëåå ñëîæíóþ) èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ äåðåâüåâ ìîæíî
äàòü ÷èñëàì

[
n
k

]
p
è (−1)n−k

{
n
k

}
−p
.

Ïîäîáíûå çàäà÷àìè ñâÿçàíû ñ ïîäñ÷åòîì õèìè÷åñêèõ èçîìåðîâ. Îíè ðàññìàòðè-
âàëèñü ðàíåå äëÿ ãðàôîâ ñ äðóãèìè îãðàíè÷åíèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [11]�[13]).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Àéåðëåíä Ê., Ðîóçåí Ì. Êëàññè÷åñêîå ââåäåíèå â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ ÷èñåë. �
Ì.: Ìèð, 1987.

[2] Áîðåâè÷ Ç. È., Øàôàðåâè÷ È. Ð. Òåîðèÿ ÷èñåë. � Ì.: Íàóêà, 1985.

[3] Ãåëüôîíä À. Î. Èñ÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. � Ì.: Íàóêà, 1967.

[4] Ãðýõåì Ð. Ë., Êíóò Ä. Ý., Ïàòàøíèê Î. Êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Îñíîâàíèå
èíôîðìàòèêè. � Ì.: Ìèð, 1998.

14



[5] Êîáëèö Í. p�àäè÷åñêèå ÷èñëà, p�àäè÷åñêèé àíàëèç è äçåòà�ôóíêöèè. � Ì.:
Ìèð, 1982.

[6] Êîðîáîâ Í. Ì. Ñïåöèàëüíûå ïîëèíîìû è èõ ïðèëîæåíèÿ. � Äèîôàíòîâû ïðè-
áëèæåíèÿ. Ìàòåì. çàïèñêè, 1996, ò. 2, ñ. 77�89.

[7] Êîðîáîâ Í. Ì. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ñïåöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ. � ×åáûøåâ-
ñêèé ñáîðíèê, ò. 1, Òðóäû IV ìåæä. êîíô. ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë
è åå ïðèëîæåíèÿ“, 40�49, Òóëà, 2001.

[8] Ðèîðäàí Äæ. Êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà. � Ì.: Íàóêà, 1982.

[9] Óñòèíîâ À. Â. Î ôîðìóëàõ ñóììèðîâàíèÿ è èíòåðïîëÿöèè. � ×åáûøåâñêèé
ñáîðíèê, ò. 1, Òðóäû IV ìåæä. êîíô. ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë è åå
ïðèëîæåíèÿ“, 52�71, Òóëà, 2001.

[10] Óñòèíîâ À. Â. Äèñêðåòíûé àíàëîã ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà. � Ìàò. çà-
ìåòêè, ò. 71, 6 (2002), 931�936.

[11] Harary F., Mowshowitz A., Riordan J. Labeled Trees with Unlabeled End�points. �
J. Combinatorial Theory, v. 6, (1969), 60�64.

[12] Moon J. W. Connected Graphs with Unlabeled End�points. � J. Combinatorial
Theory, v. 6, (1969), 65�66.

[13] Moon J. W. The Number of Labeled k�Trees. � J. Combinatorial Theory, v. 6, (1969),
196�199.

119992, Ìîñêâà, Âîðîáüåâû ãîðû,
ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,
ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò,
êàôåäðà òåîðèè ÷èñåë
ustinov@mech.math.msu.su

15


