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ðè÷íûõ ÷àñòÿõ, à òàêæå îòíîøåíèå çíà÷åíèé àìïëèòóäû â òî÷êàõ ýêñòðåìóìîâ.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ â êîðîíàëüíûõ ìàãíèòíûõ àðêàõ, çàôèêñèðîâàííûå ëàáîðàòî-

ðèåé TRACE, áûëè ïåðâûì âîëíîâûì ÿâëåíèåì, ÿâíî íàáëþäàåìûì â êîðîíå (Àøâàí-

äåí è äð., 1999, Íàêàðÿêîâ è äð., 1999). Ýòè êîëåáàíèÿ áûëè èíòåðïðåòèðîâàíû êàê

îñíîâíàÿ ìîäà ñòîÿ÷èõ èçãèáíûõ âîëí â ìàãíèòíûõ òðóáêàõ. Ïîçäíåå áûëè îáíàðóæå-

íû ìîäû ïåðâîãî è íå âïîëíå óâåðåííî áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (Âåðâèõò è äð., 2004,

Âàí Äîîðñåëàð è äð., 2007, Î Øè è äð., 2007). Ïîïåðå÷íûå âîçìóùåíèÿ, ðàñïðîñòðà-

íÿþùèåñÿ âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàáëþäàëèñü òàêæå â ôèáðèëëàõ (Îêàìîòî è äð.,

2007) è õðîìîñôåðíûõ ñïèêóëàõ (Äå Ïîíòüå è äð., 2007).

Îáíàðóæåíèå êîëåáàíèé àðîê ñäåëàëî òåìàòèêó êîðîíàëüíîé ãåëèîñåéñìîëîãèè

îäíîé èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ â ñîëíå÷íîé àñòðîôèçèêå. Ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî òåî-

ðåòè÷åñêèõ ðàáîò, â êîòîðûõ ïðåäëàãàëèñü ñèììåòðè÷íûå ìîäåëè àðîê è äëÿ ýòèõ

ìîäåëåé ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû, â îñíîâíîì ÷èñëåííûå èëè ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷å-

ñêèå, ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ òàêèõ êîëåáàíèé (ñì. îáçîðû, Àíäðèåñ è äð., 2009,

Ðóäåðìàí è Ýðäåëè, 2009, Ñòåïàíîâ è äð., 2012, Äå Ìîðòåëü è Íàêîðÿêîâ, 2012). Ñëå-

äóåò îòìåòèòü ñòàòüþ Äûìîâîé è Ðóäåðìàíà (2006), â êîòîðîé ïîëó÷åíû àíàëèòè÷å-

ñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè ñ ïîñòîÿííûì ìàãíèòíûì ïîëåì è ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé

â ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìå. Â ðàáîòàõ (Âåðò, 2007, Âåðò è Åðäåëè, 2008) ÷èñëåííî è

àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû êîëåáàíèÿ êîðîíàëüíîé ïåòëè ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ,

â êîòîðîé ìàãíèòíîå ïîëå çàäàíî êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè êîðîíàëüíûõ àðîê ñ ïîñòîÿííîé ïëîò-

íîñòüþ è ïåðåìåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì, êîòîðîå òàêæå êàê è â ðàáîòå (Âåðò è Åðäå-

ëè, 2008) ìåíÿåòñÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêèì çàêîíàì. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè ïîëó÷åíî

óòî÷íåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà èçãèáíûõ êîëåáàíèé, à òàêæå íàéäåíû ïðîñòûå

àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ñìåùåíèé ýêñòðåìóìîâ àìïëèòóäû ïåðâîé ìîäû.

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíû ìîäåëè êîðîíàëüíûõ ïåòåëü, â êîòîðûõ ìàãíèòíîå ïî-

ëå íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî èõ âåðøèí. Â îñíîâó ðàáîòû ëåãëè ðåçóëüòàòû íàøèõ

íåäàâíèõ èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñèëüíî íåîäíîðîäíîé ñðåäå

ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áåãóùèå âîëíû, êîòîðûå íå îòðàæàþòñÿ íà íåîäíîðîäíîñòÿõ. Ìà-

òåìàòè÷åñêèé ïðèåì ïîëó÷åíèÿ òàêèõ ðåøåíèé ñâÿçàí ñ òðàíñôîðìàöèîííûìè ïðå-

îáðàçîâàíèÿìè àðãóìåíòîâ è ôóíêöèé, ïðè êîòîðûõ, íàïðèìåð, âîëíîâîå óðàâíåíèå

ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñâîäèòñÿ ê óðàâíå-
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íèÿì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê ÷òî ñóùåñòâîâàíèå

áåçîòðàæàòåëüíûõ áåãóùèõ âîëí ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîäåëàíî

íàìè äëÿ âíóòðåííèõ è ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (Òàëèïîâà è

äð., 2009), äëÿ âåðòèêàëüíî ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â íåîäíîðîäíûõ

ñæèìàåìûõ àòìîñôåðàõ Çåìëè è Ñîëíöà (Ïåòðóõèí è äð., 2011, 2012a, 2012b, 2012c),

à òàêæå äëÿ áûñòðûõ ìàãíèòîçâóêîâûõ âîëí â êîðîíàëüíûõ ïåòëÿõ (Ðóäåðìàí è äð.,

2013).

ÁÅÇÎÒÐÀÆÀÒÅËÜÍÛÅ ÈÇÃÈÁÍÛÅ ÂÎËÍÛ Â ÌÀÃÍÈÒÍÛÕ
ÒÐÓÁÊÀÕ

Èññëåäóåì áûñòðûå ìàãíèòîçâóêîâûå èçãèáíûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü

òîíêîé ìàãíèòíîé òðóáêè. Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåâîçìóùåííûå ïà-

ðàìåòðû èçìåíÿþòñÿ òîëüêî âäîëü òðóáêè. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè (Âàí Äîîðñåëàð

è äð., 2009), ÷òî èñêðèâëåíèå ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû, õàðàêòåðíûì äëÿ êîðîíàëüíûõ,

ïåòåëü îêàçûâàåò ñëàáîå âëèÿíèå íà äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èçãèáíûõ âîëí, ïî-

ýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü òðóáêó ïðÿìîëèíåéíîé, ðàñïîëîæåííîé âäîëü îñè oz. Òàêèì

îáðàçîì, ïëîòíîñòü ïëàçìû ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèåì

ρ =

{
ρi; r < R (z) ,

ρe; r > R (z) .
(1)

Çäåñü R(z)-ïîïåðå÷íûé ðàäèóñ òðóáêè, ρi, è ρe - ïëîòíîñòü ïëàçìû âíóòðè è âíå òðóá-

êè ñîîòâåòñòâåííî, â äàííîé ðàáîòå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Íà ãðàíèöå òðóáêè ñ îêðó-

æàþùåé ñðåäîé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ

B2
i

8π
+ Pi =

B2
e

8π
+ Pe, (2)

ãäå Bi,e, Pi,e � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ãàçîâîå äàâëåíèå, ñîîòâåòñòâåí-

íî, âíóòðè è âíå òðóáêè. Òàê êàê â êîðîíàëüíîé ïëàçìå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P
B2/8π

<< 1 (Àøâàíäåí,2005), òî èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò

Be ≈ Bi ≈ B. (3)

Â ðàáîòàõ (Ñïðóèò, 1981, Äûìîâà è Ðóäåðìàí, 2006, Ðóäåðìàí è äð., 2008) ïîêàçàíî,

÷òî â òàêîé òðóáêå ðàñïðîñòðàíåíèå èçãèáíûõ âîëí îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíè-

åì
∂2u

∂t2
− c2(z)

∂2u

∂z2 = 0, (4)
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ãäå u = η
R
, η � ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèå òðóáêè è

c(z) =
B√

2π(ρi+ρe)
(5)

ñêîðîñòü èçãèáíîé âîëíû.

Óðàâíåíèå (4) ñîäåðæèò ïåðåìåííûé êîýôôèöèåíò c2(z), ïîýòîìó â îáùåì ñëó-

÷àå åãî ðåøåíèå îïèñûâàåò ïðîöåññ òðàíñôîðìàöèè ïàäàþùåé âîëíû â ïðîõîäÿùóþ

è îòðàæåííóþ íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû, è íå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ ðå-

øåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áåãóùèì âîëíàì â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ñóùå-

ñòâîâàíèå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ âñòðå÷íûõ âîëí òðèâèàëüíî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîýòîìó âàæíî íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå

óðàâíåíèå (4) ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îñíîâíàÿ èäåÿ òàêî-

ãî ìåòîäà îáñóæäàëàñü â íàøèõ ðàáîòàõ (Ïåòðóõèí è äð. 2011, 2012a, 2012b, 2012c,

Ðóäåðìàí è äð., 2013). Ïîêàçàíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé âîëíîâîå

óðàâíåíèå (4) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∂2Φ

∂t2
− ∂2Φ

∂τ 2 = β, (6)

ãäå

Φ(t, τ) = u(t, z)/
√
c(z), τ (z) =

∫ dz

c(z)
(7)

è β � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Óðàâíåíèå (6) â ïåðåìåííûõ Φ(t, τ) îïèñûâàåò áåãó-

ùèå â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèå âîëíû ñ äèñïåðñèîí-

íûì ñîîòíîøåíèåì

ω2 = k2 − β, (8)

ãäå ω � ÷àñòîòà âîëíû, à k � âîëíîâîå ÷èñëî îòíîñèòåëüíî íîâîé êîîðäèíàòû τ . Ïðè

ýòîì, ôóíêöèÿ c(z) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèþ

c = M(z +N)2 + β/M, (9)

ãäå M è N � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Ìîäåëè êîðîíàëüíûõ òðóáîê, êîòîðûå îïè-

ñûâàåò óðàâíåíèå (9), ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà âèäà. Ïåðâûé, â êîòîðîì M > 0, à,

ñëåäîâàòåëüíî, è β > 0, ñîîòâåòñòâóþò ïàðàáîëå, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ.

Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü c(z) ñ âûñîòîé ïàäàåò. Âòîðîé ñëó÷àé (M < 0, à, ñëåäîâà-

òåëüíî, è β < 0) îïèñûâàåò ñåìåéñòâî ïàðàáîë ñ íàïðàâëåííûìè âíèç âåòâÿìè. Ïðè

òàêèõ ïàðàìåòðàõ ñêîðîñòü èçãèáíîé âîëíû c(z) ñ âûñîòîé ðàñòåò. Â äàííîé ðàáîòå

ðàññìîòðåí ïåðâûé ñëó÷àé.
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ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÏÅÒËÈ Ñ
ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ÏËÎÒÍÎÑÒÜÞ

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9), ïîñòðîèì ìîäåëè ñîëíå÷íûõ êîðîíàëüíûõ ïåòåëü, ñîñòîÿùèõ

èç ïàðàáîëè÷åñêèõ áåçîòðàæàòåëüíûõ ïðîôèëåé äëÿ ñêîðîñòè èçãèáíûõ âîëí. Ìû

ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òó ÷àñòü òðóáêè, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íàä ôîòîñôåðîé. Çàìûêà-

íèå ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé ïðîèñõîäèò â ïëîòíûõ ïîäôîòîñôåðíûõ ñëîÿõ. Êàê èç-

âåñòíî, íà âûñîòå ôîòîñôåðû ïðîèñõîäèò ðåçêîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè, ïîýòîìó áóäåì

ñ÷èòàòü ýòîò óðîâåíü æåñòêîé îòðàæàþùåé ãðàíèöåé äëÿ èçãèáíûõ âîëí, ðàñïðîñòðà-

íÿþùèõñÿ â êîðîíàëüíîé ïåòëå. Âûáåðåì îñü oz âäîëü òðóáêè äëèíîé 2L ñ íà÷àëîì

êîîðäèíàò â åå ñåðåäèíå. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ ìîäåëü ñ ïîëîæèòåëü-

íûìè çíà÷åíèÿìèM è β. Â ýòîì ñëó÷àå N = 0. Îáîçíà÷àÿ (z = 0) = c0, c(z = ±L) = ct

è α = ct/c0, ïîëó÷àåì.

c = co[1 + (α− 1)
(
z

L

)2

], (10)

β = c2
o

(α− 1)

L2
. (11)

Ïîëàãàÿ

Φ = ψ(τ)eiωt, (12)

ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-

òàìè
d2ψ

dτ 2
+ (ω2 + β)ψ = 0. (13)

Ôóíêöèÿ r(z), îïðåäåëÿþùàÿ ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ òðóáêè ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ (13) ñîîòíîøåíèåì

r = [c(z)]1/2R(z)ψ(z) = ρ−
1
4ψ(z). (14)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü â äàííîé ðàáîòå ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ïåðåìåííûå ψ è r ñ

òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

r[τ(z)] = A sin(kτ) +D cos(kτ) (15)

ãäå A è D � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå è k � âîëíîâîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå äèñïåð-

ñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ (8). Íîâàÿ ïåðåìåííàÿ τ ñâÿçàíà ñ ôèçè÷åñêîé êîîðäèíàòîé z
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ôîðìóëîé (7) è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîôèëÿ èçãèáíîé ñêîðîñòè (10) îïðåäåëÿåòñÿ

â ÿâíîì âèäå:

τ(z) =
∫ z

0

dz′

c(z′)
=

L

c0

√
(α− 1)

arctg
(
z

L

√
α− 1

)
. (16)

Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè çàäà÷è îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ìîæíî çàäàòü íà îäíîì èç êîíöîâ òðóáêè, íàïðèìåð, ïðè z = L è â åå ñåðåäèíå

(ò.å. ïðè z = 0). Äëÿ îñíîâíîé ìîäû, à òàêæå äëÿ âñåõ ìîä ñ ÷åòíûì ÷èñëîì óçëîâ,

ïîëàãàåì

r[τ = τ(L)] = 0,
dr

dz
[τ = τ(0)] = 0, (17)

à äëÿ íå÷åòíûõ ìîä

r[τ = τ(L)] = 0, r[τ = τ(0)] = 0, (18)

Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (17)-(18), ïîëó÷àåì ñïåêòð ñîáñòâåííûõ èçãèáíûõ

êîëåáàíèé òðóáêè

Ωn =
√

(α− 1)

√√√√√ n2

(arctg
√
α− 1)

2 −
4

π2
, n = 1, 2, . . . (19)

Çäåñü Ωn = ωn/ω0, ωn � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé n-îé ìîäû è ω0 = πc0/2L �

÷àñòîòà îñíîâíîé ìîäû â îäíîðîäíîé òðóáêå äëèíîé 2L, èçãèáíàÿ ñêîðîñòü êîòîðîé

ðàâíà c0. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α ðàâíîå åäèíèöå ñîîòâåòñòâóåò ñðåäå c ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ c. Â ýòîì ñëó÷àå ëèáî ïëîòíîñòü ïëàçìû è ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííû, ëèáî

îíè èçìåíÿþòñÿ, êîìïåíñèðóÿ äðóã äðóãà. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ ñîáñòâåííûõ

÷àñòîò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

rn =

{
Ancos

Dnsin

}πnarctg( z
√
α−1
L

)

2arctg
√
α− 1

{ n = 1, 3, . . .

n = 2, 4, . . .

}
, (20)

ãäå An è Dn � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Âåðõíèå âûðàæåíèÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ

ñîîòâåòñòâóþò ÷åòíûì ìîäàì, à íèæíèå íå÷åòíûì.

Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ òåîðåòè÷åñêèõ èñ-

ñëåäîâàíèé â ãåëèîñåéñìîëîãèè ÿâëÿþòñÿ çíàê è âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ ýêñòðåìóìîâ

àìïëèòóä êîëåáàíèé â ñðåäå ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè îò èõ çíà÷åíèé â îäíîðîä-

íîé ïëàçìå.

Â ðàáîòàõ (Âåðò, 2007, Âåðò è Åðäåëè, 2008) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðîâå-

äåíû èññëåäîâàíèÿ ôîðìû àìïëèòóä îñíîâíîé è ïåðâîé ìîä êîëåáàíèé òðóáêè. Áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî àìïëèòóäû êîëåáàíèé îñíîâíîé ìîäû ðàñïîëîæåíû âíóòðè ãðàôèêà
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êîñèíóñà, îïðåäåëÿþùåãî àìïëèòóäó êîëåáàíèé â îäíîðîäíîé ñðåäå, à ýêñòðåìóìû

àìïëèòóä ïåðâîé ìîäû ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî ýêñòðåìóìîâ ñèíóñîèäû ê íà÷àëó êî-

îðäèíàò.

Âûðàæåíèÿ (20) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ âå-

ëè÷èí ñìåùåíèé ýêñòðåìóìîâ ïåðâîé ìîäû êîëåáàíèè. Ïðèðàâíèâàÿ íà îòðåçêàõ

[−L, 0] è [0, L] àðãóìåíò ñèíóñà ñîîòâåòñòâåííî ê ±π
2
, ïîëó÷àåì(

z

L

)
extr

= ± 1

1 +
√
α

(21)

ãäå ïëþñ îòíîñèòñÿ ê ïðàâîé ïîëîâèíå ïåòëè, à ìèíóñ ê ëåâîé. Îòêëîíåíèå ýêñòðåìó-

ìîâ îò ñåðåäèí îòðåçêîâ ðàâíî(
4z
L

)
extr

= ± 1−
√
α

2(1 +
√
α)

(22)

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïàðàìåòð α > 1, ïîýòîìó âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ ýêñòðåìóìîâ àìïëèòóä ïåðâîé ìîäû ê íà÷àëó

êîîðäèíàò, ò.å. â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ èçãèáíîé ñêîðîñòè (10), êàê ýòî ñëåäóåò èç

÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé (Âåðò, 2007, Âåðò è Åðäåëè, 2008).

ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÍÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÏÅÒËÈ Ñ
ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ÏËÎÒÍÎÑÒÜÞ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü êîðîíàëüíîé ïåòëè çàïîëíåííîé îäíîðîäíîé ïëàçìîé, ñîñòîÿùåé

èç äâóõ íåñèììåòðè÷íûõ ÷àñòåé, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ ïðè âåðøèíå (z = 0) è îïè-

ðàþòñÿ íà àêòèâíûå îáëàñòè ñ ìàãíèòíûìè ïîëÿìè, ìîäóëè íàïðÿæåííîñòè êîòîðûõ

ðàçëè÷íû. Çàäàäèì ìàãíèòíîå ïîëå â âèäå

B(z) =

{
B1(z)

B2(z)
= B(0)

 1 + (α1 − 1)
(
z
L

)2
;−L ≤ z ≤ 0;

1 + (α2 − 1)
(
z
L

)2
; 0 ≤ z ≤ L;

(23)

ãäå

α1 = B1(−L)/B(0); α2 = B2(L)/B(0); β1,2 = [B(0)]2
(α1,2 − 1)

L2
; (24)

è B0 � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåðõíåé òî÷êå ïåòëè. Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü

èçãèáíîé âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

c1,2(z) ∝ B1,2 (z) (25)
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óñëîâèÿ (24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

α1 = c1(−L)/c0; α2 = c2(L)/c0; β1,2 = c2
0

(α1,2 − 1)

L2
; (26)

Ïðîâîäÿ â óðàâíåíèè (4) äëÿ äàííîé ìîäåëè ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì, êîòî-

ðûå áûëè ïðîäåëàíû â ïðåäûäóùåì ïóíêòå äëÿ ñèììåòðè÷íîé òðóáêè, ïîëó÷àåì

d2ψ1,2

dτ 2
1,2

+ (ω2 + β1,2)ψ1,2 = 0, (27)

ãäå èíäåêñ 1 ñîîòâåòñòâóåò îòðåçêó [−L, 0], à 2 - [0, L]. Íîâûå ïåðåìåííûå τ1,2 ñâÿçàíû

ñ ôèçè÷åñêîé êîîðäèíàòîé z ôîðìóëîé (7) è îïðåäåëÿþòñÿ â ÿâíîì âèäå

τ1,2 =
∫ z

0

dz′

c1,2

=
L

c0

√
(α1,2 − 1)

arctg
(
z

L

√
α1,2 − 1

)
. (28)

Òàê êàê ïëîòíîñòü ïëàçìû ïîñòîÿííà, ôóíêöèè ψ1,2 ïðîïîðöèîíàëüíû ïîïåðå÷íûì

ñìåùåíèÿì òðóáêè r1,2, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27) ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

r1,2[τ1,2 (z)] = A1,2sin(k1,2τ1,2) +D1,2 cos(k1,2τ1,2), (29)

Çäåñü A1,2 è D1,2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå è k1,2 � âîëíîâûå ÷èñëà, êîòîðûå ñ

ó÷åòîì äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (8) è çíà÷åíèé β1,2 (26) ðàâíû

k1,2 =
c0

√
(1− α1,2)

L
Q(1,2) (30)

Q(1,2) =

√√√√ Ω2π2

4 (α1,2 − 1)
+ 1; Ω =

ω

ω0

(31)

Áóäåì ñ÷èòàòü êîíöû òðóáêè íåïîäâèæíûìè. Êðîìå ýòîãî, ïîòðåáóåì â òî÷êàõ ñîïðÿ-

æåíèÿ (z = 0) íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé (29) è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Óäîâëåòâîðÿÿ

ýòèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, íàõîäèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñòîÿ÷èõ âîëí

tg(Q(1)
n

√
α1 − 1)ctg(Q(2)

n atctg
√
α2 − 1) = −Q

(1)
n

√
α1 − 1

Q
(2)
n
√
α2 − 1

(32)

Çäåñü

Q(1,2)
n =

√√√√ Ω2
nπ

2

4(α1,2 − 1)
+ 1; Ωn =

ωn
ω0

; (33)

Àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé, îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-

ìóëàìè

rn = Cn



sin

[
Q

(1)
n (arctg

√
α1−1+arctg( zL

√
α1−1))

]
sin

[
Q

(1)
n (arctg

√
α1−1)

] , −L ≤ z ≤ 0

sin

[
Q

(2)
n (arctg

√
α2−1−arctg( zL

√
α2−1))

]
sin

[
Q

(2)
n (arctg

√
α2−1)

] , 0 ≤ z ≤ L

(34)

ãäå Cn � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
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ÌÎÄÅËÜ ÏÅÒËÈ, Â ÏÎËÎÂÈÍÅ ÊÎÒÎÐÎÉ ÌÀÃÍÈÒÍÎÅ ÏÎËÅ
ÏÎÑÒÎßÍÍÎÅ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü íåñèììåòðè÷íîé ïåòëè, â ëåâîé ïîëîâèíå êîòîðîé ìàãíèòíîå ïîëå

íå èçìåíÿåòñÿ, ò.å. α1 = 1, à â ïðàâîé óáûâàåò îò îñíîâàíèÿ ê âåðøèíå. Îáîçíà÷èì

α2 = α > 1. Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (32) è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

(34) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

tg
(
πΩn

2

)
ctg(Qnarctg

√
α− 1) = −πΩn

2

1

Qn

√
α− 1

; Qn =

√√√√ Ω2
nπ

2

4(α− 1)
+ 1. (35)

rn = Cn


sinπΩn

2
(1+ z

L
)

sin(πΩn
2

)
, −L ≤ z ≤ 0

sin[Qn(arctg
√
α−1−arctg( zL

√
α−1))]

sin[Qn(arctg
√
α−1)]

, 0 ≤ z ≤ L
(36)

Íà ðèñóíêå 1 æèðíûìè ëèíèÿìè äëÿ òàêîé ìîäåëè ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè

îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò îñíîâíîé è ïåðâîé ìîä îò ïàðàìåòðà α. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïî-

ìåùåíû ãðàôèêè ôóíêöèé (19) äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé. Øòðèõîâûå ëèíèè äëÿ

àðãóìåíòà α, à øòðèõïóíêòèðíûå äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íåîäíîðîäíîñòåé

ïåòëè, ò.å. îò 0.5(1 + α). Íàêîíåö, òîíêèå ñïëîøíûå ëèíèè ïîñòðîåíû äëÿ ôóíêöèé

[Ω1,2(α) + Ω1,2(1)]/2 � ÿâëÿþùèõñÿ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè äëÿ ÷àñòîò îäíîðîäíîé è ñî-

îòâåòñòâóþùåé íåîäíîðîäíîé ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ÷àñòîòû

êîëåáàíèé êàê îñíîâíîé, òàê è ïåðâîé ìîä íåñèììåòðè÷íîé ìîäåëè, ìåíüøå ÷åì ó îò-

ìå÷åííûõ âûøå ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé. Êðîìå òîãî, ïðè îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ α

îíè òàêæå ìåíüøå çíà÷åíèé [Ω1,2(α) + Ω1,2(1)]/2.

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè àìïëèòóä îñíîâíîé ìîäû (36) íåñèììåòðè÷-

íîé ïåòëè äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α oò 1 äî 4 ñ øàãîì 1. Ïðè α = 1 àðêà ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íîé è îäíîðîäíîé, ãðàôèêîì àìïëèòóäû îñíîâíîé ìîäû êîòîðîé ÿâëÿåò-

ñÿ êîñèíóñîèäà. Íà ðèñóíêå îíà âûäåëåíà æèðíîé ëèíèåé. Èç ýòèõ ãðàôèêîâ ìîæíî

çàìåòèòü, ÷òî ìàêñèìóìû àìïëèòóä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé íåñèììåòðè÷íîé òðóáêè

ñìåùåíû â íàïðàâëåíèè áîëåå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ñìåùå-

íèÿ âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà α. Èíòåðåñíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ïðàâîé

íåîäíîðîäíîé ÷àñòè ãðàôèêà êðèâûå, òàê æå êàê â ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè ðàñïîëîæå-

íû ¾âíóòðè¿ êîñèíóñîèäû, â òî âðåìÿ êàê â ëåâîé îäíîðîäíîé - ¾âíå¿.

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû, â êîòîðîé àìïëèòóäà îñíîâíîé ìî-

äû ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ëåãêî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû (36) ïðè −L ≤
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z ≤ 0, ïðèðàâíèâàÿ àðãóìåíò ñèíóñà ê π/2:(
z

L

)(1)

max
=

1− Ω1

Ω1

(37)

Ðèñóíîê 3 ïðåäñòàâëÿåò àìïëèòóäû ïåðâîé ìîäû (38) äëÿ òåõ æå ïàðàìåòðîâ, ÷òî è íà

ðèñóíêå 2. Æèðíîé ëèíèåé âûäåëåí ãðàôèê ñèíóñîèäû. Êàê èçâåñòíî, â ñèììåòðè÷-

íîé ìîäåëè òî÷êè ýêñòðåìóìîâ àìïëèòóä ïåðâîé ìîäû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî

íà÷àëà êîîðäèíàò. Â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå êàðòèíà êà÷åñòâåííî èíàÿ.

Âî-ïåðâûõ, ãðàôèê àìïëèòóäû àññèìåòðè÷åí. Âíóòðåííèé óçåë ñìåùåí îò íà÷à-

ëà êîîðäèíàò âëåâî, ò.å. â ñòîðîíó áîëåå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì, êîîðäè-

íàòà óçëà ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (36):

(
z

L
)knot =

2− Ω2

Ω2

(38)

Âî-âòîðûõ, ñìåùåíèÿ ýêñòðåìóìîâ íåñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî óçëà, ïðè ýòîì îíè

â îòëè÷èå îò ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ñìåùàþòñÿ îò ñåðåäèí îòðåçêîâ −L ≤ z ≤ 0 è

0 ≤ z ≤ L â îäíîì íàïðàâëåíèè. Èç ôîðìóë (36) òàêæå ëåãêî íàõîäÿòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ ñìåùåíèé. Îòêëîíåíèå ìèíèìóìà àìïëèòóäû îò ñåðåäèíû

îòðåçêå −L ≤ z ≤ 0 ðàâíî (
4z
L

)
min

=
2− Ω2

2Ω2

(39)

Òàê êàê ÷àñòîòà ïåðâîé ìîäû Ω2 > 2, òî ìèíèìóì åå àìïëèòóäû ñìåùàåòñÿ â íàïðàâ-

ëåíèè ëåâîãî îñíîâàíèÿ òðóáêè. Êàê ñëåäóåò èç ðèñóíêà 3, îòêëîíåíèå ìàêñèìóìà

ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷àñòè äóãè ñ ïåðåìåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì çàìåòíî ïðåâîñõîäèò

ïî âåëè÷èíå ñìåùåíèå ìèíèìóìà. Òî÷êó ìàêñèìóìà ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ

âûðàæåíèÿ (
z

L

)
max

=
1− tgϕ2√

α−1

1 +
√
α− 1tgϕ2

∼=
Ω2 − 1

α− 1 + Ω2

(40)

ãäå ϕ2 = π
2Q2

. Çäåñü, âìåñòå ñ òî÷íîé ôîðìóëîé ïðåäñòàâëåíî åå ïðèáëèæåííîå çíà÷å-

íèå (îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ íåîäíîðîäíîñòè α

ìåíåå 8%), êîòîðîå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðîñòóþ çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû è ïàðàìåòðà

α îòêëîíåíèÿ ìàêñèìóìà àìïëèòóäû îò ñåðåäèíû îòðåçêà 0 ≤ z ≤ L(
4z
L

)
max

∼=
Ω2 − (α + 1)

2(Ω2 + α− 1)
(41)

Ñ ïîìîùüþ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (19) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Ω2 (α) < α + 1,

ïîýòîìó ñìåùåíèå ïðàâîãî ìàêñèìóìà (41) òàêæå êàê è ëåâîãî îòðèöàòåëüíîå.
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Â-òðåòüèõ, ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè îäíîé è

òîé æå êðèâîé íåîäèíàêîâû. Ëåâûé ýêñòðåìóì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðåâîñõîäèò

ïðàâûé è èõ îòíîøåíèå ðàâíî∣∣∣∣∣ r2[( z
L

)min]

r2[( z
L

)max]

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
sin[Q2

(
arctg

√
α−1

)
]

sin(πΩ2

2
)

∣∣∣∣∣∣ (42)

è ýòî ðàçëè÷èå âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà α.

ÌÎÄÅËÜ ÏÅÒËÈ Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ ÌÀÃÍÈÒÍÛÌ ÏÎËÅÌ ÍÀ ÂÑÅÉ ÅÅ
ÄËÈÍÅ

Ðàññìîòðèì íåñèììåòðè÷íóþ òðóáêó, â êàæäîé èç ïîëîâèíîê êîòîðîé ìàãíèòíîå ïî-

ëå ïåðåìåííîå. Ïóñòü â ëåâîé ÷àñòè òðóáêè ïàðàìåòð íåîäíîðîäíîñòè ðàâåí α1, à â

ïðàâîé α2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü α2 > α1. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

áîëüøèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà α ñîîòâåòñòâóþò è áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé

÷àñòîòû Ω. Èç ñîîòíîøåíèé (30)-(31) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî áóäåò ñïðàâåäëèâî è

äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë

k(α2) > kn(α1, α2) > kn (α1) , (43)

ãäå kn(α1,2) � âîëíîâûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì (19) êîëåáàíèé

ñèììåòðè÷íûõ òðóáîê. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïîëîâèíå òðóáêè ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì

α1 âîëíà êîðî÷å, ÷åì â åå äðóãîé ïîëîâèíå. Ïîýòîìó ìàêñèìóì àìïëèòóäû îñíîâíîé

ìîäû áóäåò ñìåùåí îò íà÷àëà êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé àð-

ãóìåíòà, ò.å. â íàïðàâëåíèè ìåíüøèõ çíà÷åíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âåëè÷èíó ýòîãî ñìå-

ùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèðàâíèâàÿ â (34) àðãóìåíò ñèíóñà íà îòðåçêå � L < z < 0

ê π
2
. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

(
z

L

)(1)

max
=

tgϕ
(1)
1√

α1−1
− 1

1 +
√
α1 − 1tgϕ

(1)
1

∼=
ϕ

(1)
1 − arctg

√
α1 − 1√

α1 − 1
(44)

ãäå ϕ
(1)
1 = π

2Q
(1)
1

. Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûõ äëÿ íàáëþäåíèé

ñëó÷àåâ, êîãäà ïàðàìåòðû α1,2 èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî 4 (ò.å. ïîïåðå÷íûé ðà-

äèóñ êîðîíàëüíîé òðóáêè óâåëè÷èâàåòñÿ îò 1 äî 2), âåëè÷èíà ( z
L

)(1)

max
� 1 è òî÷íîå è

ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèÿ (44) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ýòî õîðîøî âèäíî íà ðèñóíêå

4, ãäå ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíû êðèâûìè a, êîòîðûå ñëèâàþòñÿ â îä-

íó ëèíèþ. Ñìåùåíèÿ ìàêñèìóìîâ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óáûâàþò ñ óìåíüøåíèåì

ðàçíîñòè ïàðàìåòðîâ α2 è α1 è îáðàùàþòñÿ íóëü ïðè èõ ðàâåíñòâå. Îïðåäåëèì êî-

îðäèíàòû âíóòðåííåãî óçëà è òî÷åê ýêñòðåìóìîâ ïåðâîé ìîäû. Èç íåðàâåíñòâ (43)
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ñëåäóåò, ÷òî óçëîâàÿ òî÷êà ( z
L

)(2)

knot
áóäåò ñìåùåíà îò ñåðåäèíû òðóáêè âëåâî. Âåëè÷è-

íó ýòîãî ñìåùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèðàâíèâàÿ â (34) àðãóìåíò ñèíóñà íà îòðåçêå

−L < z < 0 ê π. Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòà âíóòðåííåãî óçëà ïåðâîé ìîäû, òàê æå

áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè (44), â êîòîðûõ ϕ
(1)
1 íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà ϕ2 = π

Q
(1)
2

.

Íà ðèñóíêå 4 ñëèâàþùèåñÿ ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé îáîçíà÷åíû êðèâîé d.

Òî÷êè ýêñòðåìóìîâ àìïëèòóäû îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòíîøåíèÿìè àíàëîãè÷íûìè

âûðàæåíèÿì (40):

(
z

L

)(1,2)

(max)
= ±

tgϕ
(1,2)
2√

α1,2−1
− 1

1 +
√
α1,2 − 1tgϕ

(1,2)
2

∼= ±
1− Ω

(1,2)
2

α(1,2) − 1 + Ω
(1,2)
2

(45)

Ãäå çíàê ¾+¿ è èíäåêñ ¾1¿ îòíîñÿòñÿ ê ëåâîìó ìèíèìóìó, à çíàê ¾−¿ è èíäåêñ ¾2¿

ê ïðàâîìó ìàêñèìóìó è ϕ
(1,2)
2 = π

2Q
(1,2)
2

. Íà âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ ýêñ-

òðåìàëüíûõ òî÷åê àìïëèòóäû ïåðâîé ìîäû îêàçûâàþò âëèÿíèå äâà ôàêòîðà. Âî-

ïåðâûõ, âñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýêñòðåìóìû ñìåùàþòñÿ ê âåð-

øèíå ïåòëè. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé òðóáêè ýòî ñìåùåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (21).

Âî-âòîðûõ, àññèìåòðèÿ ïåòëè ïðèâîäèò ê äåôîðìàöèè àìïëèòóäû, êîòîðàÿ âûðàæà-

åòñÿ â îòêëîíåíèè îáîèõ ýêñòðåìóìîâ â íàïðàâëåíèè áîëåå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ïîëîâèíêå òðóáêè ñ áîëåå ñèëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì îáà ôàêòîðà

äåéñòâóþò â îäíîì íàïðàâëåíèè, à â òîé ÷àñòè òðóáêè, ãäå ìàãíèòíîå ïîëå ñëàáåå,

èõ äåéñòâèÿ ïðîòèâîïîëîæíû. Â ÷àñòíîñòè, â ïîëîâèíå òðóáêè ñ áîëåå ñëàáûì ïîëåì

ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðàìåòðàìè α1 è α2 ýòè äâà âèäà ñìåùåíèé

ìîãóò ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà. Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà,

íà êîòîðîé èçîáðàæåíà êðèâàÿ F (α1, α2) = 0. Êîîðäèíàòû òî÷åê ëåæàùèõ íà ýòîé

êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ α1, α2, ïðè êîòîðûõ òàêàÿ êîìïåíñà-

öèÿ ïðîèñõîäèò. Ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû (45) ëåãêî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî

òî÷íîå (îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ∼ 1%) âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ñî-

îòâåòñòâóþùåé òàêèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ. Îíî èìååò ïðîñòîé âèä

Ω2
∼= α1 + 1. (46)

Ïîëå äèàãðàììû ñëåâà îò êðèâîé ñîäåðæèò ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ìèíèìóì àìïëè-

òóäû ñìåùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè −0.5z/L â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, à ñïðàâà

� â ïîëîæèòåëüíîì. Ïðè ýòîì ÷àñòîòû â ëåâîé ÷àñòè ìåíüøå çíà÷åíèé( 46), à â ïðà-

âîé áîëüøå. Çàòåìíåííàÿ îáëàñòü äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíàì, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α1 > α2.
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Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíû àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïåðâîé ìîäû (34) ìîäåëè ïåò-

ëè äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α1 èçìåíÿþùåãîñÿ îò 1 äî 1.6 ñ øàãîì 0.2. Äëÿ âñåõ

êðèâûõ (êðîìå æèðíîé ëèíèè) ïàðàìåòð α2 = 2.676. Äëÿ øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèè

α1 = 1. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ (α1 = 1.4) ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå, ìèíèìóì êîòîðîé

ðàñïîëîæåí â òî÷êå −0.5z/L. Äëÿ ñðàâíåíèÿ æèðíîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåíà ñèíóñîèäà

(α1 = α2 = 1). Íà ðèñóíêå 5 çíàêîì �+� îòìå÷åíû òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåò-

ðàì α1 è α2, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ãðàôèêè àìïëèòóä. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî

ýêñòðåìóìû àìïëèòóäû ïåðâîé ìîäû äëÿ íåñèììåòðè÷íîé ìîäåëè èìåþò ðàçëè÷íûå

çíà÷åíèÿ. Â òîé ÷àñòè ïåòëè, ãäå ìàãíèòíîå ïîëå ìåíüøå, àìïëèòóäà áîëüøå. Îòíî-

øåíèå àìïëèòóäû â òî÷êàõ ýêñòðåìóìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé∣∣∣∣∣∣
r2[
(
z
L

)
min

]

r2[
(
z
L

)
max

]

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
sin[Q2

(
arctg

√
α2−1

)
]

sin[Q1

(
arctg

√
α1−1

)
]

∣∣∣∣∣∣ (47)

Èç ðèñóíêà 6 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëüøåå ñìåùåíèå óçëîâîé òî÷êè è ýêñòðåìóìîâ

ïðîèñõîäèò äëÿ ìîäåëè ïåòëè, â êîòîðîé â îäíîé èç åå ïîëîâèíîê ìàãíèòíîå ïîëå íå

ìåíÿåòñÿ (α1 = 1). Åñëè íà âñåé äëèíå íåñèììåòðè÷íîé òðóáêè ìàãíèòíîå ïîëå ïå-

ðåìåííîå, òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ âíóòðåííåãî óçëà è ïðàâîãî ìàêñèìóìà

îòíîñèòåëüíî èõ çíà÷åíèé â îäíîðîäíîé ñðåäå âîçðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçíîñòè ìàã-

íèòíûõ ïîëåé ó åå îñíîâàíèé. Ïîäîáíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è äëÿ ýêñòðåìàëüíîé

òî÷êè â ÷àñòè òðóáêè ñ áîëåå ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñìå-

ùåíèå îòñ÷èòûâàåòñÿ íå îò −0.5z/L, à îò îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû (21), ÿâëÿþùåéñÿ

êîîðäèíàòîé ìèíèìóìà â ñèììåòðè÷íîé ïåòëå ñ ïàðàìåòðîì íåîäíîðîäíîñòè, ðàâíûì

α1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðîâåäåíû ïðåèìóùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ èçãèáíûõ êî-

ëåáàíèé â ñèììåòðè÷íûõ è íåñèììåòðè÷íûõ êîðîíàëüíûõ ïåòëÿõ ñ ïåðåìåííûì ìàã-

íèòíûì ïîëåì, çàïîëíåííûõ îäíîðîäíîé ïëàçìîé. Â îñíîâó ïîëîæåí ïðåäëîæåííûé

àâòîðàìè ìåòîä áåçîòðàæàòåëüíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, ïîçâîëÿþùèé ïðèâîäèòü

ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ âîëíîâûå óðàâíåíèÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ê óðàâ-

íåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé ïîëó÷åí óòî÷íåííûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ êîëåáà-

íèé, à òàê æå íàéäåíû ïðîñòûå ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèÿ
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ñìåùåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ïåðâîé ìîäû îòíîñèòåëüíî èõ çíà÷åíèé äëÿ îäíîðîäíîé ìî-

äåëè.

Èññëåäîâàíû êîëåáàíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ àðîê, îïèðàþùèõñÿ íà îáëàñòè ñ ðàç-

ëè÷íûìè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìàãíèòíûìè ïîëÿìè. Ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëè. Â

ïåðâîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îäíîé ïîëîâèíå äóãè ïåòëè ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿí-

íî, à â äðóãîé èçìåíÿåòñÿ, óìåíüøàÿñü îò îñíîâàíèÿ ê âåðøèíå. Âî âòîðîé ìîäåëè

íà âñåì ïðîòÿæåíèè òðóáêè ìàãíèòíîå ïîëå ïåðåìåííîå. Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïîëó-

÷åíû äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, èññëåäîâàíà ôîðìà àìïëèòóä îñíîâíîé è ïåðâîé

ìîä. Ïîëó÷åíû òî÷íûå è ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ñìåùåíèÿ

õàðàêòåðíûõ òî÷åê (ýêñòðåìóìîâ è óçëîâ) àìïëèòóä êîëåáàíèé îò èõ çíà÷åíèé äëÿ

îäíîðîäíîé ìîäåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî â íåñèììåòðè÷íîé ìîäåëè àìïëèòóäû êîëåáàíèé

ïåðâîé ìîäû îòëè÷àþòñÿ ïî âåëè÷èíå, ïðè÷åì àìïëèòóäà â ÷àñòè ïåòëè ñ ìåíüøèì

ìàãíèòíûì ïîëåì áîëüøå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ (13-02-00656) è Íàó÷íîãî Ôîí-

äà ÍÈÓ ÂØÝ.
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Ðèñ.1. ×àñòîòû Ω1,2 îñíîâíîé è ïåðâîé ìîä, êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà α.

Ðèñ.2. Àìïëèòóäû îñíîâíîé ìîäû (36) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α îò 1 äî 4 ñ

øàãîì 1. Æèðíàÿ ëèíèÿ-êîñèíóñîèäà (α = 1).

Ðèñ.3. Àìïëèòóäû ïåðâîé ìîäû (36) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α îò 1 äî 4 ñ øàãîì

1. Æèðíàÿ ëèíèÿ-ñèíóñîèäà (α = 1).

Ðèñ.4. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò ïàðàìåòðà α1 ñìåùåíèé 4z/L óçëîâûõ òî÷åê è

ýêñòðåìóìîâ îñíîâíîé è ïåðâîé ìîä îò èõ çíà÷åíèé â îäíîðîäíûõ òðóáêàõ ïðè ïîñòî-

ÿííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α2 = 2.676. Êðèâûå ¾a¿ - îñíîâíàÿ ìîäà, ¾b¿ - ìèíèìóìû

è ¾c¿ - ìàêñèìóìû ïåðâîé ìîäû è ¾d¿ - âíóòðåííèå óçëîâûå òî÷êè ïåðâîé ìîäû.

Ñïëîøíûå ëèíèè òî÷íûå, øòðèõîâûå êðèâûå - ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ.

Ðèñ.5. Ãðàôèê êðèâîé F (α1, α2) = 0, ãäå α1, α2 � çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ òî÷êà

ìèíèìóìà àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïåðâîé ìîäû (34) ðàâíà −0.5z/L. Ïîëå MINUS �

îòðèöàòåëüíûå ñìåùåíèÿ, PLUS � ïîëîæèòåëüíûå. Çíàêîì ¾+¿ îòìå÷åíû ïàðàìåòðû,

äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ãðàôèêè ðèñ. 6. Çàòåíåííàÿ îáëàñòü α1 > α2.

Ðèñ.6. Àìïëèòóäû ïåðâîé ìîäû (44) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α1 îò 1 äî 1.6 ñ

øàãîì 0.2. Äëÿ âñåõ êðèâûõ (êðîìå æèðíîé ëèíèè) ïàðàìåòð α2 = 2.676. Äëÿ øòðèõ-

ïóíêòèðíîé ëèíèè α1 = 1. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå, ìèíèìóì êî-

òîðîé ðàñïîëîæåí â òî÷êå (−0.5z/L, 0). Æèðíàÿ ëèíèÿ-ñèíóñîèäà (α1 = α2 = 1).
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Ðèñ. 1: ×àñòîòû Ω1,2 îñíîâíîé è ïåðâîé ìîä, êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà α.
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Ðèñ. 2: Àìïëèòóäû îñíîâíîé ìîäû (36) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α îò 1 äî 4 ñ øàãîì

1. Æèðíàÿ ëèíèÿ-êîñèíóñîèäà (α = 1).
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Ðèñ. 3: Àìïëèòóäû ïåðâîé ìîäû (36) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α îò 1 äî 4 ñ øàãîì 1.

Æèðíàÿ ëèíèÿ-ñèíóñîèäà (α = 1).
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Ðèñ. 4: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò ïàðàìåòðà α1 ñìåùåíèé 4z/L óçëîâûõ òî÷åê è

ýêñòðåìóìîâ îñíîâíîé è ïåðâîé ìîä îò èõ çíà÷åíèé â îäíîðîäíûõ òðóáêàõ ïðè ïîñòî-

ÿííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α2 = 2.676. Êðèâûå ¾a¿ - îñíîâíàÿ ìîäà, ¾b¿ - ìèíèìóìû

è ¾c¿ - ìàêñèìóìû ïåðâîé ìîäû è ¾d¿ - âíóòðåííèå óçëîâûå òî÷êè ïåðâîé ìîäû.

Ñïëîøíûå ëèíèè òî÷íûå, øòðèõîâûå êðèâûå - ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ.
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Ðèñ. 5: Ãðàôèê êðèâîé F (α1, α2) = 0, ãäå α1, α2 � çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ òî÷êà

ìèíèìóìà àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïåðâîé ìîäû (34) ðàâíà −0.5z/L. Ïîëå MINUS �

îòðèöàòåëüíûå ñìåùåíèÿ, PLUS � ïîëîæèòåëüíûå. Çíàêîì ¾+¿ îòìå÷åíû ïàðàìåòðû,

äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ãðàôèêè ðèñ. 6. Çàòåíåííàÿ îáëàñòü α1 > α2.
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Ðèñ. 6: Àìïëèòóäû ïåðâîé ìîäû (44) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α1 îò 1 äî 1.6 ñ øàãîì

0.2. Äëÿ âñåõ êðèâûõ (êðîìå æèðíîé ëèíèè) ïàðàìåòð α2 = 2.676. Äëÿ øòðèõïóíê-

òèðíîé ëèíèè α1 = 1. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå, ìèíèìóì êîòîðîé

ðàñïîëîæåí â òî÷êå (−0.5z/L, 0). Æèðíàÿ ëèíèÿ-ñèíóñîèäà (α1 = α2 = 1).


