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Аннотация

В статье рассматриваются комбинаторные сложностные характеристики бесконечных
слов, а именно комбинаторная сложность и ее модификации. Прежде всего, представлен
обзор имеющихся результатов для класса слов с наименьшей комбинаторной сложностью
- слов Штурма. Особое внимание уделено арифметической сложности бесконечных слов,
начало изучение которой положила Теорема Ван дер Вардена об одноцветных арифме-
тических прогрессиях. Арифметическая сложность является в некотором смысле моди-
фикацией комбинаторной сложности. Представлен обзор текущих результатов и точных
значений арифметической сложности для слов Штурма. В статье представлена полиноми-
альная Теорема Ван дер Вардена, дающая начало изучению более обобщенной модифика-
ции функции комбинаторной сложности - полиномиальной сложности бесконечных слов.
В завершение, мы представляем ряд открытых проблем для дальнейшего исследования.
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Abstract

The key issue of the paper is combinatorial complexity functions of infinite words, especially
factor complexity and its modifications. First of all, we present an overview of the available
results for the class of words with the minimal factor complexity - Sturmian words. Special
attention is paid to the arithmetical complexity of infinite words, the study of which was initiated
by Van der Waarden Theorem on one-color arithmetic progressions. Arithmetical complexity
is presented in a sense a modification of factor complexity. An overview of current results and
exact values of arithmetic complexity for Sturmian words is presented. We present polynomial
Van der Waerden Theorem, which gives rise to the study of a more generalized modification of
the factor complexity function - the polynomial complexity of infinite words. In conclusion, we
present open problems for further research.

Keywords: Sturmian word, factor complexity, arithmetical complexity, polynomial comple-
xity.
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1. Введение

Изучение комбинаторики слов началось в 1906 году с работ норвежского математика Ак-
селя Туэ [38, 39], и продолжено Морсом и Хедлундом [21] в 1940 году. В своей работе [38] Туэ
поставил вопрос о существовании бесконечного слова над конечным алфавитом, в котором
нет слов, состоящих из двух последовательных вхождений одинаковых подслов. Такие слова
называются квадратами. Например, это было бы слово ababab, в котором есть три последо-
вательных вхождения квадрата ab. Очевидно, что если алфавит состоит из двух символов,
то не существует бесконечных слов без квадратов. Однако Туэ построил пример такого сло-
ва над 3-буквенным алфавитом. Полученные результаты легли в основу нового направления
исследований - теории избегаемости.

Пусть Σ𝑞− алфавит мощности 𝑞. Слово вида 𝑤 = · · ·𝑤−2𝑤−1𝑤0𝑤1𝑤2 · · · , где все 𝑤𝑖 ∈ Σ𝑞,
называется бесконечным в обе стороны. Слово называется бесконечным вправо, если имеет
вид 𝑤 = 𝑤0 𝑤1𝑤2 · · · . Количество символов 𝑛 в конечном слове 𝑤 = 𝑤0 · · ·𝑤𝑛 называется
длиной слова 𝑤 и обозначается через |𝑤|. Число вхождений символа 𝑎 в слово 𝑤 обозначается
через |𝑤|𝑎. Ключевую роль в изучении комбинаторных характеристик бесконечных слов имеют
подслова ( в англоязычной литературе принято употреблять понятие фактор ) слова 𝑤 –
конечные слова 𝑤𝑘𝑤𝑘+1 · · ·𝑤𝑘+𝑛−1 длины 𝑛.

Пример 1. Рассмотрим бесконечное вправо слово 𝑤 = 0011100100111 · · · над бинарным
алфавитом Σ2 = {0, 1}. Конечное слово 𝑢 = 001 является его подсловом длины |𝑢| = 3. Суще-
ствуют как минимум три его вхождения в слово 𝑤: 𝑢 = 𝑤[0,2], 𝑢 = 𝑤[5,7] и 𝑢 = 𝑤[8,10] . Нули
входят в слово 𝑢 два раза, а единица один, и обозначается |𝑢|0 = 2 и |𝑢|1 = 1 соответственно.

Слово 𝑤 называется периодическим, если существует 𝑇 ∈ N такое что для всех 𝑖 верно
равенство : 𝑤𝑖 = 𝑤𝑖 + 𝑇 . Слово называется со временем периодическим если существуют 𝑇 ,
𝑖0 ∈ 𝑁 для которых верно ∀𝑖 ≥ 𝑖0 : 𝑤𝑖 = 𝑤𝑖 + 𝑇 . Бесконечное вправо слово 𝑤 называется со
временем 𝑡-периодическим, если равенства 𝑤𝑖 = 𝑤𝑖+𝑡 выполняются, начиная с некоторого 𝑁0,
то есть при 𝑖 > 𝑁0.
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Нетрудно видеть, что всего существует 𝑞𝑡 бесконечных 𝑡-периодических слов над конечным
алфавитом Σ𝑞 - независимо от того, о каких слова идет речь: бесконечных вправо или в обе
стороны.

В 1940 году в работе [21] Mорс и Хедлунд ставят вопрос о множестве подслов заданной
длины бесконечного слова и вводят следующее понятие, являющееся ключевым в комбинато-
рике слов. Комбинаторной сложностью (или факторной сложностью) слова 𝑤 называется
количество подслов длины 𝑛 и обозначается 𝑝𝑤(𝑛).

Следующие две леммы являются классическими результатами комбинаторики на словах
и упоминаются практически в каждой монографии на эту тему.

Лемма 1. Бесконечное в обе стороны (вправо) слово 𝑤 является периодическим (со
временем периодическим) тогда и только тогда, когда его комбинаторная сложность 𝑝𝑤(𝑛)
ограничена сверху константой, и, начиная с некоторого момента, равна этой константе.

Лемма 2. Если слово 𝑤 не является со временем периодическим, то для любого 𝑛 для
его комбинаторной сложности 𝑝𝑤(𝑛) верно неравенство 𝑝𝑤(𝑛) ≥ 𝑛+ 1.

Для бесконечного слова 𝑤 результат, полученный M. Ковеном и Г. Хедлундом, гласит, что
если 𝑝𝑤(𝑛) ≤ 𝑛, то слово 𝑤 является со временем периодическим. В частности, ими была
доказана следующая Теорема.

Теорема 1 (Coven, Hedlund). Пусть 𝑤 - слово над алфавитом мощности 𝑞. Следующие
условия эквивалентны:

� 𝑝𝑤(𝑛) < 𝑛+ 𝑞 − 1 для любого 𝑛,

� 𝑝𝑤(𝑛) = 𝑝𝑤(𝑛+ 1) для любого 𝑛,

� функция 𝑝𝑤(𝑛) ограничена,

� слово 𝑤 со временем периодично.

Слова, для которых при всех 𝑛 верно равенство 𝑝𝑤(𝑛) = 𝑛+1, то есть непериодические сло-
ва с наименьшей комбинаторной сложностью, образуют класс так называемых слов Штурма.
Подробнее о них рассказывается в следующем разделе. Раздел 3 посвящен арифметической
сложности слов Штурма, начало изучение которой положила Теорема Ван дер Вардена об
одноцветных арифметических прогрессиях. Арифметическая сложность являеся в некотором
смысле модификацией комбинаторной сложности. В разделе 4 представлена полиномиальная
Теорема Ван дер Вардена, дающая начало изучению более обобщенной модификации функции
комбинаторной сложности - полиномиальной сложности бесконечных слов.

2. Слова Штурма

Слова Штурма имеют долгую историю. Они относятся к классу бесконечных слов и хо-
рошо изучены. Первые изложения были представлены Бернулли, Кристоэлем и Марковым в
книге А. Венкова [40]. Термин слово Штурма впервые был введен в Хедлундом и Moрсом
работе [23] при развитии символической динамики [21], [22]. Большое количество работ по-
священо свойствам этих последовательностей ( [34], [18], [35]). В работах Раузи [29],[30], [31],
Браун [8], Ито и Ясутоми [24] рассматривали комбинаторные свойства слов Штурма. Связь
с итерационными морфизмами были рассмотрены в работаех Сиболда [33] и Мигноси [26].
Слова Штурма присутствуют в таких областях как эргодическая теория [28], компьютерная
графика [9] и кристаллография.
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Слова Штурма имеют несколько эквивалентных определений [5] , включая определение
комбинаторной сложности. Прежде всего, бесконечное вправо слово 𝑤 = 𝑤0𝑤1𝑤2 · · · над
бинарным алфавитом {0, 1} называется словом Штурма, если его комбинаторная сложность
𝑝𝑤(𝑛) равна 𝑛+ 1 для всех значений n.

Помимо приведенного выше определения, существует несколько эквивалентных определе-
ний слов Штурма [5].

Бесконечное вправо слово называется словом Штурма, если оно является непериодически
уравновешенным словом, т.е. для каждого значения 𝑛 число единиц в подсловах слова 𝑤 длины
𝑛 принимает не более двух значений - в действительности, ровно два соседних значения. Это
определение может быть записано следующим равенством: пусть 𝑢 и 𝑣 – два подслова слова
𝑤 одинаковой длины. Пусть |𝑢|1 и |𝑣|1 – количество единиц в подсловах 𝑢 и 𝑣 соответственно.
Тогда

||𝑢|1 − |𝑣|1| ≤ 1.

Слова Штурма - это в точности механические слова с иррациональным наклоном, т.е.
бесконечное вправо или в обе стороны слово, каждый символ которого задан одним из двух
равенств:

𝑤𝑖 = ⌊𝛼(𝑖+ 1) + 𝛽⌋ − ⌊𝛼𝑖+ 𝛽⌋ ,

или

𝑤𝑖 = ⌈𝛼(𝑖+ 1) + 𝛽⌉ − ⌈𝛼𝑖+ 𝛽⌉

где 𝛼 ∈ (0, 1) - это иррациональный наклон слова Штурма, и 𝛽 ∈ [0, 1). Мы можем говорить о
нижних и верхних словах Штурма если в определении выбрана нижняя или верхняя целая
часть. Оба варианта совпадают в случае, когда 𝛼𝑖+𝛽 не является целым. Определения будут
эквивалентны только в случае бесконечных вправо слов, так как не всякое бесконечное в обе
стороны слово со сложностью 𝑛+ 1 будет словом Штурма.

Приведенное выше определение можно эквивалентным образом переписать с помощью
вращения единичной окружности - двоичного кодирования траектории точки на окружно-
сти длины 1. Этот круг реализуется как интервал [0, 1], идентифицирующий 0 и 1, то есть
принимающий дробные части 𝑥 ↦→ 𝑥𝑚𝑜𝑑1, и каждый символ записывается по правилу:

𝑤𝑖 =

{︃
1, если {𝛼𝑖+ 𝛽} ∈ [1− 𝛼, 1]
0, иначе

для всех 𝑖 ≥ 0.
В терминах окружности это звучит так: начните с точки 𝑥0 = 𝛽 на окружности и пово-

рачивайте дугу длиной 𝛼 в каждый дискретный момент времени 𝑥𝑘+1 = (𝛼+ 𝑥𝑘)𝑚𝑜𝑑1, затем
закодируйте результирующие точки на 1, когда они принадлежат к 𝐼1 = [1 − 𝛼, 1] и 0, когда
они принадлежат к 𝐼0 = [0, 1− 𝛼].

Мы видели, что символы в словеШтурма 𝑤 соответствуют интервалам 𝐼0 и 𝐼1, этот процесс
можно повторить, чтобы объяснить, что происходит с факторами из {0, 1}𝑛. В результате ко-
эффициенты соответствуют интервалам окружности, ограниченным 0,−𝛼,−2𝛼, · · · ,−𝑛𝛼, по
модулю 1. Обратите внимание, что, поскольку 𝛼 иррационально, то точки 0,−𝛼,−2𝛼, · · · ,−𝑛𝛼,
по модулю 1 все различны. Таким образом, приведенные выше точки ограничивают интерва-
лы окружности 𝑛+1: у нас есть 𝑛+1 возможных факторов из {0, 1}𝑛 длины 𝑛, появляющихся
в слове 𝑤.

Пример 2. Если взять 𝛼 =
(︀√

5 + 1
)︀
/2− 1 и 𝛽 = 0, то получится слово

𝑤 = 0100101001001010010100100101001001 . . .
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которое называется словом Фибоначчи, и является классическим примером слова Штурма.

Рис. 1: Построение слова Фибоначчи

В качестве примера слова Штурма на рисунке 1 изображено построение слова Фибонач-
чи как механического слова: его очередной символ равен нулю тогда и только тогда, когда
прямая 𝑦 = 𝛼𝑖+ 𝛽, где 0 ≤ 𝛼, 𝛽 < 1, не пересекает целочисленную горизонталь между двумя
целочисленными вертикалями, и единице, если она ее пересекает.

Заметим, что количество единиц в подслове длины 𝑛 слова Штурма с наклоном 𝛼 может
быть равно либо ⌊𝑛𝛼⌋, либо ⌈𝑛𝛼⌉, в полном соответствии с определением слова Штурма как
уравновешенного слова.

Все эти эквивалентные определения относятся к словам над алфавитом Σ2 = {0, 1}. Слово
над любым другим бинарным алфавитом называется словом Штурма, если получается из
слова Штурма над алфавитом {0, 1} взаимно однозначным переименованием символов.

Мигноси [26], основываясь на предположении о неоднозначности языка [15], доказал в 1989
году следующую важную теорему.

Теорема 2. Количество подслов длины n в слове Штурма определяется суммой

1 +
𝑛∑︁
1

(𝑛− 𝑖+ 1)𝜑(𝑖)

где 𝜑(𝑖)− функция Эйлера.

Доказательство этой теоремы основано на тонком анализе структуры слова Штурма. Од-
нако Берсель и Поккьоль [6] представили доказательство формулы с помощью геометрическо-
го двойственного метода. Метод основан на том, что каждому заданному двумя параметрами
слову можно поставить в соответствие точку на плоскости, координаты которой равны пара-
метрам слова. При определенном выборе параметров точки из одной связной области будут
соответствовать одному и тому же слову. В данном случае области оказываются гранями
плоского графа, а значит их количество можно посчитать по формуле Эйлера. Таким обра-
зом, количество всех подслов длины 𝑛 слова Штурма может быть получено как количество
всех связных областей плоскости.

Помимо комбинаторной сложности существует множество различных функций сложно-
сти: сложность Ли [7], Абелева сложность [12], 𝑘-абелева сложность [20], арифметическая
сложность [4], [10], максимальная шаблонная сложность [19], циклическая сложность [11],
биномиальная сложность [32], оконная сложность [13], сложность периода [27] , сложность
палиндрома [3] . В большинстве случаев эти альтернативные понятия сложности могут быть
использованы для обнаружения (а в некоторых случаях и для характеристики) со временем
периодических слов. Среди этого списка, мы будем рассматривать лишь арифметическую
сложность, являющуюся в некотором смысле модификацией комбинаторной сложности.
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3. Арифметическая сложность бесконечных слов

Понятие арифметической сложности бесконечного слова впервые было введено в 2000 г. C.
Августиновичем, Д. Фон-Дер-Флассом и A. Фрид в работе [4], и на настоящий момент прекрас-
но изучены авторами определения. Начало изучению арифметической сложности положили
теоремы Ван дер Вардена [41] и Семерди [36].

Теорема Ван дер Вардена — классический результат комбинаторной теории чисел об од-
ноцветных арифметических прогрессиях в раскрасках натуральных чисел.

Theorem 1 (Ван дер Варден, 1927). Пусть 𝑙, 𝑘 ∈ N. Тогда существует такое натуральное
число 𝑛(𝑘, 𝑙), что при разбиении любого отрезка ряда натуральных чисел длины 𝑛(𝑘, 𝑙) любым
способом на 𝑘 классов (среди которых могут быть и пустые) по крайней мере в одном из
этих классов найдется арифметическая прогрессия длины 𝑙.

Несмотря на кажущуюся простоту и естественность теорема Ван дер Вардена сыграла зна-
чительную роль в развитии двух разделов математики – аддитивной комбинаторики и комби-
наторной эргодической теории. Теорема Ван дер Вардена является типичным утверждением
теории Рамсея, а также предтечей теоремы Семереди, которая положила начало большой
ветви аддитивной комбинаторики. Прежде всего, дадим следующее важное определение.

Будем говорить, что множество 𝐴 ∈ N имеет положительную асимптотическую плот-
ность, если

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞sup
|𝐴{1, 2, 3, · · · , 𝑛}|

𝑛
> 0.

Theorem 2 (Семереди, 1975). В любом бесконечном множестве 𝐴 ∈ N положительной
асимптотической плотности для всякого положительного целого 𝑙 существует арифмети-
ческая прогрессия длины 𝑙 .

В своем доказательстве Семереди использует трудные комбинаторные аргументы. Основу
его доказательства составляет так называемая Лемма регулярности [37], которая является,
на сегодняшний день, важнейшим инструментом исследования графов. Из этой замечатель-
ной теоремы выросла новая большая область комбинаторной теории чисел. Обсуждению этой
тематики и посвящен обзор И.Д. Шкредова [42].

Прежде чем подойти к понятию арифметической сложности слова, введем обозначение для
арифметической подпоследовательности и дадим определение арифметического замыкания.

Для всякого бесконечного вправо слова 𝑤 = 𝑤1 · · ·𝑤𝑛 · · · через 𝑤𝑘
𝑑 обозначим бесконечное

слово 𝑤𝑘
𝑑 = 𝑤𝑘𝑤𝑘+𝑑 · · ·𝑤𝑘+𝑛𝑑 · · · − арифметическую подпоследовательность слова 𝑤 с разно-

стью 𝑑 и начальной позицией 𝑘.
Арифметическим замыканием бесконечного слова w называется множество

𝐴𝑤 = {𝑤𝑘𝑤𝑘+𝑑𝑤𝑘+2𝑑 · · ·𝑤𝑘+(𝑛−1)𝑑|𝑘 ≥ 0, 𝑑 > 0}.

Теоремы Ван дер Вадрена и Семереди в данных терминах могут быть сформулированы
следующим образом.

Theorem 3 (Ван дер Варден). Во всяком слове 𝑤 существует символ 𝑎, такой что
𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑤 для всякого 𝑛 > 0.

Theorem 4 (Семерди). Если в слове 𝑤 для некоторого символа 𝑎 верхний предел отно-
шения количества вхождений символа 𝑎 в префикс слова 𝑤 к длине этого префикса положи-
телен,

lim
𝑛→∞

sup
|𝑤[1..𝑛]|

𝑛
> 0

то 𝑎 ∈ 𝐴𝑤 для всех 𝑛 > 0.
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Эти теоремы дают ответ на вопрос о том, какие слова обязательно входят в арифметиче-
ское замыкание.

Арифметическая сложность 𝑎𝑤(𝑛) определяется как как совокупное число всех подслов
арифметических подпоследовательностей данного слова 𝑎𝑤(𝑛) = #

(︀
𝐴𝑤 ∩ Σ𝑛

𝑞

)︀
.

Эта функция является одной из наиболее изученных модификаций классической функции
комбинаторной сложности 𝑝𝑤(𝑛).

Вопросы, возникающие в связи с арифметической сложностью, аналогичны вопросам, свя-
занным с комбинаторной сложностью: как растет функция арифметической сложности ? В
каких случаях функция ведет себя линейно? Эти вопросы непросты для комбинаторной слож-
ности, но могут быть частично решены для арифметической сложности.

Арифметическая сложность отражает структуру множества арифметических подслов бес-
конечного слова, то есть слов, встречающихся в нем по арифметическим прогрессиям. Ариф-
метическая сложность имеет тесную связь как с классической комбинаторикой, так и с дис-
кретной динамикой. Начало изучению арифметической сложности положили теоремы Ван
дер Вардена и Семерди [36], представленные далее. Эти теоремы дают ответ на вопрос о том,
какие слова обязательно входят в арифметическое замыкание.

Теорема 3 (Ван дер Варден). Во всяком слове 𝑤 существует символ 𝑎, такой что
𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑤 для всякого 𝑛 > 0.

Теорема Семерди о наличии длинных арифметических прогрессий в плотных множествах
в данных терминах может быть сформулирована следующим образом.

Теорема 4 (Семерди). Если в слове 𝑤 для некоторого символа 𝑎 верхний предел отно-
шения количества вхождений символа 𝑎 в префикс слова 𝑤 к длине этого префикса положи-
телен,

lim
𝑛→∞

sup
|𝑤[1..𝑛]|

𝑛
> 0

то 𝑎 ∈ 𝐴𝑤 для всех 𝑛 > 0.

Ясно, что арифметическая сложность бесконечного слова не может быть меньше его ком-
бинаторной сложности, поскольку арифметическое замыкание содержит множество подслов
бесконечного слова - его арифметических подслов с разностью 1. Таким образом, верно сле-
дующее:

1 ≤ 𝑝𝑤(𝑛) ≤ 𝑎𝑤(𝑛) ≤ 𝑞𝑛.

Нетрудно также убедиться, что арифметическая сложность бесконечного слова ограничена
константой тогда и только тогда, когда слово со временем периодично; сложность же беско-
нечного слова может расти линейно, как впервые было показано в [4]. При этом почти все
бесконечные слова, разумеется, имеют максимально возможную арифметическую сложность
𝑞𝑛, причем это возможно, даже если комбинаторная сложность слова растет линейно.

3.1. Арифметическая сложность слов Штурма

Функция арифметической сложности прежде всего была изучена на словах Штурма. Есте-
ственным образом возник вопрос: является ли арифметическая сложность словШтурма также
минимальной? Ответ на этот вопрос отрицательный, и может быть получен уже из харак-
теристики равномерно повторяющихся слов линейной арифметической сложности [16]: слова
Штурма даже не попадают в класс слов, имеющих линейную сложность. Более того, кажется,
что уникальной функции минимальной арифметической сложности непериодического слова
не существует: по крайней мере, для равномерно повторяющихся слов вместо этого мы имеем
семейство функций с убывающими верхней и нижней асимптотами [2].
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Но какова арифметическая сложность слова Штурма? В работе [10] Ж. Кассень и А.
Фрид, используя геометрический двойственный метод [6], установили верхнюю оценку ариф-
метической сложности, единую для всех слов Штурма и равную 𝑂

(︀
𝑛3
)︀
. Если быть точнее,

то

𝑔(𝑛) =
𝑛(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)

6
+

𝑛∑︁
𝑝=1

(𝑛− 𝑝+ 1)𝜑(𝑝) + 2

где 𝜑(𝑝) – функция Эйлера.

Теорема 5. Для всякого 𝛼 ∈ (0, 1) верно неравенство

𝑎𝛼(𝑛+ 1) ≤ 𝑔(𝑛).

Заметим, что 𝑔(𝑛) = (1/6 + 1/𝜋2)𝑛3 +𝑂(𝑛2), т.е. растет как 𝑂
(︀
𝑛3
)︀
.

Так же авторы показали, что сама функция арифметической сложности зависит от выбо-
ра наклона слова Штурма. Исследовав этот интересный факт для некоторых слов Штурма,
включая слово Фибоначчи, так же было установлено, что в рассмотренных случаях разница
между верхней границей и реальной арифметической сложностью ограничена.

В этой же работе были получены точные оценки арифметической сложности для наклонов
слова Штурма из интервала 𝛼 ∈ (1/3, 1/2), и вращательных слов с иррациональной длиной
интервала 𝛼 ∈ (1/3, 1/2).

Теорема 6. Для наклона слова Штурма 𝛼 ∈ (0.4, 0.5) верны равенства 𝑎𝛼(1) = 2,
𝑎𝛼(2) = 4, 𝑎𝛼(3) = 8, 𝑎𝛼(4) = 16, 𝑎𝛼(5) = 30

𝑎𝛼(𝑛+ 1) =

{︃
𝑔(𝑛)− 4, если n - четное

𝑔(𝑛)− 3, если n - нечетное

если 𝑛+ 1 ≥ 6.

Теорема 7. Для наклона слова Штурма 𝛼 ∈ (0.375, 0.4) верны равенства 𝑎𝛼(1) = 2,
𝑎𝛼(2) = 4, 𝑎𝛼(3) = 8, 𝑎𝛼(4) = 16, 𝑎𝛼(5) = 30, 𝑎𝛼(6) = 52, 𝑎𝛼(7) = 83, 𝑎𝛼(8) = 128 и

𝑎𝛼(𝑛+ 1) =

{︃
𝑔(𝑛)− 8, если n - четное

𝑔(𝑛)− 9, если n - нечетное

если 𝑛+ 1 ≥ 9.

Отметим, что эта формула верна и для слова Фибоначчи, заданного 𝛼 =
(︀√

5 + 1
)︀
/2−1 =

= 0.381966.
Для остальных значений 𝛼 ситуация намного сложнее, так как при геометрическом изоб-

ражении слова в построенной схеме встречается сколь угодно большое число центральных
расщепляющихся граней, и разность между числом граней схемы и значением 𝑎𝛼(𝑛+ 1) рас-
тет.

В отличие от верхней оценки на арифметическую сложность слова Штурма, нижняя оцен-
ка, полученная в работе А. Фрид [17] , является достаточно точной (в том смысле, что в
некоторых случаях разность между ней и точными значениями ограничена константой).

Теорема 8. Для всех 𝑛 > 0 арифметическая сложность слова Штурма с наклоном
𝛼 < 1/2 удовлетворяет неравенству

𝑎𝛼(2𝑛− 2) ≥
𝑛∑︁

𝑝=1

p𝜑(𝑝)− 1/2

⌊2/𝛼⌋∑︁
𝑝=1

p𝜑(𝑝)− 1/2

⌈1/𝛼⌉∑︁
𝑝=1

p𝜑(𝑝)

где 𝜑(𝑖)− функция Эйлера.
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Однако в этой же работе результат дополняется менее точно нижней оценкой, имеющей
кубический порядок: существует нижняя граница арифметической сложности слова Штурма
, которая также равна 𝑂(𝑛3) ( точнее, значение равно 𝑛3/4𝜋2 + 𝑂(𝑛2) − 𝑂(1/𝛼3), где 𝛼 - на-
клон слова Штурма). Итак, нижняя и верхняя границы отличаются примерно в 10,58 раза,
причем верхняя более реалистична. Стоит обратить внимание, что другие функции сложно-
сти слов Штурма различаются сильнее. Максимальная шаблонная сложность слова Штурма
также минимальна среди непериодических слов и равна 2𝑛, хотя слова Штурма - не един-
ственные слова, обладающие этим свойством. Шаблонная сложность слова Штурма, как и
арифметическая сложность, зависит от выбора слова и может быть равна Ω(𝑛3), хотя прин-
цип зависимости от конкретного слова совершенно иной.

Таким образом, взятые вместе результаты на оценку роста арифметическую сложность
слов Штурма означают, что слова Штурма с любым наклоном имеют кубический порядок
роста.

4. Полиномиальная сложность

Как упоминалось ранее, Теорема Ван дер Вардена положила начало изучению арифме-
тической сложности бесконечных слов. Естественным образом возникает интерес к рассмот-
рению следующего вопроса: если не ограничиваться арифметическими подпоследовательно-
стями, а взять подпоследовательности с более прогрессирующим шагом ? В этом разделе мы
вводим новое понятие полиномиальной сложности слова, изучение которой задает модифика-
ция Теоремы Ван дер Вардена для полиномиального случая. Так, A. Либман и В. Бергельсон
[25] представили частный случай полиномиальной Теоремы Ван дер Вардена.

Theorem 5 (Полиномальаня Теорема Ван дер Вардена). Пусть 𝑙, 𝑟 ∈ N и 𝑝(𝑑) — полином
с целочиселнными коэффициентами, т.ч. 𝑝(0) = 0. Тогда для любой раскраски множества
целых чисел Z в 𝑟 цветов существуют 𝑎, 𝑑 ∈ Z т.ч. найдется одноцветная арифметическая
прогрессия длины 𝑙:

𝑎, 𝑎+ 𝑝(𝑑), 2 + 2𝑝(𝑑), · · · , 𝑎+ (𝑙 − 1)𝑝(𝑑)

Мы рассмотрим более общий случай. Рассмотрим полином 𝑄𝑑(𝑘) = 𝑎𝑑𝑘
𝑑+𝑎𝑑−1𝑘

𝑑−1+ · · ·+
+ 𝑎1𝑘 + 𝑎0, где 𝑎𝑖, 𝑑 ∈ N, и 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑑}.

Прежде чем подойти к понятию полиномиальной сложности, аналогично понятиям ариф-
метической подпоследовательности и арифметического замыкания, введем следующий тер-
мин. Для заданного полинома𝑄𝑑(𝑘) определим полиномиальную подпоследовательность дли-
ны 𝑛 бесконечного вправо слова 𝑤 как конечную последовательность вида

𝑤𝑄𝑑(𝑘)𝑤𝑄𝑑(𝑘+1) · · ·𝑤𝑄𝑑(𝑘+𝑛−1).

где 𝑘− начальная позиция.

Пример 3. Рассмотрим функцию 𝑄2(𝑘) = 𝑘2 + 1 на слове Фибоначчи:

𝑤 = 0100101001001010010100100101001001 · · ·

тогда полиномиальная подаоследовательность для 𝑛 = 5 будет иметь вид

10010.

Аналогично арифметическому замыканию, введем полиномиальное. Полиномиальное за-
мыкание бесконечного вправа слова 𝑤 для полинома степени 𝑑 называется следующее мно-
жество:

𝑃 𝑑
𝑤 = {𝑤𝑄𝑑(𝑘)𝑤𝑄𝑑(𝑘+1) · · ·𝑤𝑄𝑑(𝑘+𝑛−1)|𝑛, 𝑑 > 0, 𝑘 ≥ 0}
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Для данного бесконечного справа слова 𝑤 = 𝑤1𝑤2 · · · и полинома 𝑄𝑑(𝑘) степени 𝑑 мы опре-
деляем полиномиальную сложность как функцию 𝒫𝑑

𝑤(𝑛), равную количеству всех различных
полиномиальных подпоследовательностей длины 𝑛, встречающихся в слове 𝑤:

𝒫𝑑
𝑤(𝑛) = #

(︁
𝑃 𝑑
𝑤 ∩ Σ𝑛

𝑞

)︁
.

Прежде всего, мы рассмотрим случай для полинома степени 𝑑 = 1. Если 𝑄1(𝑘) = 𝑎𝑘 + 𝑏, то
𝑤𝑎𝑘+𝑏𝑤𝑎(𝑘+1)+𝑏 · · ·𝑤𝑎(𝑘+𝑛)+𝑏 , т.е. полиномиальное слово является арифметической подпосле-
довательностью 𝑤𝑎𝑥+𝑏

𝑎 слова 𝑤 с разностью 𝑎 и начальной позицией 𝑎𝑘 + 𝑏. Таким образом,
арифметическое замыкание 𝐴𝑤 включено в 𝑃 𝑑

𝑤, и для 𝑑 = 1 равенство 𝐴𝑤 = 𝑃 1
𝑤 истинно.

Но что можно сказать для случая более высоких степеней полинома? Очевидно, что поли-
номиальная сложность бесконечного слова является неубывающей функцией, которая растет
не быстрее, чем число всех возможных слов над заданным алфавитом 𝑞𝑛. Более того, она
растет не медленнее, чем факторная сложность слова 𝑤. Поскольку арифметическая слож-
ность является частным случаем полиномиальной сложности, то функция полиномиальной
сложности растет не медленнее, чем арифметическая сложность слова 𝑤. Таким образом, для
любых 𝑑, 𝑛 > 0 верны следующие неравенства :

1 ≤ 𝑝𝑤(𝑛) ≤ 𝑎𝑤(𝑛) ≤ 𝒫𝑑
𝑤(𝑛) ≤ 𝑞𝑛.

Очевидно предположить, что функция полиномиальной сложности в первую очередь огра-
ничена степенью полинома 𝑑.

Так как арифметическая сложность является частным случаем полиномиальной сложно-
сти, для которой при рассмотрении на словах Штурма известны нижние и верхние оценки, а
также точные формулы при определенных наколнах, ествественным образом возникает же-
лание рассмотреть введенную функцию полиномиальной сложности прежде всего на словах
Штурма.

В заключение, сделаем предположение об оценке скорости роста функции полиномиальной
сложности для слов Штурма.

Предложение 1. Пусть 𝑤− слово Штурма. Для любого 𝑑 ∈ N верно:

𝑝𝑤(𝑛) ≤ 𝒫𝑤(𝑛) ≤ 𝑂(𝑛𝑑+3).

В будущем, конечно, стоит более подробно рассмотреть поведение полиномиальной слож-
ности для слова Штурма и рассмотреть слова из других классов бесконечных слов (слово
Теплица, слово Туэ–Морса и так далее). В частности, для какого класса полиномов степени
𝑑 > 1 функция 𝒫𝑤(𝑛) растет линейно ? Существует ли вообще такой полином? Если же не
ограничиваться натуральными коэффициентами, а взять 𝑎𝑖 ∈ R ?

Мы оставляем все эти проблемы открытыми для дальнейших исследований.
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