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ВЕРОЯТНОСТЬ КОЛЛИЗИИ ДВУХ СЛУЧАЙНЫХ ТОЧЕК 

ДЛЯ СТЕПЕНИ СЛУЧАЙНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ 
 

В работе получено точное выражение для вероятности коллизии двух 

случайно выбранных точек из некоторого конечного множества для 

произвольной степени случайного равновероятного отображения. 

 

Введение 
 
В настоящей работе вычисляется вероятность события, заключающегося 

в том, что две случайно выбранные точки некоторого конечного множества 

 1,...,S N , 1N  , образуют коллизию при k -кратной итерации случайного 

отображении: 

:kf S S , k . 

В терминах случайного отображения f  рассматриваемое событие 

означает, что две случайные точки являются началом различных путей длины 

k  в графе отображения f , сходящихся в одной точке через k  шагов. 

Рассмотрим конечное множество  1,...,S N , 1N  , и множество   всех 

отображений :f S S . Зададим на   равномерную вероятностную меру и 

рассмотрим k ю степень случайного отображения f . 

Будем использовать представление случайных отображений в терминах 

случайных графов, хорошо известное по книгам [1-4]. Граф отображения f  

обозначим через G . 

Пусть 0 0,x y S  произвольные различные вершины в графе G . Вычислим 

вероятность события, заключающегося в том, что образы вершин 0x , 0y  

совпадут при отображении kf , k . 
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Здесь и далее для любых 0 1,i i  , 0 1i i , положим  
1

0

... 0
i

j i

 . 

Теорема. Пусть f  . Тогда произвольные вершины 00x Sy   образуют 

коллизию при отображении kf  с вероятностью 
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где   1 1
1 1 1, , k t

lc c l t         ,    1
2 2 , k

lc c l     , 

  1 1
3 3 1, k t l

lc c l t        ,   1

4 4 1, k t
lc c l t      , 

   1 12 1
5 5 1 1, , , t l p N

lc c l t p          ,   1 1 1
6 6 1 1, , , t lp

lc c l t p         . 

Доказательство. Представим искомую вероятность в следующем виде: 

         0 0 0 0 0 00 0; ; 1k k k kf x f y y f x f y y коx мпоненx теG       P P  

    0 00 0;k kf x f y y разным компонентамx G    P . 

Заметим, что если вершины 0x , 0y  лежат в разных компонентах графа G , 

то они не могут образовывать коллизию при отображении kf , k , поэтому 

второе слагаемое в этом выражении равно нулю. 

Выпишем первое слагаемое, используя формулу полной вероятности. Для 

этого рассмотрим возможные варианты расположения вершин 0x  и 0y : 

1. Обе вершины 0x  и 0y  лежат на цикле некоторой компоненты графа 

G . 

2. Одна из вершин 0x  или 0y  лежит на подходе к циклу, а другая на 

цикле. 

3. Обе вершины 0x  и 0y  лежат на подходах к циклу. 

Тогда по формуле полной вероятности имеем: 

    0 0 00;k kf x f y x y P  
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    0 0 00 0 0; ; ,k kf x f y y x y на циклеx      P  

    0 0 0 0 002 ; ,k kf x f y y x на подходе y на иклx ц е         P  

    0 0 0 000 ;k kf x f y y x y на подхx оде      P . 

Вычислим каждое слагаемое в отдельности. 

В первом случае события, стоящие под знаком вероятности несовместны: 

      0 0 0 0 00 ; ,k kf x f y y x y иx на ц кле      

Поэтому 

    0 0 0 0 00; ; , 0k kf x f y y x y на циклx е     P . 

Второй случай. Пусть для определенности вершина 0x  лежит на подходе 

к циклу, а 0y  - на цикле. Тогда для выполнения события     0 0
k kf x f y  

вершина  0
kf x  должна лежать на соответствующем цикле. 

Обозначим через 1, 1l N   длину цикла рассматриваемой компоненты 

графа G  (вершина 0x  должна лежать на подходе, поэтому l N ). 

Обозначим через 1t  расстояние от вершины 0x  до цикла. Так как вершина 

0x  должна лежать на подходе, длина которого не превосходит k , то 

 1 1,min ,t k N l   (в противном случае не произойдет совпадения образов при 

отображении kf ). 

Выделим на цикле отрезок длины  10,min 1,l k t    , начинающийся в 

циклической вершине  1
0

tf x  и такой, что    1
0 0

t kf x f x  . 

Для введенных величин имеет место следующее соотношение: 

 1 1k t lp    , где 1 0p  ,  10,min 1,l k t    .  1  

При фиксированных значениях 1, ,k t l  из соотношения  1  значение   

определяется однозначно. 

Определим число возможных вариантов расположения вершины 0y  на 

соответствующем цикле, для которых выполняется событие     0 0
k kf x f y . 
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Обозначим через  2 0,min 1,t l k   расстояние от вершины 0y  на 

соответствующем цикле до вершины  0
kf x . Тогда справедливо равенство: 

 2 2k t lp  , где 2 0p  ,  2 0,min 1,t l k  .  2  

Число вариантов расположения вершины 0y  совпадает с числом 

возможных наборов значений параметра 2p  и 2t , для которых справедливо  2 , 

а так как при заданном k  соотношение  2  однозначно задает 2p  и 2t , то и 

расположение вершины 0y  определяется однозначно. Тогда с учетом 

соотношений  1  и  2  получим 

    0 0 0 0 0 0; ; ,k kf x f y y x на подходе y на ци лx к е        P  
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Рассмотрим третий случай. Здесь возможны следующие варианты 

расположения вершин 0x  и 0y : 

1. Вершины  2 1,min ,t k N l  , 0y  лежат на одном подходе к циклу. 

2. Вершины 0x , 0y  лежат на разных подходах к циклу. 

Пусть  2 1,min ,t k N l   и 0y  лежат на одном подходе к циклу. Для 

определенности будем считать, что 0y  лежит ближе к циклу, чем 0x . В силу 

равноправия вершин случай обратного расположения вершин рассматривается 

аналогично с точностью до замены 0x  на 0y . 

Рассмотрим цикл длины 1, 2l N  , не проходящий через вершины 0x , 0y  

( 2l N   так как вершины 0x , 0y  различны и лежат на подходе). 
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Как и выше обозначим через 1t  расстояние от вершины 0x  до цикла, а 

через 2t  расстояние от вершины 0y  до цикла. Так как в наших предположениях 

1 2t t , то  1 2,min ,t k N l  . 

Выделим аналогичным образом на цикле отрезок длины 

 10,min 1,l k t    , начинающийся в циклической вершине  1
0

tf x  и такой, 

что    1
0 0

t kf x f x  . 

Для введенных величин имеет место равенство 

1 1k t lp    , где 1 0p  ,  10,min 1,l k t    . 

Откуда при фиксированных значениях 1, ,k t l  значение   определяется 

однозначно. 

Определим далее число возможных вариантов расположения вершины 0y  

на подходе, соответствующем вершине 0x , для которых выполняется событие 

    0 0
k kf x f y . Для величины 2t  справедливо: 

2 2k t lp    , где 2 0p  , 2 11, 1t t  . 

Откуда следует, что при заданных значениях 1, ,k l t  значение 2t  

определяется следующим образом 

 2 2t k lp    ,  3  

2 0p   и  1 1 1
2

k t k
l lp          , 

где значения параметра 2p  определяются из неравенства 

2 11 1k lp t     . 

Число вариантов расположения вершины 0y  совпадает с числом 

возможных значений величины 2p , удовлетворяющей  3 . Обозначим через 

  1 1
1 1 1, , k t

lc c l t          и    1
2 2 , k

lc c l     . Тогда с учетом замечания о 

равноправии вершин, получим 

    0 0 0 0 00 ;k kf x f y y x y на одном подходx е       P  
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Пусть теперь вершины 0x , 0y  лежат на разных подходах к циклу. 

Рассмотрим цикл длины 1, 2l N  , не проходящий через вершины 0x , 

0.y  Пусть  1 1,min ,t k N l   - расстояние от вершины 0x  и 

 10,min 1,l k t     - длина отрезка цикла, начинающегося в вершине  1
0

tf x  

и такого, что    1
0 0

t kf x f x  . 

Для указанных величин справедливо равенство 

 1 1k t lp    , где,  10,min 1,l k t    ,  4  

 1 11
1max 0, k t l k t

l lp           , 

где интервал значений для 1p  определяется из следующего соотношения: 

 1 1 10 min 1,k t lp l k t      , где 1 0p  . 

Обозначим через   1 1
3 3 1, k t l

lc c l t         и   1

4 4 1, k t
lc c l t      . 

Пусть далее 2t  - расстояние от вершины 0y  до цикла. И пусть 

0, 1l    - длина отрезка рассматриваемого цикла от циклической вершины 

 2
0

tz f y  до циклической вершины  1
0

tf x  (отрезок выбирается по 

направлению роста степени отображения f ). Тогда 

2 2k t lp      , 2 0p  . 

Или, что равносильно с учетом  4 , 

2 2 1 1k t lp k t lp      , 2 0p     
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   2 1 2 1t t l p p     , 2 0p  . 

При заданных значениях 1 1, , ,l t p   величина 2t  должна удовлетворять 

условию: 

 2 11 min ,t N l t k        . 

Откуда определяются границы значений величины 2 0p  : 

   1 2 1 11 min ,t l p p N l t k              

     1 2 1 1 1 11 min ,t l p p N l t t lp             

    1 1 1 12 1 1
2max ,0 1t l p N t lp

l lp            

   1 1 1 12 1 1
2max ,0 1t l p N t lp

l lp               . 

Тогда, обозначив через    1 12 1
5 5 1 1, , , t l p N

lc c l t p           и 

  1 1 1
6 6 1 1, , , t lp

lc c l t p         , получим: 

    0 0 000 0;k kf x f y y x y на разных подходахx       P  

   
   
     

 

  

1 1

1 1 1 1

1 2 1

0 1 1

1 1

0 1 1

64

1 1 1 11

1 11 2 1

0 0

3 2 5

min

,...

1

1 max 0, 0 ma , ,
,...,

.,

x ,

, ,

0

,..., , ...,

, ..., , ..., ,

, ...,

t t

t t t l t

t l p p

t l

t l p p

i i

x x
y y

разл x y

k cc l

t p c p c

x y

f x x f x x

f x x z f x x

f y y f y z






  

   

 

   



   

 

 

 

 

 
    
 
  

    P
 ,2

1

N lN

l





   

 

 
 

  

  64

2 11 2 1

1 11

1 11

1 1 3 2 5

2 1

0 0

,..., ,
,..

min ,2 1
1

1 1 max
.,

.

0, 0 max 0,

, , ,

t l p p

t l

t l p p

i i

x x
y y

разл x y

k N l ccN l

N
l t p c

x y

p c





   

 

   

 

 

 

  

       

   
 

  

  1 2 1

1 2 1

64

1 1 3 2 5

min ,2 1

1 1 max 0, 0 max 0,

2 1 1

2 1
2

1 t l p p

t l p p
i

k N l ccN l

l t p c p c

N i
N






    

   

 

    

       

 
 

  

  64

2

1 1 3 2 5

1 2 1min ,2 1
1

1 1

2 1 1

2max 0, 0 max 0,

1
t l p p

i
k N l ccN l

N
l t p c p c

N
i





 

   

 



  



       . 

Объединяя полученные результаты, получим 

      
  1

1

2

mi1
2

0 0 0

n 1

0
1

,

1 2

; 1
k N l tN

k k

N
l

l
i
N

t i

xf x f y y
  

  

    P  
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   
 

1
1

1

2
2

min

2

2

1

, 1

2

2 1
k N l t l

i
N

c

i

N

l t

c

N

  








    

 
 

  

  64

2

1 1 3 2

1 2 1

5

min ,2 1
1

1 1 max 0, 0 m

2

ax 0,

1 1

2

1
k N l ccN l

N
l t p c p c

t l p p

i
N

i

    

 



   

         

   
 

1
1

1

2
2

min , 1

2

1
2

2

1

1

1
N

c c

N

k N l t l
i
N

t il


 



  

 

     

 
 

  

  64

2

1 1 3 2 5

1 2 1min ,2 1
1

1 1

2 1 1

2max 0, 0 max 0,

1
t l p p

i
k N l ccN l

N
l t p c p c

N
i





 

   

 



  



       . □ 
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