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Применение пьезоприводов в нанотехнологии позволяет достигать высоких ре-
зультатов в плане точности позиционирования зонда, что в свою очередь позволяет 
достичь высокого качества снимков поверхности подложки или модификации поверх-
ности подложки для достижения определенных функциональных результатов. С целью 
оптимизации конструкции пьезопривода целесообразно использовать методы штраф-
ной функции и Флетчера-Ривса. 

Основная идея метода штрафной функции состоит в преобразовании задачи 
минимизации функции z = f(x) с соответствующими ограничениями, наложенными на х, 
в задачу поиска минимума без ограничений функцииZ = f(x) + P(x), где функция P(x) 
является штрафной. Необходимо, чтобы при нарушении ограничений она «штрафова-
ла» функцию Z, т. е. увеличивала ее значение. В этом случае минимум Z будет нахо-
диться внутри области ограничений. Функция P(x), удовлетворяющая этому условию, 
может быть не единственной. Задачу минимизации можно сформулировать следую-
щим образом: минимизировать функцию z = f(x) при ограничениях cj(x) > 0, j = 1, 2, …, 
m. 

Функцию P(x) удобно записать следующим образом: ܲ(ݔ) = ݎ ෍ 1௝ܿ(ݔ)௠
௝ୀଵ , 

где r – положительная величина. Функция Z = φ(x, r) принимает вид ܼ = ,ݔ)߮  (ݎ = (ݔ)݂ + ݎ ෍ 1௝ܿ(ݔ)௠
௝ୀଵ . 

В таком случае, если x принимает допустимые значения, для которых cj(x) ≥ 0, 
то Z принимает значения, которые больше соответствующих значений f(x) (истинной 
целевой функции задачи), разность можно уменьшить за счет того, что r может быть 
очень малой величиной. Но если х принимает значения, которые хотя и являются до-
пустимыми, но близки к границе области ограничений, и, по крайней мере, одна из 
функций cj(x) близка к нулю, тогда значения функции P(x) и, следовательно, значения Z 
станут очень велики. Таким образом, влияние функции P(x) состоит в создании «гребня 
с крутыми краями» вдоль каждой границы области ограничений. Следовательно, если 
поиск начинается из допустимой точки и осуществляется поиск минимума функции φ(x, 
r) без ограничений, то минимум, конечно, будет достигаться внутри допустимой облас-
ти для задачи с ограничениями. Полагая r достаточно малой величиной, для того, что-
бы влияние P(x) было малым в точке минимума, мы можем сделать точку минимума 
функции φ(x, r) без ограничений совпадающей с точкой минимума функции f(x) с огра-
ничениями. В общем случае невозможно аналитически определить положение мини-
мума функции φ(x, r), рассматривая ее как обычную функцию от r. Для его определе-
ния следует обратиться к численным методам. Следует отметить, что если целевая 
функция f(x) выпукла, а функция cj(x) вогнута, то функция φ(x, r), заданная вышеприве-
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денным уравнением,  также является выпуклой функцией в области ограничений, ко-
торая сама является выпуклой. Следовательно, φ(x, r) имеет для данного значения r 
единственный минимум.Если x1 и x2 – точки, принадлежащие допустимой области, т.е. 
cj(x1) ≥ 0 и cj(x2) ≥ 0для  j =1, 2, …, m, то при 0 < θ < 1 справедливо неравенство              
cj(θx2 + (1 + θ)x1) ≥ θcj(x2) + (1 – θ)cj(x1) ≥ 0, так как функция cj(x) выпукла. Допустимая 
область так же является выпуклой. 

Таким образом, точка x2 + (1 – θ)x1 при 0 < θ < 1 также является допустимой. 
Кроме того, функция 1/cj(x)является выпуклой для всех x, которые удовлетворяют не-
равенству cj(x) ≥ 0. Если h(x) = 1/cj(x), то ∇ℎ(ݔ) =  −∇ ௝ܿ(ݔ)ൣ ௝ܿ(ݔ)൧ଶ . 

Следовательно, гессиан функции h(x) имеет вид (ݔ)ܪ =  − ൣ(ݔ)ܥ ௝ܿ(ݔ)൧ଶ + ൣ்(ݔ)ܿ∇(ݔ)ܿ∇2 ௝ܿ(ݔ)൧ଷ , 
где (ݔ)ܥ݅݇ = ߲ଶ ௝ܿ(ݔ)/߲ݔ௜߲ݔ௞ есть гессиан функции cj(х). Тогда, если p – произвольный 
вектор, тогда справедливо равенство ݌(ݔ)ܪ்݌ =  − ൣ݌(ݔ)ܥ்݌ ௝ܿ(ݔ)൧ଶ + ∇்݌2ൣ ௝ܿ(ݔ)൧ଶൣ ௝ܿ(ݔ)൧ଷ , 
где всегда pTH(x)p > 0, так как C(x) – матрица с отрицательным определителем, так как 
cj(x) – выпуклая функция и cj(x) ≥ 0. Тогда матрица H(x) положительно определена и 
1/cj(x) выпукла во всей области. 

Предположим, что  x1*, x2*, …, xk* - минимальные точки функции φ(x,r) для убы-
вающей последовательности значений r1, r2, …, rk, …, стремящейся к нулю. Тогда по-
следовательность точекx1*, x2*, …, xk*, … сходится к оптимальному решению задачи с 
ограничениями при rk → 0, следовательно, lim௥ೖ→଴ሾmin ,ݔ)߮ ௞)ሿݎ =  ,(∗ݔ)݂
где x* - минимальная точка функции f(x) при наличии ограничений. 

Таким образом, при k → ∞ (rk → 0) lim௥ೖ→଴ ,∗௞ݔ)߮ (௞ݎ = ,(∗ݔ)݂ (∗௞ݔ)݂ → ௞ݎ ,(∗ݔ)݂ ෍ 1௝ܿ(ݔ௞∗) → 0.௠
௝ୀଵ  

Очевидно, что если функция f(x) выпукла, а функция cj(x) при j=1, …, n вогнута, 
то функция f(x) при наличии ограничений имеет единственный минимум. Выбор на-
чального значения r может оказаться важным с точки зрения сокращения числа итера-
ций при минимизации функции φ(x,r). Если сначала r выбрано очень малым, для того, 
чтобы функция φ(x,r) мало отличалась от функции f(x), то метод будет сходиться очень 
быстро. Однако такой выбор может привести к серьезным осложнениям при вычисле-
ниях. Для малых r функция φ(x,r) будет быстро меняться в окрестности минимума, что 
может вызвать затруднения при использовании градиентного метода. Слишком боль-
шое значение r может привести к тому, что штрафная функция P(x) в уравнении станет 
доминирующей. Поэтому «разумный» выбор начальной точки очень важен.Для многих 
задач «разумных» значением для начальной точки является значение r0 = 0. Более ра-
циональный подход состоит в том, чтобы понять, что если начальная точка x будет ле-
жать вблизи минимума функции ߮(ݔ, (ݎ = (ݔ)݂ + ݎ ෍ 1௝ܿ(ݔ) = (ݔ)݂ + ௠,(ݔ)ܲݎ

௝ୀଵ  

то градиент функции φ(x,r) будет мал: ∇߮(ݔ, (ݎ = (ݔ)݂∇  +  .(ݔ)ܲ∇ݎ
Квадрат нормы этого вектора ∇݂(ݔ)்∇݂(ݔ) + (ݔ)ܲ∇்(ݔ)݂∇ݎ2 +  (ݔ)ܲ∇்(ݔ)ܲ∇ଶݎ 
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и минимум будет достигнут при ݎ = (ݔ)ܲ∇்(ݔ)ܲ∇(ݔ)ܲ∇்(ݔ)݂∇− . 
 

Метод Флетчера-Ривса основан на том, что для квадратичной функции n пере-
менных n одномерных поисков вдоль взаимно сопряженных направлений позволяют 
найти минимум.Функция f(x), зависящая от N-мерного вектора переменных x, называ-
ется сепарабельной, если она представляется в виде суммы функций, каждая из кото-
рых зависит только от одной из N переменных. Таким образом, ݂(ݔ) = ෍ ௜݂(ݔ௜)ே

௜ୀଵ . 
Записывая для удобства fi(k) = fi(xi

(k)), можно следующим образом представить 
выражение для аппроксимирующей функции: ݂(ݔ) =  ෍ ଵ(௞)ߣ ଵ݂(௞) + ෍ ଶ(௞)ߣ ଶ݂(௞) + ⋯௄మ

௞ୀଵ + ෍ ே(௞)ߣ ே݂(௞),௄ಿ
௞ୀଵ

௄భ
௞ୀଵ  

где ݔ௜ = ෍ ,௜(௞)ݔ௜(௞)ߣ ݅ = 1, … , ܰ,௄೔
௞ୀଵ  

причем при всех i=1, …, N ෍ ௜(௞)ߣ = 1, ௜(௞)ߣ ≥ 0, ݇ =௄೔
௞ୀଵ 1, … , ,௜ܭ ௜(௝)ߣ௜(௜)ߣ = 0, ݅ > ݆ + 1 ݅ = 1, 2, … , ௜ܭ − 1. 

Рассмотрим функцию, описанную выражением ݂(ݔ) = ܽ + ݔ்ܾ  + ଵଶ  ݔܩ்ݔ
Одномерный поиск будем вести вдоль направлений, взаимно сопряженных по 

отношению к матрице G. В качестве первого направления поиска из первой точки x1 
возьмем направление наискорейшего спуска d1 = -g1, и найдем значение λ1, минимизи-
рующее функцию f(x1 + λd1). Положим x2 = x1 + λ1d1 и произведем поиск в направлении 
d2, сопряженном направлению d1 (выберем вектор d2 как линейную комбинацию векто-
ров d1 и -g2), и найдем x3 = x2 + λ2d2 минимизацией функции f(x2 + λd2). Направление по-
иска d3 из точки x3 выбирается сопряженной направлениям d1 и d2. На(k +1) шаге выби-
раем dk+1 в виде линейной комбинации –gk+1, d1, d2, …, dk, сопряженной всем направле-
ниям d1, d2, …, dk. 

Таким образом,݀௞ାଵ = −݃௞ାଵ + ∑ ,௥݀௥ߙ ݇ = 1,2, …௞௥ୀଵ  
Оказывается, что все αrравны нулю, за исключением αk, так что 

dk+1 = -gk+1 + αkdk и αk = g2
k+1/g2

k. 
Прежде чем перейти к индуктивным рассуждениям, докажем справедливость 

предыдущих отношений при k = 1. Поскольку f(x2) = f(x1 + λ1d1) является минимумом 
функции f(x1 + λd1) на прямой, то gT

2d1 = -gT
2g1 = 0. Данный результат так же справед-

лив для квадратичных функций g2 = b +Gx2, g1 = b + Gx1.Тогда, если d1 и d2 = -g2 + α1d1 
сопряжены, то dT

2Gd1 = 0,  т.е. -gT
2Gd1 + α1dT

1Gd1, следовательно, ൫ି௚మ೅ିఈభ௚భ೅൯ீ(௫మି௫భ)ఒభ = 0, 
Откуда(-gT

2 – α1gT
1)(g2 – g1) = 0. Таким образом, -g2

2 + α1g2
1 = 0. Из чего следует 

α1 = g2
2/g2

1, что и требовалось доказать. Это и есть соотношение при k = 1. Для доказа-
тельства соотношений dk+1 = -gk+1 + αkdk и αk = g2

k+1/g2
k по индукции, полагая, что векто-

ры d1, d2, …, dk получены описанным выше способом и являются взаимно сопряжен-
ными.Точка xk+1 = xk + λkdk является минимумом функции f(xk + λdk) на прямой xk + λkdk. 
Тогда gT

k+1dk = 0.Имеем xk+1 = xk + λkdk = xk-1 + λk-1dk-1 + λkdk и т.д. 
Таким образом, ݔ௞ାଵ = ௝ାଵݔ + ∑ ௜݀௜௞௜ୀ௝ାଵߣ , при 1 ≤ ݆ ≤ ݇ − 1,  следовательно, ݔܩ௞ାଵ = ௝ାଵݔܩ + ∑ ௜,௞௜ୀ௝ାଵ݀ܩ௜ߣ  тогда ݃௞ାଵ் = ݃௝ାଵ் + ∑ ௜݀௜்ߣ ,ܩ при 1 ≤ ݆ ≤ ݇ − 1,௞௜ୀ௝ାଵ  откуда ݃௞ାଵ் ௝݀ = ݃௝ାଵ் ௝݀ + ∑ ௜݀௜்ߣ ௜௞௜ୀ௝ାଵ݀ܩ . 

122



В результате преобразований получим gT
j+1dj = 0 и из-за взаимной 

сопряженностиdT
iGdj = 0 при j<i. Таким образом, каждое слагаемое в правой части рав-

но нулю. Следовательно, gT
k+1dj = 0 при j = 1, 2, …, k-1 и по причине gT

k+1dk = 0 оконча-
тельно получаем gT

k+1dj = 0 при j = 1, 2, …, k. Таким образом, вектор gk+1 ортогонален 
векторам d1, d2, …, dk, а так же векторам g1, g2, …,gk. 

Так как в начале доказательства по индукции было предположено dj = -gj + αj-1dj-

1, то приведенное выше соотношение принимает вид: −݃௞ାଵ் ݃௝ + ௝ିଵ݃௞ାଵ்ߙ ௝݀ିଵ = 0, 
следовательно, -gk+1gj = 0, поскольку gT

k+1dj-1 = 0, таким образом, gT
k+1gj = 0 при j = 1, 2, 

…, k. Необходимо так же показать, что вектор dk+1, определенный ранее, сопряжен с 
векторами d1, d2, …, dk 

Для j = 1, 2, …, k-1 имеем dT
k+1Gdj = -gT

k+1Gdj + αkdT
kGdj = -gT

k+1Gdj в силу взаим-
ной сопряженности.  

Тогда −݃௞ାଵ் ܩ ௝݀ = −݃௞ାଵ் ܩ ൫ݔ௝ାଵ − ௜ߣ௝൯ݔ = −݃௞ାଵ் ൫݃௝ାଵ − ݃௝൯ߣ௝ = 0. 
Таким образом, dT

k+1Gdk = 0 при j= 1, 2, …, k-1, и это справедливо для любого αk 
так, чтобы выполнялось равенство dT

k+1Gdk = 0, а именно: ݀௞ାଵ் ௞݀ܩ = −݃௞ାଵ் ௞݀ܩ ௞݀௞்ߙ ++ ௞݀ܩ = −݃௞ାଵ் (௚ೖశభି௚ೖ)ఒೖ + ௞൫−݃௞்ߙ + ௞ିଵ݀௞ିଵ்ߙ ൯ (௚ೖశభି௚ೖ)ఒೖ . 
Следовательно, ݀௞ାଵ் ௞݀ܩ = ି௚ೖశభమ ାఈೖ௚ೖమఒೖ  в силу соотношений gT

k+1dj = 0 и gT
k+1gj = 0 

при j = 1, 2, …, k.Направления dk+1 будет сопряжено с направлением dk, если                   
αk = g2

k+1/g2
2, что и требовалось доказать.  

Из всего этого следует, что направления поиска в методе Флетчера-Ривса яв-
ляются взаимно сопряженными и в данном методе минимум квадратичной функции n 
переменных можно найти не более, чем за n шагов. Это значит, что одномерный поиск 
производится с нужной точностью, и устраняются любые ошибки округления, которые 
могут возникнуть. Вышеописанный метод будет применим и к неквадратичным функ-
циям, так как если поиск осуществляется вблизи минимума, то можно надеяться на 
достижение квадратичной сходимости, когда имеет место квадратичная аппроксима-
ция. Флетчер и Ривс полагают, что в этой ситуации каждое n-ное направление поиска 
должно быть направлением наискорейшего спуска и при построении сопряженных на-
правлений необходимо обнулить поиск и начать заново. 
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