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Непрерывные потоки Морса–Смейла
с тремя состояниями равновесия

Рассматриваются непрерывные потоки Морса–Смейла, неблуждающее
множество которых состоит из трех состояний равновесия, на замкнутых
многообразиях. Получены необходимые и достаточные условия топологи-
ческой эквивалентности таких потоков и описана топологическая струк-
тура несущих многообразий.
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§ 1. Введение

Пусть f t – непрерывный поток на замкнутом n-мерном топологическом мно-
гообразии Mn, n > 2. Это означает, что для любого t ∈ R задан гомео-
морфизм ft : Mn → Mn так, что f0 = id есть тождественное отображение и
ft1+t2 = ft1 ◦ ft2 для любых t1, t2 ∈ R. Напомним, что точка x ∈ Mn называ-
ется неблуждающей, если для любой ее окрестности U(x) = U и любого числа
T > 0 найдется t0 > T такое, что U(x) ∩ ft0(U) ̸= ∅. Множество неблужда-
ющих точек образует неблуждающее множество потока, которое обозначается
через NW (f t). Известно, что NW (f t) состоит из целых траекторий, т.е. яв-
ляется инвариантным множеством потока [1], [2]. Напомним, что два потока
f t
1, f t

2 на многообразиях Mn
1 , Mn

2 соответственно называются топологически
эквивалентными, если существует гомеоморфизм ϕ : Mn

1 →Mn
2 , переводящий

каждую траекторию потока f t
1 в траекторию потока f t

2. Ясно, что многооб-
разия Mn

1 , Mn
2 и неблуждающие множества NW (f t

1), NW (f t
2) должны быть

гомеоморфными. Если N1, N2 – инвариантные множества потоков f t
1, f t

2 соот-
ветственно, то будем говорить, что эти потоки локально топологически экви-
валентны на N1, N2, если существуют окрестности U(N1), U(N2) и гомеомор-
физм ϕ : U(N1) → U(N2) такой, что ϕ(N1) = N2 и ϕ отображает каждую тра-
екторию (или часть траектории), принадлежащую U(N1), в траекторию (или
в часть траектории), принадлежащую U(N2); при этом концевые точки дуг
траекторий из U(N1) должны переходить в концевые точки дуг траекторий
из U(N2).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(грант № 15-01-03687-а) и гранта Российского научного фонда (проект № 14-41-00044) в рам-
ках Программы федеральных исследований НИУ ВШЭ в 2016 г. (Т3-98).
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В связи с открытием в середине прошлого века топологических многообра-
зий, которые не допускают гладкой структуры (см., например, [3]), такие про-
блемы, как исследование топологической структуры несущего многообразия и
топологическая классификация, должны рассматриваться не только для глад-
ких потоков на гладких многообразиях, но и для непрерывных потоков на то-
пологических многообразиях. Кроме того, при доказательстве топологической
эквивалентности двух потоков обычно приходится строить промежуточные и
необходимо непрерывные потоки, которые топологически эквивалентны исход-
ным потокам. Особый интерес представляют непрерывные потоки, у которых
неблуждающие множества аналогичны неблуждающим множествам гладких
потоков с гиперболической структурой, поскольку последние обладают опре-
деленным типом устойчивости (см. [4]).

Напомним, что инвариантное и не имеющее состояний равновесия множество
Λ ⊂ Mn гладкого потока f t называется гиперболическим (иногда говорят, что
Λ имеет гиперболическую структуру), если ограничение TΛM

n касательного
расслоения TMn многообразия Mn на Λ можно представить в виде суммы
Уитни Es

Λ ⊕ EΛ ⊕ Eu
Λ df t-инвариантных подрасслоений Es

Λ, EΛ, Eu
Λ, dimEs

m +
dimEu

m = n − 1, m ∈ Λ, где EΛ – одномерное подпространство, определяемое
векторным полем потока, и существуют такие константы Cs > 0, Cu > 0,
0 < λ < 1, что

∥df t(v)∥ 6 Csλ
t∥v∥, v ∈ Es

Λ, ∥df−t(v)∥ 6 Cuλ
t∥v∥, v ∈ Eu

Λ, t > 0.

Если Λ является состоянием равновесия x, то определение его гиперболичности
видоизменяется с учетом условий EΛ = ∅ и dimEs

x + dimEu
x = n. Структура

потока вблизи гиперболического состояния равновесия описывается теоремой
Гробмана–Хартмана (см. [5]). Структура потока вблизи регулярной точки x

(т.е. через x проходит одномерная траектория) выглядит следующим образом.
Известно (см. [6], [7]), что подрасслоения Eu

Λ ⊕ EΛ, Es
Λ ⊕ EΛ, Eu

Λ, Es
Λ един-

ственно интегрируемы, и мы обозначим через Wu(x), W s(x), Wuu(x), W ss(x)
соответствующие слои, проходящие через точку x ∈ Λ. Эти слои называют-
ся соответственно неустойчивым, устойчивым, строго неустойчивым, строго
устойчивым многообразиями точки x ∈ Λ. Для этих слоев выполняются сле-
дующие свойства (d – метрика на Mn, O(x) – траектория потока, проходящая
через точку x):

1) для некоторой константы c > 0 имеем

Wuu(x) =
{
y ∈Mn : d(f tx, f ty)e−c → 0 при t→ −∞

}
,

W ss(x) =
{
y ∈Mn : d(f tx, f ty)ec → 0 при t→ +∞

}
;

2) выполняются равенства

W ss(f t(x)) = f t(W ss(x)), Wuu(f t(x)) = f t(Wuu(x)),

Wu(x) =
⋃

z∈O(x)

Wuu(x), W s(x) =
⋃

z∈O(x)

W ss(x);

3) слои W s(x), Wu(x) являются инвариантными множествами;
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4) слои Wu(p), Wu(q) либо совпадают, либо не пересекаются; аналогично
для слоев W s, Wuu, W ss.

Простейшими потоками с гиперболическими неблуждающими множествами
являются потоки Морса–Смейла, введенные Смейлом (см. [8], а также [4], [9]
с историческими комментариями).

Будем называть f t (непрерывным) потоком Морса–Смейла, если выполня-
ются следующие условия.

1) Неблуждающее множество NW (f t) состоит из конечного набора состоя-
ний равновесия и периодических траекторий, причем α- и ω-предельные мно-
жества любой траектории лежат в NW (f t).

2) В окрестности каждой траектории из NW (f t) поток f t локально топо-
логически эквивалентен потоку либо с гиперболической периодической траек-
торией, либо с гиперболическим состоянием равновесия. Как следствие, для
каждой траектории l ⊂ NW (f t) определяются (и существуют) устойчивое и
неустойчивое многообразия W s(l), Wu(l) соответственно, которые являются
топологически вложенными подмногообразиями,

W s(l) = {x ∈Mn | ft(x) → l}, Wu(l) = {x ∈Mn | f−t(x) → l}, t→∞.

3) Для любых траекторий l1, l2 ⊂ NW (f t) многообразия W s(l1), Wu(l2)
топологически трансверсальны (это означает, что в окрестности любой точки
из W s(l1) ∩Wu(l2) пересечение многообразий W s(l1), Wu(l2) локально гомео-
морфно трансверсальному пересечению гиперплоскостей в n-мерном евклидо-
вом пространстве Rn).

Из неравенств Морса, которые справедливы для непрерывных потоков Мор-
са–Смейла, вытекает, что любой поток Морса–Смейла на замкнутом многооб-
разии имеет хотя бы одну притягивающую и хотя бы одну отталкивающую
траектории (см. [8]). Из связности несущего многообразия Mn (ниже мы все-
гда будем считать это многообразие связным, если не оговорено противное)
вытекает, что если поток имеет один устойчивый и один неустойчивый узлы,
то Mn является n-мерной сферой и поток топологически эквивалентен стан-
дартному потоку типа “север–юг”.

В настоящей работе рассматриваются непрерывные потоки Морса–Смейла,
неблуждающее множество которых состоит ровно из трех состояний равнове-
сия. Мы изучаем топологическую структуру несущих многообразий и решаем
задачу топологической эквивалентности указанных потоков.

Нетрудно показать, что если двумерное замкнутое многообразие M2 до-
пускает поток Морса–Смейла, неблуждающее множество которого состоит из
трех точек, то M2 является проективной плоскостью, и любые два потока
Морса–Смейла с тремя критическими точками на проективной плоскости топо-
логически эквивалентны (см. соответствующие утверждения ниже). Этот ре-
зультат мотивирует введение специального класса многообразий. Пусть Mn –
топологическое замкнутое n-мерное многообразие, n > 2. Напомним, что то-
пологически вложенная в Mn k-мерная сфера Sk, 1 6 k 6 n − 1, называется
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локально плоско вложенной, если для любой точки z ∈ Sk существуют окрест-
ность U(z) = U ⊂ Mn и гомеоморфизм ϕz : U → Rn такие, что ϕz(Sk ∩ U) =
Rk ⊂ Rn.

Многообразие Mn называется проективно-подобным, если:
1) n ∈ {2, 4, 8, 16};
2) Mn есть дизъюнктивное объединение1 n/2-мерной сферы Sn/2, локально

плоско вложенной в Mn, и открытого n-мерного шара Bn,

Mn = Sn/2 ∪Bn, Sn/2 ∩Bn = ∅.

Сфера Sn/2 из приведенного определения называется образующей для дан-
ного проективно-подобного многообразия. Первый результат настоящей рабо-
ты относится к описанию топологической структуры несущего многообразия.

Теорема 1. Пусть f t – непрерывный поток Морса–Смейла, неблуждаю-
щее множество которого состоит из трех состояний равновесия, на замкну-
том n-мерном топологическом многообразии Mn , n > 2. Тогда Mn является
проективно-подобным многообразием. При этом M2 является проективной
плоскостью M2 = P2 (неориентируемой поверхностью рода единица с фунда-
ментальной группой π1(M2) = Z2), а при n > 4

π1(Mn) = · · · = πn/2−1(Mn) = 0, и, следовательно, Mn ориентируемое.

Более того, на каждом проективно-подобном многообразии существует не-
прерывный поток Морса–Смейла, неблуждающее множество которого состо-
ит из трех состояний равновесия.

Сформулируем теперь основные результаты о топологической эквивалентно-
сти потоков. Для этого введем ключевое понятие локального эквивалентного
вложения подмногообразия в несущее многообразие.

Пусть Mk
1 , Mk

2 – топологически вложенные в Mn k-мерные подмногообра-
зия, 1 6 k 6 n− 1. Будем говорить, что Mk

1 и Mk
2 локально эквивалентно вло-

жены, если существуют окрестности U(closMk
1 ), U(closMk

2 ) топологических
замыканий closMk

1 , closMk
2 подмногообразий Mk

1 , Mk
2 соответственно и гомео-

морфизм h : U(closMk
1 ) → U(closMk

2 ) такой, что h(Mk
1 ) = Mk

2 . Для несущих
многообразий размерностей n = 8 и n = 16 имеет место следующая теорема (от-
метим, что поток Морса–Смейла, неблуждающее множество которого состоит
из трех состояний равновесия, имеет ровно одно седло, и инвариантные мно-
гообразия (устойчивые и неустойчивые) этого седла являются топологически
вложенными подмногообразиями).

Теорема 2. Пусть f t
i , i = 1, 2, – непрерывный поток Морса–Смейла, не-

блуждающее множество которого состоит из трех состояний равновесия,
на замкнутом n-мерном топологическом многообразии Mn

i , где n = 8, 16. По-
токи f t

1 f t
2 топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда выпол-

няется одно из следующих условий:
1Объединение называется дизъюнктивным, если объединяемые множества попарно не

пересекаются.
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1) устойчивые многообразия седел потоков f t
1 , f t

2 локально эквивалентно
вложены;

2) неустойчивые многообразия седел потоков f t
1 , f t

2 локально эквивалентно
вложены.

Для размерностей n = 2 и n = 4 имеет место следующая теорема.

Теорема 3. Пусть f t
1 , f t

2 – непрерывные потоки Морса–Смейла, неблужда-
ющее множество которых состоит из трех состояний равновесия, на замк-
нутых топологических многообразиях Mn

1 , Mn
2 соответственно, где n = 2, 4.

Тогда f t
1 , f t

2 топологически эквивалентны. В частности, многообразия M4
1 ,

M4
2 гомеоморфны, а для размерности n = 2 многообразия M2

1 , M2
2 гомеоморф-

ны проективной двумерной плоскости P2 .

Структура статьи следующая. В § 2 приводятся вспомогательные резуль-
таты, на два из которых хотелось бы обратить особое внимание. В лемме 1
формулируется достаточное условие для топологического многообразия быть
проективно-подобным многообразием. После этой леммы можно переходить
к доказательству теоремы 1. В лемме 2 доказывается, что если образующие
сферы проективно-подобных многообразий локально эквивалентно вложены,
то многообразия гомеоморфны (достаточное условие гомеоморфности проек-
тивно-подобных многообразий). Остальные результаты из § 2 нужны для до-
казательств теорем 2, 3. Основные результаты доказываются в § 3.

Отметим результаты, имеющие отношение к рассматриваемой тематике. В
1962 г. Иллс и Куипер (см. [10]) доказали, что существуют замкнутые много-
образия (в топологической, кусочно линейной и гладкой категориях), допус-
кающие непрерывные функции Морса с тремя критическими точками. От-
сюда вытекает существование замкнутых многообразий, допускающих потоки
Морса–Смейла, неблуждающее множество которых состоит из трех состояний
равновесия. Заметим, что для потоков даже в гладкой категории имеется апри-
орная возможность дикого вложения замыканий сепаратрис седловых состоя-
ний равновесия (поэтому изначально не ясно, можно ли представить несущее
многообразие в виде локально плоско вложенной сферы и шара). Возмож-
ность дикого вложения топологического замыкания сепаратрис седловых пе-
риодических точек была открыта Пикстоном (см. [11]) для диффеоморфизмов
Морса–Смейла трехмерной сферы. Для потоков Морса–Смейла нетрудно пока-
зать, что при n = 2, 3 замыкания сепаратрис всегда локально плоско вложены
(см. [12]). Что касается размерности n > 4 несущего многообразия, то в [13] и
[14] авторы показали, что для любого n > 4 существуют замкнутое многообра-
зие Mn и градиентный полярный поток Морса–Смейла f t на Mn такие, что f t

не имеет гетероклинических пересечений, неблуждающее множество f t состо-
ит из четырех неподвижных точек и замыкание одной из сепаратрис потока f t

является дико вложенной сферой коразмерности 2.
В гладкой категории теоремы 1, 3 были анонсированы в работе [14] и приве-

дены схемы их доказательств. Для теоремы 1 мы приводим новое доказатель-
ство с применением леммы 1, а для теоремы 3 даем детальное доказательство.
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Вопросы топологической эквивалентности для размерностей n = 8, 16 до на-
стоящего времени не рассматривались.

Авторы благодарят В. З. Гринеса и О. В. Починку, а также участников семи-
нара “Топологическая динамика” в Национальном исследовательском универ-
ситете “Высшая школа экономики” за полезные обсуждения.

§ 2. Вспомогательные результаты

Ключевым результатом для доказательства теоремы 1 является следующее
утверждение, имеющее самостоятельный интерес (достаточное условие для то-
пологического многообразия быть проективно-подобным).

Лемма 1. Пусть замкнутое n-мерное топологическое многообразие Mn ,
n > 2, является дизъюнктивным объединением локально плоско вложенной
в Mn k-мерной сферы Sk , 1 6 k 6 n − 1, и открытого n-мерного шара Bn .
Тогда Mn есть проективно-подобное многообразие, т.е. k = n/2, и Sk = Sn/2

является образующей сферой для Mn (при этом M2 является проективной
плоскостью). Более того, граница трубчатой окрестности сферы Sn/2 гомео-
морфна (n− 1)-мерной сфере.

Доказательство. Имеем Mn = Sk ∪ Bn, Sk ∩ Bn = ∅, 1 6 k 6 n − 1,
n > 2. Поскольку для n = 2 образующая окружность многообразия M2 не мо-
жет разбивать M2, то ее трубчатая окрестность гомеоморфна листу Мёбиуса.
Поэтому M2 является проективной плоскостью, M2 = P2.

Далее мы будем предполагать, что n > 3. Из плоской вложимости Sk ⊂Mn

вытекает, что Sk обладает открытой трубчатой окрестностью T (Sk) такой, что
ее граница ∂T (Sk) является плоско вложенным подмногообразием коразмер-
ности 1, причем окрестность T (Sk) есть пространство локально тривиально-
го расслоения π : T (Sk) → Sk над базой Sk и слоем, являющимся открытым
(n − k)-диском Dn−k (см. [15]). Удобно считать Dn−k единичным диском, так
что граница каждого слоя ∂Dn−k

x = Sn−k−1
x , где x ∈ Sk, Dn−k

x = π−1(x), при-
надлежит границе ∂T (Sk) трубчатой окрестности T (Sk).

Построим на Bn и closT (Sk) = T (Sk)∪∂T (Sk), вообще говоря, не связанные
друг с другом потоки f t

0 и f t
1 соответственно. Возьмем произвольную точку

x0 ∈ Bn, не принадлежащую closT (Sk). Так как Bn – шар, то на Bn существу-
ет непрерывный поток f t

0 такой, что x0 является неустойчивым узлом, а все
остальные траектории покидают любую компактную часть шара Bn и потом
в нее не возвращаются (траектории при увеличении времени стремятся к вирту-
альной границе шара Bn). За основу для построения потока f t

1 возьмем поток
на замкнутом диске closDn−k, у которого центр является устойчивым узлом,
граница состоит из точек покоя, а остальные одномерные траектории по ра-
диусам движутся от границы к центру. Поскольку T (Sk) является локально
тривиальным расслоением со слоем Dn−k и центр диска Dn−k отождествляется
в этом расслоении с Sk, то на closT (Sk) существует поток f t

1 такой, что множе-
ства ∂T (Sk), Sk состоят из точек покоя, а остальные (одномерные) траектории
движутся от ∂T (Sk) к Sk при увеличении времени.
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Следующий шаг доказательства нам понадобится в доказательстве леммы 2.
Сформулируем его в виде предложения.

Предложение 1. Существует плоско вложенная в Mn (n − 1)-мерная
сфера Σn−1

T ⊂ T (Sk) такая, что:
1) Sk ∩ Σn−1

T = ∅;
2) сфера Σn−1

T ограничивает в Mn n-мерный шар bn , содержащий ∂T (Sk).

Доказательство. Пусть Σn−1 – плоско вложенная в Mn (n − 1)-мерная
сфера, окружающая n-шар bn0 с точкой x0 внутри и трансверсальная (в тополо-
гическом смысле) траекториям потока f t

0. Из свойств этого потока и равенства
Mn = Sk ∪ Bn вытекает, что для достаточно большого сдвига fT

0 на время T

сферы Σn−1 вдоль траекторий потока f t
0 множество Σn−1

T = fT
0 (Σn−1) являет-

ся (n− 1)-мерной сферой, принадлежащей T (Sk). Из непрерывности потока f t
0

вытекает, что Σn−1
T плоско вложена в Mn. Граница ∂T (Sk) является компакт-

ным подмножеством открытого шара Bn. Поскольку при увеличении времени
траектории потока f t

0 стремятся к виртуальной границе шара Bn, то для до-
статочно большого T множество ∂T (Sk) окажется внутри шара bn = fT

0 (bn0 ).
Предложение доказано.

Пересечение T (Sk) ∩ fT
0 (bn0 ) есть открытое множество, граница которого со-

держит ∂T (Sk). Поскольку ∂T (Sk) – подмногообразие коразмерности 1, то у
∂T (Sk) в множестве clos

(
T (Sk) ∩ fT

0 (bn0 )
)

есть полуокрестность U ⊂
(
T (Sk) ∪

∂T (Sk)
)
∩ fT

0 (bn0 ), гомеоморфная (0, 1]× ∂T (Sk). Возьмем открытое подмноже-
ство int U ⊂ U, гомеоморфное (0, 1)×∂T (Sk). Из свойств гомотопических групп
вытекают следующие равенства:

πi(int U) = πi

(
(0, 1)× ∂T (Sk)

)
= πi

(
∂T (Sk)

)
, i = 0, . . . , n− 2. (2.1)

Множество A0 = Bn \ clos fT
0 (bn0 ) является открытым n-мерным кольцом,

гомеоморфным (0, 1)×Sn−1. Поэтому его гомотопические группы равны нулю:
πi(A0) = 0 для всех i = 0, . . . , n − 2. Рассмотрим представитель γ : Si → int U

группы πi(int U), где Si – i-мерная (каноническая) сфера. Так как γ(Si) ∩
∂T (Sk) = ∅, то существует достаточно большой сдвиг fR

1 вдоль траекторий по-
тока f t

1 такой, что fR
1 (γ(Si)) ⊂ A0. Отсюда и из (2.1) следует, что πi(∂T (Sk)) = 0

для всех i = 0, . . . , n − 2. Из справедливости гипотезы Пуанкаре вытекает,
что ∂T (Sk) гомеоморфна (n− 1)-мерной сфере (см. [16]–[20]). Отсюда следует
нетривиальность расслоения π : T (Sk) → Sk. Более того, локально тривиаль-
ное расслоение π : T (Sk) → Sk индуцирует локально тривиальное расслоение
∂T (Sk) → Sk, т.е. расслоение (n − 1)-мерной сферы Sn−1 с базой Sk и слоем
Sn−k−1 = ∂Dn−k. Известно (см. [21], также [22]), что имеются только такие рас-
слоения:

S3 → S2, слой S1; S7 → S4, слой S3; S15 → S8, слой S7.

Нетрудно видеть, что этим расслоениям соответствуют следующие пары (n, k):
(4, 2), (8, 4), (16, 8).

Лемма 1 доказана.
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Важным промежуточным результатом в направлении доказательства теоре-
мы 2 является следующая лемма, имеющая самостоятельный интерес (доста-
точное условие гомеоморфности проективно-подобных многообразий).

Лемма 2. Пусть Mn
1 , Mn

2 – проективно-подобные многообразия и S1 , S2 –
их образующие сферы соответственно. Тогда если S1 , S2 локально эквива-
лентно вложены, то Mn

1 , Mn
2 гомеоморфны.

Доказательство. Множество Oi = Mn
i \ Si гомеоморфно открытому n-

шару, i = 1, 2. По условию леммы для некоторых окрестностей U(S1), U(S2)
сфер S1, S2 соответственно существует гомеоморфизм

ϕ0 : U(S1) → U(S2), ϕ0(S1) = S2.

Перейдя, если необходимо, к меньшей окрестности, можно считать окрестность
U(S1) трубчатой. В силу предложения 1 существует (n − 1)-сфера Sn−1 ⊂
U(S1), Sn−1 ∩ S1 = ∅, плоско вложенная в Mn

1 . Покажем, что существует
гомеоморфизм ϕ : Mn

1 →Mn
2 , совпадающий с ϕ0 в некоторой окрестности сфе-

ры S1.
Так как Mn

1 = S1 ∪ O1, то Sn−1 ⊂ O1, поскольку Sn−1 ∩ S1 = ∅. Так как
сфера Sn−1 плоско вложена и O1 гомеоморфно n-шару, то Sn−1 ограничивает
в O1 n-шар τn

1 , τn
1 ∩ S1 = ∅. Согласно предложению 1 мы можем считать, что

граница ∂U(S1) трубчатой окрестности U(S1) лежит в шаре τn
1 .

Поскольку Sn−1 ⊂ U(S1) и ∂U(S1) ⊂ τn
1 , то Mn

1 = U(S1) ∪ τn
1 . Более того,

множество Mn
1 \ τn

1 принадлежит U(S1). Из того, что ϕ0 – гомеоморфизм, вы-
текает, что (n− 1)-сфера ϕ0(Sn−1) плоско вложена в Mn

2 и ϕ0(Sn−1) ∩ S2 = ∅,
так как ϕ0(S1) = S2. Поэтому ϕ0(Sn−1) ограничивает в Mn

2 n-шар τn
2 та-

кой, что τn
2 ∩ S2 = ∅ (здесь мы учитываем равенство Mn

2 = S2 ∪ O2). Да-
лее, из того, что Sn−1 ограничивает в O1 n-шар τn

1 , вытекает, что ограни-
чение ϕ0|Sn−1 : Sn−1 → φ0(Sn−1) продолжается до некоторого гомеоморфиз-
ма τn

1 → τn
2 , который образует вместе с ϕ0|Mn

1 \τn
1

требуемый гомеоморфизм
ϕ : Mn

1 →Mn
2 .

Лемма доказана.

Под n-мерным замкнутым кольцом Kn понимается множество, гомеоморф-
ное подмножеству 1 6 x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n 6 4 евклидова пространства Rn

с координатами (x1, . . . , xn). Само подмножество евклидова пространства, за-
даваемое указанными неравенствами, будем обозначать через K n

14 и называть
каноническим n-мерным замкнутым кольцом. Если неравенства сделать стро-
гими, то получим определение n-мерного открытого кольца. Ясно, что внут-
ренность intKn кольца Kn является открытым кольцом. В дальнейшем мы
будем использовать канонические n-мерные замкнутые кольца K n

ij , 0 < i < j,
ограниченные (n− 1)-мерными сферами

S n−1
i : x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = i, S n−1
j : x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = j.

Лучи, исходящие из начала координат пространства Rn, индуцируют в
K n = K n

14 тривиальное расслоение с базой Sn−1 и слоем [0, 1]. Следователь-
но, аналогичное расслоение имеет место на любом n-мерном замкнутом кольце
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Kn и Kn гомеоморфно прямому произведению Sn−1 × [0, 1]. Это тривиальное
расслоение обозначается через (Kn, Sn−1 × [0, 1]). Мы опускаем вопрос о един-
ственности этого расслоения, который зависит от гомеоморфизма между K n

и Kn. Ясно, что граничные компоненты кольца Kn, вложенного в некоторое
многообразие, являются топологически вложенными (n−1)-мерными сферами
(которые, однако, могут быть дико вложенными). Ниже, если не оговорено
противное, мы всегда будем предполагать, что граничные компоненты колец
являются локально плоско вложенными сферами.

Ясно, что k-мерная плоскость P k: x1 = 0, . . . , xn−k = 0 пересекает кано-
ническое n-мерное кольцо K n по k-мерному (каноническому) кольцу, которое
обозначается через Ak. Лучи, исходящие из начала координат пространства
Rk ⊂ Rn, индуцируют в Ak тривиальное расслоение (Ak, Sk−1 × [0, 1]), которое
вкладывается в тривиальное расслоение (K n, Sn−1 × [0, 1]).

Лемма 3. Пусть Kn ⊂ Mn – n-мерное замкнутое кольцо с граничными
компонентами S1 , S2 , локально плоско вложенными в Mn , и пусть Ak ⊂
Kn – k-мерное замкнутое кольцо с граничными компонентами Sk−1

1 ⊂ S1 ,
Sk−1

2 ⊂ S2 такими, что Sk−1
i локально плоско вложена в Si , i = 1, 2, и в мно-

гообразие Mn , причем intAk ⊂ intKn . Тогда если 1 6 k 6 n − 3, то триви-
альное расслоение (Ak, Sk−1×[0, 1]) продолжается до тривиального расслоения
(Kn, Sn−1× [0, 1]). Более того, если (Ak, Sk−1× [0, 1]) уже продолжено до три-
виального расслоения (Kn, Sn−1× [0, 1]) на некоторую окрестность k-мерного
кольца Ak , то это продолжение также может быть продолжено до триви-
ального расслоения (Kn, Sn−1 × [0, 1]).

Доказательство. Не уменьшая общности, можно считать, что кольцо Kn

является каноническим кольцом K n
23, ограниченным (n− 1)-мерными сферами

S n−1
2 : x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = 2, S n−1
3 : x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = 3.

Таким образом, граничные компоненты суть S1 = S n−1
2 и S2 = S n−1

3 .
Продолжим кольцо Ak ⊂ K n

23 на каноническое кольцо K n
12, ограниченное

(n− 1)-мерными сферами S n−1
1 : x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = 1, S n−1
2 , следующим об-

разом. Рассмотрим пересечения лучей, исходящих из начала координат, с коль-
цом K n

12. Ясно, что отрезки этих лучей, проходящих через Sk−1
1 ⊂ S n−1

2 , обра-
зуют k-мерное замкнутое кольцо Ak

12 со структурой тривиального расслоения
(Ak

12, S
k−1 × [0, 1]). Имеет место аналогичное продолжение (Ak

34, S
k−1 × [0, 1])

кольца Ak на каноническое кольцо K n
34. Та же самая процедура осуществляет-

ся для канонического k-мерного кольца Ak. Нетрудно видеть, что объединение
Ak

12 ∪ Ak ∪ Ak
34 является k-мерным замкнутым кольцом со структурой триви-

ального расслоения (Ak
12 ∪ Ak ∪ Ak

34, S
k−1 × [0, 1]). Аналогичное объединение

Ak
12 ∪Ak ∪Ak

34 является каноническим k-мерным замкнутым кольцом со струк-
турой тривиального расслоения (Ak

12 ∪Ak ∪Ak
34, S

k−1 × [0, 1]). Можно сказать,
что мы приклеили к граничным компонентам кольца Ak воротники и получили
k-мерное кольцо, которое вкладывается в окрестности своих граничных ком-
понент в тривиальное одномерное расслоение n-мерного кольца (аналогичное
описание можно дать и для канонических колец).
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Обозначим через O начало координат в пространстве Rn. Существует го-
меоморфизм ψ0 : int K n

14 → Rn \{O}, переводящий отрезок луча в int K n
14 в тот

же луч без точки O и такой, что ψ0 есть тождественное отображение на пере-
сечении луча с K n

23. Другими словами, если r – луч с выколотой точкой O,
то

ψ0(r ∩ int K n
14) = r, ψ0|r∩K n

23
= id.

Пополним Rn бесконечно удаленной точкой {∞} так, что Rn∪{∞} гомеоморф-
но n-мерной сфере Sn. Тогда ψ0 продолжается до гомеоморфизма (мы его обо-
значим той же буквой) ψ0 : Sn → Sn, причем ψ0(O) = O и ψ({∞}) = {∞}.
Множества

ψ0(intAk
12 ∪Ak ∪Ak

34) ∪ {O} ∪ {∞}
def= SA,

ψ0(int Ak
12 ∪ Ak ∪ Ak

34) ∪ {O} ∪ {∞}
def= SA

являются k-мерными сферами. Поскольку k 6 n − 3, то на SA и SA можно
натянуть (k + 1)-мерные диски Dk+1

A и Dk+1
A соответственно,

∂Dk+1
A = SA, ∂Dk+1

A = SA, Dk+1
A ,Dk+1

A ⊂ Sn.

В качестве диска Dk+1
A можно взять, например, диск

Dk+1
A : x1 = 0, . . . , xn−k−1 = 0, xn−k > 0 ≃ P k × [0,∞) ⊂ Sn.

Поскольку на множествах Ak
12 ∪ Ak ∪ Ak

34, Ak
12 ∪ Ak ∪ Ak

34 задана структура
тривиального расслоения Sk× [0, 1], то существует согласующий эти структуры
гомеоморфизм

ψ1 : ψ0(intAk
12 ∪Ak ∪Ak

34) → ψ0(int Ak
12 ∪ Ak ∪ Ak

34),

переводящий одномерные слои одного расслоения в одномерные слои дру-
гого расслоения. Этот гомеоморфизм продолжается до гомеоморфизма ψ1:
SA → SA, если положить ψ1({O}) = {O}, ψ1({∞}) = {∞}. Отметим, что в си-
лу построения ψ1 переводит лучи, которые индуцируют одномерное расслоение
на ψ0(intAk

12), в лучи, индуцирующие одномерное расслоение на ψ0(int Ak
12).

Аналогичное положение имеет место в окрестности точки {∞}.
Так как SA наделен структурой тривиального расслоения, которое инду-

цируется лучами, исходящими из начала координат O, то, немного изменив
диск Dk+1

A , можно считать, что Dk+1
A вблизи O состоит из малых лучей. Ана-

логичное допущение можно сделать о Dk+1
A вблизи {∞}. С помощью стандарт-

ной операции продолжим ψ1 со сферы SA до гомеоморфизма ψ1 : Dk+1
A → Dk+1

A
так, чтобы малые лучи вблизи точек O и {∞} переходили в малые лучи вблизи
тех же точек.

Возьмем замкнутую окрестность U(Dk+1
A ), гомеоморфную прямому произ-

ведению Dk+1
A ×Dn−k−1, где Dn−k−1 – это (n− k− 1)-мерный замкнутый шар.

Гомеоморфизм ψ1 можно продолжить вдоль второго множителя произведения
Dk+1

A ×Dn−k−1 до гомеоморфизма

ψ2 : Dk+1
A ×Dn−k−1 → Dk+1

A ×Dn−k−1.
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Не уменьшая общности, можно считать, что граница ∂U(Dk+1
A ) окрестности

U(Dk+1
A ) является локально плоско вложенной (n − 1)-мерной сферой, кото-

рая разбивает Sn на два n-мерных шара. Поэтому с границы ∂U(Dk+1
A ) го-

меоморфизм ψ2 стандартным образом (вдоль радиусов) продолжается на шар
Sn\U(Dk+1

A ) так, что мы получаем гомеоморфизм ψ3 : Sn → Sn. Можно так под-
править ψ3, чтобы малые лучи вблизи точек O и {∞} переходили в малые лучи
вблизи тех же точек. В силу построения ψ3 переводит тривиальное расслоение(
ψ0(Ak), Sk−1× [0, 1]

)
в тривиальное расслоение (Ak, Sk−1× [0, 1]), которое есте-

ственным образом вкладывается в тривиальное расслоение (K n
23, S

n−1 × [0, 1]).
Поэтому гомеоморфизм ψ−1 переводит (K n

23, S
n−1 × [0, 1]) в тривиальное рас-

слоение на кольце K n
23, которое является продолжением расслоения (Ak, Sk−1×

[0, 1]).
Анализ доказательства показывает, что если (Ak, Sk−1 × [0, 1]) уже продол-

жено до тривиального расслоения (Sn−1 × [0, 1]) на некоторую окрестность
k-мерного кольца Ak, то это продолжение также может быть продолжено до
тривиального расслоения (K n

23, S
n−1 × [0, 1]).

Лемма 3 доказана.

Пусть f : M → M – гомеоморфизм многообразия M . Говорят, что f изо-
топен тождественному гомеоморфизму, если существует непрерывное отоб-
ражение F : M × [0, 1] → M такое, что F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = x для всех
x ∈ M и ограничение F |M×{µ} : M × {µ} → M является гомеоморфизмом для
любого µ ∈ [0, 1]. Семейство fµ = F |M×{µ} называют изотопией отображения
f = f0 к тождественному отображению f1 = id. Будем говорить, что изотопия
fµ согласована со структурой произведения M × [0, 1].

Известно, что сохраняющий ориентацию гомеоморфизм n-мерной сферы изо-
топен тождественному. Следующая лемма является уточнением этого утверж-
дения.

Лемма 4. Пусть f : Sn → Sn – сохраняющий ориентацию гомеоморфизм
n-мерной сферы Sn такой, что Sn содержит k-мерную сферу Sk ⊂ Sn , со-
стоящую из неподвижных точек гомеоморфизма f . Тогда если n− k > 3, то
существует изотопия fµ отображения f = f0 к тождественному гомеомор-
физму f1 = id такая, что fµ(x) = x для всех x ∈ Sk и любого µ ∈ [0, 1].

Доказательство. Нам понадобится следующее утверждение для n-мерно-
го диска.

Предложение 2. Пусть f : Dn → Dn – сохраняющий ориентацию гомео-
морфизм замкнутого n-мерного шара Dn такой, что граница ∂Dn = Sn−1

шара Dn состоит из неподвижных точек гомеоморфизма f . Будем считать,
что Dn вложен в Rn и определяется уравнением x2

1 + · · ·+ x2
n 6 1. Предполо-

жим, что k-мерный шар Dk , 0 6 k 6 n− 1, который является пересечением
Dn с k-мерной гиперплоскостью, проходящей через начало координат, так-
же состоит из неподвижных точек 2 гомеоморфизма f . Тогда существует

2В случае k = 0 шар D0 является точкой.
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изотопия fµ отображения f = f0 к тождественному отображению f1 = id
такая, что fµ(x) = x для всех x ∈ Sn−1 ∪Dk и любого µ ∈ [0, 1].

Доказательство. Будем считать, что Dn ⊂ Rn ⊂ Rn+1 и что этот шар
задан уравнениями x2

1 + · · · + x2
n 6 1, xn+1 = 0 с границей x2

1 + · · · + x2
n = 1,

xn+1 = 0. Обозначим через Dn
µ n-мерный шар x2

1 + · · · + x2
n 6 1, xn+1 = µ.

Ясно, что Dn = Dn
0 . Возьмем на Dn

1 точку N с координатами (0, . . . , 0, 1).
Обозначим через s(N, x0) отрезок, соединяющий точку N с некоторой точкой
x0 ∈ Dn

0 . Положим xµ = Dn
µ∩s(N, x0), 0 6 µ 6 1. Очевидно, x1 = N для любой

точки x0 ∈ Dn
0 . Когда точка x0 ∈ Dn

0 пробегает весь шар Dn
0 , соответствующие

точки xµ образуют подмножество dµ ⊂ Dn
µ . Определим на dµ гомеоморфизм gµ

следующим образом. Положим g(xµ) = yµ = Dn
µ ∩ s(N, f(x0)). Поскольку f на

границе шара Dn
0 тождественный, то gµ можно продолжить на весь шар Dn

µ

с помощью тождественного гомеоморфизма.
Обозначим через hr : Dn

r → Dn
0 отображение (x1, . . . , xn, r) → (x1, . . . , xn, 0).

Нетрудно проверить, что семейство отображений fµ = hµ ◦ gµ ◦ h−1
µ , 0 6 µ 6 1,

является искомой изотопией. Предложение доказано.

Не уменьшая общности, можно считать, что сфера Sn ⊂ Rn+1 определяется
уравнением x2

1 + · · · + x2
n + x2

n+1 = 4, а сфера Sk задается как пересечение
сферы Sn с плоскостью P k ⊂ Rn+1, которая определяется уравнениями xi = 0
при i = k + 1, . . . , x = n. Выделим на Sn n-мерный диск

Dn
r : x2

1 + · · ·+ x2
n 6 r, x2

1 + · · ·+ x2
n + x2

n+1 = 4, xn+1 > 0, 0 < r 6 1.

Ясно, что точка (0, . . . , 0, 2) принадлежит сфере Sk и является, следователь-
но, неподвижной точкой гомеоморфизма f . Поэтому найдется ε > 0 такое, что
n-мерный диск Dn

ε ⊂ Dn
1 ⊂ Sn удовлетворяет условию

f(Dn
ε ) ⊂ Dn

1 . (2.2)

Очевидно, границы Sn−1
1 = ∂Dn

1 , Sn−1
ε = ∂Dn

ε дисков Dn
1 , Dn

ε соответственно
ограничивают на Sn замкнутое n-мерное кольцо, которое мы обозначим че-
рез K1ε. Из (2.2) вытекает, что границы Sn−1

1 , f(Sn−1
ε ) = ∂f(Dnε) дисков Dn

1 ,
f(Dn

ε ) соответственно также ограничивают на Sn замкнутое n-мерное кольцо,
которое будем обозначать через K2.

Доказательство проводится индукцией по k > 0 в предположении k 6 n− 3.
Для k = 0 сфера Sk = S0 представляет собой объединение двух точек

(0, . . . , 0, 2) и (0, . . . , 0,−2). Так как f |Sn−1
ε

изотопно тождественному, то су-
ществует продолжение отображения f |Dn

ε
с помощью гомеоморфизма колец

K1ε → K2 такое, что полученный гомеоморфизм g : Dn
1 → Dn

1 удовлетворя-
ет условию g|Sn−1

1
= id. Из конструкции вытекает, что существует изотопия

gν : Dn
1 → Dn

1 , 0 6 ν 6 1, гомеоморфизма g = g0 к тождественному g1 = id.
Из того, что g является продолжением f |Dn

ε
, следует, что gν((0, . . . , 0, 2)) =

(0, . . . , 0, 2) при всех 0 6 ν 6 1. Ясно, что g : Dn
1 → Dn

1 можно продолжить
тождественным отображением Sn \ Dn

1 → Sn \ Dn
1 на всю сферу Sn. В итоге
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мы получаем изотопию gν : Sn → Sn, 0 6 ν 6 1, такую, что

g0|Dn
ε

= f |Dn
ε
, g1 = id, gν((0, . . . , 0, 2)) = (0, . . . , 0, 2),

gν((0, . . . , 0,−2)) = (0, . . . , 0,−2), gν |Sn\Dn
1

= id при всех 0 6 ν 6 1.

Тогда fν = f ◦ g−1
1−ν , 0 6 ν 6 1, является изотопией гомеоморфизма f0 =

f ◦g−1
1 = f к гомеоморфизму f1 = f ◦g−1

0 , причем fν |S0 = id при всех 0 6 ν 6 1.
Нетрудно видеть, что f1|Dn

ε
= id. Таким образом,

f1|Sn\int Dn
ε

: Sn \ intDn
ε → Sn \ intDn

ε

является гомеоморфизмом замкнутого n-мерного шара Sn\intDn
ε , тождествен-

ного на границе и имеющего неподвижную точку (0, . . . , 0,−2). Применяя
к f1|Sn\int Dn

ε
предложение 2, получаем требуемую изотопию fµ в случае k = 0.

Для k > 1 пересечения Sk ∩ Dn
ε = dε, Sk ∩ Dn

1 = d1 являются k-мерными
шарами (мы будем пользоваться введенными выше обозначениями), состоящи-
ми из неподвижных точек гомеоморфизма f . Поскольку (0, . . . , 0, 2) ∈ Sk, то
имеет место включение (2.2) и, следовательно, корректно определены кольца
K1ε и K2. Отметим, что поскольку f(Sk) = Sk, то f(Dn

ε ) пересекает Sk только
по шару dε:

f(Dn
ε ) ∩ Sk = f(Dn

ε ) ∩ f(Sk) = f(Dn
ε ∩ Sk) = f(dε) = dε.

В частности, f(Dn
ε ) не пересекает d1 \ dε.

Пересечения Sk ∩Sn−1
ε = Sk−1

ε , Sk ∩Sn−1
1 = Sk−1

1 являются (k− 1)-мерными
сферами, которые ограничивают на сфере Sk k-мерное кольцоAk = clos(d1\dε).
Это кольцо допускает структуру стандартного тривиального расслоения (Ak,

Sk−1
1 × [0, 1]). Отметим, что Ak принадлежит обоим кольцам K1ε и K2. Со-

гласно лемме 3 расслоение (Ak, Sk−1
1 × [0, 1]) продолжается в кольца K1ε и K2

до тривиальных расслоений (K1ε, S
n−1× [0, 1]), (K2, S

n−1× [0, 1]) соответствен-
но. Существует согласованная с этими тривиальными расслоениями изотопия
гомеоморфизма f |Sn−1

ε
к тождественному гомеоморфизму, так как f |Sn−1

ε
изо-

топен тождественному отображению. Более того, так как f |Sk−1
ε

= id, то в силу
предположения индукции существует изотопия, которая равна тождественно-
му отображению на Sk−1

ε . Отсюда следует, что существует продолжение отоб-
ражения f |Dn

ε
с помощью гомеоморфизма колецK1ε → K2 так, что полученный

гомеоморфизм g : Dn
1 → Dn

1 является тождественным отображением на Ak и
удовлетворяет условию g|Sn−1

1
= id. Из конструкции вытекает, что существует

изотопия gν : Sn → Sn, 0 6 ν 6 1, гомеоморфизма g = g0 к тождественному
g1 = id такая, что

g0|Dn
ε

= f |Dn
ε
, g1 = id, gν |d1∪(Sn\Dn

1 ) = id при всех 0 6 ν 6 1.

Тогда fν = f ◦ g−1
1−ν , 0 6 ν 6 1, является изотопией гомеоморфизма f0 =

f ◦ g−1
1 = f к гомеоморфизму f1 = f ◦ g−1

0 , причем f1|Dn
ε

= id и fν |Sk = id
при всех 0 6 ν 6 1. Пара (Sn \ intDn

ε , S
k \ int dε) гомеоморфна паре (Dn, Dk),

удовлетворяющей предложению 2.
Предложение 2 доказано.
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Лемма 5. Пусть Mk – k-мерное линейно-связное подмногообразие, плоско
вложенное в ориентируемое замкнутое n-многообразие Mn , где 1 6 k 6 n−3,
и пусть B0 – замкнутый n-мерный шар с плоско вложенной границей ∂B0 =
Sn−1

0 такой, что пересечение B0 ∩Mk = Dk
0 есть k-мерный диск с границей

∂Dk
0 = Sk−1

0 , плоско вложенной в ∂B0 = Sn−1
0 . Пусть h0 : B0 → h0(B0) = B1 –

сохраняющий ориентацию гомеоморфизм 3 на свой образ такой, что n-мерный
шар B1 пересекает Mk по k-мерному диску Dk

1 , причем ограничение h0|Dk
0

также сохраняет ориентацию и выполняются следующие равенства:

h0(Dk
0 ) = Dk

1 , B1 ∩Mk = Dk
1 .

Тогда существует продолжение гомеоморфизма h0 до гомеоморфизма h:
Mn → Mn такого, что h(Mk) = Mk . Более того, если Bn – произвольный
n-мерный шар, содержащий шары B0 и B1 , то существует продолжение h
такое, что h = id вне шара Bn .

Доказательство. Поскольку Mk – линейно-связное и плоско вложенное
подмногообразие, то существует достаточно малый замкнутый n-мерный шар
Bn, содержащий внутри себя оба шара B0, h0(B0) = B1 и такой, что пересече-
ние Bn ∩Mk есть k-диск Dk, Bn ∩Mk = Dk. Ясно, что Dk

0 ∪ Dk
1 ⊂ Dk. Не

уменьшая общности, можно считать, что ∂Bn = Sn−1 и ∂Dk = Sk−1 являются
плоско вложенными сферами, так что множества

Bn \ intBn
i

def= Kn
i , Dk \ intDi

def= Ak
i

являются замкнутыми n-мерными и k-мерными кольцами соответственно для
всех i = 1, 2. Согласно лемме 3 структура тривиального расслоения (Ak

i ,

Sk−1× [0, 1]) на Ak продолжается до структуры тривиального расслоения (Kn
i ,

Sn−1× [0, 1]) на Kn
i для всех i = 1, 2 (мы учитываем условие k 6 n− 3). Поэто-

му h0 вдоль одномерных слоев продолжается до гомеоморфизма h1 : Bn → Bn,
причем h1(Mk ∩Bn) = Mk ∩Bn, поскольку расслоение (Ak

i ,Sk−1 × [0, 1]) вло-
жено в (Kn

i ,Sn−1 × [0, 1]).
Возьмем n-мерный шар Bn

1 , содержащий Bn, такой, что пересечение n-мер-
ного замкнутого кольца Bn

1 \ int Bn с Mk является k-мерным замкнутым коль-
цом R =

(
Bn

1 \ int Bn
)
∩Mk, гомеоморфным Sk−1 × [0, 1]. На одной гранич-

ной компоненте (скажем, Sk−1 × {0}) кольца R определен (в силу предыду-
щей конструкции) сохраняющий ориентацию гомеоморфизм h1 : Sk−1 × {0} →
Sk−1×{0}. Поэтому существует изотопия H : Sk−1× [0, 1] → Sk−1× [0, 1] такая,
что H|Sk−1×{0} = h1, H|Sk−1×{1} = id. Под действием H тривиальное расслое-
ние

(
R,Sk−1 × [0, 1]

)
переходит в тривиальное расслоение ξ : R→ Sk−1 × {0}, у

которого одномерные слои соединяют точки (h1(x), {0}) и (x, {1}) для любого
x ∈ Sk−1×{0} (другими словами, мы деформируем расслоение

(
R,Sk−1× [0, 1]

)
так, чтобы концевые точки одномерных слоев на компоненте Sk−1 × {1} коль-
ца R оставались неподвижными). Согласно лемме 3 тривиальное расслоение

3Ориентация на B0 и h0(B0) индуцируется ориентацией многообразия Mn.
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ξ,R, Sk−1 × {0}

)
продолжается до тривиального расслоения n-мерного замк-

нутого кольца Bn
1 \ int Bn. В силу леммы 4 гомеоморфизм h1 продолжает-

ся до сохраняющего ориентацию гомеоморфизма h2 : Bn
1 → Bn

1 такого, что
h2|R∩Bn

1
= id.

Возьмем n-мерный шар Bn, содержащий Bn
1 , такой, что пересечение n-мер-

ного замкнутого кольца Bn \ intBn
1 с Mk является k-мерным замкнутым коль-

цом. Снова применяя лемму 4, получаем продолжение гомеоморфизма h2 до
гомеоморфизма h : Bn → Bn такого, что h является тождественным отображе-
нием на границе шара Bn. Ясно, что в качестве Bn можно взять сколь угодно
малый шар, содержащий шары B0 и B1.

Лемма 5 доказана.

§ 3. Доказательства основных теорем

Доказательство теоремы 1. Поток Морса–Смейла f t необходимо имеет
устойчивый сток ω и неустойчивый источник α. Из связности несущего мно-
гообразия Mn вытекает, что третье состояние равновесия является седлом σ

с k-мерным (1 6 k 6 n−1) устойчивым многообразием W s(σ) и (n−k)-мерным
неустойчивым многообразием Wu(σ). Множество Sepτ (σ) = W τ (σ) \ {σ} назы-
вается сепаратрисой (τ либо s, либо u). Если Sepτ (σ) не пересекается с сепа-
ратрисами других седел, то Sepτ (σ) принадлежит неустойчивому (при τ = s)
или устойчивому (при τ = u) многообразию некоторого стока (соответственно
источника), скажем, N . Тогда топологическое замыкание сепаратрисы Sepτ (σ)
равно W τ (σ) ∪ {N} и является топологически вложенной в Mn сферой (k-
сферой или (n − k)-сферой соответственно); см. [23]–[25]. Поскольку сепара-
трисы одного седла у потока f t Морса–Смейла не пересекаются, то топологи-
ческое замыкание неустойчивой сепаратрисы Sepu(σ) является топологически
вложенной k-сферой Wu(σ) ∪ {ω} = Sω, а топологическое замыкание устой-
чивой сепаратрисы Seps(σ) является топологически вложенной (n− k)-сферой
W s(σ) ∪ {α} = Sα. Иногда, чтобы подчеркнуть, что речь идет о сепаратри-
се седла потока f t, мы будем обозначать сепаратрису через Sepτ (σ, f t). Нам
нужно показать, что хотя бы одна из сфер Sω, Sα локально плоско вложена.
Поскольку для размерности n = 4 обозначения и конструкция доказательства
нам понадобятся при рассмотрении топологической эквивалентности, то мы
сформулируем утверждение в виде предложения. Далее будут использованы
введенные выше обозначения.

Предложение 3. Хотя бы одна из сфер Sω , Sα локально плоско вложена.

Доказательство. Отметим, что из определения потока Морса–Смейла вы-
текает, что инвариантные многообразия седел являются локально плоско вло-
женными подмногообразиями. Поэтому единственной точкой дикого вложения
сферы Sω (соответственно сферы Sα) может быть только точка ω (соответ-
ственно точка α).

Для n = 2 сферы Sω, Sα являются окружностями. Известно, что топологи-
чески вложенная окружность плоско вложена (см. [26], [27]).
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Из работы [28] вытекает, что на трехмерных замкнутых многообразиях не
существуют потоки Морса–Смейла с тремя состояниями равновесия (на самом
деле в [28] доказан более сильный результат для систем Морса–Смейла, но нам
достаточно частного случая).

При n > 5 одна из сфер Sω или Sα (скажем, Sω) имеет коразмерность не
менее 3. Тогда из [29] следует, что Sω локально плоско вложена.

Осталось рассмотреть случай n = 4. Если одна из сфер Sω, Sα трехмерная,
то известно, что она не может быть дико вложенной только в одной точке
(см. [30], а также [29], [31]). Поэтому далее будем считать, что обе сферы
Sω, Sα двумерные (для сфер коразмерности 2 имеется априорная возможность
быть дико вложенной ровно в одной точке; см. [32]).

Сначала рассмотрим в евклидовом пространстве R4 с координатами (x1,

. . . , x4) векторное поле V⃗s, которое задается системой дифференциальных
уравнений

ẋ1 = −x1, ẋ2 = −x2, ẋ3 = x3, ẋ4 = x4. (3.1)

Ясно, что начало координат O = (0, . . . , 0) является седлом поля V⃗s с двумер-
ной устойчивой сепаратрисой W s(O) и двумерной неустойчивой сепаратрисой
Wu(O), где

W s(O) =
{
(x1, . . . , x4) | x3 = 0, x4 = 0

}
⊂ R4,

Wu(O) =
{
(x1, . . . , x4) | x1 = 0, x2 = 0

}
⊂ R4.

Нетрудно видеть, что функция F (x1, . . . , x4) =
∑2

i=1 x
2
i

∑4
j=3 x

2
j является инте-

гралом системы (3.1) (детали см. в [13]). Из вида F следует, что гиперповерх-
ность F = 1 является трехмерным многообразием, которое разбивает R4 на два
открытых множества{

x⃗ = (x1, . . . , x4) | F (x⃗) < 1
} def= U0,

{
x⃗ = (x1, . . . , x4) | F (x⃗) > 1

} def= U∞.

Объединение W s(O) ∪Wu(O) определяется равенством F = 0. Поскольку O ∈
W s(O) ∪Wu(O), то O ∈ U0. Таким образом, U0 – инвариантная окрестность
седла O, которую мы будем называть специальной. Отметим, что множества

P1 =
{
(x1, . . . , x4) | x2

1 + x2
2 6 1, x2

3 + x2
4 = 1

}
,

P2 =
{
(x1, . . . , x4) | x2

1 + x2
2 = 1, x2

3 + x2
4 6 1

}
являются полноториями с общей границей ∂P1 = ∂P2 = P1 ∩ P2, которая пред-
ставляет собой двумерный тор.

Окружим сток ω и источник α потока f t четырехмерными шарами B1, B2

соответственно такими, что их границы ∂B1 = S3
1 , ∂B2 = S3

2 трансверсальны
потоку, а седло σ принадлежит M4 \ (B1 ∪ B2). Тогда сепаратрисы Sepu(σ),
Seps(σ) пересекают S3

1 , S3
2 по замкнутым простым кривым C1, C2 соответствен-

но. Отметим, что поток индуцирует отображения последования Пуанкаре

ξ :
(
S3

2 \ C2

)
→

(
S3

1 \ C1

)
,
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и ниже будет показано, что трехмерная сфера S3
1 получается из трехмерной

сферы S3
2 в результате перестройки S3

2 по узлу C2 с помощью отображения,
которое индуцирует ξ на границе трубчатой окрестности узла C2.

Докажем, что каждая кривая C1, C2 является тривиальным узлом соответ-
ственно в S3

1 и S3
2 . Эти кривые на инвариантных многообразиях W s(σ), Wu(σ)

ограничивают замкнутые двумерные диски D1, D2 соответственно. Так как
сферы S3

1 , S3
2 трансверсальны векторному полю, то седло σ лежит внутри каж-

дого диска D1, D2. Из того, что в потоках Морса–Смейла отсутствуют петли
сепаратрис, следует, что D1, D2 пересекаются ровно в одной точке σ = D1∩D2.

Предположим противное и рассмотрим для определенности случай, когда
кривая C1 образует нетривиальный узел в S3

1 (случай, когда C2 образует не-
тривиальный узел в S3

2 , рассматривается аналогично). Согласно расширен-
ной версии теоремы Гробмана–Хартмана существует окрестность U множества
D1∪D2, в которой поток топологически эквивалентен линейному потоку, опре-
деляемому линейной частью векторного поля V⃗ в точке σ. В силу предло-
жения 2.15 из [33] линейные гиперболические векторные поля топологически
сопряжены тогда и только тогда, когда они имеют одинаковые типы состоя-
ния равновесия. Поэтому поле V⃗ в U топологически сопряжено векторному
полю V⃗s, которое определяется системой дифференциальных уравнений (3.1).
В частности, U гомеоморфна достаточно большой части специальной окрест-
ности U0, содержащей седло O. Не уменьшая общности, можно считать, что
U гомеоморфна окрестности W0 ⊂ U0. Из классических теорем теории диффе-
ренциальных уравнений следует, что ξ – гомеоморфизм. Таким образом, C1 и
C2 – два узла с гомеоморфными дополнениями. В силу [34] нетривиальность
узла C1 влечет нетривиальность узла C2.

Рассмотрим полноторий P1 ⊂ U ∩ S3
1 , являющийся трубчатой окрестностью

кривой C1 в S3
1 . Поскольку C1 – гладкая кривая, то такая окрестность суще-

ствует. Из эквивалентности поля V⃗ в окрестности U с полем V⃗s вытекает, что
ξ(P1 − C1) совместно с C2 образуют трубчатую окрестность (обозначим ее че-
рез P2) кривой C2. Уменьшив, если необходимо, полнотории P1 и P2, можно
считать, что P1, P2 принадлежат границе окрестности U . Поскольку U гомео-
морфна окрестности W0 ⊂ U0, то границы полноториев P1, P2 соединены от-
резками траекторий векторного поля V⃗ , причем ограничение ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2

переводит меридиан полнотория P1 в параллель полнотория P2, а параллель
P1 – в меридиан P2.

Покажем, что сфера S3
2 гомеоморфна многообразию, которое получается

после перестройки сферы S3
1 вдоль узла C1. Действительно, удалим из S3

1

полноторий P1 и вклеим вместо него полноторий P2 с помощью гомеоморфизма
ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2. Поскольку приклеивающий гомеоморфизм ξ|∂P1 является
продолжением гомеоморфизма

ξ|S3
1 \ P1 : S3

1 \ P1 → S3
2 \ P2,

то отображение

ξ∗ :
(
S3

1 \ P1

)
∪ξ P2 → S3

2 ,



86 Е.В. ЖУЖОМА, В.С. МЕДВЕДЕВ

которое совпадает с ξ на S3
1 \ P1 и суть тождественное на P2, является кор-

ректно определенным гомеоморфизмом. Таким образом, сфера S3
2 получается

в результате перестройки сферы S3
1 вдоль узла C1 с помощью нетривиально-

го гомеоморфизма ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2. Так как C1 – нетривиальный узел, то
в результате такой перестройки всегда получается многообразие, отличное от
трехмерной сферы (см. [34], а также [35]).

Полученное противоречие доказывает предложение 3.

Таким образом, Mn является дизъюнктивным объединением локально плос-
ко вложенной в Mn k-мерной сферы Sk = Sω, 1 6 k 6 n − 1, и неустойчивого
многообразияWu(α) источника α, которое гомеоморфно открытому n-мерному
шару Bn. Отсюда в силу леммы 1 следует, что Mn является проективно-по-
добным многообразием.

Из того, что Mn есть дизъюнктивное объединение сферы Sn/2 и n-мерного
шара Bn, вытекают равенства π1(Mn) = · · · = πn/2−1(Mn) = 0 при n > 4. Из
π1(Mn) = 0 следует ориентируемость Mn.

Пусть Mn – проективно-подобное многообразие с образующей сферой Sn/2.
Определим на Sn/2 поток Морса–Смейла f̃ t ровно с одним стоком ω и ровно
с одним источником σ̃. Поскольку в силу леммы 1 граница ∂T (Sn/2) трубча-
той окрестности T (Sn/2) сферы Sn/2 есть (n − 1)-мерная сфера, то f̃ t можно
продолжить на T (Sn/2) так, чтобы Sn/2 стала притягивающим инвариантным
множеством с седлом σ̃ и притягивающей областью T (Sn/2), а ∂T (Sn/2) была
трансверсальна потоку f̃ t. Так как дополнение к T (Sn/2) гомеоморфно откры-
тому шару, то нетрудно продолжить f̃ t на Mn с источником α внутри данного
открытого шара. В результате получается непрерывный поток Морса–Смейла
на Mn с тремя состояниями равновесия: стоком ω, седлом σ̃ и источником α.

Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Необходимость вытекает из того, что гомео-
морфизм, осуществляющий топологическую эквивалентность, переводит (лю-
бую) окрестность замыкания сепаратрисы седла одного потока в окрестность
замыкания сепаратрисы седла другого потока, поскольку такой гомеоморфизм
задан на всем многообразии и переводит траектории в траектории.

Далее мы будем доказывать достаточность. Предположим для определен-
ности, что неустойчивые сепаратрисы седел потоков f t

1, f t
2 локально экви-

валентно вложены. Пусть σ1, σ2 – седла потоков f t
1, f t

2 соответственно и
Wu(σ1), Wu(σ2) – их неустойчивые многообразия. Пусть имеется гомеомор-
физм ϕ : Mn →Mn. Под действием этого гомеоморфизма поток f t преобразу-
ется в топологически эквивалентный ему поток, который мы будем обозначать
через ϕ(f t). Формально поток ϕ(f t) задается действием аддитивной группы R
по правилу

t 7→ ϕ ◦ ft ◦ ϕ−1 : Mn →Mn.

Идея доказательства состоит в том, что мы построим гомеоморфизмы несущих
многообразий, переводящие исходные потоки в одинаковые потоки.

Согласно условию существуют гомеоморфные окрестности замыканий
closWu(σ1) и closWu(σ2) и гомеоморфизм, переводящий одну окрестность в
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другую. Согласно лемме 2 мы можем (и будем) считать, что потоки f t
1, f t

2 за-
даны на одном и том же многообразии Mn

1 = Mn
2 = Mn и замыкания неустой-

чивых многообразий closWu(σ1), closWu(σ2) их седел σ1, σ2 соответственно
как множества совпадают: closWu(σ1) = closWu(σ2)

def= W k. Так как множе-
ство W k линейно связное, то можно сразу совместить узлы ω1, ω2 потоков f t

1,
f t
2 соответственно: ω1 = ω2 = ω. Кроме этого, не уменьшая общности, можно

считать, что поток f t
1 в некоторой окрестности U(σ1) седла σ1 линейный в силу

определения потока Морса–Смейла. Дальнейшие рассуждения представляют-
ся в виде шагов.

Шаг 1. Существует гомеоморфизм ϕ : Mn → Mn, переводящий поток f t
2

в поток ϕ(f t
2) с седлом σ1 = ϕ(σ2)

def= σ, такой, что:
1) ϕ(W k) = W k = clos Sepu

(
σ, ϕ(f t)

)
;

2) существует окрестность U(σ) седла σ такая, что ограничения потоков
f t
1|U(σ), ϕ(f t

2)|U(σ) совпадают (в частности, оба ограничения в окрестно-
сти U(σ) линейны).

Докажем это. Поскольку потоки f t
1, f t

2 топологически эквивалентны в ок-
рестности седел σ1, σ2, то существуют окрестности U(σ1), U(σ2) и гомеомор-
физм ϕ0 : U(σ2) → U(σ1), переводящий локальные траектории потока f t

2|U(σ2)

в локальные траектории потока f t
1|U(σ1). Ясно, что ϕ0(σ2) = σ1

def= σ.
Напомним, что W k = closWu(σ1) = closWu(σ2) является n/2-мерной сфе-

рой Sn/2, плоско вложенной в Mn. Не уменьшая общности, можно считать
окрестности U(σ1), U(σ2) n-мерными шарами с локально плоскими граница-
ми такими, что пересечения U(σ1) ∩W k, U(σ2) ∩W k, ϕ0

(
U(σ1)

)
∩W k гомео-

морфны k-мерному диску с границами, локально плоско вложенными в W k.
Поскольку при n > 8 имеем n − k = n − n/2 > 4, то в силу леммы 5 ϕ0 мож-
но продолжить до гомеоморфизма ϕ : Mn → Mn такого, что ϕ(W k) = W k

и ϕ тождественный вне некоторой окрестности U(σ1). Таким образом, поток
ϕ(f t

2) совпадает с потоком f t
1 в окрестности U(σ) и имеет с f t

1 совпадающие как
множество замыкания неустойчивых сепаратрис W k. Шаг 1 завершен.

Переобозначим поток ϕ(f t
2) через f t

2 и будем считать, что потоки f t
1, f t

2 име-
ют совпадающие как множества седла σ1 = σ2

def= σ, совпадающие замыкания
неустойчивых сепаратрис closWu(σ1) = closWu(σ2)

def= W k и потоки f t
1, f t

2

совпадают в некоторой окрестности седла σ. Более того, оба потока f t
1, f t

2

линейны в окрестности седла σ. В силу определения потока Морса–Смейла по-
токи f t

1 и f t
2 в некоторой окрестности узла ω (напомним, что узлы потоков f t

1,
f t
2 совпадают, ω1 = ω2 = ω) локально топологически эквивалентны линейному

потоку с узловым притягивающим состоянием равновесия. Полностью ана-
логично рассуждениям в шаге 1 можно дополнительно добиться того, чтобы
потоки f t

1, f t
2 в некоторой окрестности узла ω были одинаковыми.

Шаг 2. Существует гомеоморфизм ϕi : Mn → Mn, переводящий поток f t
i

в поток ϕi(f t
i ), i = 1, 2, так, что выполняются следующие условия:

1) ϕi(W k) = W k = clos Sepu
(
σ, ϕ(f t

i )
)
, i = 1, 2;

2) существует окрестность U(W k) множества W k такая, что ограничения
потоков ϕ1(f t

1)|U(W k), ϕ2(f t
2)|U(W k) совпадают;
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3) в U(W k) имеется трансверсальная секущая Σn−1, гомеоморфная (n−1)-
мерной сфере, такая, что в Mn секущая Σn−1 ограничивает n-шар, ко-
торый содержит источники потоков ϕi(f t

i ), i = 1, 2.
Докажем это. Не уменьшая общности, можно считать что окрестность U(σ)

седла σ является n-шаром с гладкой (в локальных координатах) границей та-
кой, что пересечение U(σ) ∩ W k есть k-шар dσ, причем сток ω не принадле-
жат dσ. Более того, можно считать, что граница ∂U(σ) окрестности U(σ) пере-
секает W k в точности вдоль границы ∂dσ k-шара dσ, которая трансверсальна
ограничениям потоков f t

1, f t
2 на W k.

Поскольку область притяжения W s
ω(f t

1) стока ω гомеоморфна евклидовому
пространству Rn, то нам будет удобноW s

ω(f t
1) представить в виде Rn так, чтобы

пересечение W s
ω(f t

1)∩W k = P k являлось гиперплоскостью xk+1 = 0, . . . , xn = 0,
а ω – началом координат O. Из определения потока Морса–Смейла вытекает,
что мы можем одномерные траектории в W s

ω(f t
1) = Rn считать лучами, ис-

ходящими из O (движение при увеличении времени происходит вдоль лучей
к началу координат O = ω).

Возьмем трансверсальную потоку f t
2 (n − 1)-мерную сферу S1, ограничи-

вающую n-мерный шар D1 с точкой ω внутри D1 и пересекающую W k по
(k − 1)-мерной сфере sk−1

1 , которая лежит в k-шаре dσ, sk−1
1 ⊂ dσ. Не умень-

шая общности, можно считать, что S1 ⊂W s
ω(f t

1). Отметим, что так как потоки
f t
1, f t

2 совпадают в U(σ), то sk−1
1 также трансверсальна потоку f t

1|dσ
. Более

того, на S1 имеется окрестность N1 ⊂ S1 (k − 1)-мерной сферы sk−1
1 , которая

гомеоморфна sk−1
1 ×Dn−k и которая трансверсальна потоку f t

1 (здесь Dn−k –
открытый (n− k)-мерный диск).

В силу построения S1 ⊂ W s
ω(f t

1) = Rn. Не уменьшая общности, можно счи-
тать, что S1 локально плоско вложена в Rn. Возьмем в Rn канонические (n−1)-
мерные сферы S2, S3, которые задаются уравнениями вида x2

1 + · · · + x2
n = r2

и которые ограничивают n-мерные (вложенные друг в друга) шары D2 ⊂ D3

соответственно такие, что D1 ⊂ D2 ⊂ D3. Так как траектории потока f t
1 в Rn

суть лучи, то сферы S2, S3 трансверсальны потоку f t
1.

Построим гомеоморфизм D3 → D3, тождественный на S3, который будет
переводить каждую положительную полутраекторию l+(x) потока f t

2 с началь-
ной точкой x ∈ S1 в отрезок (O, y] луча, проходящего через точку y ∈ S2 (тем
самым, мы построим гомеоморфизм, переводящий поток f t

2|D1 в поток f t
1|D2).

Из включений D1 ⊂ D2 ⊂ D3 следует, что

Kn = D3 \ intD1, K23 = D3 \ intD2

являются n-мерными замкнутыми кольцами. Пересечение Kn ∩W k = Ak есть
замкнутое k-мерное кольцо, наделенное структурой тривиального расслоения
(Ak,Sk−1 × [0, 1]), которое индуцируется лучами, исходящими из O. Согласно
лемме 3 расслоение (Ak,Sk−1 × [0, 1]) вкладывается в некоторое тривиальное
расслоение (Kn,Sn−1× [0, 1]). Одномерный слой этого расслоения с концевыми
точками x ∈ S1, z ∈ S3 обозначим через s(x, z). Лучи, исходящие из O, инду-
цируют на кольце K23 структуру тривиального расслоения (K23,Sn−1 × [0, 1]).
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Одномерный слой этого расслоения с концевыми точками y ∈ S2, z ∈ S3 обо-
значим через [y, z] (мы его обозначаем в виде отрезка, так как [y, z] есть пере-
сечение луча с каноническим кольцом K23). В силу указанных структур три-
виальных расслоений существует гомеоморфизм ψ1 : Kn → K23, переводящий
каждый слой s(x, z) ⊂ Kn в слой [y, z] ⊂ K23 с общей концевой точкой z ∈ S3.
Продолжим теперь ψ1 внутрь сферы S1 (т.е. на диск D1). Обозначим через
l+2 (x) положительную полутраекторию потока f t

2 с начальной точкой x ∈ S1.
Поскольку S1 трансверсальна потоку f t

2, то l+2 (x) ⊂ D1 и ω-предельное множе-
ство l+2 (x) совпадает с O. Обозначим через [O, y] отрезок луча с начальными
точками O и y ∈ S2. Из теоремы о непрерывной зависимости траекторий от
начальных условий (см. [1], [2], [36]) вытекает, что существует продолжение ψ1

до гомеоморфизма ψ2 : D1 → D2, который переводит каждую подожительную
полутраекторию l+2 (x) в [O, y], если только ψ1(x) = y. Понятно, что ψ2(O) = O.
Гомеоморфизм ψ : D3 → D3, который равен ψ2 на D1 и ψ1 на Kn, равен тож-
дественному отображению на S3 = ∂D3. Поэтому ψ продолжается с помощью
тождественного отображения на все многообразие Mn до гомеоморфизма, ко-
торый мы снова обозначим через ψ. Тогда потоки f t

1, ψ(f t
2) совпадают в неко-

торой окрестности U(W k) сферы W k.
Немного уменьшив, если требуется, U(W k), можно считать, что U = U(W k)

является трубчатой окрестностью сферы W k с границей ∂U , гомеоморфной
(n − 1)-мерной сфере. Более того, поскольку на W k лежит седло и сток по-
токов f t

1|U = ψ(f t
2)|U , то в U(W k) имеется трансверсальная секущая Σn−1,

гомеоморфная (n−1)-мерной сфере, через которую входят положительные по-
лутраектории потоков f t

1, ψ(f t
2). Следовательно, секущая Σn−1 ограничивает

n-шар, который содержит источники потоков f t
1, ψ(f t

2). Шаг 2 завершен.
Для завершения доказательства теоремы 2 достаточно рассмотреть два по-

тока f t
1 и f t

2, которые совпадают в некоторой области N ⊂ Mn, так что ∂N =
Σn−1 есть секущая, ограничивающая n-мерный шар Mn\N , и внутри Mn\N у
каждого из потоков f t

1, f t
2 лежит ровно один источник. Следовательно, потоки

f t
1, f t

2 на Mn \ N топологически эквивалентны потоку с линейным источни-
ком, для которого концентрические сферы, окружающие источник, являются
трансверсальными гиперповерхностями. Отсюда вытекает, что тождественный
на N гомеоморфизм продолжается до гомеоморфизма Mn →Mn, который пе-
реводит траектории потока f t

1 в траектории потока f t
2.

Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Сначала рассмотрим случай n = 2. Пусть
f t
1, f t

2 – непрерывные потоки с тремя состояниями равновесия, заданные на
замкнутых двумерных многообразиях M2

1 , M2
2 соответственно. Неблуждаю-

щее множество потока f t
i состоит из источника αi, стока ωi и седла σi, i = 1, 2.

Согласно теореме 1 M1 = M2 = P2 – проективная плоскость. Окружность
S1

i = Wu(σi)∪{ωi} локально плоско вложена и не может разбивать P2, посколь-
ку вне S1

i находится ровно одно состояние равновесия αi, i = 1, 2. Следователь-
но, трубчатая окрестность T (S1

i ) окружности S1
i гомеоморфна листу Мёбиуса.

Так как на S1
i лежат сток и седло потока f t

i , то можно считать (немного умень-
шив, если необходимо, трубчатую окрестность), что граница окрестности T (S1

i )



90 Е.В. ЖУЖОМА, В.С. МЕДВЕДЕВ

является замкнутой секущей, ограничивающей двумерный диск D2
i , в котором

находится источник αi, i = 1, 2. Потоки f t
1|T (S1

1), f t
2|T (S1

2) локально топологи-
чески эквивалентны, и осуществляющий эту эквивалентность гомеоморфизм
продолжается на диски D2

1, D2
2. В случае n = 2 теорема доказана.

Пусть теперь f t
1, f t

2 – потоки Морса–Смейла, неблуждающее множество ко-
торых состоит из трех точек, на замкнутых четырехмерных многообразиях
M4

1 , M4
2 соответственно. Окружим узлы этих потоков трехмерными сфера-

ми, которые ограничивают в M4
1 , M4

2 четырехмерные шары B1
α, B1

ω и B2
α,

B2
ω соответственно. Существуют сохраняющие ориентацию гомеоморфизмы

hα : B1
α → B2

α, hω : B1
ω → B2

ω, переводящие интегральные кривые потока f t
1

в интегральные кривые потока f t
2. Из предложения 3 вытекает, что гомеомор-

физмы hα и hω можно продолжить до гомеоморфизма

M4
1 \

(
B1

α ∪B1
ω

)
→M4

2 \
(
B2

α ∪B2
ω

)
,

переводящего траектории потока f t
1 в траектории потока f t

2. Следовательно,
f t
1, f t

2 топологически эквивалентны. В частности, многообразия M4
1 , M4

2 го-
меоморфны.

Теорема 3 доказана.
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Morse–Smale diffeomorphisms without heteroclinic curves”, Topology Appl., 117:3
(2002), 335–344.

[29] А.В. Чернавский, “Об особых точках топологических вложений многообразий и
объединении локально плоских клеток”, Докл. АН СССР, 167:3 (1966), 528–530;
англ. пер.: A.V. Chernavskii, “Singular points of topological imbeddings of manifolds
and the union of locally flat cells”, Soviet Math. Dokl., 7 (1966), 433–436.

[30] J.C. Cantrell, “Almost locally flat embeddings of Sn−1 in Sn”, Bull. Amer. Math.
Soc., 69:5 (1963), 716–718.

[31] J. Cantrell, C. Edwards, “Almost locally flat imbeddings of manifolds”, Michigan
Math. J., 12 (1965), 217–223.

[32] J. J. Andrews, M. L. Curtis, “Knotted 2-spheres in the 4-sphere”, Ann. of Math. (2),
70:3 (1959), 565–571.

[33] Ж. Палис, В. Ди Мелу, Геометрическая теория динамических систем. Введе-
ние, Мир, М., 1986, 302 с.; пер. с англ.: J. Palis, Jr., W. de Melo, Geometric
theory of dynamical systems. An introduction, Springer-Verlag, New York–Berlin,
1982, xii+198 pp.

[34] C.McA. Gordon, J. Luecke, “Knots are determinned by their complements”, J. Amer.
Math. Soc., 2:2 (1989), 371–415.

[35] P. B. Kronheimer, T. S. Mrowka, “Witten’s conjecture and property P”, Geom. Topol.,
8 (2004), 295–310.

[36] S.Kh. Aranson, G. R. Belitsky, E. V. Zhuzhoma, Introduction to qualitative theory of
dynamical systems on closed surfaces, Transl. Math. Monogr., 153, Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 1996, xiv+325 pp.

Евгений Викторович Жужома
(Evgeny V. Zhuzhoma)
Национальный исследовательский университет
“Высшая школа экономики”, г. Нижний Новгород
E-mail : zhuzhoma@mail.ru

Владислав Сергеевич Медведев
(Vladislav S. Medvedev)
Нижегородский государственный университет
им. Н.И. Лобачевского
E-mail : medvedev@unn.ac.ru

Поступила в редакцию
02.07.2015

http://mi.mathnet.ru/rus/tm2752
http://mi.mathnet.ru/rus/tm2752
https://zbmath.org/?q=an:0152.22501|0162.55503
https://zbmath.org/?q=an:0152.22501|0162.55503
http://dx.doi.org/10.1090/gsm/106
http://dx.doi.org/10.1090/gsm/106
http://dx.doi.org/10.1016/S0166-8641(01)00028-1
http://dx.doi.org/10.1016/S0166-8641(01)00028-1
http://dx.doi.org/10.1016/S0166-8641(01)00028-1
https://zbmath.org/?q=an:0147.23801
https://zbmath.org/?q=an:0147.23801
https://zbmath.org/?q=an:0147.23801
https://zbmath.org/?q=an:0147.23801
https://zbmath.org/?q=an:0147.23801
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9904-1963-10998-2
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9904-1963-10998-2
http://dx.doi.org/10.1307/mmj/1028999312
http://dx.doi.org/10.1307/mmj/1028999312
http://dx.doi.org/10.2307/1970330
http://dx.doi.org/10.2307/1970330
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0848132
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0848132
https://zbmath.org/?q=an:0491.58001
https://zbmath.org/?q=an:0491.58001
https://zbmath.org/?q=an:0491.58001
http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-1989-0965210-7
http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-1989-0965210-7
http://dx.doi.org/10.2140/gt.2004.8.295
http://dx.doi.org/10.2140/gt.2004.8.295
https://zbmath.org/?q=an:00918268
https://zbmath.org/?q=an:00918268
https://zbmath.org/?q=an:00918268
mailto:zhuzhoma@mail.ru
mailto:medvedev@unn.ac.ru

	§1 Введение
	§2 Вспомогательные результаты
	§3 Доказательства основных теорем
	Список литературы

