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Ïðåäèñëîâèå

Ðàçðàáîòêà ñðåäñòâ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðàñïðå-
äåëåííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, îñîáåííî â ñâÿçè ñ
ïîñòîÿííûì âîçðàñòàíèåì ñëîæíîñòè ïðîåêòèðóåìûõ è èññëåäóå-
ìûõ ñèñòåì.

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñîâðåìåííûõ ôîðìà-
ëèçìîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ïàðàëëåëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ñåòè Ïåòðè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåäåòñÿ
áîëüøîå ÷èñëî êàê òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè,
òàê è ðåàëèçàöèé ïðàêòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòàðèåâ äëÿ ðàçðàáîòêè
ðàñïðåäåëåííûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñåòÿõ Ïåòðè. Ðàçðà-
áàòûâàåòñÿ ìåæäóíàðîäíûé ñòàíäàðò ïî ñåòÿì Ïåòðè. Åæåãîäíî
ïðîâîäèòñÿ áîëüøàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Òåîðèÿ è ïðè-
ëîæåíèÿ ñåòåé Ïåòðè�. Ïðàêòè÷åñêè âñå êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè è
ïðàêòèêå ïàðàëëåëèçìà âêëþ÷àþò ñåêöèè ïî ñåòÿì Ïåòðè. Â Ðîñ-
ñèè âî ìíîãèõ óíèâåðñèòåòàõ è àêàäåìè÷åñêèõ èíñòèòóòàõ òàêæå
âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè.

Âìåñòå ñ òåì ñïåöèàëèñòàìè îùóùàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàçâè-
òèÿ ôîðìàëèçìà ñ öåëüþ áîëåå àäåêâàòíîãî è óäîáíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ñèñòåì ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé. Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû ÷àñòî
ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèàãåíòíûìè è èìåþò èåðàðõè÷åñêóþ, ìíîãîóðîâ-
íåâóþ ñòðóêòóðó. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ïîñëåäíåå âðåìÿ âåäóòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïî ðàñøèðåíèþ ôîðìàëèçìà ñåòåé Ïåòðè çà ñ÷åò èäåé
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ìîäåëåé,
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ÿâíî îòðàæàþùèõ èåðàðõè÷åñêóþ è ìóëüòèàãåíòíóþ ñòðóêòóðó
ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, îáçîðû [95, 20, 62]).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêæå ðàçðàáàòûâàåòñÿ öåëûé ðÿä ïðî-
ãðàììíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà ñåòÿõ Ïåòðè è äîïîëíåííûõ êîí-
ñòðóêöèÿìè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [18].
Ïðè ýòîì äîáàâëåíèå òåõ èëè èíûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé ÷àñòî
ïðîèçâîäèòñÿ èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé ïðèëîæåíèé áåç îïðåäåëåíèÿ
èõ ôîðìàëüíîé ñåìàíòèêè. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåîáõî-
äèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ èíòåãðàöèè ñåòåé Ïåòðè è
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà.

Â íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè èçëàãàåòñÿ îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøå-
íèþ ýòîé çàäà÷è. Çäåñü ïðåäñòàâëåí íîâûé ôîðìàëèçì äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ñ îáúåêòíîé ñòðóê-
òóðîé � âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè. Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ðàñøèðåíèå ñòàíäàðòíîãî ôîðìàëèçìà ñåòåé Ïåòðè, â
êîòîðîì ôèøêè, ïðåäñòàâëÿþùèå ëîêàëüíûå ðåñóðñû â ïîçèöèÿõ
ñåòè, ñàìè ìîãóò áûòü ñëîæíûìè îáúåêòàìè ñ ñåòåâîé ñòðóêòóðîé.
Èìåþòñÿ ìåõàíèçìû ñèíõðîíèçàöèè îáúåêòà ñ ñèñòåìíîé ñåòüþ è
äâóõ îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè.

Íàçâàíèå �âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè� âûáðàíî ïîòîìó, ÷òî ýëå-
ìåíòû ñåòåé â íèõ ñàìè ÿâëÿþòñÿ ñåòÿìè, ïîäîáíî òîìó, êàê â
ñèñòåìå âëîæåííûõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
ìîãóò áûòü ìíîæåñòâà.

Â êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóõóðîâíåâûå, ìíîãîóðîâíåâûå è
ðåêóðñèâíûå âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè. Äàåòñÿ îïèñàíèå ôîðìàëü-
íîé ñåìàíòèêè òàêèõ ñåòåé. Ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïðî-
áëåì îñòàíîâà, ïîêðûòèÿ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðîáëåì äëÿ ìíî-
ãîóðîâíåâûõ âëîæåííûõ ñåòåé. Äëÿ ðåêóðñèâíûõ ñåòåé ñ àâòî-
íîìíûìè ýëåìåíòàìè äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îñòàíîâà.
Äîêàçàíî, ÷òî âëîæåííûå ñåòè áîëåå âûðàçèòåëüíû, ÷åì îáûê-
íîâåííûå ñåòè Ïåòðè, íî ñîõðàíÿþò ìíîãèå äîñòîèíñòâà áàçîâîé
ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, áîëåå ñëàáàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèâåðñàëüíû-
ìè âû÷èñëèòåëÿìè âûðàçèòåëüíîñòü âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè äå-
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ëàåò èõ ïåðñïåêòèâíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ âåðèôèêàöèè. Èìåþòñÿ
ìîäåëüíûå ïðèìåðû, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò âîçìîæíîñòü åñòå-
ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ñòðóêòóðû ñèñòåìû è íàãëÿäíîñòü ìîäå-
ëè.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà àâòîðîì â Èññëåäîâàòåëü-
ñêîì öåíòðå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà Èíñòèòóòà ïðîãðàììíûõ
ñèñòåì ÐÀÍ.

Êíèãà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå îñíîâû ñåìåñòðî-
âîãî ñïåöêóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ, ìàãèñòðàíòîâ è
àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòÿõ òåîðåòè÷åñêîé èí-
ôîðìàòèêè, ïðîãðàììèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ïî åå
ìàòåðèàëàì àâòîðîì â òå÷åíèå ðÿäà ëåò ÷èòàåòñÿ ñïåöêóðñ äëÿ
ìàãèñòðàíòîâ êàôåäðû Òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ßðîñëàâñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà.



Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1 Ìóëüòèìíîæåñòâà
Ïîíÿòèå ìóëüòèìíîæåñòâà åñòü îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà. Â
ìóëüòèìíîæåñòâå äîïóñêàåòñÿ âõîæäåíèå íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿ-
ðîâ îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ìóëüòè-
ìíîæåñòâîì M íàä X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ M : X → N, ãäå
N = {0, 1, 2, . . . } � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ïîëàãàåì x ∈ M , åñëè M(x) > 0 è x 6∈ M , åñëè M(x) = 0. Äëÿ
x ∈ X çíà÷åíèå M(x) íàçûâàþò êðàòíîñòüþ x â M .

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ∀x ∈ X : M(x) ≤ 1, M ÿâëÿåòñÿ îáû÷-
íûì ìíîæåñòâîì. Ìîùíîñòü ìóëüòèìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
|M | = Σx∈XM(x). Ìóëüòèìíîæåñòâî êîíå÷íî, åñëè M(x) = 0 äëÿ
âñåõ x ∈ X çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà. Â
äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ìóëüòèìíîæå-
ñòâà. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìóëüòèìíîæåñòâ íàä ìíîæåñòâîì
X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M(X).

Îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ äî íóëÿ äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäå-
ëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀n,m ∈ N : nªm =def max(0, n−m).
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Îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ åñòåñòâåííî ðàñøè-
ðÿþòñÿ íà êîíå÷íûå ìóëüòèìíîæåñòâà. Ïóñòü M1,M2 ∈ M(X) è
x ∈ X. Ïîëàãàåì

(M1 + M2)(x) = M1(x) + M2(x);
(M1 −M2)(x) = M1(x)ªM2(x);
(M1 ∪M2)(x) = max(M1(x),M2(x));
(M1 ∩M2)(x) = min(M1(x),M2(x));
M1 ⊆ M2 ⇔ ∀x ∈ X : M1(x) ≤ M2(x).

Âìåñòî M +{x}−{y} îáû÷íî áóäåì ïèñàòü M +x−y. Ñèìâîë
∅ îáîçíà÷àåò ïóñòîå ìóëüòèìíîæåñòâî, ò.å. òàêîå M ∈M(X), ÷òî
M(x) = 0 äëÿ âñåõ x.

1.2 Êâàçèóïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà
Íàïîìíèì ([9]), ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ îòíîøå-
íèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è
àíòèñèììåòðè÷íî. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

(xRy) ∧ (yRx) → (x = y).

Åñëè îòíîøåíèå òîëüêî ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, òî îíî
íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì êâàçèïîðÿäêà èëè êâàçèóïîðÿäî÷èâàíèåì.

Âìåñòî xRy îáû÷íî ïèøóò x ≤R y èëè ïðîñòî x ≤ y. Áóäåì
òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî X, ÿâëÿþùååñÿ íîñèòåëåì îòíî-
øåíèÿ R, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî (èëè êâàçèóïîðÿäî÷åíî), íå óêà-
çûâàÿ ÿâíî îòíîøåíèÿ R, åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì óïî-
ðÿäî÷åíèè èäåò ðå÷ü. Åñëè x ≤ y è x 6= y, òî ïèøóò x < y è
ãîâîðÿò, ÷òî x ñòðîãî ìåíüøå y. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðîãèé ïîðÿäîê
åñòü òðàíçèòèâíîå è èððåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå.

Äëÿ êâàçèïîðÿäêà x ≤R y îáðàòíûì íàçûâàþò êâàçèïîðÿ-
äîê x ≥R y òàêîé, ÷òî x ≥R y ⇔ y ≤R x. Àíàëîãè÷íî, ïèøåì
x >R y ⇔ y <R x. Êâàçèïîðÿäîê R1 íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåíèåì êâàçèïîðÿäêà R2 íà X, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X
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èç x1 ≤R2 x2 ñëåäóåò x1 ≤R1 x2, ñîîòâåòñòâåííî, R2 íàçûâàåòñÿ
ñóæåíèåì R1.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ëþáûå äâà ýëå-
ìåíòà ñðàâíèìû, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì èëè öåïüþ.

Ïîäìíîæåñòâî Y êâàçèóïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈X,≤〉 íà-
çûâàåòñÿ àíòèöåïüþ, åñëè ýëåìåíòû Y ïîïàðíî íåñðàâíèìû, ò.å.
äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ x 6= y èç Y íå âûïîëíÿåòñÿ íè x ≤ y,
íè y ≤ x.

Ýëåìåíò a êâàçèóïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîãî ìíîæåñòâà, åñëè â X íåò íè îäíîãî
ýëåìåíòà x, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ x < a.

1.2.1 Ïðàâèëüíûå êâàçèóïîðÿäî÷åíèÿ
Êâàçèïîðÿäîê R íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ôóíäèðîâàííûì èëè
êâàçèïîðÿäêîì ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè (well-founded), åñëè
âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X èìååò ìèíèìàëüíûé
(â ýòîì ïîäìíîæåñòâå) ýëåìåíò. Ïðè íàëè÷èè àêñèîìû âûáîðà ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â X íåò áåñêîíå÷íûõ ñòðîãî óáûâàþùèõ
öåïåé âèäà x0 > x1 > x2 > . . . [10].

Êâàçèïîðÿäîê ≤ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì
(well-quasi-ordering), åñëè äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x0, x1, x2, . . . ýëåìåíòîâ èç X ñóùåñòâóþò èíäåêñû i < j
òàêèå, ÷òî xi ≤ xj [6].

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî:

• Âñÿêîå ðàñøèðåíèå ïðàâèëüíîãî êâàçèïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì.

• Âñÿêîå ñóæåíèå ôóíäèðîâàííîãî êâàçèïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
ôóíäèðîâàííûì.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå âàæíûå ñâîéñòâà ïðà-
âèëüíûõ êâàçèïîðÿäêîâ.
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Óòâåðæäåíèå 1.1. Êâàçèïîðÿäîê ≤ íà ìíîæåñòâå X ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà:

1) X íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûõ ñòðîãî óáûâàþùèõ öåïåé x0 >
x1 > x2 > . . . ;

2) âñÿêàÿ ñîäåðæàùàÿñÿ â X àíòèöåïü êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðàâèëüíîãî êâàçèïî-
ðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè è ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ
ñòðîãî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0 > x1 > x2 > . . . , òî
äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ i < j íå
âûïîëíÿåòñÿ xi ≤ xj .

Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ àíòèöåïü Y, òî ïî
àêñèîìå âûáîðà èç ýëåìåíòîâ Y ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ ïðàâèëüíîñòè.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè óñëîâèÿ 1, 2 âûïîëíÿþòñÿ, òî ≤ � ïðàâèëü-
íûé êâàçèïîðÿäîê. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü x0, x1, x2, . . .
� íåêîòîðàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç X,
äëÿ êîòîðîé óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, íî âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ 1 è 2. Èòàê, äëÿ ëþáûõ j > i íå âûïîëíÿåòñÿ xi ≤ xj .
Òîãäà â ñèëó êîíå÷íîñòè àíòèöåïåé èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xi1 > xj1 , xi2 > xj2 , . . . , (1.1)

ãäå i1 < j1 < i2 < j2 < i3 < . . . .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi1 , xi2 , xi3 , . . . . Ïîâòî-

ðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, èç íåå ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

xi′1 > xj′1 , xi′2 > xj′2 , . . . , (1.2)

ãäå i′1 < j′1 < i′2 < j′2 < i′3 < . . . . Òîãäà, îáúåäèíÿÿ 1.1 è 1.2, èìååì

xi′1 > xj′1 > xk1 , xi′2 > xj′2 > xk2 , . . . ,
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ãäå i′1 < j′1 < k1 < i′2 < j′2 < k2 < i′3 < . . . .
Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, èç äàííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè x0, x1, x2, . . . ìîæíî ïîñòðîèòü ñêîëü óãîäíî äëèííóþ
ñòðîãî óáûâàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñ-
ëîâèþ 2.

Ñëåäñòâèå 1.1. 1) Âñÿêèé ïðàâèëüíûé êâàçèïîðÿäîê ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíäèðîâàííûì.

2) Äëÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà óñëîâèÿ ïðàâèëüíîñòè è ôóíäèðóå-
ìîñòè ýêâèâàëåíòíû.

Óòâåðæäåíèå 1.2. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàí ïðàâèëüíûé
êâàçèïîðÿäîê ≤. Òîãäà âñÿêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x0, x1, x2, . . . ýëåìåíòîâ èç X ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòà-
þùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi0 ≤ xi1 ≤ xi2 . . . , ãäå i0 < i1 <
i2 . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x0, x1, x2, . . . è ìíîæåñòâî M = {i ∈ N | ∀j > i : xi 6≤ xj}.
Ìíîæåñòâî M íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì, òàê êàê â ýòîì ñëó-
÷àå èç åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî áûëî áû âûáðàòü áåñêîíå÷íóþ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðàâèëü-
íîñòè. Òîãäà ìíîæåñòâî M îãðàíè÷åíî, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ èíäåêñà i 6∈ M , ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàí ïðàâèëüíûé
êâàçèïîðÿäîê ≤. Ïîäìíîæåñòâî C ⊆ X íàçûâàåòñÿ âåðõíèì êî-
íóñîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ C è y ∈ X èç y ≥ x ñëåäóåò, ÷òî
y ∈ C.

Êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X ïîðîæäàåò âåðõíèé êîíóñ ↑x =def
{y | y ≥ x}. Áàçèñîì âåðõíåãî êîíóñà C íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
Cb òàêîå, ÷òî C = ∪x∈Cb ↑x. Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî áûëî âïåðâûå
óñòàíîâëåíî Õèãìàíîì [46].
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Óòâåðæäåíèå 1.3. Åñëè ≤ � ïðàâèëüíûé êâàçèïîðÿäîê íà ìíî-
æåñòâå X, òî âñÿêèé âåðõíèé êîíóñ C èìååò êîíå÷íûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ≤ � ôóíäèðîâàííûé ïîðÿäîê, ìíî-
æåñòâî ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîíóñà îáðàçóåò åãî áàçèñ. Ýòîò
áàçèñ ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, òàê êàê
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ýòèõ ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî áûëî
áû ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåñðàâ-
íèìûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïðàâèëüíîñòè.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî âåðõíèõ
êîíóñîâ.

Óòâåðæäåíèå 1.4. Åñëè ≤ � ïðàâèëüíûé êâàçèïîðÿäîê íà ìíî-
æåñòâå X, òî âñÿêàÿ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùàÿ (ïî îòíîøåíèþ
âëîæåíèÿ ìíîæåñòâ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ . . .
âåðõíèõ êîíóñîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. íàéäåòñÿ òàêîå k ∈ N,
÷òî Ck = Ck+1 = Ck+2 = . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû íå âûïîëíÿþòñÿ. Âûáå-
ðåì èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Cn0 ( Cn2 ( . . . . Òîãäà äëÿ êàæäîãî i > 0 íàéäåòñÿ
ýëåìåíò xi ∈ Cni \ Cni−1 . Â ñèëó ïðàâèëüíîñòè âàçèïîðÿäêà ñðå-
äè ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, x2, . . . íàéäåòñÿ
ïàðà xi ≤ xj ïðè i < j. Íî xi ïðèíàäëåæèò êîíóñó Cni , è, ñëåäî-
âàòåëüíî, xj ∈ Cni , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ xj 6∈ Cnj−1 .

Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåíî ðàñïðîñòðàíåíèå êâàçèïîðÿäêîâ íà
ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû � âåêòîðû, ìóëüòèìíîæåñòâà è äåðåâüÿ.

1.2.2 Óïîðÿäî÷åíèå ìóëüòèìíîæåñòâ
Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü ≤ � íåêîòîðûé êâàçèïîðÿäîê íà ìíî-
æåñòâå X. Îòíîøåíèå ≤n íà ìíîæåñòâå Xn âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè
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n ñ ýëåìåíòàìè èç X îïðåäåëèì, ïîëàãàÿ äëÿ x̄ = (x1, x2, . . . , xn),
ȳ = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn, x̄ ≤n ȳ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
(∀i, 1 ≤ i ≤ n) : xi ≤ yi.

Óòâåðæäåíèå 1.5. Ïóñòü ≤ � ïðàâèëüíûé êâàçèïîðÿäîê íà
ìíîæåñòâå X. Òîãäà îòíîøåíèå ≤n íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ
ðàçìåðíîñòè n èç Xn òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì êâàçèïîðÿä-
êîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü x̄0, x̄1, x̄2, . . . âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà Xn. Âûáåðåì
èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òàê, ÷òîáû âñå ïåðâûå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ñëåäîâàëè â âîçðàñ-
òàþùåì ïîðÿäêå (îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ≤). Ýòî âîçìîæíî â ñèëó
ëåììû 1.2. Äàëåå èç ïîëó÷åííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáåðåì
â ñâîþ î÷åðåäü áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé
âòîðûå êîîðäèíàòû ñëåäóþò â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå. Ïîâòîðèâ
ýòîò ïðîöåññ äëÿ âñåõ n êîîðäèíàò, ïîëó÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, âîçðàñòàþùóþ â êàæäîé êîîðäèíàòå, ò. å. ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âåêòîðîâ x̄i0 ≤ x̄i1 ≤ x̄i2 , . . . . Â ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ëþáàÿ ïàðà âåêòîðîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ÷òî x̄i ≤ x̄j

äëÿ i < j.

Çàìå÷àíèå 1.1. Çàìåòèì, ÷òî ≤n íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì
íà Xn äàæå åñëè ≤ � ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà X.

Ïðè óïîðÿäî÷åíèè âåêòîðîâ âàæåí ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ â íàáîðå (âåêòîðå). Åñëè æå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
íåóïîðÿäî÷åííûå êîíå÷íûå íàáîðû ýëåìåíòîâ, òî èñïîëüçóåòñÿ
ïîíÿòèå ìóëüòèìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîM(X) âñåõ êîíå÷íûõ ìóëüòèìíîæåñòâ
íàä ìíîæåñòâîì X. Ìóëüòèìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ñ ïîìî-
ùüþ êâàäðàòíûõ ñêîáîê. Òàê, [x, x, y] � ìóëüòèìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå äâà ýëåìåíòà x è îäèí ýëåìåíò y (ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ
ýëåìåíòîâ, åñòåñòâåííî, íå ñóùåñòâåí).
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ñïåöèàëüíûé ñëó-
÷àé óïîðÿäî÷åíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü ≥ � íåêîòîðûé êâàçèïîðÿäîê íà ìíî-
æåñòâå X. Îòíîøåíèå ≥M1 íà M(X) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

1) [x] ≥M1 ∅ è [x] ≥M1 [y], åñëè x ≥ y;

2) åñëè M1 ≥M1 M2, òî M1 + M ≥M1 M2 + M ;

3) åñëè M1 ≥M1 M2 è M2 ≥M1 M3, òî M1 ≥M1 M3, ò.å. îòíî-
øåíèå ≥M1 òðàíçèòèâíî.

Îòíîøåíèå ≥M1 áóäåì íàçûâàòü 1-óïîðÿäî÷åíèåì ìóëüòèìíî-
æåñòâ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, M1 ≥M1 M2, åñëè M2 ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî èç M1 ïîñëåäîâàòåëüíûì óäàëåíèåì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x
èëè çàìåíîé åãî íà ìåíüøèé (îòíîñèòåëüíî ≥) ýëåìåíò y. Òàê,
íàïðèìåð, [5, 5, 3, 0, 7] ≥M1 [5, 6, 2, 0].
Çàìå÷àíèå 1.2. Â [31] Í. Äåðøîâèòöåì è Ç. Ìàííîé äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà çàâåðøàåìîñòè ñèñòåì ïåðåïèñûâàíèÿ òåðìîâ áûëî ââå-
äåíî îòíîøåíèå >M óïîðÿäî÷åíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ. Îòíîøåíèå
>M îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü > � íåêîòîðûé ñòðîãèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæå-
ñòâå X. Äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâ M1, M2 ∈ M(X) ïîëàãàþò M1 >M
M2, åñëè M2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç M1 çàìåíîé õîòÿ áû îäíîãî
ýëåìåíòà x ∈ M1 íà íåêîòîðîå (âîçìîæíî, íóëåâîå) ÷èñëî ìåíü-
øèõ (îòíîñèòåëüíî >) ýëåìåíòîâ y1, y2, . . . , yn, ïðè ýòîì êàæäûé
èç ýëåìåíòîâ yi ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî çàìåíÿåìîãî ýëåìåíòà
x.

Òàêèì îáðàçîì, 1-óïîðÿäî÷åíèå ìóëüòèìíîæåñòâ åñòü ñóæåíèå
óïîðÿäî÷åíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ, ïðè êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò çà-
ìåíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà îäèí ìåíüøèé ýëåìåíò.
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Èçâåñòíî, ÷òî óïîðÿäî÷åíèå ìóëüòèìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïîðÿäêîì, åñëè áàçîâûé ïîðÿäîê ëèíååí. Äëÿ 1-óïîðÿäî÷å-
íèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ ýòî íå òàê. Íàïðèìåð, ìóëüòèìíîæåñòâà
[5, 5, 3, 0, 7] è [0, 1, 7, 8] íå ñðàâíèìû.

Í. Äåðøîâèòöåì è Ç. Ìàííîé â [31] äîêàçàíî, ÷òî îòíîøåíèå
< � ôóíäèðîâàííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå X â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà <M � ôóíäèðîâàííûé ÷àñòè÷íûé ïî-
ðÿäîê íà ìíîæåñòâå M(X).

Èç ôóíäèðóåìîñòè óïîðÿäî÷åíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ ñëåäóåò è
ôóíäèðóåìîñòü 1-óïîðÿäî÷åíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ (êàê ñóæåíèÿ).
Äàëåå áóäåò äîêàçàíî áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî, à èìåííî, ÷òî 1-óïî-
ðÿäî÷åíèå ìóëüòèìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì êâàçèóïîðÿäî-
÷åíèåì ïðè óñëîâèè, ÷òî áàçîâûé êâàçèïîðÿäîê � ïðàâèëüíûé.

Òåîðåìà 1.1. Êâàçèïîðÿäîê ≤M1 íà ìíîæåñòâå M(X) êîíå÷-
íûõ ìóëüòèìíîæåñòâ ñ ýëåìåíòàìè èç X ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëü-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ êâàçè-
ïîðÿäîê ≤X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ≤X åñòü ïðîåêöèÿ êâà-
çèïîðÿäêà ≤M1 íà ìíîæåñòâî îäíîýëåìåíòíûõ ìóëüòèìíîæåñòâ.
Ïîýòîìó èç ïðàâèëüíîñòè êâàçèóïîðÿäî÷åíèÿ ≤M1 íà ìíîæåñòâå
M(X) ñëåäóåò ïðàâèëüíîñòü êâàçèóïîðÿäî÷åíèÿ ≤X íà ìíîæå-
ñòâå X.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ ïðàâèëüíîñòè (îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî ïîðÿäêà ≤), ò. å. òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . ,
äëÿ êîòîðîé íàéäåòñÿ (�õîðîøàÿ�) ïàðà ýëåìåíòîâ ai ≤ aj ïðè
i < j, áóäåì íàçûâàòü �õîðîøåé�, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòî-
ðîé ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, � �ïëîõîé�.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü êâàçèïîðÿäîê
≤X íà ìíîæåñòâå X ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, à ñîîòâåòñòâóþùèé
åìó êâàçèïîðÿäîê ≤M1 íà ìíîæåñòâå M(X) ïðàâèëüíûì íå ÿâ-
ëÿåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóþò �ïëîõèå� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Ïîñòðîèì �ïëîõóþ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A0, A1, A2, . . . â X∗

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ i < n ýëåìåíòû Ai óæå ïîñòðîåíû è ñóùåñòâóåò
�ïëîõàÿ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íà÷àëîì A0, A1, . . . , An−1. Ýòî, î÷å-
âèäíî, âåðíî äëÿ n = 0, òàê êàê ïî íà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
ìíîæåñòâî M(X) ñîäåðæèò �ïëîõóþ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïóñòîé íà÷àëüíûé ôðàãìåíò. Âûáåðåì
An òàê, ÷òî íåêîòîðàÿ �ïëîõàÿ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷èíàåòñÿ
ñ A0, A1, . . . , An, è ìóëüòèìíîæåñòâî An èìååò ìèíèìàëüíóþ èç
âîçìîæíûõ ìîùíîñòü (÷èñëî ýëåìåíòîâ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè).

Ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A0, A1, A2, . . . ÿâëÿåòñÿ
�ïëîõîé� è, â ÷àñòíîñòè, An 6= ∅ äëÿ âñåõ n. Äëÿ êàæäîãî n âû-
áåðåì íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò an ∈ An. Ïóñòü Bn =def
An\ [an]. Â ñèëó ïðàâèëüíîñòè îòíîøåíèÿ ≤X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(an)n∈N ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (ani)i∈N. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

A0, . . . , An0−1, Bn0 , Bn1 , Bn2 , . . . .

Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè âûáîðà An0 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ �õîðîøåé�. Òîãäà îíà ñîäåðæèò �õîðîøóþ� ïàðó ýëåìåíòîâ,
ò.å. òàêóþ ïàðó, ÷òî ýëåìåíò ïàðû ñ áîëüøèì èíäåêñîì áîëüøå
(îòíîñèòåëüíî êâàçèïîðÿäêà ≤M1) äðóãîãî ýëåìåíòà. Ýòà �õîðî-
øàÿ� ïàðà íå ìîæåò áûòü âèäà (Ai, Aj) èëè (Ai, Bj), òàê êàê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (Ai)i∈N � �ïëîõàÿ� è Bj ≤M1 Aj . Òîãäà ýòà �õî-
ðîøàÿ� ïàðà èìååò âèä (Bi, Bj). Èìååì Bi ≤M1 Bj . Íî, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, [ai] ≤M1 [aj ], Ai = Bi+[ai], Aj = Bj +[aj ] è, ñëåäîâàòåëü-
íî, Ai ≤M1 Aj , ò.å. (Ai, Aj) � �õîðîøàÿ� ïàðà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Çàìå÷àíèå 1.3. Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèåé
èçâåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå áûëî âïåðâûå äîêàçàíî â [46]
è èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì ëåììû Õèãìàíà. Ã. Õèãìàí äîêàçàë
ïðàâèëüíîñòü êâàçèóïîðÿäî÷åíèÿ ¹H íà ìíîæåñòâå X∗ êîíå÷-
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íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ èç X, ïðè óñëîâèè, ÷òî áàçî-
âîå ìíîæåñòâî X ïðàâèëüíî óïîðÿäî÷åíî. Îòíîøåíèå ¹H , íàçû-
âàåìîå âëîæåíèåì Õèãìàíà, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü ≤X � íåêîòîðûé êâàçèïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå X. Äëÿ êî-
íå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym) ∈ X∗ ïîëà-
ãàåì (x1, . . . , xn) ¹H (y1, . . . , ym) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå âëîæåíèå φ : [1 . . . n] → [1 . . . m] òàêîå,
÷òî ∀i ∈ [1 . . .m], xi ≤ yφ(i), ãäå φ � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ.

1.2.3 Óïîðÿäî÷åíèå äåðåâüåâ
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü 〈X,≤X〉 � íåêîòîðîå ÷àñòè÷íî óïîðÿ-
äî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïîìå÷åííûì êîðíåâûì êîììóòàòèâíûì äå-
ðåâîì íàä ìíîæåñòâîì X (èëè ïðîñòî äåðåâîì) t ∈ T(X) íàçûâà-
åòñÿ ïàðà (〈D,≤, α0〉,L), â êîòîðîé 〈D,≤, α0〉 åñòü ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì ≤ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî D = {α0, β, γ . . . }
âåðøèí ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì α0, íàçûâàåìûì êîðíåì äåðåâà
t, L : D → X � ôóíêöèÿ ïîìåòêè âåðøèí. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1) α0 ≥ β äëÿ ëþáîãî β ∈ D,

2) Åñëè β ≤ γ è β ≤ δ, òî ëèáî γ ≤ δ, ëèáî δ ≤ γ äëÿ âñåõ
β, γ, δ ∈ D.

Äàëåå ìíîæåñòâî âåðøèí D äåðåâà t áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç Nodes(t). ×åðåç α ∧ β áóäåì îáîçíà÷àòü íàèìåíüøóþ âåðõ-
íþþ ãðàíü ýëåìåíòîâ α, β ∈ D, ò.å. ìèíèìàëüíîå δ òàêîå, ÷òî
α ≤ δ è β ≤ δ. Ñìåæíûìè áóäåì íàçûâàòü òàêèå äâå âåðøèíû
α, β ∈ Nodes(t), ÷òî α ≤ β è íå ñóùåñòâóåò âåðøèíû δ, äëÿ êîòî-
ðîé α ≤ δ è β ≤ δ.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå çàäàåò äåðåâî êàê
îðèåíòèðîâàííûé îäíîñòîðîííå ñâÿçíûé àöèêëè÷åñêèé ïîìå÷åí-
íûé ãðàô ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé (êîðíåì), â êîòîðîì
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• äóãè íàïðàâëåíû îò êîðíÿ ê âåðøèíàì,

• îòíîøåíèå α ≤ β ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ îðèåíòèðî-
âàííîãî ïóòè îò α ê β,

• äëÿ êàæäîé âåðøèíû α ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü îò
êîðíÿ ê α,

• ñìåæíîñòü âåðøèí ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîé ñìåæíîñòè âåð-
øèí â ãðàôå,

• êàæäàÿ âåðøèíå â êà÷åñòâå ïîìåòêè ïðèïèñàí íåêîòîðûé
ýëåìåíò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü t, t′ ∈ T(X). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äå-
ðåâî t (èçîìîðôíî) âêëàäûâàåòñÿ â t′, îáîçíà÷àåòñÿ t -X t′, åñëè
ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ϕ : Nodes(t) → Nodes(t′) òàêîå, ÷òî

1) ϕ � èíúåêòèâíà;

2) ϕ ìîíîòîííà è ïåðåâîäèò ñìåæíûå âåðøèíû â ñìåæíûå, ò.å.
äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ âåðøèí α, β ∈ Nodes(t) åñëè α ≤ β, òî
ϕ(α) ≤ ϕ(β) è âåðøèíû ϕ(α), ϕ(β) òàêæå ñìåæíû;

3) äëÿ ëþáîé âåðøèíû α ∈ Nodes(t): L(α) ≤X L′(ϕ(α)), ãäå
L,L′ � ôóíêöèè ïîìåòêè âåðøèí äëÿ äåðåâüåâ t è t′ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäå-
ëåíèé.

Óòâåðæäåíèå 1.6. Åñëè îòíîøåíèå ≤ ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîðÿäêîì
íà ìíîæåñòâå X, òî îòíîøåíèå -X ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîðÿäêîì íà
ìíîæåñòâå T(X). Åñëè ≤ � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà X, òî -X �
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà T(X).
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×åðåç Tn(X) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ äåðåâüåâ èç T(X), âû-
ñîòà êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò n.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ìíîæåñòâå äåðå-
âüåâ îãðàíè÷åííîé âûñîòû ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâèëüíûé êâàçè-
ïîðÿäîê.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 0 êâàçèïîðÿäîê t -X t′ íà
ìíîæåñòâå Tn(X) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîðÿäîê ≤X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç X ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåðåâüåâ âûñîòû 0.
Ïîýòîìó èç ïðàâèëüíîñòè êâàçèïîðÿäêà -X íà ìíîæåñòâå Tn(X),
n ≥ 0 ñëåäóåò ïðàâèëüíîñòü ≤X íà X.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ n = 0
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñêàçàííîãî âûøå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà
ìíîæåñòâå Tn−1(X) êâàçèïîðÿäîê -X ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.

Ïóñòü T1, T2, . . . � íåêîòîðàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåðåâüåâ èç Tn(X). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàé-
äóòñÿ äâà �õîðîøèõ� ýëåìåíòà Ti -X Nj , ãäå i < j.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T1, T2, . . . ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåðåâüåâ ñ âûñîòîé, íå ïðåâûøàþùåé n−
1, òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ â íåé íàéäóòñÿ äâà �õî-
ðîøèõ� ýëåìåíòà.

Ïîýòîìó ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî âñå äåðåâüÿ â ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èìåþò âûñîòó n. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a1, a2, a3, . . . ïîìåòîê, ïðèïèñàííûõ êîðíåâûì âåðøèíàì äåðåâüåâ
t1, t2, t3, . . . . Â ñèëó ïðàâèëüíîñòè êâàçèóïîðÿäî÷åíèÿ ≤X íà X èç
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòà-
þùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai1 ≥X ai2 ≥X ai3 ≥X . . . .

×åðåç Ti îáîçíà÷èì ìóëüòèìíîæåñòâî âñåõ ïîääåðåâüåâ äåðåâà
ti, ïîðîæäåííûõ ñìåæíûìè ñ êîðíåì äåðåâà ti âåðøèíàìè. Î÷å-
âèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 äåðåâüÿ, âõîäÿùèå â Ti, èìåþò âûñîòó
íå áîëåå n − 1 è íå ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòü Ti1 , Ti2 , . . . . Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ êâà-
çèïîðÿäîê -X ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì íà ìíîæåñòâå T = ∪k∈NTik .
Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1 íà ìíîæåñòâå M(T ) ìóëüòèìíîæåñòâ ñ ýëå-
ìåíòàìè èç T ïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîðÿäîê (-X)M1 , ò.å.
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ti1 , Ti2 , . . . íàéäóòñÿ äâà ìóëüòèìíîæåñòâà
Ti, Tj (i < j), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå âëîæåíèå
ϕ : Ti → Tj òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåðåâà t ∈ Ti âûïîëíÿåòñÿ
t -X ϕ(t). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ
òàêæå ti -X tj , ÷òî äîêàçûâàåò ïðàâèëüíîñòü -X íà ìíîæåñòâå
Tn(X).

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü t, t′ ∈ T(X). Ãîâîðÿò, ÷òî äåðåâî t ãî-
ìåîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â t′, îáîçíà÷àåòñÿ t ¹X t′, åñëè ñóùå-
ñòâóåò îòîáðàæåíèå ϕ : Nodes(t) → Nodes(t′) òàêîå, ÷òî

1) ϕ � èíúåêòèâíà;

2) ϕ ìîíîòîííà, ò.å. äëÿ ëþáûõ âåðøèí α, β ∈ Nodes(t):
α ≤ β ⇒ ϕ(α) ≤ ϕ(β);

3) äëÿ ëþáûõ âåðøèí α, β ∈ Nodes(t): ϕ(α ∧ β) = ϕ(α) ∧ ϕ(β);

4) äëÿ ëþáîé âåðøèíû α ∈ Nodes(t): L(α) ≤X L′(ϕ(α)), ãäå
L,L′ � ôóíêöèè ïîìåòêè âåðøèí äëÿ äåðåâüåâ t è t′ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Äðóãèìè ñëîâàìè, t ¹X t′, åñëè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæà-
þùàÿ âåðøèíû t â âåðøèíû t′, òàêàÿ, ÷òî âåðøèíû t îòîáðàæà-
þòñÿ â âåðøèíû t′, èìåþùèå ìåíüøèå èëè ðàâíûå (îòíîñèòåëüíî
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà X) ïîìåòêè, à ðàçëè÷íûì äóãàì â t ñîîò-
âåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ïóòè â t′.

Îòíîøåíèå ¹X íàçûâàåòñÿ îáû÷íî ãîìåîìîðôíûì âëîæåíèåì
Êðàñêàëà è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà T(X) ïðè óñëîâèè,
÷òî ≤X � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Äëÿ ãîìåîìîðôíîãî âëîæåíèÿ äå-
ðåâüåâ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 1.3 (Òåîðåìà Êðàñêàëà, [56]). Åñëè ≤X � ïðàâèëü-
íûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ïîìåòîê X, òî ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê ¹X (ãîìåîìîðôíîå âëîæåíèå) íà ìíîæåñòâå êîðíå-
âûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ T(X) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.

Çàìå÷àíèå 1.4. Âïåðâûå ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Á. Êðàñêà-
ëîì â [56]. Áîëåå ïðîñòîå åå äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà èäåå
Íýø-Âèëüÿìñà [75], ìîæíî íàéòè â [30]. Íîâîå äîêàçàòåëüñòâî è
îáîáùåíèå òåîðåìû Êðàñêàëà ïðèâåäåíî â [71]. Íà ðóññêîì ÿçû-
êå òåîðåìó Êðàñêàëà ñ äîêàçàòåëüñòâîì ìîæíî íàéòè â íåäàâíî
âûøåäøåì ïåðåâîäå êíèãè Ð. Äèñòåëÿ �Òåîðèÿ ãðàôîâ� [6].

1.3 Ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ
1.3.1 Îïðåäåëåíèå
Ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ [53] � îäíà èç íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ñèñòåìà ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ åñòü ÷åòâåð-
êà LTS = (S, T,→, s0), ãäå

• S åñòü ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñ ýëåìåíòàìè s0, s1, s2, . . . ;

• T � íåêîòîðûé àëôàâèò ïîìåòîê (ìíîæåñòâî èìåí äåé-
ñòâèé);

• →⊆ (S×T ×S) � îòíîøåíèå ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè;

• s0 ∈ S � âûäåëåííîå ñîñòîÿíèå, íàçûâàåìîå íà÷àëüíûì ñî-
ñòîÿíèåì ñèñòåìû.

Ïåðåõîä (s, t, s′) îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ êàê s
t→ s′, ÷òî îçíà-

÷àåò, ÷òî äåéñòâèå ñ èìåíåì t ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå s â ñîñòîÿíèå
s′. Ñîñòîÿíèå s′ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ t-ïîñëåäóþùèì, èëè
ïðîñòî ïîñëåäóþùèì äëÿ s, à ñîñòîÿíèå s � t-ïðåäûäóùèì, èëè
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ïðîñòî ïðåäûäóùèì äëÿ s′. Ñîñòîÿíèÿ, íå èìåþùèå ïîñëåäóþùèõ
ñîñòîÿíèé, íàçûâàþòñÿ ôèíàëüíûìè. Åñëè íåêîòîðûé ïåðåõîä ïå-
ðåâîäèò ñîñòîÿíèå s â ñîñòîÿíèå s′, òî ïèøåì s → s′. ×åðåç Succ(s)
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïîñëåäóþùèõ ñîñòîÿíèé äëÿ s, ÷åðåç
Pred (s) � ìíîæåñòâî åãî ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿíèé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëíåíèå äëÿ LTS åñòü êîíå÷íàÿ èëè áåñ-
êîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïåðåõîäîâ s0

t1→ s1
t2→ s2 → · · · , ãäå s0 � íà÷àëü-

íîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Çàïèñü s
∗→ s′ îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ (êî-

íå÷íàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ, ïåðåâîäÿùàÿ ñîñòîÿíèå s
â ñîñòîÿíèå s′.

Äèàãðàììà ïåðåõîäîâ äëÿ LTS åñòü ïîìå÷åííûé, îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô GLTS, â êîòîðîì âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé S, à äóãè îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèåì ïåðåõî-
äîâ òàê, ÷òî äóãà, ïîìå÷åííàÿ t, ñîåäèíÿåò âåðøèíó s ñ âåðøèíîé
s′ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà s

t→ s′.
Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîìó ïîñëåäîâàòåëüíîìó èñïîëíåíèþ äëÿ

LTS ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü ñ íà÷àëîì â âåðøèíå s0

â ãðàôå GLTS.

1.3.2 Ñïåöèôèêàöèÿ ïîâåäåíèÿ: ÿçûê òåìïîðàëüíîé
ëîãèêè

Óäîáíûì ôîðìàëèçìîì äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïà-
ðàëëåëüíûõ ðåàêòèâíûõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåì ïîìå÷åí-
íûõ ïåðåõîäîâ, ÿâëÿåòñÿ ÿçûê òåìïîðàëüíîé ëîãèêè [68]. ßçûê
òåìïîðàëüíîé ëîãèêè îïðåäåëÿåò ïðåäèêàòû íà áåñêîíå÷íûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ñîñòîÿíèé. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû
ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ îïèñûâàþòñÿ, òàêèì îáðàçîì, êàê ñâîéñòâà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîñòîÿíèé âèäà s0 → s1 → s2 → · · · .

ßçûê òåìïîðàëüíîé ëîãèêè ñòðîèòñÿ íàä ÿçûêîì îáû÷íîé ñòà-
òè÷åñêîé ëîãèêè (íàïðèìåð, ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà),
êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñïåöèôèêàöèè ñâîéñòâ ñîñòîÿíèé ñè-
ñòåìû è îáû÷íî çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.
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Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõî-
äîâ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áàçîâûé ÿçûê PL ñîäåðæèò íàáîð àòî-
ìàðíûõ ôîðìóë, à òàêæå ñòàíäàðòíûé íàáîð ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê,
ñîñòîÿùèé èç îòðèöàíèÿ ¬, êîíúþíêöèè ∧, äèçúþíêöèè ∨ è èì-
ïëèêàöèè ⇒.

Ïóñòü LTS = (S, T,→, s0) � ñèñòåìà ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ âñÿêîé àòîìàðíîé ôîðìóëû A áàçî-
âîãî ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà PL îïðåäåëåíî ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå A(s)
ôîðìóëû A â ñîñòîÿíèè s ∈ S. Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè áóäóò èíòåð-
ïðåòèðîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Áóäåì ïèñàòü s |= p, åñëè
çíà÷åíèå ôîðìóëû p ∈ PL â ñîñòîÿíèè s ðàâíî èñòèíå. Ôîðìóëû
òåìïîðàëüíîé ëîãèêè ñòðîÿòñÿ èç ôîðìóë áàçîâîãî ëîãè÷åñêîãî
ÿçûêà PL ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ òåìïîðàëüíûõ îïåðàòîðîâ:© �
îïåðàòîð ñëåäîâàíèÿ, ¤ � îïåðàòîð �âñåãäà�, ♦ � îïåðàòîð �êîãäà-
íèáóäü�, Until � îïåðàòîð �äî òåõ ïîð ïîêà�, Unl � îïåðàòîð
�ïîêà íå� (Unless) è Ã � îïåðàòîð �ïðèâîäèò ê�.

Îïðåäåëåíèå 1.9. ßçûê TL òåìïîðàëüíîé ëîãèêè îïðåäåëèì ïî
èíäóêöèè:

1) PL ⊂ TL;

2) Åñëè ϕ,ψ ∈ TL, òî ϕ ∧ ψ, ϕ ∨ ψ,ϕ ⇒ ψ,¬ϕ ∈ TL;

3) Åñëè ϕ,ψ ∈ TL, òî ©ϕ,¤ϕ,♦ϕ,ϕUntilψ, ϕUnlψ, ϕ Ã ψ ∈
TL.

Ïóñòü òåïåðü w = s0 → s1 → . . . � íåêîòîðîå ïîñëåäîâà-
òåëüíîå èñïîëíåíèå ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ LTS. ×åðåç
~si áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
w, íà÷èíàþùóþñÿ ñ ñîñòîÿíèÿ si, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü si →
si+1 → . . . .

Èñòèííîñòü ôîðìóëû ϕ ∈ TL íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w (îáî-
çíà÷àåòñÿ w |= ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

• Äëÿ ôîðìóëû p ∈ PL ïîëàãàåì w |= p, åñëè s0 |= p.
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• w |= ¬ϕ, åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ w |= ϕ.

• w |= (ϕ ∧ ψ), åñëè w |= ϕ è w |= ψ.

• w |= ©ϕ, åñëè äëÿ ñëåäóþùåãî çà íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì
ñîñòîÿíèÿ s1 âûïîëíÿåòñÿ ~s1 |= ϕ.

• w |= ¤ϕ, åñëè äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ si èç w âûïîëíÿåòñÿ
~si |= ϕ.

• w |= ♦ϕ, åñëè íàéäåòñÿ ñîñòîÿíèå si èç w, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ ~si |= ϕ.

• w |= (ϕUnlψ), åñëè ëèáî äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé si èç w âûïîë-
íÿåòñÿ ~si |= ϕ, ëèáî íàéäåòñÿ ñîñòîÿíèå sj â w òàêîå, ÷òî
~sj |= ψ è äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé sk (k < j) â w âûïîëíÿåòñÿ
~sk |= ϕ.

• w |= (ϕ Ã ψ), åñëè äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ si èç w òàêîãî,
÷òî ~si |= ϕ â w íàéäåòñÿ ñîñòîÿíèå sj , ãäå j ≥ i òàêîå, ÷òî
~sj |= ψ.

• w |= (ϕUntilψ), åñëè w |= (ϕ Ã ψ) è w |= (ϕUnlψ).

Äëÿ ñïåöèôèêàöèè ñâîéñòâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ
ïåðåõîäîâ LTS áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû âèäà (∃)ϕ è (∀)ϕ, ãäå
ϕ ∈ TL � ôîðìóëà òåìïîðàëüíîé ëîãèêè. Áóäåì ïèñàòü LTS |=
(∃)ϕ (èëè ïðîñòî |= (∃)ϕ, åñëè LTS ÿñíî èç êîíòåêñòà) äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò èñïîëíåíèå w äëÿ LTS, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå ôîðìóëå ϕ, ò.å. w |= ϕ. Ôîðìóëà LTS |= (∀)ϕ (èëè ïðîñòî
|= (∀)ϕ) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èñïîëíåíèÿ w äëÿ LTS âûïîë-
íÿåòñÿ w |= ϕ.

Ôîðìóëû ϕ,ψ ∈ TL íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ
ϕ ≈ ψ), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w ñîñòîÿíèé èõ çíà-
÷åíèÿ íà w ñîâïàäàþò.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå ñâÿçûâàþò
ìåæäó ñîáîé òåìïîðàëüíûå ìîäàëüíîñòè.
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¬¤ϕ ≈ ♦¬ϕ;
¬♦ϕ ≈ ¤¬ϕ;
¬(ϕUnlψ) ≈ (¬ϕ)Until (¬ϕ ∧ ¬ψ);
¬(ϕUntilψ) ≈ (¬ψ)Unl (¬ϕ ∧ ¬ψ).

1.3.3 Âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûå ñèñòåìû
ïåðåõîäîâ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà ñåìàíòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåì ïåðå-
õîäîâ ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ òåîðèÿ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûõ
ñèñòåì ïåðåõîäîâ [40, 41].

Îïðåäåëåíèå 1.10. Âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííîé ñèñòåìîé ïå-
ðåõîäîâ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ LTS = (S, T,→, s0), äîïîë-
íåííàÿ îòíîøåíèåì êâàçèïîðÿäêà ≤⊆ S × S, óäîâëåòâîðÿþùèì
ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) îòíîøåíèå ≤ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì êâàçèïîðÿäêîì;

2) êâàçèïîðÿäîê ≤ ñîâìåñòèì ñ îòíîøåíèåì ïåðåõîäîâ →, à
èìåííî, äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé s ≤ q è ïåðåõîäà s

t→ s′ ñóùå-
ñòâóåò ïåðåõîä q → q′, òàêîé ÷òî s′ ≤ q′.

Ñâîéñòâî ñîâìåñòèìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ñëà-
áîé ñèìóëÿöèè â ñìûñëå Ð. Ìèëíåðà [73]. Îíî ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ñëåäóþùåé äèàãðàììû:

s ≤ qy
y

s′ ≤ (∃)q′

1.3.4 Ïîêðûâàþùåå äåðåâî ñèñòåìû ïåðåõîäîâ
Äëÿ àíàëèçà íåêîòîðûõ âàæíûõ ñâîéñòâ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàí-
íûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîêðûâàþùåãî äå-



30 ÃËÀÂÀ 1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

ðåâà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà À. Ôèíêåëåì [39] è ÿâëÿ-
åòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòðóêöèè äëÿ îáûêíîâåí-
íûõ ñåòåé Ïåòðè (ñì., íàïðèìåð, [8]).

Ïóñòü S = 〈LTS,≤〉 � âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïå-
ðåõîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïîêðûâàþùèì äåðåâîì âïîëíå ñòðóêòóðè-
ðîâàííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ S äëÿ ñîñòîÿíèÿ s0 ∈ S íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íîå îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî (ñâÿçíûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô),
òàêîå ÷òî:

1) âåðøèíû äåðåâà ïîìå÷åíû ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû S;
2) êàæäàÿ âåðøèíà îáúÿâëåíà ëèáî æèâîé, ëèáî ìåðòâîé;

3) êîðíþ äåðåâà ïðèïèñàíà ïîìåòêà s0, è ýòà âåðøèíà îáúÿâ-
ëåíà æèâîé;

4) ìåðòâûå âåðøèíû íå èìåþò ïîòîìêîâ;

5) æèâàÿ âåðøèíà ñ ïîìåòêîé s èìååò ïî îäíîìó ïîòîìêó, ïî-
ìå÷åííîìó s′, äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s′ ∈ Succ(s);

6) åñëè íà ïóòè îò êîðíÿ äî íåêîòîðîé âåðøèíû ñ ïîìåòêîé s′

âñòðå÷àåòñÿ âåðøèíà ñ ïîìåòêîé s, òàêîé, ÷òî s ≤ s′, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî s′ ïîêðûâàåò s, è âåðøèíà s′ îáúÿâëÿåòñÿ ìåðòâîé;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå s′ � æèâàÿ âåðøèíà.

Ëèñòüÿ â ïîêðûâàþùåì äåðåâå ïîìå÷åíû ôèíàëüíûìè èëè ïî-
êðûâàþùèìè ñîñòîÿíèÿìè. Äëÿ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñè-
ñòåì ïåðåõîäîâ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷è-
âàåìûì. Áëàãîäàðÿ ýòîìó âñå ïóòè â ïîêðûâàþùåì äåðåâå êîíå÷-
íû, òàê êàê âñÿêèé áåñêîíå÷íûé ïóòü äîëæåí áûë áû ñîäåðæàòü
ïîêðûâàþùóþ âåðøèíó. Â ñèëó ëåììû Êåíèãà î êîíå÷íûõ äåðå-
âüÿõ åñëè ïîêðûâàþùåå äåðåâî íå èìååò áåñêîíå÷íûõ âåòâëåíèé,
òî îíî êîíå÷íî.

Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå 1.7. Åñëè îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≤ ðàçðåøèìî (ò.å.
ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïðîâåðêè èñòèííîñòè s ≤ s′

äëÿ ëþáûõ s è s′) è îòîáðàæåíèå Succ âû÷èñëèìî (ò.å. ñóùåñòâó-
åò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà Succ(s) äëÿ
ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s), òî ïîêðûâàþùåå äåðåâî äëÿ âïîëíå ñòðóê-
òóðèðîâàííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïî-
ñòðîåíî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîêðûâàþùåãî äåðåâà íå òðåáóåòñÿ ñîâìåñòè-
ìîñòü ìåæäó îòíîøåíèÿìè óïîðÿäî÷åííîñòè ≤ è ïåðåõîäà→. Îä-
íàêî èìåííî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè ïîêðûâàþ-
ùåå äåðåâî ñîäåðæèò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ïîâåäå-
íèÿ ñèñòåìû.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ïîäìíîæåñòâî C ⊆ S ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì êî-
íóñîì. Äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî ðàçìåòîê, ñîäåðæàùèõ ôèøêó â íåêîòîðîé çàäàííîé
ïîçèöèè, èëè ìíîæåñòâî ðàçìåòîê, ïðè êîòîðûõ íåêîòîðûé äàí-
íûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ âîçáóæäåííûì. Ïîêðûâàþùåå äåðåâî ïîç-
âîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïåðåõîäîâ ñèñòåìû, ÷òî âñå ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ áó-
äóò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó C?

Íà ÿçûêå òåìïîðàëüíîé ëîãèêè ýòî ñâîéñòâî çàïèøåòñÿ ôîð-
ìóëîé s |= (∃)¤C.

Óòâåðæäåíèå 1.8. Óòâåðæäåíèå s |= (∃)¤C, ãäå C � íåêîòî-
ðûé âåðõíèé êîíóñ, èñòèííî äëÿ ñèñòåìû ïåðåõîäîâ LTS òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîêðûâàþùåå äåðåâî ñèñòåìû ñîäåðæèò
ïóòü îò êîðíÿ ê ëèñòó, â êîòîðîì âñå âåðøèíû èìåþò ïîìåò-
êè èç C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà ïåðåõîäîâ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðóê-
òóðèðîâàííîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê ≤ � ïðàâèëüíûé, âñÿêèé
âåðõíèé êîíóñ C èìååò êîíå÷íûé áàçèñ (ñì. óòâåðæäåíèå 1.3),
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ò. å. ïðåäñòàâèì â âèäå C = {s ∈ S | s ≥ s1 ∨ · · · ∨ s ≥ sk}, è, òà-
êèì îáðàçîì, åñëè îòíîøåíèå ≤ ðàçðåøèìî, òî äëÿ ëþáîãî s ∈ S
ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü êîíóñó C. Åñëè, ê òîìó
æå, âû÷èñëèìà ôóíêöèÿ Succ, òî ïðîâåðêà òîãî, ÷òî âñå âåðøèíû
íåêîòîðîãî ïóòè â êîíå÷íîì ïîêðûâàþùåì äåðåâå èìåþò ïîìåòêè
èç C, ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âûïîëíåíà.

Ïðîâåðêà ñâîéñòâà s |= (∃)¤C äëÿ êîíóñà C, çàäàííîãî ñâî-
èì êîíå÷íûì áàçèñîì, íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé ïîääåðæêè óïðàâ-
ëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ (control state maintainability problem). Òàêèì
îáðàçîì, èç óòâåðæäåíèÿ 1.8 ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 1.9 ([16]). Ïðîáëåìà ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî
ñîñòîÿíèÿ ðàçðåøèìà äëÿ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì
ïåðåõîäîâ ñ ðàçðåøèìûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ≤ è âû÷èñëèìîé
ôóíêöèåé Succ.

Ïóñòü òåïåðü D ⊆ S � íèæíèé êîíóñ, ò.å. äëÿ ëþáûõ x ∈ D
è y ∈ S åñëè y ≤ x, òî y ∈ D. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè D � íèæíèé
êîíóñ, òî åãî äîïîëíåíèå C = S \ D ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì êîíóñîì.
Êî-áàçèñîì D áóäåì íàçûâàòü áàçèñ C = S \D.

Äâîéñòâåííîé ê ïðîáëåìå ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿ-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà íåèçáåæíîñòè (inevitability problem): ïî
äàííîìó êîíå÷íîìó êî-áàçèñó íèæíåãî êîíóñà D è íà÷àëüíîìó
ñîñòîÿíèþ s0 îïðåäåëèòü, âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå âû÷èñëåíèå ïðè-
âîäèò ê íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ èç D. Íà ÿçûêå òåìïîðàëüíîé ëî-
ãèêè ýòî îçíà÷àåò ïðîâåðêó óòâåðæäåíèÿ s |= (∀)♦D. Â êà÷åñòâå
äâîéñòâåííîãî ê óòâåðæäåíèþ 1.9 ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 1.10 ([16]). Ïðîáëåìà íåèçáåæíîñòè ðàçðåøèìà
äëÿ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ ñ ðàçðåøèìûì
îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ≤ è âû÷èñëèìîé Succ.

×àñòíûì, íî î÷åíü âàæíûì, ñëó÷àåì ïðîáëåìû íåèçáåæíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îñòàíîâà: ïî äàííîìó íà÷àëüíîìó ñîñòî-
ÿíèþ s0 îïðåäåëèòü, âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå âû÷èñëåíèå çàâåðøà-
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åòñÿ, ò. å. ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó ôèíàëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Ìíî-
æåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ íèæíèì êîíóñîì â ñèëó
ñâîéñòâà ñîâìåñòèìîñòè âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì ïåðå-
õîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêîå ñîñòîÿíèå s, êîòîðîå ìåíüøå íåêî-
òîðîãî ôèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s′, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ôèíàëüíûì, ò. ê.
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîä t, êîòîðûé ìîæåò ñðàáîòàòü â s, ìîã
áû ñðàáîòàòü è â s′.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïðîáëåìà îñòàíîâà ðàçðåøèìà äëÿ âïîëíå
ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ ñ ðàçðåøèìûì îòíîøå-
íèåì ïîðÿäêà ≤ è âû÷èñëèìîé Succ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî âñÿêîå âû÷èñëåíèå â
ñèñòåìå ïåðåõîäîâ çàâåðøàåòñÿ, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå ëèñòüÿ
â êîíå÷íîì ïîêðûâàþùåì äåðåâå ñèñòåìû è óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå
îíè ïîìå÷åíû ôèíàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè.

1.3.5 Ìåòîä íàñûùåíèÿ
Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì â ñåìàíòè÷åñêîì àíàëèçå äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà äîñòèæèìîñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè s0

∗→ s äëÿ äâóõ äàííûõ
ñîñòîÿíèé s0 è s.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðåøàòü ïðîáëåìó äîñòèæèìîñòè, ÷àñòî
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðîâåðêîé òîãî, ÷òî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî
ñîñòîÿíèå, ïîêðûâàþùåå äàííîå ñîñòîÿíèå s, ò. å. ñîñòîÿíèå s′ ≥ s.

Ïðîáëåìà ïîêðûòèÿ: äëÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ s0 è çàäàííîãî
ñâîèì êîíå÷íûì áàçèñîì âåðõíåãî êîíóñà C ïðîâåðèòü äîñòèæè-
ìîñòü èç s0 ñîñòîÿíèÿ, ïîïàäàþùåãî â C, ò. å. ïðîâåðèòü èñòèí-
íîñòü ôîðìóëû s0 |= (∃)♦C. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ C = ↑s, ãäå s �
íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ïðîáëåìà ïîêðûòèÿ ñîñòîèò â ïðî-
âåðêå äîñòèæèìîñòè èç ñîñòîÿíèÿ s0 ñîñòîÿíèÿ s′ ≥ s.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîêðûòèÿ â ñëó÷àå âïîëíå ñòðóêòóðè-
ðîâàííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä íàñûùåíèÿ (satu-
ration method, [41, 16]), îñíîâàííûé íà ñâîéñòâå ñòàáèëèçàöèè âîç-
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ðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðõíèõ êîíóñîâ (ñì. óòâåðæäå-
íèå 1.4).

Ïóñòü LTS = 〈S,→,≤〉 � âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñèñòå-
ìà ïåðåõîäîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ↑X =def {y ∈ S | (∃x ∈ X) :
y ≥ x}, ãäå X ⊆ S. ×åðåç Pred (s) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
{s′ ∈ S | s → s′} íåïîñðåäñòâåííûõ ïðåäøåñòâåííèêîâ ñîñòîÿ-
íèÿ s. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé X ⊆ S ïîëàãàåì
Pred (X) =def ∪s∈XPred (s).

Ïóñòü C � âåðõíèé êîíóñ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
C0 ⊆ C1 ⊆ . . . , ãäå C0 =def C, Ci+1 =def Ci ∪ Pred (Ci). ×å-
ðåç Pred ∗(C) îáîçíà÷èì ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü
Pred ∗(C) =def ∪i≥0Ci. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîêðûòèÿ äëÿ çàäàí-
íûõ ñîñòîÿíèé s0 è s ñîñòîèò â ïðîâåðêå òîãî, ÷òî s ∈ Pred ∗(↑s0).

Óòâåðæäåíèå 1.11. Åñëè C ⊂ S � âåðõíèé êîíóñ (îòíîñèòåëü-
íî âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåìîãî ïîðÿäêà ≤), òî Pred ∗(C) òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðõíèì êîíóñîì (îòíîñèòåëüíî ≤).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè C � âåðõíèé êî-
íóñ, òî Pred (C) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì êîíóñîì. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü ñîñòîÿíèå s ∈ Pred (C), ò.å. ñóùåñòâóåò s′ ∈ C, òàêîå ÷òî
s → s′, è ïóñòü r ≥ s. Ïî ñâîéñòâó ñîâìåñòèìîñòè íàéäåòñÿ ñîñòî-
ÿíèå r′ òàêîå, ÷òî r → r′ è r′ ≥ s′, ò.å. r ∈ Pred (r′) è r′ ∈ C. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî r ∈ Pred (C).

Ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå äâóõ âåðõíèõ êîíóñîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
âåðõíèì êîíóñîì, ïðèìåíèâ èíäóêöèþ, èç äîêàçàííîãî ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî i > 0 ìíîæåñòâî Ci, ãäå C0 =def C, Ci+1 =def
Ci ∪ Pred (Ci), òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì êîíóñîì.

Ïóñòü òåïåðü s ∈ Pred ∗(C). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i > 0 âûïîë-
íÿåòñÿ s ∈ Ci. Ïîñêîëüêó Ci � âåðõíèé êîíóñ, èç r ≥ s ñëåäóåò
r ∈ Pred i(C), à, çíà÷èò, è r ∈ Pred ∗(C).

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ 1.4 ñëå-
äóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C0 ⊆ C1 ⊆ . . . , ãäå C0 =def C,
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Ci+1 =def Ci ∪ Pred (Ci), ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî k âûïîëíÿåòñÿ Ck = Ck+1 = · · · = Pred∗(C). Çàìåòèì, ÷òî
ñòàáèëèçàöèÿ íàñòóïàåò ïîñëå òîãî, êàê â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìíîæåñòâà îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.

Ìíîæåñòâî Pred∗(C) ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíî ïðè
óñëîâèè åùå îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âïîëíå ñòðóêòóðèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ S = 〈LTS,≤〉 èìååò ýôôåêòèâíûé
ïðåäáàçèñ, åñëè äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S ìîæåò áûòü ýôôåê-
òèâíî âû÷èñëåí êîíå÷íûé áàçèñ pb (s) ìíîæåñòâà Pred (↑s).

Ïóñòü âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ S = 〈LTS,
≤〉 èìååò ýôôåêòèâíûé ïðåäáàçèñ. Äëÿ âåðõíåãî êîíóñà C ñ êî-
íå÷íûì áàçèñîì Cb ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B0, B1, . . . ìíî-
æåñòâ òàêèõ, ÷òî B0 =def Cb è Bi+1 =def Bi ∪ pb (Bi). Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ↑B0 ⊆ ↑B1 ⊆ . . . . Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.4 ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Ïóñòü m � ïåðâûé èíäåêñ,
äëÿ êîòîðîãî ↑Bm = ↑Bm+1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.12. Ïðè îïðåäåëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ

1) ↑Bm = ↑∪i∈NBi;

2) ↑∪i∈NBi = Pred ∗(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äèñòðèáóòèâ-
íîñòè îïåðàöèé Pred è ↑ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ,
à òàêæå èç òîãî, ÷òî åñëè äëÿ ìíîæåñòâ R è R′ âûïîëíÿåòñÿ
↑R = ↑R′, òî ↑pb (R) = ↑pb (R′).

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Èíäóêöèåé ïî n ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî Bn ⊆ ↑Bn ⊆ Pred ∗(C)(= ↑Pred ∗(C)).

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäáàçèñà ñëåäóåò, ÷òî
↑Pred n(C) ⊆ ↑Bn è, ñëåäîâàòåëüíî,

Pred ∗(C) ⊆ ∪i∈N ↑Bi ⊆ ↑∪i∈NBi ⊆ ↑Pred ∗(C).



36 ÃËÀÂÀ 1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîêðûòèÿ îñíîâàíî íà ñëå-
äóþùåì óòâåðæäåíèè:

Óòâåðæäåíèå 1.13 ([40]). Ïóñòü âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííàÿ
ñèñòåìà ïåðåõîäîâ S = 〈LTS,≤〉 èìååò ýôôåêòèâíûé ïðåäáàçèñ è
ðàçðåøèìîå îòíîøåíèå ≤. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðî-
öåäóðà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî áàçèñà ìíîæåñòâà Pred ∗(C) ïî ïðî-
èçâîëüíîìó âåðõíåìó êîíóñó C, çàäàííîìó ñâîèì êîíå÷íûì áàçè-
ñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ìîæíî ýôôåêòèâíî
ïîðîæäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B0, B1, . . . , ïîñêîëüêó êàæäîå
ìíîæåñòâî Bi êîíå÷íî è pb ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ. Èç ðàçðåøè-
ìîñòè ≤ ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü ïðîâåðêè ↑B = ↑B′ äëÿ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ B è B′, è, ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ m, íà÷èíàÿ ñ êîòîðî-
ãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
âû÷èñëåí. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì Bm � âû÷èñëèìûé áàçèñ âåðõ-
íåãî êîíóñà Pred ∗(C).

Òåîðåìà 1.4 ([40]). Ïðîáëåìà ïîêðûòèÿ ðàçðåøèìà äëÿ âïîëíå
ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ, èìåþùèõ ýôôåêòèâíûé
ïðåäáàçèñ è ðàçðåøèìîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≤.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîáëåìà ïîêðûòèÿ ñîñòîèò â ïðîâåðêå s0 ∈
Pred ∗(↑s) äëÿ äâóõ äàííûõ ñîñòîÿíèé s0 è s. Ñîãëàñíî óòâåðæäå-
íèþ 1.13 ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü êîíå÷íûé áàçèñ B ìíî-
æåñòâà Pred ∗(↑s). Òîãäà ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå s0 ∈↑B. Â
ñèëó ðàçðåøèìîñòè ≤ ïðîâåðêà s0 ∈↑B äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
B òàêæå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âûïîëíåíà.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà áîëåå îáùåãî ñâîé-
ñòâà s ∈ Pred ∗(↑C) äëÿ âåðõíåãî êîíóñà C, çàäàííîãî ñâîèì êî-
íå÷íûì áàçèñîì b1, . . . , bk, èìååì ↑C = ∪i=1,...,k ↑bi, è äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè s ∈ Pred ∗(↑ bi) äëÿ íåêîòîðîãî
i = 1, . . . , k.



Ãëàâà 2

Îäíîóðîâíåâûå ñåòè Ïåòðè

2.1 Cåòè Ïåòðè
Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò äàíû áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ ñåòåé Ïåòðè.

2.1.1 Ñåòè
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñåòü N = (PN , TN , FN ) åñòü äâóäîëüíûé îðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí PN ∪TN , ãäå
PN ∩ TN = ∅, è ìíîæåñòâîì äóã FN ⊆ (PN × TN ) ∪ (TN × PN ).

Êàê ïðàâèëî, âìåñòî PN , TN , FN ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî P, T ,
F . Ýëåìåíòû P = {p, ...} íàçûâàþòñÿ ïîçèöèÿìè è èçîáðàæàþòñÿ
êðóæêàìè, ýëåìåíòû T = {t, . . . } íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäàìè è èçîá-
ðàæàþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè, îðèåíòèðîâàííûå äóãè èç F èçîá-
ðàæàþòñÿ ñòðåëêàìè, ñîåäèíÿþùèìè íåêîòîðûå ïîçèöèè è ïåðå-
õîäû. ×åðåç (u, v) áóäåì îáîçíà÷àòü äóãó, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû
u è v.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü N = (P, T, F ) åñòü ñåòü. Åñëè (u, v) ∈
F , òî ãîâîðÿò, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ýëåìåíòîì äëÿ v, à v �
âûõîäíûì ýëåìåíòîì äëÿ u â N . Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòíîøåíèå
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F ÿñíî èç êîíòåêñòà, ÷åðåç •u áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî {v ∈
(P ∪T ) | (v, u) ∈ F} âõîäíûõ è ÷åðåç u• � ìíîæåñòâî {v ∈ (P ∪T ) |
(u, v) ∈ F} âûõîäíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ âåðøèíû u.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâ U ⊆ (P ∪ T ) ïîëàãàåì •U =def
⋃

u∈U
•x è

U• =def
⋃

u∈U x•.

2.1.2 Îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè
Îïðåäåëåíèå 2.3. Îáûêíîâåííîé ñåòüþ Ïåòðè íàçûâàåòñÿ íà-
áîð PN = (N, W ), ãäå N = (P, T, F ) åñòü êîíå÷íàÿ ñåòü (ò.å. ìíî-
æåñòâî P ∪ T êîíå÷íî), W : F → N \ {0} � ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ
êðàòíîñòü äóã.

Íà îñíîâå îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè F è ôóíêöèè êðàòíîñòè
äóã W ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ èíöèäåíòíîñòè, êîòîðóþ ìû
òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F . Ïîëàãàåì

F (x, y) =
{

n, åñëè xFy ∧W (x, y) = n,

0, åñëè ¬(xFy).

Òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåòêîé ñåòè Ïåò-
ðè. Ñëîâà `ñîñòîÿíèå' è `ðàçìåòêà' ïðèìåíèòåëüíî ê ñåòè Ïåòðè
ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü äàëåå êàê ñèíîíèìû.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü PN = (P, T, F, W ) � îáûêíîâåííàÿ ñåòü
Ïåòðè. Ðàçìåòêîé ñåòè PN íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà M : P → N.
Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìåòîê ñåòè PN áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M(PN).

Ìàðêèðîâàííîé ñåòüþ áóäåì íàçûâàòü ïàðó (PN,M0) � ñåòü
Ïåòðè PN âìåñòå ñ íåêîòîðîé âûäåëåííîé ðàçìåòêîé, íàçûâàåìîé
íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé ñåòè PN.

Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î ÷åì èäåò ðå÷ü, ìàðêèðîâàííóþ ñåòü
áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ñåòüþ.

Ýëåìåíòû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñåòè ãðàôè÷åñêè âûäåëÿþòñÿ
ôèøêàìè (÷åðíûìè òî÷êàìè) âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóæêîâ.

Îïðåäåëèì ïîâåäåíèå ñåòè Ïåòðè.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü PN = (P, T, F, W ) � îáûêíîâåííàÿ ñåòü
Ïåòðè. Ïåðåõîä t ∈ T ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M , åñëè
äëÿ ëþáîé ïîçèöèè p ∈ •t : M(p) ≥ F (p, t).

Ïóñòü íåêîòîðûé ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì â ñîñòîÿíèè
M . Òîãäà ñîñòîÿíèå M ′ òàêîå, ÷òî M ′(p) = M(p) − F (p, t) äëÿ
âñåõ p ∈ •t, M ′(p) = M(p) + F (t, p) äëÿ p ∈ t•, è M ′(p) = M(p)
äëÿ p 6∈ (•t ∪ t•), íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñðàáàòûâàíèÿ t ïðè
ðàçìåòêå M . Â ýòîì ñëó÷àå òðîéêà (M, t,M ′) íàçûâàåòñÿ øàãîì
ñðàáàòûâàíèÿ â PN è îáîçíà÷àåòñÿ M [t〉M ′. Åñëè íå âàæíî, êàêîé
èìåííî ïåðåõîä ñðàáîòàë, ïèøåì M [ 〉M ′

Ðàçìåòêà íàçûâàåòñÿ òóïèêîâîé, åñëè ïðè ýòîé ðàçìåòêå íå
ìîæåò ñðàáîòàòü íè îäèí èç ïåðåõîäîâ ñåòè.

Äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñðàáàòûâàíèé R ñåòè PN
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ êîìáè-
íàöèÿ øàãîâ â PN:M0[t1〉M1[t2〉M2 . . ., ãäå M0 åñòü íà÷àëüíàÿ ðàç-
ìåòêà ñåòè PN.

Ðàçìåòêà M ñåòè PN íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé, åñëè äëÿ íåêî-
òîðîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàáàòûâàíèé
M0[t1〉M1[t2〉M2 . . . [tn〉Mn âûïîëíÿåòñÿ Mn = M .

Àíàëîãè÷íî, ïåðåõîä t ∈ T ñåòè PN íàçûâàåòñÿ äîñòèæè-
ìûì, åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòû-
âàíèé M0[t1〉M1[t2〉M2 . . . [tn〉Mn, â êîòîðîé tn = t.

Ïîñëåäîâàòåëüíûì èñïîëíåíèåì ñåòè PN íàçûâàåòñÿ äîïóñòè-
ìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñðàáàòûâàíèé, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåíà.

Íà ðèñóíêå 2.1 ïðèâåäåí ïðèìåð îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè,
ìîäåëèðóþùåé õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ ñèíòåçà âîäû èç âîäîðîäà è
êèñëîðîäà. Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà ïîêàçàíà ñåòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ
â ðåçóëüòàòå ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà. Ïîñëå ýòîãî ñðàáàòûâàíèÿ
íîâîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà óæå íåâîçìîæíî èç-çà íåäîñòàòî÷-
íîñòè ðåñóðñîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ôèøêàìè âî âõîäíûõ ïîçèöèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëíåíèå ñåòè PN åñòü
ëèáî áåñêîíå÷íàÿ äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòûâàíèé,
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ëèáî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M0[t1〉M1[t2〉M2 . . . [tn〉Mn,
â êîòîðîé ðàçìåòêà Mn ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé.

Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ äîïóñòèìûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ñðàáàòûâàíèÿ ñåòè PN ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïóòåé â íåêîòîðîì êîíå÷íîì ãðàôå.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ãðàôîì ïåðåõîäîâ GPN ñåòè PN íàçîâåì îðè-
åíòèðîâàííûé ïîìå÷åííûé ãðàô ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé, â êîòî-
ðîì

• âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ âñå äîñòèæèìûå ðàçìåòêè ñåòè PN;

• íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè PN ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííîé âåðøèíîé
ãðàôà GPN;

• äóãè ãðàôà GPN ïîìå÷åíû ïåðåõîäàìè ñåòè PN;

• â ãðàôå GPN âåðøèíû M1 è M2 ñîåäèíåíû ñòðåëêîé, ïî-
ìå÷åííîé ïåðåõîäîì t, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
M1[t2〉M2 åñòü øàã ñðàáàòûâàíèÿ ñåòè PN.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü PN � ñåòü, GPN � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé åé ãðàô ïåðåõîäîâ. Òîãäà

1) Ëþáîé îðèåíòèðîâàííûé ïóòü â ãðàôå GPN çàäàåò äîïó-
ñòèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòûâàíèé ñåòè PN.
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2) Ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ
îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé ãðàôà GPN ñ íà÷àëîì â âûäåëåííîé
âåðøèíå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
èñïîëíåíèé ñåòè PN.

2.1.3 Ýëåìåíòàðíûå ñåòè Ïåòðè
Â ýëåìåíòàðíûõ ñåòÿõ Ïåòðè ðàçðåøàþòñÿ òîëüêî ðàçìåòêè, â êî-
òîðûõ êàæäàÿ ïîçèöèÿ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ôèøêè. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà ìîæåò ïåðåìåùàòü èç íåêîòîðîé
ïîçèöèè èëè äîáàâëÿòü â íåêîòîðóþ ïîçèöèþ íå áîëåå îäíîé ôèø-
êè. Ïîýòîìó âåñà âñåõ äóã â ýëåìåíòàðíîé ñåòè îäèíàêîâû è ðàâíû
1, à â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòàðíîé ñåòè ôóíêöèÿ W îòñóòñòâóåò.

Ïîçèöèÿ p â ýëåìåíòàðíîé ñåòè ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê
íåêîòîðîå óñëîâèå (âûñêàçûâàíèå). Â çàäàííîé ðàçìåòêå óñëîâèå
p ìîæåò áûòü ëèáî èñòèííî (ïîçèöèÿ p ñîäåðæèò ôèøêó), ëèáî
ëîæíî (ïîçèöèÿ p ïóñòà). Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåòêà ýëåìåíòàð-
íîé ñåòè çàäàåòñÿ êàê íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïîçè-
öèé (óñëîâèé, èñòèííûõ â äàííîì ñîñòîÿíèè).

Îáû÷íî ýëåìåíòàðíîé ñåòüþ íàçûâàþò óæå ìàðêèðîâàííóþ
ñåòü, ò. å. íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà âêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèå ýëåìåí-
òàðíîé ñåòè.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïàðà EN = (N,M0), â êîòîðîé N = (P, T, F )
åñòü êîíå÷íàÿ ñåòü, M0 ⊆ P � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P , íàçû-
âàåìîå íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé ñåòè EN, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé
ñåòüþ Ïåòðè (E-ñåòüþ).

Êàê è â îáûêíîâåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè, ýëåìåíòû íà÷àëüíîé ðàç-
ìåòêè ãðàôè÷åñêè ïîìå÷àþòñÿ ÷åðíûìè òî÷êàìè â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïîçèöèÿõ.

Ïîñêîëüêó ïîçèöèÿ â E-ñåòè ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîé
ìåòêè, ñðàáàòûâàíèå íåêîòîðîãî ïåðåõîäà t âîçìîæíî òîëüêî ïðè
óñëîâèè, ÷òî âûõîäíûå äëÿ t ïîçèöèè íå ñîäåðæàò ôèøåê (èíà÷å
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ñðàáàòûâàíèå t ïðèâåëî áû ê äîáàâëåíèþ â íåêîòîðóþ ïîçèöèþ
âòîðîé ôèøêè).

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü PN = (N, M0) � íåêîòîðàÿ E-ñåòü, ãäå
N = (P, T, F ).

• Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî M ⊆ P åñòü ðàçìåòêà.

• Ïåðåõîä t ∈ T ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M , åñëè
•t ⊆ M è (t• \ •t) ∩M = ∅.

• Ïóñòü íåêîòîðûé ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå
M . Òîãäà M ′ ≡ (M \ •t)∪ t• íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñðàáà-
òûâàíèÿ t ïðè ðàçìåòêå M . Â ýòîì ñëó÷àå òðîéêà (M, t,M ′)
íàçûâàåòñÿ øàãîì â EN è îáîçíà÷àåòñÿ M [t〉M ′.

Ïîíÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëíåíèÿ, à òàêæå äîñòèæèìûõ
ñîñòîÿíèÿ è ïåðåõîäà äëÿ E-ñåòåé îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ
îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè, â ýëå-
ìåíòàðíûõ ñåòÿõ óñëîâèå àêòèâíîñòè íåêîòîðîãî ïåðåõîäà t çàâè-
ñèò íå òîëüêî îò ðàçìåòêè åãî âõîäíûõ ïîçèöèé, íî è îò íàëè÷èÿ
ôèøåê â âûõîäíûõ ïîçèöèÿõ. Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïåðåõîä íå ìîæåò
ñðàáîòàòü ïî ïðè÷èíå íàëè÷èÿ ôèøêè â åãî âûõîäíîé ïîçèöèè,
íàçûâàåòñÿ êîíòàêòîì.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Êîíòàêò â E-ñåòè EN îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðà
(M, t), ãäå M � äîñòèæèìîå ñîñòîÿíèå, t � ïåðåõîä â EN, òàêèå
÷òî •t ⊆ M è (t• \ •t) ∩M 6= ∅.

E-ñåòü íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíî-ñâîáîäíîé, åñëè îíà íå èìååò
êîíòàêòîâ.

Íà ðèñóíêå 2.2 ïðèâåäåí ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð ýëåìåíòàð-
íîé ñåòè Ïåòðè EN , âçÿòûé íàìè èç [85]. Ýòà ñåòü ìîäåëèðóåò
ðàáîòó àãåíòñòâà ïî ïðîäàæå àâòîìîáèëåé. Ýëåìåíòàðíàÿ ñåòü
EN îïèñûâàåò ñèñòåìó ñ òî÷êè çðåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ àãåíòñòâîì
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Ðèñ. 2.2: Ýëåìåíòàðíàÿ ñåòü EN

îäíîãî êëèåíòà. Êàæäàÿ ïîçèöèÿ ñåòè ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ
ýòîãî êëèåíòà èëè àãåíòñòâà, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì
âûñêàçûâàíèåì, ïðèíèìàþùåì çíà÷åíèå �èñòèíà� èëè �ëîæü�. Íà-
÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äàííîé ñåòè çàäàåòñÿ ïîçèöèåé �êëèåíò íóæäà-
åòñÿ â ìàøèíå�.

2.1.4 Ñåòè ïîçèöèé/ïåðåõîäîâ
Êàê è â îáûêíîâåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè, â ñåòÿõ ïîçèöèé/ïåðåõîäîâ
ïîçèöèè ìîãóò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî ôèøåê, à äóãè ïîìå÷åíû âå-
ñàìè, çàäàþùèìè èõ êðàòíîñòü. Êðàòíîñòü äóãè ñîîòâåòñòâóåò
÷èñëó ôèøåê, îäíîâðåìåííî �ïåðåíîñèìûõ� ïî ýòîé äóãå. Îòëè÷èå
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ñåòåé ïîçèöèé/ïåðåõîäîâ îò îáûêíîâåííûõ ñåòåé ñîñòîèò â òîì,
÷òî êàæäîé ïîçèöèè ïðèïèñàíà åìêîñòü � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ôèøåê, êîòîðûå ýòà ïîçèöèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ñåòüþ ïîçèöèé/ïåðåõîäîâ (P/T-ñåòüþ) íà-
çûâàåòñÿ ÷åòâåðêà PTN = (N,K, W,M0), ãäå N = (P, T, F ) åñòü
êîíå÷íàÿ ñåòü, K : P → N \ {0}, W : F → N \ {0} � ôóíê-
öèè, çàäàþùèå åìêîñòü ïîçèöèé è êðàòíîñòü äóã ñîîòâåòñòâåííî,
M0 : P → N � ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ íà÷àëüíóþ ðàçìåòêó ñåòè.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíàÿ ñåòü � ýòî òàêàÿ ñåòü ïîçèöèé/
ïåðåõîäîâ, â êîòîðîé åìêîñòè âñåõ ïîçèöèé è êðàòíîñòè âñåõ äóã
ðàâíû 1.

Íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè ãðàôè÷åñêè îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ÷èñëîì ÷åðíûõ òî÷åê â ïîçèöèÿõ ñåòè.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ïóñòü PTN = (N,K, W,M0) � íåêîòîðàÿ
P/T-ñåòü, ãäå N = (P, T, F ). Ðàçìåòêîé ñåòè PTN íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ âèäà M : P → N.

Ïåðåõîä t ∈ T ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M , åñëè äëÿ
ëþáîé ïîçèöèè p ∈ •t : M(p) ≥ W (p, t) è äëÿ ëþáîé ïîçèöèè
q ∈ t• : M(q) + W (t, q) ≤ K(q).

Ïóñòü íåêîòîðûé ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå
M . Òîãäà ðàçìåòêà M ′ òàêàÿ, ÷òî M ′(p) = M(p)−W (p, t) äëÿ âñåõ
p ∈ •t, M ′(p) = M(p)+W (t, p) äëÿ p ∈ t•, è M ′(p) = M(p) äëÿ p 6∈
(•t ∪ t•), íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñðàáàòûâàíèÿ t ïðè ðàçìåòêå
M . Òðîéêà (M, t, M ′) íàçûâàåòñÿ øàãîì â PTN è îáîçíà÷àåòñÿ
M [t〉M ′.

Ïîíÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëíåíèÿ, à òàêæå äîñòèæèìî-
ãî ñîñòîÿíèÿ è ïåðåõîäà äëÿ P/T-ñåòåé îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê
è äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Êàê è äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñåòåé, äëÿ P/T-ñåòåé âîçìîæíû ñè-
òóàöèè êîíòàêòà.
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Îïðåäåëåíèå 2.12. Êîíòàêò â P/T-ñåòè PTN îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïàðà (M, t), ãäå M � äîñòèæèìàÿ ðàçìåòêà, t � ïåðåõîä â PTN,
òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîé ïîçèöèè p ∈ •t : M(p) ≥ W (p, t) è íàéäåòñÿ
òàêàÿ ïîçèöèÿ q ∈ t•, ÷òî M(q) + W (t, q) > K(q).

P/T-ñåòü íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíî-ñâîáîäíîé, åñëè îíà íå èìååò
êîíòàêòîâ.

2.2 Ñåòè Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ
Ñåòè Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè îñî-
áåííîñòÿìè:

• ðàçìåòêà ñåòè çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäèâèäóàëüíûõ, ò. å.
ðàçëè÷èìûõ ìåæäó ñîáîé ôèøåê;

• ïîçèöèè ìîãóò ñîäåðæàòü êîðòåæè (n-êè) èíäèâèäóàëüíûõ
ôèøåê; ðàçìåð êîðòåæà îïðåäåëÿåòñÿ àðíîñòüþ ïîçèöèè;

• ïåðåõîäû ìîãóò ñðàáàòûâàòü â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ, óäàëÿÿ
ôèøêè èç îäíèõ ïîçèöèé è äîáàâëÿÿ èõ â äðóãèå, ïðè ýòîì
åäèíñòâåííûì àïðèîðíûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâà-
íèå ëîêàëüíîñòè, ò. å. â ëþáîì ðåæèìå ïåðåõîä ìîæåò óäà-
ëÿòü ôèøêè òîëüêî èç ñâîèõ âõîäíûõ ïîçèöèé è äîáàâëÿòü
òîëüêî â âûõîäíûå ïîçèöèè.

2.2.1 Áàçèñíûå ñåòè Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ
Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ñàìîå îáùåå îïðåäåëåíèå ñåòè Ïåòðè âûñîêîãî
óðîâíÿ [90].

Îïðåäåëåíèå 2.13. Áàçèñíîé ñåòüþ Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ íà-
çûâàåòñÿ íàáîð BHL = (N, D,Φ,W,K, M0), ãäå

1) N = (P, T, F ) � ñåòü, ïðè ýòîì êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P ñî-
ïîñòàâëåíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 1, íàçûâàåìîå àðíîñòüþ
ïîçèöèè p.
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2) D � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P íåêî-
òîðûé íåïóñòîé äîìåí D(p). Ýëåìåíòàìè D(p) ÿâëÿþòñÿ
êîðòåæè èíäèâèäóàëüíûõ ôèøåê. Ðàçìåðíîñòü âñåõ êîðòå-
æåé èç D(p) ñîâïàäàåò ñ àðíîñòüþ ïîçèöèè p.

3) Ðàçìåòêîé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå M : P → M(D(p)),
ò. å. ðàçìåòêà ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïîçèöèè ñåòè íåêîòîðîå
ìóëüòèìíîæåñòâî (âîçìîæíî ïóñòîå) êîðòåæåé � ýëåìåíòîâ
èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ïîçèöèè äîìåíà.

4) K : P → M(D(p)) � ôóíêöèÿ åìêîñòè ïîçèöèé, êîòîðàÿ
èìååò òå æå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèé, ÷òî è ôóíê-
öèÿ ðàçìåòêè, íî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé çíà÷åíèå K(p)(a)
ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíî äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ D(p). Â êà÷å-
ñòâå ðàçðåøåííîé ðàçìåòêè ñåòè áóäóò äîïóñêàòüñÿ òîëüêî
ðàçìåòêè M , äëÿ êîòîðûõ M(p)(a) ≤ K(p)(a), åñëè çíà÷åíèå
åìêîñòè îïðåäåëåíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå K(p)(a) çà-
äàåò ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå â ïîçèöèè p êîëè÷åñòâî ýê-
çåìïëÿðîâ êîðòåæà a.

5) Φ � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ïåðåõîäó t íåêîòî-
ðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåæèìîâ ñðàáàòûâàíèÿ Φ(t).

6) W �ôóíêöèÿ, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî F äóã ñåòè N . Äóãå (p, t) ôóíêöèÿ W ñîïîñòàâëÿåò
çíà÷åíèå W (p, t) ∈M(D(p)×Φ(t)), ñîîòâåòñòâåííî, W (t, p) ∈
M(Φ(t) × D(p)). Ñîäåðæàòåëüíî W (p, t) îïðåäåëÿåò ìóëü-
òèìíîæåñòâî ôèøåê, óäàëÿåìûõ èç ïîçèöèè p, à W (t, p) �
ìóëüòèìíîæåñòâî ôèøåê, äîáàâëÿåìûõ â ïîçèöèþ p â ðå-
çóëüòàòå ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà t â ðåæèìå Φ(t).

7) M0 � íåêîòîðàÿ âûäåëåííàÿ ðàçìåòêà ñåòè, íàçûâàåìàÿ íà-
÷àëüíîé ðàçìåòêîé.

Ïîâåäåíèå ñåòè BHL îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Îïðåäåëåíèå 2.14. Ïóñòü BHL = (N, D,Φ,W,K, M0) � áàçèñ-
íàÿ ñåòü Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ. Ïåðåõîä t ñåòè BHL ÿâëÿåòñÿ àê-
òèâíûì â ðåæèìå φ ∈ Φ(t) ïðè ðàçìåòêå M , åñëè
∀p ∈ •t, ∀a ∈ D(p) : W (p, t)(a, φ) ≤ M(p)(a) è
∀p ∈ t•, ∀a ∈ D(p) : M(p)(a) + W (t, p)(φ, a) ≤ K(p)(a).
Åìêîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
çíà÷åíèå K(p)(a) îïðåäåëåíî.

Åñëè ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì, òî ñðàáàòûâàíèå t â ðåæèìå
φ ïåðåâîäèò ðàçìåòêó M â ðàçìåòêó M ′, ãäå M(p) = M ′(p) äëÿ
p 6∈ •t ∪ t• è äëÿ p ∈ •t ∪ t• è a ∈ D(p) èìååì:
M ′(p)(a) = M(p)(a)−W (p, t)(a, φ) + W (t, p)(φ, a).

×åðåç M [t[φ]〉M ′ áóäåì îáîçíà÷àòü ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t â
ðåæèìå φ, ïåðåâîäÿùåå ðàçìåòêó M â ðàçìåòêó M ′.

2.2.2 Ïðåäèêàòíûå ñåòè Ïåòðè
Èçâåñòíî íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ñåòåé Ïåòðè âûñîêîãî
óðîâíÿ. Ïðåäèêàòíûå ñåòè (PrT-ñåòè) áûëè ââåäåíû Ã. Ãåíðèõîì
è Ê. Ëàóòåíáàõîì [43].

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ PrT-ñåòåé.

ßçûê L îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàáîð ñèìâîëîâ îòíîøåíèé, ôóíêöè-
îíàëüíûõ ñèìâîëîâ è (èíäèâèäóàëüíûõ) ñèìâîëîâ êîíñòàíò. Êàæ-
äîìó ñèìâîëó îòíîøåíèÿ ïðèïèñàíà åãî àðíîñòü n ≥ 1, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó ïðèïèñàíî ÷èñëî åãî àðãó-
ìåíòîâ m ≥ 1.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî çàäàíû áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
Var èíäèâèäóàëüíûõ ïåðåìåííûõ è ñòàíäàðòíûé íàáîð ëîãè÷å-
ñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ. Òåðìû θ, . . . è ôîðìóëû ϕ, . . . ÿçûêà L
îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì.

Ìîäåëüþ ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ïàðà U = (A, I), ãäå A � äîìåí,
I � ôóíêöèÿ èíòåðïðåòàöèè, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ñèìâîëàì ÿçûêà L
ñîîòâåòñòâóþùèå îòíîøåíèÿ, ôóíêöèè è êîíñòàíòíûå ýëåìåíòû
íàä A.
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Îçíà÷èâàíèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå b : Var → A. Çíà÷å-
íèå θ[b] òåðìà θ ïðè îçíà÷èâàíèè b îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè
îáû÷íûì îáðàçîì. Äëÿ êîðòåæà òåðìîâ θ = (θ1, . . . , θn) ïîëàãàåì
θ[b] =def (θ1[b], . . . , θn[b]). Äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâà Θ òåðìîâ (êîðòå-
æåé òåðìîâ) ÷åðåç Θ[b] áóäåì îáîçíà÷àòü ìóëüòèìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè îçíà÷èâàíèè b âñåõ òåðìîâ èç Θ (â Θ[b] ó÷è-
òûâàþòñÿ âñå êðàòíûå âõîæäåíèÿ çíà÷åíèé). È, íàêîíåö, U |= ϕ[b]
îçíà÷àåò èñòèííîñòü ôîðìóëû ϕ â ìîäåëè U ïðè îçíà÷èâàíèè b è
îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íî.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ïðåäèêàòíûõ ñåòåé Ïåòðè. Â
ïðåäèêàòíîé ñåòè êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P ïðèïèñàíî íåêîòîðîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, çàäàþùåå àðíîñòü ýòîé ïîçèöèè. Ñîäåðæà-
òåëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôèøêàìè, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â
ïîçèöèè p, ÿâëÿþòñÿ n-êè ýëåìåíòîâ äîìåíà.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Ïðåäèêàòíîé ñåòüþ Ïåòðè (PrT-ñåòüþ) íà-
çûâàåòñÿ íàáîð PrT = (N,L,U ,W,G,M0), ãäå

1) N = (P, T, F ) � ñåòü.

2) P � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ ñ ïðèïèñàííîé èì àðíîñòüþ.

3) L � ÿçûê, íå ñîäåðæàùèé ñèìâîëîâ èç P .

4) U = (A, I) � ìîäåëü ÿçûêà L.
5) W � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé äóãå (x, y) ∈ F

íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî W (x, y) n-îê òåðìîâ
θ = {θ1, . . . , θn}, ãäå θi ∈ L (1 ≤ i ≤ n) è n åñòü àðíîñòü
ïîçèöèè, èíöèäåíòíîé äóãå (x, y).

6) G � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ T , ñîïî-
ñòàâëÿþùàÿ íåêîòîðûì t ∈ T (íå îáÿçàòåëüíî âñåì) ôîðìó-
ëû ϕt, íàçûâàåìûå îõðàíàìè ïåðåõîäîâ;

7) M0 � íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè, ãäå âîîáùå ðàçìåòêà åñòü
îòîáðàæåíèå M , êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïîçèöèè p ∈
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P íåêîòîðîå ìóëüòèìíîæåñòâî M(p) íàä ìíîæåñòâîì An

êîðòåæåé (n � àðíîñòü ïîçèöèè p).

Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì ìû òðåáóåì, ÷òîáû L ñîäåðæàë õîòÿ
áû îäèí ñèìâîë êîíñòàíòû (ýòî íóæíî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ çàìêíó-
òûõ òåðìîâ). Îáû÷íî íåò íåîáõîäèìîñòè ôîðìàëüíî îïðåäåëÿòü
ÿçûê L, îí ìîæåò áûòü íåÿâíî çàäàí ïóòåì óêàçàíèÿ U è ôóíêöèé
W è G.

Âûðàæåíèÿ W (x, y), ïðèïèñàííûå äóãàì, áóäåì îáû÷íî ïðåä-
ñòàâëÿòü â âèäå θ1 + · · ·+ θm. Çäåñü êàæäûé θi åñòü êîðòåæ èç n
òåðìîâ, ãäå n � àðíîñòü ïîçèöèè p ∈ (x, y). Áóäåì òàêæå èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèå −W (x, y) äëÿ âûðàæåíèÿ −θ1−· · ·−θm. Ñèìâîë
0 áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîðòåæà èç íóëåâûõ ýëå-
ìåíòîâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàçìåòêè òàêæå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü
â âèäå ñèìâîëüíûõ ñóìì.

Îïðåäåëèì ïîâåäåíèå ïðåäèêàòíîé ñåòè. Îíî îñíîâàíî íà ñðà-
áàòûâàíèè îçíà÷åííûõ ïåðåõîäîâ âèäà t[b], êîòîðûå çàäàþòñÿ ïó-
òåì îçíà÷èâàíèÿ b ïåðåìåííûõ â îõðàíå ϕt è âûðàæåíèÿõ íà èíöè-
äåíòíûõ t äóãàõ. Íåæåëàòåëüíûå ñðàáàòûâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðå-
äîòâðàùåíû ñ ïîìîùüþ îõðàí ϕt.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Ïóñòü PrT = (N,L,U ,W,G,M0) � íåêîòî-
ðàÿ PrT-ñåòü.

1) Îçíà÷èâàíèå b : Var → A ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ïåðå-
õîäà t, åñëè U |= ϕt[b].

2) Îçíà÷åííûé ïåðåõîä t (íàçûâàåìûé òàêæå ðåæèìîì ñðàáà-
òûâàíèÿ ïåðåõîäà t) åñòü ïàðà (t, b) (îáîçíà÷àåòñÿ t[b]) ñî-
ñòàâëåííàÿ èç ïåðåõîäà è äîïóñòèìîãî îçíà÷èâàíèÿ.

3) Îçíà÷åííûé ïåðåõîä t[b] ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåò-
êå M , åñëè W (p, t)[b] ⊆ M(p) äëÿ âñåõ p ∈ •t (îáîçíà÷åíèå
M [t[b]〉).
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4) Åñëè M [t[b]〉, òî ñðàáàòûâàíèå îçíà÷åííîãî ïåðåõîäà t[b] ïå-
ðåâîäèò ðàçìåòêó M â ðàçìåòêó M ′, òàêóþ ÷òî M ′(p) =
M(p)−W (p, t)[b]+W (t, p)[b]. Îáîçíà÷åíèå äëÿ òàêîãî ñðàáà-
òûâàíèÿ: M [t[b]〉M ′. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî èçìåíåíèå
ðàçìåòêè, è íå âàæíî, êàêîé èìåííî ïåðåõîä ñðàáîòàë, ïè-
øåì M [ 〉M ′.

Çàìå÷àíèå 2.1. Â èçíà÷àëüíîì îïðåäåëåíèè PrT-ñåòåé â ðàáî-
òå [43] ïðåäïîëàãàëîñü âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ
íà åìêîñòü ïîçèöèé: â êàæäîé ïîçèöèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áî-
ëåå îäíîãî ýêçåìïëÿðà èíäèâèäóàëüíîé ôèøêè (êîðòåæà). Â ýòîì
ñëó÷àå êàæäîé ïîçèöèè ñåòè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå n-ìåñòíîå
îòíîøåíèå. Îçíà÷èâàíèå ïåðåõîäà ñ÷èòàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè
çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé íà âõîäíûõ äóãàõ ëþáîé ïîçèöèè èç t• ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû. Îçíà÷åííûé ïåðåõîä îáúÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì, åñ-
ëè åãî ñðàáàòûâàíèå íå ïðèíîñèò â êàêóþ-ëèáî ïîçèöèþ âòîðîé
ýêçåìïëÿð íåêîòîðîé èíäèâèäóàëüíîé ôèøêè. Òàêèì îáðàçîì, â
îïðåäåëåíèè èç [43] ïðåäèêàòíûå ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ îáîáùå-
íèåì ýëåìåíòàðíûõ ñåòåé íà ñëó÷àé, êîãäà â ïîçèöèÿõ äîïóñêà-
þòñÿ òîëüêî ðàçëè÷èìûå ìåæäó ñîáîé èíäèâèäóàëüíûå ôèøêè.
Êàê è â ýëåìåíòàðíûõ ñåòÿõ, â íèõ íå ðàçðåøàþòñÿ ðàçìåòêè, ïðè
êîòîðûõ íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ ñîäåðæèò äâå èëè áîëåå îäèíàêîâûå
ôèøêè. Èçâåñòíî, ÷òî PrT-ñåòè, îïðåäåëåííûå â [43], ìîäåëèðó-
þòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñåòÿìè Ïåòðè. Ïîçäíåå ïîíÿòèå PrT-ñåòåé
áûëî îáîáùåíî è îãðàíè÷åíèå íà êðàòíûå âõîæäåíèÿ ôèøêè áû-
ëî ñíÿòî. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, ÷òî PrT-ñåòè
ìîäåëèðóþòñÿ îáûêíîâåííûìè ñåòÿìè Ïåòðè.

2.2.3 Àáñòðàêòíûå ïðåäèêàòíûå ñåòè Ïåòðè
Ïðåäèêàòíàÿ ñåòü Ïåòðè îïðåäåëÿåòñÿ íàä íåêîòîðîé êîíêðåòíîé
ìîäåëüþ. Îäíàêî ÷àñòî áûâàåò óäîáíî èìåòü îäíî îïèñàíèå äëÿ
êëàññà ïîäîáíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð, çàâèñÿùèõ îò íåêîòîðîãî ïà-
ðàìåòðà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âìåñòî êîíêðåòíîé ìîäåëè ðàñ-
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ñìàòðèâàòü àêñèîìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà ìîäåëåé. Òàêîé ïîä-
õîä èñïîëüçóåòñÿ â [42], ãäå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àáñòðàêòíûõ ïðåäè-
êàòíûõ ñèñòåì èëè ñåòåé-ñõåì.

×åðåç Ax îáîçíà÷èì íàáîð àêñèîì (ìíîæåñòâî ôîðìóë ïåðâîãî
ïîðÿäêà). Ax ` ϕ îçíà÷àåò âûâîäèìîñòü ôîðìóëû ϕ èç ìíîæåñòâà
àêñèîì Ax.
Îïðåäåëåíèå 2.17. Àáñòðàêòíîé ïðåäèêàòíîé ñåòüþ Ïåòðè
íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà APrT = (N,L,W,G,Ax), ãäå N,L,W,G îïðå-
äåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ïðåäèêàòíûõ ñåòåé Ïåòðè, à Ax åñòü
ìíîæåñòâî ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà èç L.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòî îïðåäåëåíèå íå âõîäèò íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà
ñåòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àáñòðàêòíàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñåòü ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê îáùàÿ ñõåìà äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà êîíêðåòíûõ
ñåòåé.

Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðàçìåòêè è ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû äàåòñÿ â
ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.
Îïðåäåëåíèå 2.18. Ðàçìåòêà àáñòðàêòíîé ïðåäèêàòíîé ñåòè
APrT åñòü îòîáðàæåíèå M , êîòîðîå êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P ñî-
ïîñòàâëÿåò ìóëüòèìíîæåñòâî {θ1, . . . , θk} n-îê, ãäå êîìïîíåíòû
θi1 , . . . , θin êîðòåæà θi, 1 ≤ i ≤ n, ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè òåðìàìè
ÿçûêà L.

Ïîâåäåíèå APrT-ñåòè ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íî ïîâåäå-
íèþ ïðåäèêàòíîé ñåòè. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ APrT-
ñåòè îçíà÷èâàíèå b ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñèíòàêñè÷åñêóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ çàìêíóòûìè òåðìàìè. Òîãäà óñëîâèå äîïóñòèìîñòè
îçíà÷èâàíèÿ b äëÿ ïåðåõîäà t ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: Ax ` ϕt[b].

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì äëÿ ïðåäè-
êàòíûõ ñåòåé.
Îïðåäåëåíèå 2.19. Îçíà÷åííûé ïåðåõîä t[b] ÿâëÿåòñÿ àêòèâ-
íûì ïðè ðàçìåòêå M (îáîçíà÷åíèå M [t[b]〉), åñëè W (p, t)[b] ⊆ M(p)
äëÿ âñåõ p ∈ •t.
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Åñëè M [t[b]〉, òî ñðàáàòûâàíèå îçíà÷åííîãî ïåðåõîäà t[b] ïå-
ðåâîäèò ðàçìåòêó M â ðàçìåòêó M ′, òàêóþ ÷òî M ′(p) = M(p) −
W (p, t)[b] + W (t, p)[b]. Îáîçíà÷åíèå äëÿ òàêîãî ñðàáàòûâàíèÿ:
M [t[b]〉M ′. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî èçìåíåíèå ðàçìåòêè è íå
âàæíî, êàêîé èìåííî ïåðåõîä ñðàáîòàë, ïèøåì M [ 〉M ′.
Çàìå÷àíèå 2.2. Êàê è äëÿ PrT-ñåòåé, â èçíà÷àëüíîì îïðåäåëåíèè
APrT-ñåòåé ([42]) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êàæäîé ïîçèöèè ìîæåò
íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ýêçåìïëÿðà èíäèâèäóàëüíîé ôèøêè.
Â êà÷åñòâå ñèíòàêñè÷åñêîãî âàðèàíòà ýòîãî óñëîâèÿ òðåáóåòñÿ,
÷òîáû âñå τi, τj áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Ax 6` θi1 = θj1 ∧ · · · ∧ θin = θjn .

Çàìå÷àíèå 2.3. Âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû àáñòðàêòíûì ïðåäèêàò-
íûì ñåòÿì àëãåáðàè÷åñêèå ñåòè Ïåòðè [86]. Ïðè îïðåäåëåíèè àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ñåòåé èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñïåöè-
ôèêàöèé è àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ. Îñíîâíûå îòëè÷èÿ îò àá-
ñòðàêòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñåòåé ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì: ïåðåõîäû â
àëãåáðàè÷åñêèõ ñåòÿõ íå èìåþò îõðàí, ìíîæåñòâî àêñèîì ëèáî
ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ òåðìîâ. Êðîìå òîãî, íà÷àëüíàÿ
ðàçìåòêà âõîäèò â îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñåòè.

2.2.4 Ðàñêðàøåííûå ñåòè Ïåòðè
Ðàñêðàøåííûå ñåòè Ïåòðè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åùå îäèí øèðî-
êî èñïîëüçóåìûé ôîðìàëèçì ñåòåé Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ. Îíè
áûëè ïðåäëîæåíû Ê. Éåíñåíîì [50, 51] ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ ïî-
ÿâëåíèåì ïðåäèêàòíûõ ñåòåé Ïåòðè. Ðàñêðàøåííûå ñåòè Ïåòðè
îñíîâàíû íà ÿçûêå ñ òèïàìè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ öâåòàìè. Òà-
êèì îáðàçîì, ôèøêàì â ðàñêðàøåííûõ ñåòÿõ ïðèïèñàíû ðàçëè÷-
íûå öâåòà. Ïîçèöèè òàêæå èìåþò öâåò, ïðè ýòîì ïîçèöèÿ ìîæåò
ñîäåðæàòü ôèøêè òîëüêî ïðèïèñàííîãî åé öâåòà.

Ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
çàäàí íåêîòîðûé ÿçûê L è íåêîòîðàÿ ìîäåëü U ýòîãî ÿçûêà. Ïðè
ýòîì
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• Êàæäîìó ýëåìåíòó a óíèâåðñóìà ïðèïèñàí íåêîòîðûé òèï
Type(a). Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ òèïà ω áóäåì òàêæå îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç ω.

• Êàæäîé ïåðåìåííîé v ∈ Var òàêæå ïðèïèñàí òèï Type(v).

• Òèï âûðàæåíèÿ θ ∈ L îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Type(θ).

• Ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå θ, îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç Var (θ).

• Ïðè îçíà÷èâàíèè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà V ïåðåìåííûõ ó÷è-
òûâàåòñÿ èõ òèï, ò. å. îçíà÷èâàíèå b åñòü ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâ-
ëÿþùàÿ ïåðåìåííîé v ýëåìåíò b(v) ∈ Type(v).

• Çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ θ ïðè îçíà÷èâàíèè b îáîçíà÷àåòñÿ θ[b].
Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû Var (θ) áûëî ïîäìíîæåñòâîì îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè b. Çíà÷åíèå θ[b] âû÷èñëÿåòñÿ
ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî êàæäîé ïåðåìåííîé v ∈ Var (θ)
åå çíà÷åíèÿ b(v). Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçíà-
÷àëüíî çàäàíà ìîäåëü ñ èíòåðïðåòàöèåé âñåõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Ðàñêðàøåííîé ñåòüþ Ïåòðè (CP-ñåòüþ) íà-
çûâàåòñÿ íàáîð CPN = (Ω, N,C, W,G,M0), ãäå

1) Ω � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî öâåòîâ.

2) N = (P, T, F ) � êîíå÷íàÿ ñåòü ñ ìíîæåñòâîì ïîçèöèé P ,
ìíîæåñòâîì ïåðåõîäîâ T è îòíîøåíèåì èíöèäåíòíîñòè F .

3) C : P → Ω∗ � ôóíêöèÿ ðàñêðàñêè ïîçèöèé, ñîïîñòàâëÿþùàÿ
êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P åå öâåò C(p). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ïîçèöèè p ðàçìåòêà ñîïîñòàâëÿåò êîðòåæè ýëåìåíòîâ, C(p)
èìååò âèä ω1 × · · · × ωn.

4) W � ôóíêöèÿ, ïðèïèñûâàþùàÿ äóãàì ñåòè N âûðàæåíèÿ
ÿçûêà L òàêàÿ, ÷òî äëÿ (p, t), (t′, p′) ∈ F : Type(W (p, t)) =
M(C(p)), ñîîòâåòñòâåííî, Type(W (t′, p′)) = M(C(p′)).
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5) G : T → L � ôóíêöèÿ îõðàíû, ïðèïèñûâàþùàÿ êàæäîìó
ïåðåõîäó t ∈ T íåêîòîðîå âûðàæåíèå áóëåâñêîãî òèïà.

6) M0 � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P
ìóëüòèìíîæåñòâî çàìêíóòûõ âûðàæåíèé, òàêîå, ÷òî
∀p ∈ P : Type(M0(p)) = M(C(p)). Ýòà ôóíêöèÿ çàäàåò íà-
÷àëüíóþ ðàçìåòêó ñåòè.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ïîâåäåíèÿ ðàñêðàøåííîé ñåòè. Äëÿ
ðàñêðàøåííûõ ñåòåé ðàçðåøàåòñÿ ïàðàëëåëüíîå (ñèíõðîííîå) ñðà-
áàòûâàíèå íåñêîëüêèõ ïåðåõîäîâ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñðàáàòûâà-
íèå ïåðåõîäà ïàðàëëåëüíî ñ ñàìèì ñîáîé.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ t ∈ T ïîëàãàåì
Var (t) = {v | v ∈ Var (G(t))∨∃p ∈ P : (p, t) ∈ F∧v ∈ Var (W (p, t))∨
(t, p) ∈ F ∧ v ∈ Var (W (t, p))}
Îïðåäåëåíèå 2.21. Ïóñòü CPN = (Ω, N, C,W,G, M0) � íåêîòî-
ðàÿ CP-ñåòü. Îçíà÷èâàíèåì ïåðåõîäà t ∈ T íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
b ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Var (t) òàêàÿ, ÷òî ∀v ∈ Var (t) : b(v) ∈
Type(v), è G(t)[b] � èñòèííî.

Ðàçìåòêîé M íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé
ïîçèöèè íåêîòîðîå ìóëüòèìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì òèï ýòèõ
ýëåìåíòîâ äîëæåí ñîâïàäàòü ñ òèïîì, ïðèïèñàííûì ïîçèöèè, ò. å.
M(p) ∈M(Type(p)).

Øàãîì ñåòè íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî
îçíà÷åííûõ ïåðåõîäîâ. Øàã Y ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå
M (îáîçíà÷åíèå M [Y 〉), åñëè

∀p ∈ P : Σt[b]∈Y W (p, t)[b] ≤ M(p).

Ðåçóëüòàò ñðàáàòûâàíèÿ øàãà Y ïðè ðàçìåòêå M åñòü ðàçìåò-
êà M ′ òàêàÿ, ÷òî

∀p ∈ P : M ′(p) = M(p)− Σt[b]∈Y W (p, t)[b] + Σt[b]∈Y W (t, p)[b].

Äëÿ øàãà ñðàáàòûâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå M [Y 〉M ′.



Ãëàâà 3

Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè:
äâóõóðîâíåâûå ñèñòåìû

3.1 Íà÷àëüíûå ïðèìåðû
Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü ÷èòàòåëþ èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î âëî-
æåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè, ïðèâåäåì äâà íåáîëüøèõ ïðèìåðà ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì.

3.1.1 Ïðèìåð 1: ñêëàä èíñòðóìåíòîâ
Íà÷íåì ñ íåáîëüøîãî ïðèìåðà äâóõóðîâíåâîé ñåòè NPN1, ïðåä-
ñòàâëåííîé íà ðèñ. 3.1. Ýòà ñåòü ìîäåëèðóåò ñëåäóþùóþ çàäà-
÷ó. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî èñïîëíèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò
ïîëó÷àòü âðåìÿ îò âðåìåíè íåêîòîðîå çàäàíèå, äëÿ èñïîëíåíèÿ
êîòîðîãî îí èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíûé èíñòðóìåíò. Èíñòðóìåíòû
õðàíÿòñÿ íà ñêëàäå (â áóôåðå). Èìååòñÿ íåêîòîðûé êîíå÷íûé íà-
áîð òàêèõ èíñòðóìåíòîâ. Èñïîëíèòåëè (êëèåíòû) îáðàùàþòñÿ çà
èíñòðóìåíòîì íà ñêëàä, ïîëó÷àþò åãî è íåêîòîðîå âðåìÿ èñïîëü-
çóþò, ïîñëå ÷åãî âîçâðàùàþò íà ñêëàä. Åñëè â ìîìåíò îáðàùåíèÿ
êëèåíòà çà èíñòðóìåíòîì ñâîáîäíûõ èíñòðóìåíòîâ íåò, òî îí ïî-



56 ÃËÀÂÀ 3. ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÅ ÂËÎÆÅÍÍÛÅ ÑÅÒÈ

ëó÷àåò îòêàç, è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ìîæåò ïîâòîðíî îáðàòèòüñÿ
çà èíñòðóìåíòîì. Îòñóòñòâèå èíñòðóìåíòà íå îòìåíÿåò çàäàíèå.

Êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ, çàäåéñòâîâàííûõ â ñèñòåìå, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå îãðàíè÷åíî, õîòÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ÷èñëî èõ
êîíå÷íî. Ìíîæåñòâî A èíñòðóìåíòîâ, íàïðîòèâ, çàðàíåå îïðåäå-
ëåíî è êîíå÷íî. Â íàøåì ïðèìåðå A ñîñòîèò èç N ýëåìåíòîâ.

Ïîâåäåíèå êëèåíòà îïèñûâàåòñÿ ýëåìåíòíîé ñåòüþ EN, êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíóþ ñåòü Ïåòðè. Âñå êëèåíòû
îïèñûâàþòñÿ îäíîé è òîé æå ñåòüþ. Ñêëàä èíñòðóìåíòîâ ìîäåëè-
ðóåòñÿ ñèñòåìíîé ñåòüþ SN. Ñåòü SN ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ Ïåòðè âû-
ñîêîãî óðîâíÿ ñ ôèøêàìè òðåõ òèïîâ: ÷åðíûå ôèøêè (äëÿ ïîçè-
öèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûå óñëîâèÿ), íåðàçëè÷è-
ìûå ìåæäó ñîáîé ôèøêè íåêîòîðîãî äðóãîãî öâåòà (ïðåäñòàâëÿ-
þùèå èíñòðóìåíòû) è ôèøêè-ñåòè (ïðåäñòàâëÿþùèå êëèåíòîâ).

Ñîäåðæàòåëüíî ïîçèöèè â ýëåìåíòíîé ñåòè EN îçíà÷àþò ñëå-
äóþùåå:
T � íàëè÷èå çàäàíèé äëÿ èñïîëíèòåëÿ;
W0 � èñïîëíèòåëü ñâîáîäåí;
W1 � èñïîëíèòåëü ïîëó÷èë çàäàíèå;
W2 � èñïîëíèòåëü îáðàùàåòñÿ íà ñêëàä çà èíñòðóìåíòîì;
W3 � èñïîëíèòåëü âûïîëíÿåò çàäàíèå;
W3 � èñïîëíèòåëü çàêîí÷èë ðàáîòó.

Â ñèñòåìíîé ñåòè SN ïîçèöèè îçíà÷àþò:
S1 � ñêëàä îòêðûò;
S2 � êëèåíòû, îáðàòèâøèåñÿ çà èíñòðóìåíòîì;
S3 � êëèåíòû, ïîëó÷èâøèå èíñòðóìåíò;
S4 � êîëè÷åñòâî âûäàííûõ èíñòðóìåíòîâ;
S5 � ñâîáîäíûå èíñòðóìåíòû;
S6 � êëèåíòû, âîçâðàùàþùèå èíñòðóìåíò.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìíàÿ ñåòü SN ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ âûñîêîãî óðîâ-
íÿ, íåêîòîðûå äóãè â íåé ïîìå÷åíû âûðàæåíèÿìè. Â íàøåì ïðè-
ìåðå âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåìåííûå èëè êîíñòàíòû.
Ïåðåìåííàÿ x ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà ìàðêèðîâàííûõ
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ýëåìåíòíûõ ñåòåé, ïåðåìåííàÿ y èìååò çíà÷åíèåì öâåòíóþ ôèø-
êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ èíñòðóìåíòó, êîíñòàíòà W2 îçíà÷àåò ýëå-
ìåíòíóþ ñåòü EN ñ ðàçìåòêîé {W2}, ò. å. ñ ðàçìåòêîé, â êîòîðîé
èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ôèøêà â ïîçèöèè W2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé
äóãè âûðàæåíèå íå óêàçàíî, òî ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî åé
ñîïîñòàâëåíî âûðàæåíèå 1, ò. å. ýòà äóãà �ïåðåìåùàåò� îäíó ÷åð-
íóþ ôèøêó.

Íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè SN (ïðåäñòàâëÿþùåé ñêëàä) ïîêàçà-
íà íà ðèñ. 3.2. Çäåñü ïîçèöèÿ S1 ñîäåðæèò îäíó ÷åðíóþ ôèøêó
(÷òî îçíà÷àåò èñòèííîñòü óñëîâèÿ �ñêëàä îòêðûò�), à ïîçèöèÿ S5

ñîäåðæèò ìóëüòèìíîæåñòâî A èç N îäèíàêîâûõ öâåòíûõ ôèøåê
(÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ íà ñêëàäå N ñâîáîäíûõ èíñòðóìåí-
òîâ). Íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ýëåìåíòíîé ñåòè EN (êëèåíòà) òàêæå
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå. Â ýòîé ðàçìåòêå èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ÷åð-
íàÿ ôèøêà â ïîçèöèè W0 (èñïîëíèòåëü ñâîáîäåí). Ïîçèöèÿ T ïåð-
âîíà÷àëüíî ôèøåê íå ñîäåðæèò, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå çàäàíèé.
Çàìåòèì, ÷òî â íà÷àëüíîé ðàçìåòêå äàííîé ñèñòåìíîé ñåòè SN íåò
ñåòåâûõ ôèøåê. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòíàÿ ñåòü EN äëÿ êëèåí-
òà ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìíîé ñåòè èãðàåò ðîëü îïèñàíèÿ òèïà
ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò, âñòðå÷àþùèõñÿ â îïèñàíèè SN.

Åñëè íåêîòîðûé ïåðåõîä â ñèñòåìíîé èëè àâòîíîìíîé ñåòè íå
èìååò ñïåöèàëüíûõ ïîìåòîê, òî îí ìîæåò ñðàáîòàòü àâòîíîìíî.
Àâòîíîìíîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà â ñèñòåìíîé ñåòè âûïîëíÿåò-
ñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì äëÿ ñåòåé âûñîêîãî óðîâíÿ. Ïðè ýòîì
ñåòåâûå ôèøêè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáû÷íûå ôèøêè, íå èìåþ-
ùèå ñîáñòâåííîé ñòðóêòóðû, è èõ ðàçìåòêà â ðåçóëüòàòå ñðàáà-
òûâàíèÿ àâòîíîìíîãî ïåðåõîäà ñèñòåìíîé ñåòè íå ìåíÿåòñÿ. Ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòåâàÿ ôèøêà çàäåéñòâîâàíà â ñðàáàòûâà-
íèè íåêîòîðîãî ïåðåõîäà ñèñòåìíîé ñåòè, åñëè îíà óáèðàåòñÿ èç
íåêîòîðîé ïîçèöèè èëè äîáàâëÿåòñÿ â íåêîòîðóþ ïîçèöèþ â ðå-
çóëüòàòå ðàññìàòðèâàåìîãî ñðàáàòûâàíèÿ.

Ýëåìåíòíûå ñåòè â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûìè ñåòÿìè Ïåòðè. Â ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ ïåðåõîäû, íå èìå-
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þùèå ñïåöèàëüíûõ ìåòîê, òàêæå ìîãóò ñðàáàòûâàòü àâòîíîìíî.
Ïðàâèëà ñðàáàòûâàíèÿ äëÿ íèõ òå æå, ÷òî è äëÿ ýëåìåíòàðíûõ
ñåòåé Ïåòðè, ïðè ýòîì ïîñëå àâòîíîìíîãî ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà
ýëåìåíòíàÿ ñåòü (ñ íîâîé ðàçìåòêîé) îñòàåòñÿ â ïðåæíåé ïîçèöèè
ñèñòåìíîé ñåòè.

Êðîìå òîãî, âî âëîæåííûõ ñåòÿõ ïðåäóñìîòðåí ìåõàíèçì ñèí-
õðîíèçàöèè ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ â ñèñòåìíîé è ýëåìåíòíûõ
ñåòÿõ (âåðòèêàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ). Äëÿ ýòîãî â íàøåì ïðèìå-
ðå íåêîòîðûå ïåðåõîäû ñèñòåìíîé ñåòè ïîìå÷åíû ñïåöèàëüíûìè
ìåòêàìè l1, l2, l3, l4. Ïåðåõîäû â ýëåìåíòíîé ñåòè, êîòîðûå äîëæ-
íû ñðàáàòûâàòü îäíîâðåìåííî ñ ïåðåõîäîì ñ ìåòêîé l â ñèñòåìíîé
ñåòè, ïîìå÷åíû äîïîëíèòåëüíîé ê l ìåòêîé l. Òàê, íàïðèìåð, ïå-
ðåõîä, ïîìå÷åííûé ìåòêîé l2, â ñåòè SN ìîæåò ñðàáîòàòü òîëüêî
ñèíõðîííî ñ ïåðåõîäîì, ïîìå÷åííûì l2, â ýëåìåíòíîé ñåòè EN,
çàäåéñòâîâàííîé â ýòîì ñðàáàòûâàíèè.

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïîâåäåíèå âëîæåííîé ñåòè, ïðîñëå-
äèì íåñêîëüêî øàãîâ èñïîëíåíèÿ ñåòè NPN1.

Ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ðàçìåòêå àêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ íåïî-
ìå÷åííûé ïåðåõîä â ëåâîì âåðõíåì óãëó ñåòè SN. Åãî àâòîíîìíîå
ñðàáàòûâàíèå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñåòåâîé ôèøêè W2 â ïîçè-
öèè S2 ñèñòåìíîé ñåòè (ðàçìåòêà M1). Ñðàáîòàâøèé ïåðåõîä îñòà-
åòñÿ àêòèâíûì. Êàæäîå åãî ïîñëåäóþùåå ñðàáàòûâàíèå ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ â S2 åùå îäíîãî ýêçåìïëÿðà ýëåìåíòíîé ñåòè W2

(êëèåíòà).
Êðîìå òîãî, ïîñëå ïåðâîãî øàãà â ñèñòåìíîé ñåòè ïðè îçíà÷è-

âàíèè x := W2, y := a (ãäå a åñòü àòîìàðíàÿ ôèøêà � ýëåìåíò
ìíîæåñòâà A) ñòàíîâèòñÿ àêòèâíûì ïåðåõîä, ïîìå÷åííûé ìåòêîé
l2. Ïðè ýòîì çàäåéñòâîâàííîé â ýòîì ñðàáàòûâàíèè îêàçûâàåòñÿ
ñåòåâàÿ ôèøêà W2, êîòîðàÿ èìååò ðàçìåòêó {W2} ñ åäèíñòâåííîé
÷åðíîé ôèøêîé â ïîçèöèè W2. Â çàäåéñòâîâàííîé ýëåìåíòíîé ñå-
òè àêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä, ïîìå÷åííûé l2. Îáà óêàçàííûõ ïå-
ðåõîäà ìîãóò ñðàáîòàòü òîëüêî îäíîâðåìåííî (øàã âåðòèêàëüíîé
ñèíõðîíèçàöèè), ÷òî ïðèâåäåò ê íîâîé ðàçìåòêå M2. Â ðàçìåòêå
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Ðèñ. 3.2: Ïðèìåð îäíîãî èç äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé ñåòè NPN1
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M2 ïîçèöèÿ S5 ñîäåðæèò ìóëüòèìíîæåñòâî A − {a} àòîìàðíûõ
ôèøåê (ò. å. íà îäíó ôèøêó ìåíüøå ïðåæíåãî), ïîçèöèÿ S4 ñî-
äåðæèò îäíó ÷åðíóþ àòîìàðíóþ ôèøêó, ïîçèöèÿ S2 ñòàíîâèòñÿ
ïóñòîé, è ïîçèöèÿ S3 ïîëó÷àåò ñåòåâóþ ôèøêó ñ ðàçìåòêîé {W3}.
Ñîäåðæèìîå äðóãèõ ïîçèöèé îñòàåòñÿ ïðåæíèì.

Äàëåå â ñèñòåìíîé ñåòè ñòàíîâèòñÿ àêòèâíûì ïåðåõîä, ïîìå-
÷åííûé l3 (ïðè îçíà÷èâàíèè x := W3). Îí äîëæåí ñðàáîòàòü îäíî-
âðåìåííî ñ ïåðåõîäîì, ïîìå÷åííûì l3, â çàäåéñòâîâàííîé â ýòîì
ñðàáàòûâàíèè ýëåìåíòíîé ñåòè. Ïîñêîëüêó â ñåòè W3 ïåðåõîä, ïî-
ìå÷åííûé l3, ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì, òàêîå ñðàáàòûâàíèå âîçìîæíî.
Îíî ïðèâîäèò ê ðàçìåòêå M3, â êîòîðîé S3 ñòàíîâèòñÿ ïóñòîé, à
S6 ïîëó÷àåò ñåòåâóþ ôèøêó W4.

Ïðîäîëæåíèå ýòîãî èñïîëíåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçìåòêå,
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.2. Çäåñü A′ îçíà÷àåò ìíîæåñòâî A, óìåíü-
øåííîå íà 3 àòîìàðíûå ôèøêè. Ïîçèöèÿ S2 ñîäåðæèò ñåòåâóþ
ôèøêó W2 (êëèåíò, îáðàòèâøèéñÿ çà èíñòðóìåíòîì), ïîçèöèÿ S3

ñîäåðæèò äâà ýêçåìïëÿðà ñåòåâîé ôèøêè W3 (êëèåíòû, èñïîëü-
çóþùèå èíñòðóìåíò), ïîçèöèÿ S6 ñîäåðæèò ñåòåâóþ ôèøêó W4

(êëèåíò, æåëàþùèé âåðíóòü èíñòðóìåíò).

3.1.2 Ïðèìåð 2: àãåíòñòâî ïî ïðîêàòó àâòîìîáèëåé
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð. Áóäåì ìîäåëèðî-
âàòü ðàáîòó àãåíòñòâà ïî ïðîêàòó àâòîìîáèëåé. Îñíîâíîå îòëè÷èå
îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî àâòîìîáèëü ìîæåò
íàõîäèòüñÿ â ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ è áóäåò ìîäåëèðîâàòüñÿ ñåòüþ.
Êðîìå òîãî, êëèåíò è àâòîìîáèëü ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ìåæ-
äó ñîáîé, íå âîâëåêàÿ â ýòî àãåíòñòâî. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ
âçàèìîäåéñòâèé ââîäèòñÿ ìåõàíèçì ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçà-
öèè.

Ïðèìåð ñ ìîäåëèðîâàíèåì ðàáîòû àãåíòñòâà ïî ïðîêàòó àâ-
òîìîáèëåé óæå èñïîëüçîâàëñÿ â ëèòåðàòóðå, êàê ìîäåëüíûé ïðè-
ìåð äëÿ ñåòåé Ïåòðè. Â ïàðàãðàôå 2.1 ãëàâû 1 ìû ïðèâîäèëè
ïðèìåð èç [85] ìîäåëèðîâàíèÿ òàêîé ñèñòåìû ýëåìåíòàðíîé ñåòüþ
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Ïåòðè. Ýòîò æå ïðèìåð áûë ðàññìîòðåí Ëàêîñîì â [59] äëÿ èë-
ëþñòðàöèè ôîðìàëèçìà èåðàðõè÷åñêèõ ñåòåé Ïåòðè. Ñåòü Ëàêîñà
ñòðóêòóðíî íå îòëè÷àåòñÿ îò ñåòè Ðàéñèãà, âñå ðàçëè÷èÿ çàêëþ-
÷àþòñÿ â ñïîñîáå ìîäåëèðîâàíèÿ ñàìîé ñåòè. Ïîíÿòèå èåðàðõèè
èñïîëüçîâàíî òîëüêî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé ñåòè è
íå âëèÿåò íà îïðåäåëåíèå èëè ïîâåäåíèå ñåòè óæå ïîñòðîåííîé. Â
ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñåòü áûëà ðàçáèòà íà òðè
óðîâíÿ: óðîâåíü êëèåíòà, óðîâåíü àãåíòñòâà è óðîâåíü âçàèìî-
äåéñòâèÿ êëèåíòà ñ àãåíòñòâîì. Ïîñëå ýòîãî êëèåíò è àãåíòñòâî
ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ïîçèöèè íåêîòîðîé ñåòè, à âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó íèìè � êàê ïåðåõîä. Äàëåå ýòè ïîçèöèè êîíêðåòèçèðóþò-
ñÿ: êàæäàÿ èç ïîçèöèé �êëèåíò� è �àãåíòñòâî� ðàññìàòðèâàåòñÿ,
â ñâîþ î÷åðåäü, êàê ñåòü Ïåòðè ñî ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîçèöè-
ÿìè è ïåðåõîäàìè. Òàêèì îáðàçîì, èåðàðõè÷åñêàÿ ñåòü ñòðîèòñÿ
ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ óòî÷íåíèé. Ïîñëå ýòîãî ïîíÿòèå èåðàð-
õèè îòáðàñûâàåòñÿ è ïîâåäåíèå ñåòè ïîíèìàåòñÿ êàê ïîâåäåíèå
ýëåìåíòàðíîé ñåòè Ïåòðè.

Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ìîäåëü, â êîòî-
ðîé àãåíòñòâî âçàèìîäåéñòâóåò ñ ìíîæåñòâîì êëèåíòîâ è ìíîæå-
ñòâîì àâòîìîáèëåé. Êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíî
íå îãðàíè÷åíî. Áîëåå òîãî, ìîäåëü ó÷èòûâàåò, ÷òî êëèåíò è àâ-
òîìîáèëü ìîãóò ñîâåðøàòü àâòîíîìíûå äåéñòâèÿ è ìîãóò âçàèìî-
äåéñòâîâàòü ìåæäó ñîáîé áåç ïîñðåäñòâà àãåíòñòâà.

Âëîæåííàÿ ñåòü NPN1, ìîäåëèðóþùàÿ ðàáîòó àãåíòñòâà (ñì.
ðèñ. 3.3) ñîñòîèò èç ñèñòåìíîé ñåòè SN è äâóõ ýëåìåíòíûõ ñåòåé
EN1 è EN2, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîîòâåòñòâåííî êëèåíòîâ è àâòîìî-
áèëè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷èòûâàòü, êàêîé èìåííî àâòîìîáèëü ïîëó-
÷èë êîíêðåòíûé êëèåíò, óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ôèøåê
ïàðû (â îáùåì ñëó÷àå � êîðòåæè) ýëåìåíòîâ, êàê ýòî ïðèíÿòî â
ñåòÿõ Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ. Â íàøåì ïðèìåðå ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïàðû (êëèåíò, àâòîìîáèëü). Ñîîòâåòñòâåííî, ñåòü SN
áóäåò ñîäåðæàòü ôèøêè ÷åòûðåõ òèïîâ: àòîìàðíûå ÷åðíûå ôèø-
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êè, ñåòåâûå ôèøêè � àâòîìîáèëè, ñåòåâûå ôèøêè � êëèåíòû è
ïàðû ìàðêèðîâàííûõ ñåòåé (êëèåíò, àâòîìîáèëü).

Â ñåòè NPN1 â êà÷åñòâå âûðàæåíèé, ïðèïèñàííûõ äóãàì, èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå, êîíñòàíòû è ïàðû ïåðåìåííûõ. Êàê è â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, åñëè âûðàæåíèå äëÿ äóãè íå óêàçàíî, îíî
ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1 (äóãà ïåðåíîñèò îäíó ÷åðíóþ ôèøêó). Â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå x � ïåðåìåííàÿ äëÿ êëèåíòà (ìàðêèðî-
âàííàÿ ñåòü EN1), y � äëÿ àâòîìîáèëÿ (ìàðêèðîâàííàÿ ñåòü EN2),
(x, y) ïðåäñòàâëÿåò ïàðó äâóõ ìàðêèðîâàííûõ ñåòåé, N èñïîëüçó-
åòñÿ êàê îáîçíà÷åíèå äëÿ N ýêçåìïëÿðîâ ÷åðíûõ àòîìàðíûõ ôè-
øåê (ïðåäñòàâëÿþùèõ êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ àâòîìîáèëåé), C2 �
êîíñòàíòà äëÿ ñåòè EN1 ñ ðàçìåòêîé {c2}, ò. å. ñ åäèíñòâåííîé
÷åðíîé ôèøêîé â ïîçèöèè c2.

Â ñåòÿõ âûñîêîãî óðîâíÿ êàæäîé ïîçèöèè ïðèïèñûâàåòñÿ àð-
íîñòü. Â íàøåì ïðèìåðå àðíîñòü âñåõ ïîçèöèé, êðîìå s6 è s7,
ðàâíà 1. Àðíîñòü ïîçèöèé s6, s7 ðàâíà äâóì. Â ñèñòåìíîé ñåòè SN
ôèøêàìè â ïîçèöèÿõ s1, s4 áóäóò ÷åðíûå àòîìàðíûå ôèøêè, â
ïîçèöèÿõ s5, s8 � ñåòåâûå ôèøêè � àâòîìîáèëè, â ïîçèöèÿõ s2, s3

� ñåòåâûå ôèøêè � êëèåíòû, â ïîçèöèÿõ s6, s7 � ïàðû ñåòåâûõ
ôèøåê (êëèåíò, àâòîìîáèëü).

Ïðèâåäåì ñîäåðæàòåëüíîå çíà÷åíèå ïîçèöèé è ïåðåõîäîâ ñå-
òè NPN2. Äëÿ ïåðåõîäîâ â ñêîáêàõ óêàçàíû ñåòè, ó÷àñòâóþùèå â
ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà.

Ïîçèöèè:
s2 � êëèåíòû, æåëàþùèå àðåíäîâàòü àâòîìîáèëü;
s3 � êëèåíòû, îáðàòèâøèåñÿ â àãåíòñòâî çà àâòîìîáèëåì;
s4 � êîëè÷åñòâî àðåíäîâàííûõ àâòîìîáèëåé;
s5 � ñâîáîäíûå àâòîìîáèëè;
s6 � êëèåíòû âìåñòå ñ àðåíäîâàííûìè àâòîìîáèëÿìè;
s7 � êëèåíòû ñ àâòîìîáèëÿìè, êîòîðûå îíè õîòÿò âåðíóòü â àãåíò-
ñòâî;
s8 � àâòîìîáèëè â ìîéêå;
c1 � êëèåíò íå íóæäàåòñÿ â àâòîìîáèëå;
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c2 � êëèåíò õî÷åò àðåíäîâàòü àâòîìîáèëü;
c3 � êëèåíò ñïðàøèâàåò àâòîìîáèëü â àãåíòñòâå;
c4 � êëèåíò èñïîëüçóåò àâòîìîáèëü;
c5 � êëèåíò æåëàåò âåðíóòü àâòîìîáèëü â àãåíòñòâî;
c6 � êëèåíò îáðàòèëñÿ â àãåíòñòâî, ÷òîáû âåðíóòü àâòîìîáèëü;
a1 � àâòîìîáèëü â ãàðàæå àãåíòñòâà;
a2 � àâòîìîáèëü àðåíäîâàí;
a3 � àâòîìîáèëü èñïîëüçóåòñÿ;
a4 � àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ â ìîéêå.

Ïåðåõîäû:
l1 � êëèåíò ñïðàøèâàåò â àãåíòñòâå àâòîìîáèëü (àãåíòñòâî, êëè-
åíò);
l2 � îòêàç â àðåíäå (àãåíòñòâî, êëèåíò);
l3 � ïåðåäà÷à àâòîìîáèëÿ êëèåíòó (àãåíòñòâî, êëèåíò, àâòîìî-
áèëü);
l4 � îáðàùåíèå â àãåíòñòâî äëÿ âîçâðàòà àâòîìîáèëÿ (àãåíòñòâî,
êëèåíò, àâòîìîáèëü);
l5 � âîçâðàùåíèå àâòîìîáèëÿ â àãåíòñòâî (àãåíòñòâî, êëèåíò, àâ-
òîìîáèëü);
l6 � âîçâðàùåíèå àâòîìîáèëÿ â ãàðàæ àãåíòñòâà (àãåíòñòâî, àâòî-
ìîáèëü).

Íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà M0 ñåòè NPN2 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.3.
Â M0 ñèñòåìíàÿ ñåòü ñîäåðæèò àòîìàðíóþ ÷åðíóþ ôèøêó â ïîçè-
öèè s1 (àãåíòñòâî îòêðûòî) è ìóëüòèìíîæåñòâîA, ñîñòîÿùåå èç N
ýêçåìïëÿðîâ ñåòåâîé ôèøêè EN2 (ñ íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé), â ïî-
çèöèè s5 (ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ àâòîìîáèëåé â ãàðàæå àãåíòñòâà).
Íà ðèñóíêå ñòðåëêà èç ïîçèöèè s5 ê èçîáðàæåíèþ ýëåìåíòíîé ñå-
òè EN2 ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð ñåòåâîé ôèøêè EN2 èç íà÷àëüíîé
ðàçìåòêè ñåòè SN. Ýëåìåíòíûå ñåòè EN1 â íà÷àëüíîé ðàçìåòêå
ñèñòåìíîé ñåòè îòñóòñòâóþò (íè îäèí êëèåíò åùå íå îáðàòèëñÿ â
àãåíòñòâî) è èãðàþò ðîëü îïèñàíèÿ òèïà (â ÷àñòíîñòè, ïåðåìåííîé
x). Íà÷àëüíûå ðàçìåòêè ñåòåé EN1 è EN2 (äëÿ êëèåíòà è àâòîìî-
áèëÿ) òàêæå óêàçàíû íà ðèñóíêå. EN1 ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ
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÷åðíóþ ôèøêó â ïîçèöèè c1 (êëèåíò íå íóæäàåòñÿ â àâòîìîáèëå).
EN2 ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ÷åðíóþ ôèøêó â ïîçèöèè a1 (àâòî-
ìîáèëü íàõîäèòñÿ â ãàðàæå àãåíòñòâà).

Â äàííîì ïðèìåðå èñïîëüçóþòñÿ äâà âèäà ñèíõðîíèçàöèè: âåð-
òèêàëüíàÿ, êîãäà ïåðåõîä â ñèñòåìíîé ñåòè ñðàáàòûâàåò îäíîâðå-
ìåííî ñ íåêîòîðûìè ïåðåõîäàìè â ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ, è ãîðèçîí-
òàëüíàÿ, êîãäà îäíîâðåìåííî ñðàáàòûâàþò äâà ïåðåõîäà â ýëå-
ìåíòíûõ ñåòÿõ (íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé è òîé æå ïîçèöèè ñèñòåìíîé
ñåòè). Äëÿ èõ ðàçëè÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äâà âèäà ìåòîê: ìåòêè
l, l, . . . � äëÿ âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè è ìåòêè λ, λ, . . . � äëÿ
ãîðèçîíòàëüíîé. Ïåðåõîäû, ñðàáàòûâàþùèå îäíîâðåìåííî, ïîìå-
÷àþòñÿ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè ìåòêàìè, íàïðèìåð, l è l.

Ïðîñëåäèì íåñêîëüêî øàãîâ èñïîëíåíèÿ ñåòè NPN2. Ïðè íà-
÷àëüíîé ðàçìåòêå àêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíûé (íåïîìå÷åí-
íûé) ïåðåõîä t1 â ñèñòåìíîé ñåòè SN. Åãî àâòîíîìíîå ñðàáàòûâà-
íèå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ïîçèöèè s2 ñåòåâîé ôèøêè C2 (ýëå-
ìåíòíîé ñåòè EN1 ñ ðàçìåòêîé {c2}). Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîä t1 îñòà-
åòñÿ àêòèâíûì, è êàæäîå åãî î÷åðåäíîå ñðàáàòûâàíèå ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ åùå îäíîãî ýêçåìïëÿðà ýëåìåíòíîé ñåòè EN1 â êà÷å-
ñòâå ñåòåâîé ôèøêè ñåòè SN.

Êðîìå òîãî, óæå ïîñëå ïåðâîãî ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà t1 â ñè-
ñòåìíîé ñåòè SN ïðè îçíà÷èâàíèè x := C2 ïåðåõîä, ïîìå÷åííûé
ìåòêîé l1, ñòàíîâèòñÿ àêòèâíûì. Çàäåéñòâîâàííîé â ýòîì ñðàáàòû-
âàíèè îêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòíàÿ ñåòü EN1, â êîòîðîé, ñîîòâåòñòâåí-
íî, àêòèâåí ïåðåõîä, ïîìå÷åííûé ìåòêîé l1. Ñèíõðîííîå ñðàáà-
òûâàíèå (âåðòèêàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ) ýòèõ äâóõ ïåðåõîäîâ ïðè-
âîäèò ê ïåðåìåùåíèþ ñåòåâîé ôèøêè â ïîçèöèþ s3 è èçìåíåíèþ
ðàçìåòêè ýòîé ôèøêè íà {c3}.

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ñðàáàòûâàíèè l3 â SN, â ðåçóëüòàòå
÷åãî �çàáèðàþòñÿ� àâòîìîáèëü èç s5 è êëèåíò èç s3, à â ïîçèöèþ
s6 �ïîìåùàåòñÿ� ïàðà èç ýòèõ äâóõ ñåòåâûõ ôèøåê. Ïðè ýòîì ïðî-
èñõîäèò îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå ñîáñòâåííûõ ðàçìåòîê â äâóõ
çàäåéñòâîâàííûõ ñåòÿõ. Â êàæäîé èç íèõ ñèíõðîííî ñ l3 ñðàáà-
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Ðèñ. 3.4: Ïðèìåð äîñòèæèìîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ NPN2
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òûâàåò ïî îäíîìó ïåðåõîäó, ïîìå÷åííîìó l3. Òàêèì îáðàçîì, â
ðåçóëüòàòå ýòîãî øàãà (âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè) EN1 ñîäåð-
æèò ÷åðíóþ ôèøêó â ïîçèöèè c4, EN2 � â ïîçèöèè a2, â òî âðåìÿ
êàê SN ñîäåðæèò ïàðó ýòèõ ýëåìåíòíûõ ñåòåé â s5.

Ïîñëå ýòîãî øàãà àêòèâíûìè â ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ (íàõîäÿùèõ-
ñÿ â s5) îêàçûâàþòñÿ ïåðåõîäû, ïîìå÷åííûå ñîîòâåòñòâåííî ìåò-
êàìè λ1 â EN1 è λ1 â EN2. Ýòè ïåðåõîäû ìîãóò ñðàáîòàòü òîëüêî
îäíîâðåìåííî (ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ). Ïîñëå èõ ñðàáà-
òûâàíèÿ ìåíÿþòñÿ ðàçìåòêè â ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ EN1 è EN2, ïðè
ýòîì îáå ñåòåâûå ôèøêè îñòàþòñÿ â òîé æå ïîçèöèè s5 ñèñòåìíîé
ñåòè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè
ïåðåõîäîâ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî ëîêàëèçàöèè:

Ïåðåõîä (ïîìå÷åííûé ìåòêîé λ1) â ýëåìåíòíîé ñåòè EN ñðàáà-
òûâàåò ñèíõðîííî ñ ïåðåõîäîì (ïîìå÷åííûì λ1) â ýëåìåíòíîé ñåòè
EN′, âõîäÿùåé â òîò æå êîðòåæ (ïàðó), ÷òî è EN. Åñëè æå àðíîñòü
ïîçèöèè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñåòåâàÿ ôèøêà, áûëà áû ðàâíà 1, òî
ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåõîä (ïîìå÷åííûé äîïîëíèòåëüíîé ìåòêîé)
íóæíî áûëî èñêàòü â äðóãîé ñåòåâîé ôèøêå, íàõîäÿùåéñÿ â òîé
æå ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðå-
õîäîâ â ñåòÿõ, íàõîäÿùèõñÿ â ðàçíûõ ïîçèöèÿõ ñèñòåìíîé ñåòè,
çàïðåùåíà.

Íà ðèñóíêå 3.4 ïîêàçàí ïðèìåð äîñòèæèìîé ðàçìåòêè äëÿ âëî-
æåííîé ñåòè NPN1. Ýòà ðàçìåòêà ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ñèñòå-
ìû, â êîòîðîé îäèí êëèåíò èñïîëüçóåò àðåíäîâàííûé àâòîìîáèëü,
äðóãîé îáðàòèëñÿ â àãåíòñòâî, ÷òîáû âçÿòü àâòîìîáèëü â àðåíäó.
Îäèí àâòîìîáèëü â ýòî âðåìÿ íàõîäèòñÿ â ìîéêå, è A′ åñòü ìíî-
æåñòâî A àâòîìîáèëåé àãåíòñòâà çà âû÷åòîì äâóõ àâòîìîáèëåé
(îäèí ýêñïëóàòèðóåòñÿ êëèåíòîì, è âòîðîé � â ìîéêå). Ýëåìåíò-
íûå ñåòè, ñîîòâåòñòâóþùèå àâòîìîáèëÿì â ãàðàæå (ïîçèöèÿ s5),
íå ïîêàçàíû íà ýòîì ðèñóíêå èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ìåñòà.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëüíûõ êëèåíòîâ â ýòîé ìî-
äåëè íå îãðàíè÷åíî, è, òàêèì îáðàçîì, íå îãðàíè÷åíî ÷èñëî ñå-
òåâûõ ôèøåê â ñèñòåìíîé ñåòè. Íàïðîòèâ, ìíîæåñòâî àâòîìîáè-
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ëåé àãåíòñòâà ôèêñèðîâàíî è êîíå÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëèçì
âëîæåííûõ ñåòåé ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü îáà óêàçàííûõ ñëó÷àÿ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ëåãêî
îáîáùåíà íà ñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ ñèñòåìà ñ íåñêîëüêèìè àãåíò-
ñòâàìè è êëèåíò ìîæåò îáðàùàòüñÿ â ëþáîå èç íèõ. Äëÿ ýòîãî
ñèñòåìíàÿ ñåòü äîëæíà ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿðîâ ñåòè
SN (íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà), è âñå
ïðàâèëà âçàèìîäåéñòâèÿ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè.

3.2 Ñòðóêòóðà ñåòè
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå âëîæåííûõ
ñåòåé Ïåòðè ñ äâóìÿ óðîâíÿìè âëîæåííîñòè.

Ïóñòü Var = {v, . . .} � ìíîæåñòâî èìåí ïåðåìåííûõ, Con =
Conatom ∪ Connet = {c, . . .} � ìíîæåñòâî èìåí êîíñòàíò, ñîñòî-
ÿùåå èç ìíîæåñòâà Conatom àòîìàðíûõ êîíñòàíò è ìíîæåñòâà
Connet ñåòåâûõ êîíñòàíò. ×åðåç Atom áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæå-
ñòâî Var ∪ Con àòîìîâ.

ßçûê âûðàæåíèé Expr(Atom) íàä ìíîæåñòâîì àòîìîâ Atom
îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Àòîì atom ∈ Atom ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì â Expr(Atom). Ðàç-
ìåðíîñòü a ïîëàãàåì ðàâíîé 1.

2) Åñëè atom1, . . . , atomn ∈ Atom, òî êîðòåæ (atom1, . . . , atomn)
ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ðàçìåðíîñòè n â Expr(Atom).

3) Åñëè e1, e2 ∈ Expr(Atom) � âûðàæåíèÿ îäèíàêîâîé ðàçìåð-
íîñòè n, òî (e1 + e2) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ðàçìåðíîñòè n â
Expr(Atom).

Ïóñòü e ∈ Expr(Atom), ÷åðåç Var (e) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæå-
ñòâî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â e.



70 ÃËÀÂÀ 3. ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÅ ÂËÎÆÅÍÍÛÅ ÑÅÒÈ

Âìåñòî v+v áóäåì ïèñàòü 2v, âìåñòî ((v1+v2)+v3) � v1+v2+v3.
Ñîîòâåòñòâåííî, k · e îçíà÷àåò e + e + · · ·+ e︸ ︷︷ ︸

k ðàç
.

Äàëåå â îïðåäåëåíèè äâóõóðîâíåâûõ NP-ñåòåé êîíñòàíòû èç
Connet â âûðàæåíèÿõ ÿçûêà Expr(Atom) áóäóò èíòåðïðåòèðîâàòü-
ñÿ êàê ìàðêèðîâàííûå îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè (ñåòåâûå ôèø-
êè), êîíñòàíòû èç Conatom � êàê èíäèâèäóàëüíûå ôèøêè, íå èìå-
þùèå ñîáñòâåííîé ñòðóêòóðû (àòîìàðíûå ôèøêè). Ìíîæåñòâî ñå-
òåâûõ ôèøåê áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Anet, ìíîæåñòâî àòîìàð-
íûõ ôèøåê � ÷åðåç Aatom. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Aatom 6= ∅. Ôèê-
ñèðóåì âûäåëåííûé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå Aatom, êîòîðûé íà ðè-
ñóíêå ñåòè áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðíîé òî÷êîé, â ÿçûêå Expr(Atom)
åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîíñòàíòà 1. Âìåñòî âûðàæåíèÿ n · 1
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýêçåìïëÿðîâ
÷åðíîé òî÷êè, áóäåì ïèñàòü ïðîñòî n. Âûðàæåíèå (a1, a2, . . . , an)
îçíà÷àåò êîðòåæ èç ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an, à îïåðàöèÿ �+� â
âûðàæåíèÿõ èç e ∈ Expr(A) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå
ìóëüòèìíîæåñòâ. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿìè âûðàæåíèé ÿçûêà
Expr(Atom) áóäóò ìóëüòèìíîæåñòâà êîðòåæåé ýëåìåíòîâ, ãäå ýëå-
ìåíòû ñóòü ëèáî ìàðêèðîâàííûå îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè, ëèáî
àòîìàðíûå ôèøêè.

Ïóñòü äàëåå Labv = {l1, l2, . . .} è Labh = {λ1, λ2, . . .} � äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà ìåòîê. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ
êàæäîé ìåòêè l ∈ Labv è êàæäîé ìåòêè λ ∈ Labh èìååòñÿ äâîé-
ñòâåííàÿ ìåòêà l ∈ Labv, ñîîòâåòñòâåííî, λ ∈ Labh, òàêèå ÷òî

1) l1 6= l2 äëÿ l1, l2 ∈ Labv, l1 6= l2; λ1 6= λ2 äëÿ λ1, λ2 ∈ Labh,
l1 6= l2;

2) l =def l; λ =def λ.

Ìåòêè ìíîæåñòâà Labv áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âåðòèêàëü-
íîé ñèíõðîíèçàöèè ïåðåõîäîâ, ìåòêè ìíîæåñòâà Labh � äëÿ ãîðè-
çîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ïîëàãàåì Lab =def Labv ∪ Labh.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Äâóõóðîâíåâîé âëîæåííîé ñåòüþ Ïåòðè (NP-
ñåòüþ) íàçûâàåòñÿ íàáîð
NPN = (Atom,Lab,SN, (EN1, . . . ,ENk),Λ), ãäå

1) Atom = Var ∪ Con � ìíîæåñòâî àòîìîâ.

2) Lab = Labv ∪ Labh � ìíîæåñòâî ìåòîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì.

3) (EN1, . . . ,ENk) (k ≥ 1) � êîíå÷íûé íàáîð îáûêíîâåííûõ ñå-
òåé Ïåòðè. Ñåòè EN1, . . . ,ENk íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòíûìè ñå-
òÿìè âëîæåííîé ñåòè NPN.

4) SN = (N,L,U ,W,M0) � ñåòü Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ, ãäå

• N = (P, T, F ) � ñåòü.
• P � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (ïîçèöèé ñåòè) ñ ïðèïèñàííîé

èì àðíîñòüþ, P ∩ Atom = ∅.
• L = Expr(Atom) � ÿçûê âûðàæåíèé, îïðåäåëåííûé âû-

øå.
• U = (A, I) � ìîäåëü ÿçûêà L, ãäå A = Anet ∪ Aatom

è Anet = {(EN,m) | ∃i = 1, . . . , k : EN = ENi, m ∈
M(ENi)}, ò. å. Anet åñòü ìíîæåñòâî ìàðêèðîâàííûõ ýëå-
ìåíòíûõ ñåòåé. Ìíîæåñòâî Anet áóäåì íàçûâàòü òàêæå
ìíîæåñòâîì ñåòåâûõ ôèøåê ñåòè SN. Ìíîæåñòâî Aatom
åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ ôèøåê. Êàê óæå
ãîâîðèëîñü âûøå, Aatom ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò
� ÷åðíóþ òî÷êó.
Ôóíêöèÿ I : Con → A çàäàåò íåêîòîðóþ èíòåðïðåòà-
öèþ êîíñòàíò ÿçûêà L. Èíòåðïðåòàöèÿ îïåðàöèè �+�
áûëà îïðåäåëåíà âûøå.

• W � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé äóãå (x, y) ∈ F
íåêîòîðîå âûðàæåíèå W (x, y) = (θ1, . . . , θn) ðàçìåðíî-
ñòè n, ãäå θi ∈ L (1 ≤ i ≤ n) è n åñòü àðíîñòü ïîçèöèè,
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èíöèäåíòíîé äóãå (x, y). Ïðè ýòîì íà âûðàæåíèÿ, ïðè-
ïèñàííûå âõîäíûì äóãàì, íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå
îãðàíè÷åíèÿ:
� ýòè âûðàæåíèÿ íå ñîäåðæàò êîíñòàíò èç Connet

(ò. å. òîëüêî êîíñòàíòû èç Conatom);
� êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè

W (p, t) íå áîëåå îäíîãî ðàçà;
� äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðèïèñàííûõ âõîäíûì äóãàì îä-

íîãî è òîãî æå ïåðåõîäà t âûðàæåíèé W (p1, t) è
W (p2, t) âûïîëíÿåòñÿ:
Var (W (p1, t)) ∩ Var (W (p2, t)) = ∅.

Îãðàíè÷åíèÿ íà âûðàæåíèÿ íà âõîäíûõ äóãàõ ïîêàçà-
íû íà ðèñ.3.5.
Íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñàííûå âûõîäíûì äóãàì, íàêëà-
äûâàåòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå: âûõîäíîå âûðàæåíèå
äëÿ ïåðåõîäà t ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ïåðåìåííûå,
êîòîðûå âõîäÿò â îäíî èç âõîäíûõ âûðàæåíèé äëÿ ýòî-
ãî æå ïåðåõîäà.
Åñëè äëÿ íåêîòîðîé äóãè âûðàæåíèå îïóùåíî, òî ïî
óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî 1 ∈ N.

• M0 � âûäåëåííàÿ ðàçìåòêà, íàçûâàåìàÿ íà÷àëüíîé ðàç-
ìåòêîé ñåòè, ãäå âîîáùå ðàçìåòêà åñòü îòîáðàæåíèå M ,
êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P àðíîñòè n
íåêîòîðîå ìóëüòèìíîæåñòâî M(p) íàä ìíîæåñòâîì An

êîðòåæåé ðàçìåðíîñòè n.

5) Λ � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîìåòêè ïåðåõîäîâ, ïîìå÷àþùàÿ
íåêîòîðûå ïåðåõîäû ñèñòåìíîé ñåòè ìåòêàìè èç Labv è íåêî-
òîðûå ïåðåõîäû â ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ ìåòêàìè èç Labv ∪Labh.

Òàêèì îáðàçîì, äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñîñòî-
èò èç íàáîðà îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè, çàäàþùèõ ñòðóêòóðó
ñåòåâûõ ôèøåê, è ñèñòåìíîé ñåòè. Ñèñòåìíàÿ ñåòü ïðåäñòàâëÿåò
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c x + x

x

x

- - s
3

Ðèñ. 3.5: Ïðèìåðû çàïðåùåííûõ âûðàæåíèé íà âõîäíûõ äóãàõ.
Çäåñü x ∈ Var , c ∈ Connet.

ñîáîé ïðåäèêàòíóþ ñåòü Ïåòðè ñ äîâîëüíî îãðàíè÷åííûì ÿçûêîì
âûðàæåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèïèñàíû äóãàì. Îõðàíû ïðè
ïåðåõîäàõ ñèñòåìíîé ñåòè îòñóòñòâóþò (ò. å. èñòèííû ïðè ëþáûõ
îçíà÷èâàíèÿõ ïåðåìåííûõ). Ìîäåëü ÿçûêà U îïðåäåëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòíûìè ñåòÿìè. Íîñèòåëü ìîäåëè U íàðÿäó ñ îáû÷íûìè äëÿ
ïðåäèêàòíûõ ñåòåé èíäèâèäóàëüíûìè ýëåìåíòàìè ñîäåðæèò ñåòå-
âûå ýëåìåíòû � ìàðêèðîâàííûå ýëåìåíòíûå ñåòè. Êðîìå òîãî,
íåêîòîðûå ïåðåõîäû â ñèñòåìíîé è ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ ïîìå÷åíû
ñïåöèàëüíûìè ìåòêàìè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìåõàíèçìà ñèíõðîíèçà-
öèè ýòèõ ïåðåõîäîâ. Äàëåå àâòîíîìíûå ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ
â ñèñòåìíîé è ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ áóäóò îïðåäåëåíû ïî ïðàâèëàì
ñðàáàòûâàíèÿ äëÿ ïðåäèêàòíûõ è îáûêíîâåííûõ ñåòåé ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèíõðîííûå ñðàáàòûâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè
ïðàâèëàìè.

3.3 Ïîâåäåíèå ñåòè
Ïóñòü NPN = (Atom,Lab,SN, (EN1, . . . ,ENk), Λ) � äâóõóðîâíåâàÿ
NP-ñåòü.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ðàçìåòêà ñåòè NPN åñòü îòîáðàæåíèå M,
êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P ñèñòåìíîé ñåòè SN
íåêîòîðîå (âîçìîæíî ïóñòîå) ìóëüòèìíîæåñòâî M(p) íàä ìíîæå-



74 ÃËÀÂÀ 3. ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÅ ÂËÎÆÅÍÍÛÅ ÑÅÒÈ

ñòâîì An êîðòåæåé ôèøåê, ãäå n � àðíîñòü ïîçèöèè p. Òàêèì
îáðàçîì, ðàçìåòêà âëîæåííîé ñåòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåòêà åå
ñèñòåìíîé ñåòè. Áóäåì ïèñàòü M(p) = 0, åñëè M(p) = ∅, ò. å. ïî-
çèöèÿ p íå ñîäåðæèò ôèøåê. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìåòîê ñåòè NPN
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M(NPN).

Ïóñòü t � íåêîòîðûé ïåðåõîä ñèñòåìíîé ñåòè SN, •t = {p1, . . . ,
pi}, t• = {q1, . . . , qj} � ìíîæåñòâà åãî ïðåä- è ïîñòóñëîâèé. ×å-
ðåç W (t) = {W (p1, t), . . . , W (pi, t),W (t, q1), . . . ,W (t, qj)} îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âûðàæåíèé, ïðèïèñàííûõ èíöèäåíòíûì t äó-
ãàì.

Îçíà÷èâàíèåì ïåðåõîäà t íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ b, ïðèïèñûâà-
þùàÿ êàæäîé ïåðåìåííîé v, âõîäÿùåé â íåêîòîðîå âûðàæåíèå
èç W (t), çíà÷åíèå b(v) èç ìíîæåñòâà Aatom ∪ Anet. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðè çàäàííîì îçíà÷èâàíèè ïåðåõîäà t ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå
θ(b) = b(θ) ëþáîãî âûðàæåíèÿ θ ∈ W (t), ïîñêîëüêó èíòåðïðåòàöèÿ
îïåðàöèè �+� èçâåñòíà.

Ïåðåõîä t ñåòè SN ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè íåêîòîðîé ðàçìåò-
êå M è îçíà÷èâàíèè b â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ∀p ∈ •t :
W (p, t)(b) ⊆ M(p), ò. å. âñÿêàÿ âõîäíàÿ äëÿ t ïîçèöèÿ p ñîäåðæèò
ìóëüòèìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ çíà÷åíèåì ïðèïèñàííîãî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé âõîäíîé äóãå âûðàæåíèÿ W (p, t).

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t ïîðîæäàåò íîâóþ
ðàçìåòêó M ′, (îáîçíà÷àåòñÿ M

t[b]−→ M ′), òàêóþ ÷òî äëÿ âñåõ ïî-
çèöèé p, M ′(p) = (M(p) \W (p, t)(b)) ∪W (t, p)(b).

Ñåòåâûå ôèøêè èç Anet, ÿâëÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ
âî âõîäíûõ âûðàæåíèÿõ èç W (t) ïðè îçíà÷èâàíèè ïåðåõîäà t, áó-
äåì íàçûâàòü ýëåìåíòíûìè ñåòÿìè, çàäåéñòâîâàííûìè ïðè ñðà-
áàòûâàíèè t. Ýòè ñåòè óäàëÿþòñÿ èç âõîäíûõ ïîçèöèé ïðè ñðàáà-
òûâàíèè ïåðåõîäà t (âîçìîæíî, â ñîñòàâå íåêîòîðûõ êîðòåæåé).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Äëÿ NP-ñåòè NPN îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
÷åòûðå âèäà øàãîâ ñðàáàòûâàíèÿ:

• ñèñòåìíî-àâòîíîìíûé øàã: Ïóñòü t � íåïîìå÷åííûé ïå-
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ðåõîä ñèñòåìíîé ñåòè SN (ò. å. çíà÷åíèå Λ(t) íå îïðåäåëåíî).
Åñëè t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M è îçíà÷èâàíèè b

è M
t−→ M ′, òî òàêîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t â ñåòè SN íà-

çûâàåòñÿ ñèñòåìíî-àâòîíîìíûì øàãîì âëîæåííîé ñåòè NPN
è îáîçíà÷àåòñÿ M [t[b]〉M ′ èëè ïðîñòî M [ 〉M ′. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïðè òàêîì ñðàáàòûâàíèè ðàçìåòêè ñåòåâûõ ôèøåê íå
ìåíÿþòñÿ, íî íåêîòîðûå èç íèõ ïåðåìåùàþòñÿ èç îäíîé ïî-
çèöèè â äðóãóþ (êîïèðóþòñÿ, èñ÷åçàþò), à òàêæå âîçìîæíî
ïîÿâëåíèå íîâûõ ñåòåâûõ ôèøåê.

• ýëåìåíòíî-àâòîíîìíûé øàã: Ïóñòü M � ðàçìåòêà ñå-
òè NPN, p ∈ P � íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ ñèñòåìíîé ñåòè SN è
(α1, . . . , αn) ∈ M(p) � êîðòåæ ôèøåê, íàõîäÿùèéñÿ â ïîçè-
öèè p ïðè ðàçìåòêå M . Ïóñòü äàëåå αi = (EN,m) � ñåòåâàÿ
ôèøêà â ýòîì êîðòåæå. Ïóñòü â îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè
EN èìååòñÿ ïåðåõîä t, òàêîé ÷òî çíà÷åíèå Λ(t) íå îïðåäåëåíî
è m[t〉m′, ò. å. t � íåïîìå÷åííûé àêòèâíûé ïðè ðàçìåòêå m
ïåðåõîä, è åãî ñðàáàòûâàíèå ïî ïðàâèëàì äëÿ îáûêíîâåííûõ
ñåòåé Ïåòðè ïðèâîäèò ê ðàçìåòêå m′. Ïóñòü M ′ � ðàçìåò-
êà ñåòè NPN, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç M çàìåíîé ñåòåâîé ôèøêè
αi = (EN,m) íà ôèøêó α′i = (EN,m′), ò. å. M ′ � ðàçìåòêà,
ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíîãî ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå-
õîäà t â ñåòåâîé ôèøêå αi, ïðè ýòîì ñåòü EN îñòàåòñÿ â òîé
æå ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè SN. Òîãäà òàêîå ñðàáàòûâàíèå
ïåðåõîäà t â ñåòè EN íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòíî-àâòîíîìíûì øà-
ãîì âëîæåííîé ñåòè NPN è îáîçíà÷àåòñÿ M [t〉M ′ èëè ïðîñòî
M [ 〉M ′.

• øàã ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè: Ïóñòü M � ðàç-
ìåòêà ñåòè NPN, p ∈ P � ïîçèöèÿ ñèñòåìíîé ñåòè SN è
(α1, . . . , αn) ∈ M(p) � êîðòåæ ôèøåê, íàõîäÿùèéñÿ â ïîçè-
öèè p ïðè ðàçìåòêå M . Ïóñòü äàëåå αi = (EN1,m1), αj =
(EN2,m2) � äâå ñåòåâûå ôèøêè â ýòîì êîðòåæå. Ïóñòü â
îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè EN1 èìååòñÿ ïåðåõîä t1, òàêîé ÷òî
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Λ(t1) = λ ∈ Labh è m1[t1〉m′
1, ò. å. t1 � àêòèâíûé ïðè ðàçìåò-

êå m1 ïåðåõîä è åãî ñðàáàòûâàíèå ïî ïðàâèëàì äëÿ îáûêíî-
âåííûõ ñåòåé Ïåòðè ïðèâîäèò ê ðàçìåòêå m′

1. Ïóñòü ïðè ýòîì
â ñåòè EN2 èìååòñÿ ïåðåõîä t2, òàêîé ÷òî Λ(t2) = λ ∈ Labh

è m2[t2〉m′
2. Ïóñòü äàëåå M ′ åñòü ðàçìåòêà ñåòè NPN, ïîëó-

÷àþùàÿñÿ èç M çàìåíîé ñåòåâîé ôèøêè αi = (EN1,m1) íà
ôèøêó α′i = (EN1,m

′
1) è çàìåíîé ôèøêè αj = (EN2,m2) íà

ôèøêó α′j = (EN2,m
′
2), ò. å. M ′ � ðàçìåòêà, ïîëó÷àþùàÿñÿ

â ðåçóëüòàòå îäíîâðåìåííîãî ëîêàëüíîãî ñðàáàòûâàíèÿ äâóõ
ïåðåõîäîâ t1 è t2 â ñåòåâûõ ôèøêàõ αi è αj ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè ýòîì ñåòè EN1 è EN2 îñòàþòñÿ â òîé æå ïîçèöèè ñè-
ñòåìíîé ñåòè SN. Òàêîå ñèíõðîííîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäîâ
t1 è t2 â ñåòÿõ EN1 è EN2 íàçûâàåòñÿ øàãîì ãîðèçîíòàëü-
íîé ñèíõðîíèçàöèè äëÿ âëîæåííîé ñåòè NPN è îáîçíà÷àåòñÿ
M [t1; t2〉M ′ èëè ïðîñòî M [ 〉M ′.
Åñëè àðíîñòü ïîçèöèè p ðàâíà 1 è p ñîäåðæèò íå êîðòåæè,
à åäèíè÷íûå ôèøêè, òî äëÿ ñåòåâîé ôèøêè α = (EN1,m1)
ïàðíàÿ åé ñåòåâàÿ ôèøêà ñ àêòèâíûì ïåðåõîäîì, ïîìå÷åí-
íûì äîïîëíèòåëüíîé ìåòêîé λ, âûáèðàåòñÿ ñðåäè ôèøåê,
íàõîäÿùèõñÿ â òîé æå ïîçèöèè p ïðè ðàçìåòêå M . Âûáîð
ïàðû ôèøåê èç äâóõ ðàçíûõ ïîçèöèé ñåòè ïðè ýòîì çàïðå-
ùàåòñÿ.

• øàã âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè: Ïóñòü t � ïåðåõîä
ñèñòåìíîé ñåòè SN, Λ(t) = l ∈ Labv, t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì
ïðè ðàçìåòêå M è îçíà÷èâàíèè b è M

t−→ M ′. Ïóñòü äà-
ëåå {α1, . . . , αk} ⊂ Anet åñòü ìíîæåñòâî çàäåéñòâîâàííûõ
â ýòîì ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà t ñåòåâûõ ôèøåê, ãäå α1 =
(EN1,m1), . . . , αk = (ENk,mk), è ïóñòü äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤
k â ñåòè ENi íàéäåòñÿ ïåðåõîä ti, òàêîé ÷òî ti àêòèâåí â ENi

ïðè ðàçìåòêå mi, mi[ti〉m′
i (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè ñðà-

áàòûâàíèÿ äëÿ îáû÷íûõ ñåòåé Ïåòðè) è Λ(ti) = l ∈ Labv.
Ïóñòü òåïåðü W ′ åñòü ìóëüòèìíîæåñòâî êîðòåæåé ýëåìåí-
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òîâ, ïîëó÷åííîå èç ìíîæåñòâà W (t, p)(b) çíà÷åíèé âñåõ âû-
ðàæåíèé íà âûõîäíûõ äóãàõ ïåðåõîäà t ñåòè NPN ïðè îçíà-
÷èâàíèè b ïóòåì çàìåíû ñåòåâîé ôèøêè αi = (ENi,mi) íà
ôèøêó α′i = (ENi,m

′
i) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ k.

Òîãäà ðåçóëüòàòîì îäíîâðåìåííîãî ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà
t â ñèñòåìíîé ñåòè SN è äîïîëíèòåëüíûõ ê íåìó ïåðåõîäîâ
â çàäåéñòâîâàííîì â ýòîì ñðàáàòûâàíèè ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå M ′(p) = (M(p) \W (p, t)(b)) + W ′.
Òàêîå ñèíõðîííîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t (ïðè îçíà÷èâà-
íèè b) â ñèñòåìíîé ñåòè è ïåðåõîäîâ t1, . . . , tk â ýëåìåíòíûõ
ñåòÿõ α1, . . . , αk íàçûâàåòñÿ øàãîì âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíè-
çàöèè äëÿ ñåòè NPN è îáîçíà÷àåòñÿ M [t[b]; t1, . . . , tk〉M ′ èëè
ïðîñòî M [ 〉M ′.

Èñïîëíåíèåì äëÿ âëîæåííîé ñåòè NPN íàçîâåì êîíå÷íóþ èëè
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ M0[ 〉M1[ 〉 . . . , ãäå M0

åñòü íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè NPN. Ðàçìåòêó M ñåòè NPN íàçî-
âåì äîñòèæèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò èñïîëíåíèå M0[ 〉M1[ 〉 . . . [ 〉Mk,
ãäå M = Mk.
Çàìå÷àíèå 3.1 (Âëîæåííûå ñåòè ñ òèïàìè). Ïðè èñïîëüçîâàíèè
NP-ñåòåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèêëàäíûõ ñèñòåì ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ áîëåå óäîáíûì èñïîëüçîâàíèå òèïèçèðîâàííîãî âàðèàíòà âëî-
æåííûõ ñåòåé Ïåòðè. Ïðàêòè÷åñêè òàêîé âàðèàíò èñïîëüçîâàëñÿ
ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðà ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïðîêàòà àâ-
òîìîáèëåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñåòåâûå ôèøêè îäíîé è òîé æå ñåòå-
âîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáúåêòû îäíîãî òèïà τi è
ñ íèìè àññîöèèðóåòñÿ ýëåìåíòíàÿ ñåòü ENi. Ýëåìåíòû òèïà τi �
ðàçìå÷åííûå ýëåìåíòíûå ñåòè âèäà (ENi,m), ãäå m � íåêîòîðàÿ
ðàçìåòêà ñåòè ENi.

Êàæäîé ïåðåìåííîé â âûðàæåíèÿõ íà äóãàõ òîãäà ïðèïèñû-
âàåòñÿ íåêîòîðûé îïðåäåëåííûé òèï. Òàê, â íàøåì ïðèìåðå x
åñòü ïåðåìåííàÿ òèïà τ1, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåòè EN1 (êëèåíò),
à y � ïåðåìåííàÿ òèïà τ2, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåòè EN2 (àâòîìî-
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áèëü). Ôóíêöèÿ îçíà÷èâàíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ïåðåìåííûì çíà÷åíèÿ
òîãî æå òèïà. Òèï âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íî.

Ïîçèöèÿì â ñèñòåìíîé ñåòè òàêæå ïðèïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûé
òèï èëè òèïîâîå âûðàæåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå, â ÷àñòíîñòè, ïîçè-
öèè s6 ïðèïèñàí òèï (τ1, τ2). Ôèøêè (êîðòåæè ôèøåê) â êàæäîé
ïîçèöèè äîëæíû áûòü ýëåìåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå îáû÷íûõ ïðàâèë ñîãëàñîâàíèÿ òèïîâ. Íà-
ïðèìåð, òèï ïîçèöèè äîëæåí ñîâïàäàòü ñ òèïîì âûðàæåíèé íà
âõîäíûõ è âûõîäíûõ äóãàõ, èíöèäåíòíûõ ýòîé ïîçèöèè.

Ââåäåíèå òèïîâîé ñòðóêòóðû âî âëîæåííûõ ñåòÿõ íå âëèÿåò íà
âûðàçèòåëüíîñòü ìîäåëè è âîçìîæíîñòè åå àíàëèçà. Îäíàêî ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñèñòåìà òèïîâ óëó÷øàåò ÿñíîñòü è
íàãëÿäíîñòü ìîäåëè, à òàêæå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ïðåäâàðèòåëü-
íûé àíàëèç ìîäåëè íà ñèíòàêñè÷åñêîì óðîâíå è ñîêðàùàòü ïåðå-
áîð ïðè ñåìàíòè÷åñêîì àíàëèçå ïóòåì ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ñîñòî-
ÿíèé ñèñòåìû çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ ñèíòàêñè÷åñêè íåêîððåêòíûõ
ðàçìåòîê.

3.4 Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè êàê âïîëíå
ñòðóêòóðèðîâàííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ

Îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ïðè-
ìåðîâ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ. Ïóñòü PN =
(P, T, F ) � îáûêíîâåííàÿ ñåòü Ïåòðè (åìêîñòè ïîçèöèé íå îãðà-
íè÷åíû). Óïîðÿäî÷èì ïîçèöèè ñåòè íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì
îáðàçîì: P = (p1, . . . , pn). Òîãäà ðàçìåòêó M ñåòè PN ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå n-ìåðíîãî âåêòîðà (m1, . . . ,mn) ∈ Nn, ãäå
mi = M(pi) (i = 1, . . . , n).

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ðàçìåòêàõ ñåòè Ïåòðè îïðåäåëèì êàê
ïîêîîðäèíàòíîå ñðàâíåíèå ≤n (ñì. îïðåäåëåíèå 1.3), ãäå ≤ � ñòàí-
äàðòíîå óïîðÿäî÷åíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðè ñðàâíåíèè ðàç-
ìåòîê îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè äàëåå âìåñòî ≤n áóäåì ïèñàòü
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ïðîñòî ≤.
Ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäîâ â îáûêíîâåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè îáëàäà-

åò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè: åñëè ïåðåõîä
t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M1 è ðàçìåòêà M2 ≥ M1, òî
ïåðåõîä t òàêæå ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M2. Ïðè ýòîì
åñëè M1[t〉M ′

1 è M2[t〉M ′
2, òî M ′

2 ≥ M ′
1.

Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè çàäàåò ñîâìåñòèìîñòü ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà ≤ è îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ [ 〉. Ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íûé ïî-
ðÿäîê ≤ íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ñåòè ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì êâà-
çèóïîðÿäî÷åíèåì (óòâåðæäåíèå 1.5), îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè ñ
÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ≤ íà ðàçìåòêàõ ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðóêòó-
ðèðîâàííûìè ñèñòåìàìè ïåðåõîäîâ.

Íà ñâîéñòâå ìîíîòîííîñòè ñåòåé Ïåòðè îñíîâàíî ïîñòðîåíèå
ïîêðûâàþùåãî äåðåâà ñåòè (ñì., íàïðèìåð, [8]), êîòîðîå èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ àíàëèçà íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ñåòåé Ïåòðè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî äâóõóðîâíåâûå âëîæåííûå
ñåòè Ïåòðè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûìè ñèñòå-
ìàìè ïåðåõîäîâ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî-
÷åíèÿ ðàçìåòîê ñåòè.

3.4.1 Ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåòîê âëîæåííîé ñåòè
Ïóñòü NPN = (Atom,Lab,SN, (EN1, . . . ,ENk), Λ) � äâóõóðîâíåâàÿ
NP-ñåòü, SN = (N,L,U ,W,M0) è M : PSN → M(A∗) � ðàçìåòêà
ñåòè NPN.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî P ïîçèöèé ñåòè ñòðîãî óïîðÿäî-
÷åíî íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì ñïîñîáîì, ò. å. P = (p1, . . . , pk),
òî ðàçìåòêó M ýòîé ñåòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà M =
(m1, . . . ,mk), ãäå mi = M(pi), i = 1, . . . , k. Ðàçìåòêà îáûêíîâåííîé
ñåòè Ïåòðè çàïèñûâàåòñÿ òîãäà â âèäå âåêòîðà èç öåëûõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë, òàê ÷òî

mi =
{

n, åñëè pi ñîäåðæèò n ÷åðíûõ ôèøåê,
0, åñëè pi ôèøåê íå ñîäåðæèò.
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Äëÿ âëîæåííîé ñåòè êîìïîíåíòû âåêòîðà ðàçìåòêè ñàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòðóêòóðèðîâàííûìè îáúåêòàìè. Ïîýòîìó ðàçìåòêó äâóõ-
óðîâíåâîé âëîæåííîé ñåòè óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîìå÷åííî-
ãî êîðíåâîãî äåðåâà, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü äåðåâîì ðàçìåò-
êè. Äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçìåòêå M, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
T (M).

Êîðåíü äåðåâà ðàçìåòêè ïîìå÷åí èìåíåì ñèñòåìíîé ñåòè SN
è èìååò k ïîòîìêîâ (ïî ÷èñëó ïîçèöèé ñèñòåìíîé ñåòè), ïîìå÷åí-
íûõ èìåíàìè ïîçèöèé p1, . . . , pk ñåòè SN. Ïîñêîëüêó èìåíà ïîçè-
öèé óêàçûâàþòñÿ ÿâíî, ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ âåòâåé çíà÷åíèÿ íå
èìååò.

Êàæäàÿ âåðøèíà pi èìååò ñòîëüêî ïîòîìêîâ, ñêîëüêî (êîðòå-
æåé) ôèøåê ñîäåðæèòñÿ â pi ïðè ðàçìåòêå M . Ïîðÿäîê ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ (êîðòåæåé) ôèøåê è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïîëîæåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåòâåé, òàêæå íå ñóùåñòâåí.

Äàëåå âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîðòåæó ôèøåê, ïîìå÷åíà
îïåðàöèåé îáðàçîâàíèÿ êîðòåæà (, . . . , )n è â êà÷åñòâå ïîòîìêîâ
èìååò ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîíóìåðîâàííûå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýëåìåíòàì êîðòåæà. Êàæäàÿ âåðøèíà, çàäàþùàÿ ýëåìåíò
êîðòåæà, èìååò ðîâíî îäíîãî ïîòîìêà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ïîääåðåâà ðàçìåòêè ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòåâîé ôèøêè. Ïîòîìêè
ýòîé âåðøèíû ïîìå÷åíû èìåíàìè ïîçèöèé ýëåìåíòíîé ñåòè, à èõ
ïîòîìêè � èìåíàìè àòîìàðíûõ ôèøåê èëè êîðòåæåé àòîìàðíûõ
ôèøåê.

Ìû âèäèì, ÷òî â äåðåâå ðàçìåòêè ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ âåò-
âåé íå ñóùåñòâåí, ò. å. åñëè äâà äåðåâà èçîìîðôíû êàê ïîìå÷åííûå
ãðàôû, òî îíè çàäàþò îäíó è òó æå ðàçìåòêó. Òàêèì îáðàçîì, äå-
ðåâî ðàçìåòêè ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì ïîìå÷åííûì êîðíåâûì
äåðåâîì (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5) íàä ìíîæåñòâîì X, ñîäåðæà-
ùèì èìåíà ñèñòåìíîé è ýëåìåíòíûõ ñåòåé (âîçìîæíî, ðàñøèðåí-
íûå), èìåíà àòîìàðíûõ ôèøåê (òàêæå, âîçìîæíî, ðàñøèðåííûå),
èìåíà ïîçèöèé ñèñòåìíîé è ýëåìåíòíûõ ñåòåé è ñèìâîëû îïåðàöèè
îáðàçîâàíèÿ êîðòåæà. Â êà÷åñòâå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæå-



3.4. ÂÏÎËÍÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÈÐÎÂÀÍÍÎÑÒÜ 81

•
p1 p2

p3
p4

◦ ◦ ◦ (◦, ◦)
(◦, ◦)

q1

q2EN1

/

r1 r2

r3
EN2

r1 r2

r3

EN2

SN

••

²

N q1

q2

EN1

•
ª

r1 r2

r3
EN2

?
•
•

q1

q2

EN1

r1 r2

r3

EN2

j

U

Ðèñ. 3.6: Ïðèìåð ðàçìåòêè M äâóõóðîâíåâîé âëîæåííîé ñåòè

ñòâå X áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå ðàâåíñòâà.
Íà ðèñóíêå 3.6 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíî ñõåìàòè÷åñêîå

èçîáðàæåíèå ðàçìåòêè M íåêîòîðîé âëîæåííîé ñåòè NPN. Âî âëî-
æåííîé äâóõóðîâíåâîé ñåòè NPN èìåþòñÿ äâå ýëåìåíòíûå ñåòè
EN1 è EN2, ïåðâàÿ èìååò äâå ïîçèöèè q1, q2, âòîðàÿ � òðè ïîçè-
öèè r1, r2, r3; ñèñòåìíàÿ ñåòü SN ñåòè NPN èìååò ÷åòûðå ïîçèöèè
p1, p2, p3, p4. Â ðàçìåòêå M ïåðâàÿ ïîçèöèÿ ñåòè SN ñîäåðæèò îäíó
àòîìàðíóþ ÷åðíóþ ôèøêó, âòîðàÿ � ïóñòà, òðåòüÿ èìååò àðíîñòü
1 è ñîäåðæèò ñåòåâóþ ôèøêó EN1 ñ ðàçìåòêîé (0, 2) è äâà ýêçåì-
ïëÿðà ñåòåâîé ôèøêè EN2 ñ ïóñòîé ðàçìåòêîé, ÷åòâåðòàÿ ïîçèöèÿ
èìååò àðíîñòü 2 è ñîäåðæèò äâà êîðòåæà äëèíû 2. Ïåðâûé êîðòåæ
ñîñòîèò èç ñåòåâîé ôèøêè EN1 ñ ðàçìåòêîé (1, 0) è ñåòåâîé ôèøêè
EN2 ñ ðàçìåòêîé (1, 0, 1), âòîðîé êîðòåæ ñîñòîèò èç ñåòåâûõ ôè-
øåê EN1 è EN2 ñ ïóñòûìè ðàçìåòêàìè. Íà ðèñóíêå 3.7 ïðèâåäåíî
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Ðèñ. 3.7: Äåðåâî ðàçìåòêè T (M)

ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî ðàçìåòêè T (M) äëÿ M .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåòêè âëî-

æåííîé ñåòè, ïîìå÷åííîå äåðåâî T (M) ìîæíî ñòàíäàðòíûì îáðà-
çîì çàïèñàòü â âèäå (ïðåôèêñíîãî) âûðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîìåò-
êè íà âåðøèíàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ëèñòüÿìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ñèìâîëû îïåðàöèé, à ïîääåðåâüÿ, êîðíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîòîì-
êàìè ýòèõ âåðøèí, ïðåäñòàâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè � àðãóìåíòàìè.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçíûõ âõîæäåíèé èìåí ïîçèöèé â îäíî è òî æå
âûðàæåíèå àðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìâîëîâ îïåðàöèè ìîæåò
áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì çà-
ïèñü â âèäå âûðàæåíèÿ äåðåâà ðàçìåòêè T (M) (ñì. ðèñóíîê 3.7):

SN(p1(1), p2, p3(EN1(q1, q2(1, 1)),EN2(r1, r2, r3),EN2(r1, r2, r3)),
p4((EN1(q1(1), q2),EN2(r1(1), r2, r3(1))), (EN1(q1, q2),
EN2(r1, r2, r3))))

Åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ ïîçèöèé ñèñòåìíîé è ýëåìåíòíûõ ñå-
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òåé âëîæåííîé ñåòè NPN ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü íåêîòîðûì ôèêñè-
ðîâàííûì îáðàçîì, òî ïðè çàïèñè âûðàæåíèÿ, çàäàþùåãî äåðåâî
ðàçìåòêè, ìîæíî íå óêàçûâàòü ÿâíî èìåíà ïîçèöèé. Òàêæå, åñëè
íåêîòîðîå ïîäâûðàæåíèå âõîäèò íåñêîëüêî ðàç â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòà, áóäåì ïðè çàïèñè ïðîñòî óêàçûâàòü åãî êðàòíîñòü, ò. å.
ïèñàòü, íàïðèìåð, 2 · e âìåñòî e, e è 3 � âìåñòî 1, 1, 1. Òîãäà ïðè-
âåäåííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ äåðåâà ðàçìåòêè T (M) çàïèøåòñÿ
òàê:

(1, 0, {EN1(0, 2), 2 · EN2(0, 0, 0)}, {(EN1(1, 0),EN2(1, 0, 1)),
(EN1(0, 0),EN2(0, 0, 0))}).

3.4.2 ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê
ñåòè

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê îáûêíîâåí-
íîé ñåòè Ïåòðè PN ìîæíî îïðåäåëèòü åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðàçìåòîê m1,m2 ñåòè PN âûïîëíÿåòñÿ
m1 ≤ m2, åñëè ∀p ∈ PPN : m1(p) ≤ m2(p).

Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ¹ íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê äëÿ
äâóõóðîâíåâîé âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè NPN. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ äâóõ ìóëüòèìíîæåñòâ A,B ∈ M(X) ïîä èíúåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì ı : A → B áóäåì ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
ðàçëè÷íûì ýêçåìïëÿðàì ýëåìåíòîâ A ñîïîñòàâëÿåò ðàçëè÷íûå ýê-
çåìïëÿðû ýëåìåíòîâ B.

Áîëåå ñòðîãî, ïóñòü A : X → N � íåêîòîðîå ìóëüòèìíîæåñòâî.
Ìóëüòèìíîæåñòâó A ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî Ã ⊂ (A × (N \ {0}))
ïàð, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ A è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü x ∈ A
è A(x) = k, ò. å. ýëåìåíò x âõîäèò â A ñ êðàòíîñòüþ k. Ïóñòü
x̃ =def {(x, 1), (x, 2), . . . , (x, k)} � ìíîæåñòâî, êîäèðóþùåå k ýê-
çåìïëÿðîâ ýëåìåíòà x. Òîãäà ïîëàãàåì Ã =def

⋃
x∈X x̃. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñîîòâåòñòâèå A ↔ Ã çàäàåò êîäèðîâàíèå ìóëüòèìíîæåñòâ,
êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü êðàòíûå âõîæäåíèÿ îäíîãî è òîãî
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æå ýëåìåíòà â ìóëüòèìíîæåñòâî.
Ïóñòü òåïåðü A : X → N, B : Y → N � äâà ìóëüòèìíîæå-

ñòâà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå f : A → B, åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî êîäèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ A è B çàäàíî îòîáðàæå-
íèå f̃ : Ã → B̃. Áóäåì ïèñàòü f(x) = y, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ
n,m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ f̃(x, n) = (y, m). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæå-
íèå f : A → B ìîæåò ñîïîñòàâëÿòü ðàçíûì ýêçåìïëÿðàì îäíîãî è
òîãî æå ýëåìåíòà x ∈ A ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Îòîáðàæåíèå f : A → B
áóäåì íàçûâàòü èíúåêòèâíûì, åñëè åìó ñîîòâåòñòâóåò èíúåêòèâ-
íîå îòîáðàæåíèå f̃ : Ã → B̃ ïðè íåêîòîðîì êîäèðîâàíèè ìíîæåñòâ
A è B.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü M1,M2 � ñîñòîÿíèÿ ñåòè NPN. Ïîëà-
ãàåì M1 ¹ M2, åñëè äëÿ ëþáîé ïîçèöèè p ∈ PSN, äëÿ êîòîðîé
M1(p) 6= ∅, ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå p : M1(p) →
M2(p), òàêîå ÷òî äëÿ α = (α1, . . . , αn) ∈ M1(p) è p(α) = α′ =
(α′1, . . . , α

′
n) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ ëèáî αi = α′i, ëèáî

αi = (EN,m) åñòü ñåòåâàÿ ôèøêà è α′i = (EN,m′), ãäå m ≤ m′.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé ôèøêè α ðàçìåòêè M1, íàõîäÿ-
ùåéñÿ â ïîçèöèè p, íàéäåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôèøêà α′ ðàç-
ìåòêè M2 â òîé æå ïîçèöèè p, òàêàÿ ÷òî åñëè α ÿâëÿåòñÿ àòîìàð-
íîé ôèøêîé, òî α′ ñîâïàäàåò ñ α, åñëè æå α � ñåòåâàÿ ôèøêà, òî
α′ èìååò òàêóþ æå èëè áîëüøóþ, ÷åì α, ðàçìåòêó.

Íà ðèñóíêå 3.8 ïðèâåäåíà ðàçìåòêà M ′, ñâÿçàííàÿ îòíîøåíè-
åì ¹ ñ ðàçìåòêîé M íà ðèñóíêå 3.6. Èìååì M ′ ¹ M . Äåéñòâè-
òåëüíî, M ′(p1) = M ′(p2) = ∅ è ôóíêöèè p1 , p2 èìåþò ïóñòóþ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ p3 � òîæäåñòâåííàÿ. Ôóíêöèÿ p4

ñîïîñòàâëÿåò ïàðå ñåòåâûõ ôèøåê ïàðó ñåòåâûõ ôèøåê, â êîòî-
ðîé âòîðàÿ èìååò ìåíüøóþ ðàçìåòêó (ìåíüøåå ÷èñëî ôèøåê â
ïîçèöèè r1).

Óòâåðæäåíèå 3.1. Îòíîøåíèå ¹ íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé
âëîæåííîé ñåòè NPN ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.
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p1 p2

p3
p4

◦ ◦ (◦, ◦)

q1

q2EN1

/

r1 r2

r3

EN2

SN

•
q1

q2

EN1

•
ª

r1 r2

r3
EN2

•

~
W

Ðèñ. 3.8: Ðàçìåòêà M ′ òàêàÿ, ÷òî M ′ ¹ M (ñì. ðèñ. 3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåôëåêñèâíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü î÷åâèäíû.
Äîêàæåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

Ïóñòü äëÿ ðàçìåòîê M1 è M2 ñåòè NPN âûïîëíÿåòñÿ M1 ¹ M2

è M2 ¹ M1. Ïóñòü p ∈ PSN � íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ ñèñòåìíîé ñåòè
SN. Ðàññìîòðèì ìóëüòèìíîæåñòâà M1(p) è M2(p) êîðòåæåé ýëå-
ìåíòîâ (ôèøåê). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà ¹ ëèáî M1(p) è M2(p)
îäíîâðåìåííî ïóñòû, ëèáî ñóùåñòâóþò äâà èíúåêòèâíûõ îòîáðà-
æåíèÿ ıp : M1(p) → M2(p) è p : M2(p) → M1(p).

Èç èíúåêòèâíîñòè ýòèõ îòîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìîùíîñòè
ìóëüòèìíîæåñòâ M1(p) è M2(p) ðàâíû.

Ïóñòü α = (α1, . . . , αn) ∈ M1(p). Ðàññìîòðèì i-óþ êîìïîíåíòó
êîðòåæà. Ïî îïðåäåëåíèþ åñëè αi (1 ≤ n) � àòîìàðíàÿ ôèøêà,
òî ıp(αi) = αi.

Äëÿ ñåòåâîé ôèøêè αi = (EN,m) èìååì ıp(αi) = α′i = (EN,m′),
ãäå m ≤ m. Òîãäà p(α′i) = (EN,m′′), ãäå m′ ≤ m′′. Ïðîäîëæàÿ
ýòî ïîñòðîåíèå, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçìåòîê m ≤ m′ ≤
m′′ ≤ . . . . Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìóëüòèìíîæåñòâ M1(p) è M2(p) ýòà
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìå-
ðà. Àíàëîãè÷íî, ñòàáèëèçèðóþòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâ-
ëåííûå èç äðóãèõ êîìïîíåíò êîðòåæåé è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ
êîðòåæ α òàêîé, ÷òî ıp(α) = α è, ñîîòâåòñòâåííî, p(α) = α.

Òîãäà ðàññìîòðèì ðàçìåòêè M ′
1(p) = M1(p) − α è M ′

2(p) =
M2(p)−α. Î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ M ′

1 ¹ M ′
2 è M ′

2 ¹ M ′
1. Ïîâòîðÿÿ

ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, íàéäåì îáùèé ýëåìåíò â ìóëü-
òèìíîæåñòâàõ M ′

1(p) è M ′
2(p) è ò.ä. Ïîñêîëüêó ìîùíîñòè ìóëüòè-

ìíîæåñòâ M1(p) è M2(p) ðàâíû, ïîëó÷àåì, ÷òî è ñàìè ìóëüòèìíî-
æåñòâà M1(p) è M2(p) ñîâïàäàþò, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçìåòêà M1 ìåíüøå ðàçìåòêè M2 îò-
íîñèòåëüíî ïîðÿäêà ¹, åñëè ðàçìåòêà M1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
èç ðàçìåòêè M2 ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ óäàëåíèé ôèøåê
èç ïîçèöèé â ñèñòåìíîé ñåòè èëè â åå ñåòåâûõ ôèøêàõ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, M1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç M2 ïóòåì óäàëåíèé ôèøåê
è/èëè çàìåí ñåòåâûõ ôèøåê íà ôèøêè ñ òîé æå ñåòåâîé ñòðóêòó-
ðîé, íî c ìåíüøèìè ðàçìåòêàìè. Ýòî ñâîéñòâî îòíîøåíèÿ ¹ ñâÿ-
çûâàåò åãî ñ 1-óïîðÿäî÷åíèåì ìóëüòèìíîæåñòâ (ñì.ðàçäåë 1.2.2).
Â ñàìîì äåëå, îïðåäåëèì îòíîøåíèå ïîðÿäêà≤◦ íà ìíîæåñòâå âñåõ
âîçìîæíûõ ôèøåê ñåòè NPN. Äëÿ àòîìàðíûõ ôèøåê a1 è a2 ïî-
ëàãàåì a1 ≤◦ a2 ⇔ a1 = a2. Äëÿ ñåòåâûõ ôèøåê α1 = (EN1,m1)
è α2 = (EN2,m2) ïîëàãàåì α1 ≤◦ α2 ⇔ (EN1 = EN2)&(m1 ≤ m2).
Àòîìàðíûå è ñåòåâûå ôèøêè íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. Ýòî îòíî-
øåíèå åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êîðòåæè ôèøåê êàê ïî-
êîîðäèíàòíîå ñðàâíåíèå ≤n◦ . Ïóñòü äàëåå äëÿ ïîçèöèè p ∈ PSN
ñèñòåìíîé ñåòè Mp(NPN) =def {M(p) | M ∈ M(NPN)} � ìíî-
æåñòâî ïðîåêöèé ðàçìåòîê ñåòè NPN íà ïîçèöèþ p. Òîãäà èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.1. Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè p ∈ PSN ïðîåêöèÿ îòíîøåíèÿ
¹ íà ìíîæåñòâî Mp(NPN) ÿâëÿåòñÿ 1-óïîðÿäî÷åíèåì ìóëüòè-
ìíîæåñòâ, îñíîâàííûì íà îòíîøåíèè ïîðÿäêà ≤◦ (îòíîøåíèè
≤n◦ äëÿ êîðòåæåé â ñëó÷àå, êîãäà àðíîñòü ïîçèöèè p ðàâíà n > 1)
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íà ìíîæåñòâå ôèøåê (êîðòåæåé ôèøåê).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M1 ¹ M2 � äâå ðàçìåòêè ñåòè NPN, p
� ïîçèöèÿ åå ñèñòåìíîé ñåòè. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ (a), (b) è (c) èç
îïðåäåëåíèÿ 1.4 1-óïîðÿäî÷åíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ. Óñëîâèå (a) ñî-
îòâåòñòâóåò ñëó÷àÿì, êîãäà ëèáî M1(p) ïóñòî, ëèáî M1(p) è M2(p)
ñîäåðæàò ïî îäíîé ôèøêå, è, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Óñëîâèå
(b) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì äîîïðåäåëåíèÿ èíúåêòèâíîãî îòîáðà-
æåíèÿ p íà äîïîëíèòåëüíûõ ôèøêàõ êàê òîæäåñòâåííîãî. È, íà-
êîíåö, òðàíçèòèâíîñòü (c) ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííîãî ôàêòà, ÷òî
îòíîøåíèå ¹ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Òåîðåìà 3.1. Îòíîøåíèå ¹ íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé âëîæåí-
íîé ñåòè NPN ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì êâàçèóïîðÿäî÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà äâóõóðîâíåâàÿ NP-ñåòü NPN =
(Atom,Lab,SN, (EN1, . . . ,ENk),Λ), ãäå SN = (N,L,U ,W,M0). Ðàç-
ìåòêà ñåòè NPN åñòü ôóíêöèÿ òèïà M : PSN →M(A∗), è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîëàãàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ïîçèöèé ñèñòåìíîé ñåòè ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åíî íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì îáðàçîì, âñÿêóþ ðàçìåò-
êó ñåòè NPN ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà ðàçìåðíîñòè n,
ãäå n =| P |.

Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 1.5, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîñòàòî÷-
íî ïðîâåñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñèñòåìíàÿ ñåòü èìååò îäíó ïîçè-
öèþ, ò. å. ðàçìåòêà ñåòè åñòü ìóëüòèìíîæåñòâî ìàðêèðîâàííûõ
ýëåìåíòíûõ ñåòåé è àòîìàðíûõ ôèøåê.

Â ñèëó ëåììû 3.1 â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìíàÿ ñåòü èìååò îäíó
ïîçèöèþ, îòíîøåíèå ¹ íà ðàçìåòêàõ ÿâëÿåòñÿ 1-óïîðÿäî÷åíèåì
ìóëüòèìíîæåñòâ, îñíîâàííûì íà îòíîøåíèè ïîðÿäêà ≤n◦ , n ≥ 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ≤n◦ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ÷àñòè÷-
íûì ïîðÿäêîì. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1 îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà ¹ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì êâàçèóïîðÿäî÷åíèåì.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü M0[ 〉M1[ 〉 . . . � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå
èñïîëíåíèÿ äëÿ âëîæåííîé ñåòè NPN. Òîãäà íàéäóòñÿ èíäåêñû
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i < j òàêèå, ÷òî Mi ¹ Mj.

×àñòè÷íîìó ïîðÿäêó íà ðàçìåòêàõ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîðÿ-
äîê íà ìíîæåñòâå äåðåâüåâ ðàçìåòîê.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü M1,M2 ∈ M(NPN) � ðàçìåòêè âëî-
æåííîé ñåòè NPN è T (M1), T (M2) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì äå-
ðåâüÿ ðàçìåòîê. Òîãäà M1 ¹ M2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà äåðåâî T (M1) èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â äåðåâî T (M2) (îò-
íîñèòåëüíî ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå ìåòîê), ò. å. ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå ϕ : Nodes(T (M1)) → Nodes(T (M2)) òàêîå, ÷òî:

1) ϕ � èíúåêòèâíà;

2) ϕ ìîíîòîííà è ïåðåâîäèò ñìåæíûå âåðøèíû â ñìåæíûå,
ò. å. äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ âåðøèí α, β ∈ Nodes(t) åñëè α ≤
β, òî ϕ(α) ≤ ϕ(β) è âåðøèíû ϕ(α), ϕ(β) òàêæå ñìåæíû;

3) äëÿ ëþáîé âåðøèíû α ∈ Nodes(t): L(α) = L′(ϕ(α)), ãäå L,L′
� ôóíêöèè ïîìåòêè âåðøèí äëÿ äåðåâüåâ t è t′ ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå ϕ ñîïîñòàâëÿåò êîðíþ äåðåâà
ðàçìåòîê T (M1), ïîìå÷åííîãî èìåíåì ñèñòåìíîé ñåòè, êîðåíü äå-
ðåâà ðàçìåòîê T (M2). Âåðøèíàì â T (M1), ñîîòâåòñòâóþùèì ïî-
çèöèÿì ñèñòåìíîé ñåòè, ñîïîñòàâëÿþòñÿ òàêèå æå âåðøèíû â äåðå-
âå T (M2). Âåðøèíàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ôèøêàì â ðàçìåòêå M1,
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû â T (M2) îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ-
ìè p èç îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ¹. Ïîñêîëüêó ðàçìåòêè ñåòå-
âûõ ôèøåê â M1 ñîäåðæàò ÷åðíûõ òî÷åê íå áîëüøå, ÷åì ðàçìåòêè
ñîïîñòàâëåííûõ èì îòîáðàæåíèÿìè p ñåòåâûõ ôèøåê â M2, ñîîò-
âåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ϕ äëÿ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ åäèíèöàìè,
òàêæå ëåãêî ñòðîèòñÿ.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ. Îòîáðà-
æåíèÿ p èç îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ¹ ñîïîñòàâëÿþò ôèøêàì
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èç ðàçìåòêè M1 ôèøêè èç ðàçìåòêè M2 òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì âåðøèíû â äåðåâüÿõ ðàçìåòîê T (M1) è T (M2) ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì ϕ.

3.4.3 Ñâîéñòâî ñîâìåñòèìîñòè
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü NPN � äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü,
M1 ¹ M2 � ðàçìåòêè ñåòè NPN.

1) Åñëè M1[Y 〉M ′
1, ãäå Y åñòü ëèáî ïåðåõîä t (â ñëó÷àå ýëå-

ìåíòíî-àâòîíîìíîãî øàãà), ëèáî ïàðà ïåðåõîäîâ t1, t2
(â ñëó÷àå øàãà ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè), òî âûïîë-
íÿåòñÿ M2[Y 〉M ′

2 è M ′
1 ¹ M ′

2.

2) Åñëè M1[Y [b]〉M ′
1, ãäå Y [b] åñòü ëèáî îçíà÷åííûé ïåðåõîä t[b]

(â ñëó÷àå ñèñòåìíî-àâòîíîìíîãî øàãà), ëèáî íàáîð ïåðåõî-
äîâ âìåñòå ñ íåêîòîðûì îçíà÷èâàíèåì t[b]; t1, . . . , tk (â ñëó-
÷àå øàãà âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè), òî íàéäåòñÿ òà-
êîå îçíà÷èâàíèå b′, ÷òî M2[Y [b′]〉M ′

2 è M ′
1 ¹ M ′

2.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ñëåäóþùåé
êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû:

M1 ¹ M2

Y [b]

y (∃b′:)
yY [b′]

M ′
1 ¹ M ′

2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M1 ¹ M2 è {p}p∈PSN � ñîîòâåòñòâóþùåå
ýòîìó ïîðÿäêó ñåìåéñòâî èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ïðîâåäåì ðàçáîðîì ñëó÷àåâ, â çàâèñèìîñòè îò âèäà øàãà ñðà-
áàòûâàíèÿ.

1. Ïóñòü M1[t[b]〉M ′
1 � ñèñòåìíî-àâòîíîìíûé øàã ñåòè NPN.

Òîãäà ïåðåõîä t ñåòè SN ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M1 è
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îçíà÷èâàíèè b : Var → A, ò. å.

∀p ∈ •t : W (p, t)(b) ⊆ M1(p), (3.1)

à ðåçóëüòàòîì ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà t ÿâëÿåòñÿ ðàçìåòêà M ′
1,

äëÿ êîòîðîé

M ′
1(p) = (M1(p) \W (p, t)(b)) + W (t, p)(b). (3.2)

Òîãäà â êà÷åñòâå ôóíêöèè îçíà÷èâàíèÿ äëÿ ðàçìåòêè M2 âîçü-
ìåì ôóíêöèþ b′ : Var → A òàêóþ, ÷òî äëÿ ïåðåìåííîé x, âõî-
äÿùåé â âûðàæåíèå W (p, t), b′(x) =def p(b(x)). Äàííîå îïðåäå-
ëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó äëÿ p1 6= p2 ∈ PSN Var (W (p1, t)) ∩
Var (W (p2, t)) = ∅ â ñèëó îãðàíè÷åíèé íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñàí-
íûå âõîäíûì äóãàì ïåðåõîäîâ â ñèñòåìíîé ñåòè.

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ íà âõîäíûõ äóãàõ íå ñîäåðæàò êîíñòàíò
è êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â òàêîå âûðàæåíèå íå áîëåå îäíîãî
ðàçà (â ñèëó òåõ æå îãðàíè÷åíèé), òî èç óñëîâèÿ 3.1 è p(M1(p)) ⊆
M2(p) ñëåäóåò ∀p ∈ •t : W (p, t)(b ◦ p) ⊆ p(M1(p)) ⊆ M2(p), ò. å.
ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M2 è îçíà÷èâàíèè b′.

Òîãäà ðåçóëüòàò ñðàáàòûâàíèÿ t ïðè îçíà÷èâàíèè b′ åñòü ðàç-
ìåòêà M ′

2(p) = (M2(p) \W (p, t)(b ◦ p)) + W (t, p)(b ◦ p). Ïîñêîëüêó
W (t, p)(b ◦ p) îòëè÷àåòñÿ îò W (t, p)(b) òîëüêî âîçìîæíî áîëüøåé
ðàçìåòêîé â íåêîòîðûõ ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
p, äîîïðåäåëåííîå íà òåõ êîðòåæàõ α, íà êîòîðûõ îíî íå áûëî
îïðåäåëåíî, êàê p(α) = α, ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì,
â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðîãî M ′

1 ¹ M ′
2.

2. Ïóñòü M1 ¹ M2 è M1[t〉M ′
1 � ýëåìåíòíî-àâòîíîìíûé øàã

ñåòè NPN. Òîãäà èìåþòñÿ ïîçèöèÿ p ∈ PSN â ñèñòåìíîé ñåòè SN
è êîðòåæ ýëåìåíòîâ α = (α1, . . . , αn) ∈ M(p), òàêîé ÷òî αi =
(EN, m1), ïåðåõîä t àêòèâåí â ñåòè EN ïðè ðàçìåòêå m1 è âûïîë-
íÿåòñÿ m1[t〉m′

1.
Ïóñòü äàëåå p(αi) = (EN,m2), ãäå m2 ≥ m1. Òîãäà, î÷åâèäíî,

ïåðåõîä t àêòèâåí â ñåòè EN ïðè ðàçìåòêå m2 è, ñëåäîâàòåëüíî,
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âîçìîæíî ýëåìåíòíîå ñðàáàòûâàíèå ýòîãî ïåðåõîäà â ñåòè NPN
ïðè ðàçìåòêå M2. Ïóñòü m2[t〉m′

2 è, ñîîòâåòñòâåííî, M2[t〉M ′
2. Ðàç-

ìåòêà M ′
2 îòëè÷àåòñÿ îò M2 òîëüêî ðàçìåòêîé âíóòðåííåé ñåòåâîé

ôèøêè αi. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî M ′
1 ¹ M ′

2, ïîñòðîèì èíúåêòèâíóþ
ôóíêöèþ ̃p : M ′

1(p) → M ′
2(p) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

̃p(α) =
{

(EN,m′
2) ïðè α = (EN, m2),

p(α) ïðè α 6= (EN, m2).

Äëÿ ïîçèöèè p′ 6= p ïîëàãàåì ̃p ≡ p. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
òàê îïðåäåëåííîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {̃p}p∈PSN óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ èíúåêòèâíîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, M ′

1 ¹ M ′
2.

3. Ïóñòü M1 ¹ M2 è M1[t1, t2〉M ′
1 � øàã ãîðèçîíòàëüíîé ñèí-

õðîíèçàöèè ñåòè NPN. Òîãäà â íåêîòîðîé ïîçèöèè p ∈ PSN â ñè-
ñòåìíîé ñåòè SN ïðè ðàçìåòêå M èìååòñÿ êîðòåæ ýëåìåíòîâ α =
(α1, . . . , αn) ∈ M(p), â êîòîðîì αi = (EN1,m1), αj = (EN2,m2),
m1[t1〉m′

1 â ñåòè EN1 è m2[t1〉m′
2 â ñåòè EN2, ãäå ïåðåõîäû t1, t2

ïîìå÷åíû âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè ìåòêàìè èç Labh.
Ïóñòü òåïåðü p(αi) = (EN,m3) è p(αj) = (EN,m4), ãäå m3 ≥

m1 è m4 ≥ m2. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì, ÷òî
íàéäóòñÿ ñîñòîÿíèÿ m′

3 è m′
4, òàêèå ÷òî m3[t〉m′

3 â ñåòè EN1 è
m4[t〉m′

4 â ñåòè EN2, è, ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæåí øàã ãîðèçîí-
òàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè M2[t〉M ′

2 â ñåòè NPN. Ïðè ýòîì ðàçìåòêà
M ′

2 ïîëó÷àåòñÿ èç M2 çàìåíîé ðàçìåòîê m3 è m4 âíóòðåííèõ ñå-
òåâûõ ôèøåê αi, αj íà ðàçìåòêè m′

3 è m′
4 ñîîòâåòñòâåííî. Èíúåê-

òèâíîå îòîáðàæåíèå ̃p : M ′
1(p) → M ′

2(p), îïðåäåëÿþùåå óïîðÿäî-
÷åííîñòü M ′

1 ¹ M ′
2, ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

Ïîëàãàåì

̃p(α) =





(EN,m′
3) ïðè α = (EN,m3),

(EN,m′
4) ïðè α = (EN,m4),

p(α) ïðè α 6= (EN,m3) è α 6= (EN,m4).

Äëÿ ïîçèöèè p′ 6= p ïîëàãàåì ̃p ≡ p.
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Åñëè àðíîñòü ïîçèöèè p ðàâíà 1 è p ñîäåðæèò íå êîðòåæè, à
åäèíè÷íûå ôèøêè, òî âñå ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ òàêæå îñòà-
þòñÿ âåðíûìè.

4. Ïóñòü M1 ¹ M2 è M1[t[b]; t1, . . . , tk〉M ′
1 � øàã âåðòèêàëü-

íîé ñèíõðîíèçàöèè ñåòè NPN. Òîãäà â ñèñòåìíîé ñåòè SN èìå-
åòñÿ ïåðåõîä t, àêòèâíûé ïðè ðàçìåòêå M1 è îçíà÷èâàíèè b, è
M

t−→ M ′. Êàê óæå áûëî äîêàçàíî â ï.1 ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåò-
êå M2 è íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè b′ è M2[t[b]〉M ′

2, ãäå M2 ¹ M ′
2.

Äàëåå, äëÿ êàæäîé ñèñòåìíîé ôèøêè αi = (ENi,mi) â ïîçèöèè
p, çàäåéñòâîâàííîé â b-ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà t â ñèñòåìíîé ñå-
òè SN, âûïîëíÿåòñÿ mi[ti〉m′

i. Ïî óæå äîêàçàííîìó ñëó÷àþ äëÿ
ýëåìåíòíî-àâòîíîìíûõ øàãîâ èç M1 ¹ M2 ñëåäóåò, ÷òî â ñåòè
p(αi) = (EN,mi′), ãäå mi′ ≥ mi, ïåðåõîä ti àêòèâåí è, ñëåäîâàòåëü-
íî, âîçìîæíî ýëåìåíòíî-àâòîíîìíîå ñðàáàòûâàíèå ýòîãî ïåðåõîäà
â ñåòè NPN ïðè ðàçìåòêå M2. Ðåçóëüòàòîì ñðàáàòûâàíèÿ ti ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíàÿ ðàçìåòêà m′

i′ ñåòåâîé ôèøêè, òàêàÿ ÷òî m′
i ¹ m′

i′ .
Òàêèì îáðàçîì, â ñåòè NPN âîçìîæåí øàã âåðòèêàëüíîé ñèí-

õðîíèçàöèè ïðè îçíà÷èâàíèè b′. Ðåçóëüòàòîì åãî ÿâëÿåòñÿ ðàçìåò-
êà M ′′

2 , ïîëó÷åííàÿ èç ðàçìåòêè M ′
2 ïóòåì çàìåíû ñåòåâîé ôèøêè

αi = (ENi,m
′
i) íà ôèøêó α′i = (ENi,m

′
i′) (èìåþùóþ áîëüøóþ ðàç-

ìåòêó) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ k. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå çà-
ìåíû ëîêàëüíûõ ðàçìåòîê íåêîòîðûõ ñåòåâûõ ôèøåê íà áîëüøèå
ðàçìåòêè ìû ïîëó÷èì ðàçìåòêó M ′′

2 , óäîâëåòâîðÿþùóþ M ′′
2 ¹ M ′

2

è, ñëåäîâàòåëüíî, M ′′
2 ¹ M ′

2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 3.2. Çàìåòèì, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèé íà âûðàæåíèÿ íà
âõîäíûõ äóãàõ â ñèñòåìíîé ñåòè ñâîéñòâî ñîâìåñòèìîñòè äëÿ âëî-
æåííûõ ñåòåé íå âûïîëíÿëîñü áû. Ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå íà ðè-
ñóíêàõ 3.9, 3.10, 3.11, ïîêàçûâàþò, ÷òî íàðóøåíèå ëþáîãî èç òðåõ
îãðàíè÷åíèé ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñâîéñòâà ñîâìåñòèìîñòè.
Çàìå÷àíèå 3.3. Äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè èìååò ìåñòî áîëåå
ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî:
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Ðèñ. 3.9: Ïðèìåð 1.

Åñëè M1[t〉M ′
1 äëÿ îáûêíîâåííîé ñåòè PN è M1 < M2, òî íàéäåòñÿ

ñîñòîÿíèå M ′
2 òàêîå, ÷òî M2[t〉M ′

2 è M ′
1 < M ′

2. Ýòî ñâîéñòâî íàçû-
âàåòñÿ ñâîéñòâîì ñòðîãîé ñîâìåñòèìîñòè è ìîæåò áûòü èçîáðà-
æåíî â âèäå ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû:

M1 < M2

t

y
yt

M ′
1 < M ′

2

Âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ñòðîãîé ñîâìåñòèìîñòè îáåñïå÷èâàåò
ðàçðåøèìîñòü äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè òàêèõ ñâîéñòâ, êàê
îãðàíè÷åííîñòü ïîçèöèè, îãðàíè÷åííîñòü ñåòè, ïîòåíöèàëüíàÿ
æèâîñòü ïåðåõîäà.

Äëÿ âëîæåííûõ ñåòåé ñâîéñòâî ñòðîãîé ñîâìåñòèìîñòè íå âû-
ïîëíÿåòñÿ, ò. å. îòíîøåíèå ïîðÿäêà ¹ íå ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà
ñòðîãîå, ÷òî ïîêàçûâàåò ïðèìåð, ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå 3.12.
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Ðèñ. 3.10: Ïðèìåð 2.

Èòîãîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü NPN � äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü
Ïåòðè, ¹ � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå M(NPN) ðàç-
ìåòîê ñåòè NPN, îïðåäåëåííûé âûøå. Òîãäà 〈NPN,¹〉 ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííîé ñèñòåìîé ïåðåõîäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1 î ïðàâèëüíîñòè êâàçè-
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Ðèñ. 3.11: Ïðèìåð 3.

óïîðÿäî÷åíèÿ ¹ è òåîðåìû 3.2 î âûïîëíåíèè ñâîéñòâà ñîâìåñòè-
ìîñòè îòíîøåíèé ïåðåõîäà è ¹ äëÿ äâóõóðîâíåâûõ âëîæåííûõ
ñåòåé Ïåòðè.
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Ðèñ. 3.12: Ïðèìåð íàðóøåíèÿ ñòðîãîé ñîâìåñòèìîñòè äëÿ âëîæåí-
íûõ ñåòåé.

3.5 Àíàëèç ñåìàíòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
3.5.1 Ïîêðûâàþùåå äåðåâî ñåòè. Ïðîáëåìà îñòàíîâà
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äâóõóðîâíåâûå âëî-
æåííûå ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûìè ñèñòå-
ìàìè ïåðåõîäîâ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ¹ íà ìíîæå-
ñòâå ðàçìåòîê ñåòè.

Îòíîøåíèå ¹, î÷åâèäíî, ðàçðåøèìî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ äâóõ ðàçìåòîê äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ êàæäîé ïîçèöèè
ñèñòåìíîé ñåòè, ñðàâíèìû ëè îòíîñèòåëüíî 1-óïîðÿäî÷åíèÿ ìóëü-
òèìíîæåñòâ ìóëüòèìíîæåñòâà ôèøåê â ýòîé ïîçèöèè ïðè äâóõ
çàäàííûõ ðàçìåòêàõ. Ïîñêîëüêó ìóëüòèìíîæåñòâà ôèøåê â ïîçè-
öèè âñåãäà êîíå÷íû, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ïðîñòûì ïå-
ðåáîðîì.

Íàïîìíèì, ÷òî â âûðàæåíèÿõ íà âûõîäíûõ äóãàõ ïåðåõîäà
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âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ íà âõîä-
íûõ äóãàõ ýòîãî ïåðåõîäà. Ýòî îãðàíè÷åíèå îáåñïå÷èâàåò êîíå÷-
íîñòü âåòâëåíèé äèàãðàììû ïåðåõîäîâ âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè.
Ëåãêî çàìåòèòü òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî Succ(M) (ìíîæåñòâî âñåõ
ïîñëåäóþùèõ ðàçìåòîê äëÿ ðàçìåòêè M) äëÿ çàäàííîé âëîæåí-
íîé ñåòè NPN âû÷èñëèìî.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.7 äëÿ äâóõóðîâíåâîé
âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî ïîêðû-
âàþùåå äåðåâî ñåòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîèì äåðåâî ïîêðûòèÿ äëÿ NP-ñåòè
NPN1, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 3.1. Ñèñòåìíàÿ êîìïîíåíòà ñåòè NPN1

èìååò øåñòü ïîçèöèé S1, S2, . . . , S6, è ðàçìåòêè ñåòè NPN1 áó-
äåì èçîáðàæàòü êîðòåæàìè èç øåñòè ýëåìåíòîâ. Ýëåìåíòíàÿ êîì-
ïîíåíòà ñåòè NPN1 òàêæå ñîäåðæèò 6 ïîçèöèé, áóäåì ðàñïîëà-
ãàòü èõ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: W0, . . . ,W4, T . Åñëè ïîçèöèÿ Si â
íåêîòîðîé ðàçìåòêå ïóñòà, òî íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå êîðòå-
æà áóäåì ïèñàòü 0. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî â êîðòåæå áóäåò îáîçíà-
÷àòü ÷èñëî ÷åðíûõ àòîìàðíûõ ôèøåê â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçè-
öèè. Åñëè æå ïîçèöèÿ Si ñîäåðæèò, ñêàæåì, äâå ñåòåâûå ôèøêè
EN ñ ðàçìåòêàìè m = (m1,m2, . . . , m6) è m′ = (m′

1,m
′
2, . . . , m

′
6)

ñîîòâåòñòâåííî, òî íà i-ì ìåñòå êîðòåæà ðàçìåòêè áóäåì ïèñàòü
{EN(m1, m2, . . . , m6),EN(m′

1,m
′
2, . . . , m

′
6)}. Òàêèì îáðàçîì, íà-

÷àëüíàÿ ðàçìåòêà M0 ñåòè NPN1 çàïèøåòñÿ êàê (1, 0, 0, 0, A, 0).
Äåðåâî ïîêðûòèÿ äëÿ ñåòè NPN1 ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.13. Çäåñü

M1 = (1, {EN(0, 0, 1, 0, 0, 0)}, 0, 0, A, 0),
M2 = (1, 0, {EN(0, 0, 0, 1, 0, 0)}, 0, A− a, 0),
M ′

2 = (1, {EN(0, 0, 1, 0, 0, 0),EN(0, 0, 1, 0, 0, 0)}, 0, 0, A, 0),
M ′′

2 = (1, {EN(0, 0, 1, 0, 0, 1)}, 0, 0, A, 0),
M3 = (1, 0, 0, 0, A− a, {EN(0, 0, 0, 0, 1, 0)}),
M ′

3 = (1, {EN(0, 0, 1, 0, 0, 0)}, {EN(0, 0, 0, 1, 0, 0)}, 0, A− a, 0),
M ′′

3 = (1, 0, {EN(0, 0, 0, 1, 0, 1)}, 0, A− a, 0),
M ′

4 = (1, {EN(0, 0, 1, 0, 0, 0)}, 0, 0, A− a, {EN(0, 0, 0, 0, 1, 0)}),
M ′′

4 = (1, 0, 0, 0, A− a, {EN(0, 0, 0, 0, 1, 1)}).
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M0

?
M1

t2, t2
?

M2

+
M ′′

2 º M1

s
M ′

2 º M1
t3, t3

?
M3

+
M ′′

3 º M2

s
M ′

3 º M2
t4, t4

?
M0

+
M ′′

4 º M3

s
M ′

4 º M3

Ðèñ. 3.13: Äåðåâî ïîêðûòèÿ äëÿ NP-ñåòè NPN1 (ñì. ðèñ. 3.1).

Âñå ëèñòüÿ â äåðåâå ïîêðûòèÿ äëÿ ñåòè NPN1 ÿâëÿþòñÿ ïîêðû-
âàþùèìè âåðøèíàìè. Íà ýòîì ïðèìåðå õîðîøî âèäíî, ÷òî äåðåâî
ïîêðûòèÿ íå äàåò ïîëíîé èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè ñåòè. Òàê, ïóòü
îò êîðíÿ äî ëèñòà ñ ïîìåòêîé M0 óêàçûâàåò íà íàëè÷èå öèêëè÷å-
ñêîãî èñïîëíåíèÿ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò öèêëó, êîòîðûé ïðîõî-
äèò â ýòîé ñèñòåìå îäèí èñïîëíèòåëü, íà÷èíàÿ îò åãî îáðàùåíèÿ
çà èíñòðóìåíòîì è çàêàí÷èâàÿ âîçâðàùåíèåì ýòîãî èíñòðóìåíòà
íà ñêëàä. Ïóòè, âåäóùèå ê ðàçìåòêàì ñ îäíèì øòðèõîì, ñîîòâåò-
ñòâóþò îáðàùåíèþ íà ñêëàä åùå îäíîãî êëèåíòà. Ýòî îáðàùåíèå
íå ìåøàåò ïðîäîëæèòü ñâîé îáû÷íûé öèêë êëèåíòó, êîòîðûé óæå
ïîëó÷èë èíñòðóìåíò. Ïîýòîìó âñå ýòè âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ïîêðû-
âàþùèìè, è äàëüíåéøåå èñïîëíåíèå â ýòîì ñëó÷àå íå ïðîñëåæè-
âàåòñÿ. Ëèñòüÿ, ïîìå÷åííûå ðàçìåòêàìè ñ äâóìÿ øòðèõàìè, ñî-
îòâåòñòâóþò àâòîíîìíîìó ñðàáàòûâàíèþ ïåðåõîäà â ýëåìåíòíîé
êîìïîíåíòå, êîòîðîå ñîäåðæàòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ ó
êëèåíòà åùå îäíîãî çàäàíèÿ. Ýòî ñîáûòèå íå âëèÿåò íà âîçìîæ-
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íîñòü ïðîäîëæåíèÿ èñïîëíåíèÿ ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ, è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ âåðøèíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùåé. Âìåñòå ñ òåì,
äåðåâî ïîêðûòèÿ íèêàê íå îòðàæàåò âîçìîæíîñòü èëè íåâîçìîæ-
íîñòü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà ñ ïîìåòêîé t1. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî ýòîò ïåðåõîä ñðàáàòûâàåò, åñëè ïîçèöèÿ S5 ïóñòà, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò òîìó, ÷òî âñå èíñòðóìåíòû ðàçîáðàíû. Óñëîâèå, ñâÿçàííîå
ñ îãðàíè÷åííîñòüþ íåêîòîðûõ ðåñóðñîâ, î÷åâèäíî, íå óäîâëåòâî-
ðÿåò ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè, ïîýòîìó îíî íå ìîæåò áûòü îõàðàê-
òåðèçîâàíî ñ ïîìîùüþ äåðåâà ïîêðûòèÿ.

Êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 1.3, íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ
ïîêðûâàþùåãî äåðåâà ñåòè ìîæíî ðåøàòü öåëûé ðÿä ïðîáëåì àíà-
ëèçà ñåìàíòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåòåé.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü NPN � äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè, C � íåêîòîðûé íàïðàâëåííûé ââåðõ êîíóñ (îòíîñèòåëüíî
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ¹) â ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ñåòè NPN, M0

� íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ýòîé ñåòè. Óòâåðæäåíèå òåìïîðàëüíîé
ëîãèêè M0 |= (∃)¤C èñòèííî äëÿ âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè NPN
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîêðûâàþùåå äåðåâî ñåòè NPN ñî-
äåðæèò ïóòü îò êîðíÿ ê ëèñòó, â êîòîðîì âñå âåðøèíû ïîìå-
÷åíû ðàçìåòêàìè, ïðèíàäëåæàùèìè C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1.8.

Ïðîáëåìà ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ âëîæåí-
íîé ñåòè NPN ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ äàííîé ðàçìåòêè M (èëè
êîíå÷íîãî íàáîðà ðàçìåòîê M1, . . . ,Mk) óñòàíîâèòü, ñóùåñòâó-
åò ëè èñïîëíåíèå M0[t1〉M1[t2〉 . . . äëÿ NPN, â êîòîðîì âñÿêàÿ
ðàçìåòêà Mi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Mi º M (ñîîòâåòñòâåííî
Mi º M1 ∨ · · · ∨ Mi º Mk). Ñîäåðæàòåëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âîçìîæíî òàêîå èñïîëíåíèå, ÷òî �ìèíèìàëüíûé çàïàñ ðåñóðñîâ�,
îïðåäåëÿåìûé ðàçìåòêîé M (èëè íàáîð âçàèìîçàìåíÿåìûõ ðåñóð-
ñîâ, îïðåäåëÿåìûé ðàçìåòêàìè M1, . . . , Mk) áóäåò ïîääåðæèâàòü-
ñÿ â òå÷åíèå âñåãî èñïîëíåíèÿ.
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Òåîðåìà 3.4. Ïðîáëåìà ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ
ðàçðåøèìà äëÿ äâóõóðîâíåâûõ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðàçìåòîê {M ′ | M ′ º M} (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìíîæåñòâî {M ′ | M ′ º M1 ∨ · · · ∨ M ′ º Mk}) ÿâëÿåòñÿ
íàïðàâëåííûì ââåðõ êîíóñîì îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
¹, à ïðîáëåìà ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå ôîðìóëû M0 |= (∃)¤ {M ′ | M ′ º M} èëè, ñî-
îòâåòñòâåííî, M0 |= (∃)¤ {M ′ | M ′ º M1 ∨ · · · ∨ M ′ º Mk}, ãäå
M0 � íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè (çäåñü, êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ,
ìû íå ðàçëè÷àåì ìíîæåñòâî è ïðåäèêàò ïðèíàäëåæíîñòè ýòîìó
ìíîæåñòâó).

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ äâóõóðîâíåâîé âëîæåííîé ñåòè
Ïåòðè ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü åå ïîêðûâàþùåå äåðåâî, à
îòíîøåíèå ¹ � ðàçðåøèìî. Òîãäà â ñèëó ëåììû 3.2 ðåøåíèå ïðî-
áëåìû ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå
òîãî, ÷òî ïîêðûâàþùåå äåðåâî ñåòè NPN ñîäåðæèò ïóòü îò êîðíÿ
ê ëèñòó, â êîòîðîì âñå âåðøèíû ïîìå÷åíû ðàçìåòêàìè, áîëüøèìè
â ñìûñëå ¹ çàäàííîé ðàçìåòêè M èëè, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîé èç
çàäàííûõ ðàçìåòîê M1, . . . , Mk.

Ïðîáëåìà íåèçáåæíîñòè äëÿ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè ÿâëÿåò-
ñÿ äâîéñòâåííîé ê ïðîáëåìå ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ.
Äëÿ ñåòè NPN îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ äàííîé ðàçìåòêè
M (èëè êîíå÷íîãî íàáîðà ðàçìåòîê M1, . . . , Mk) óñòàíîâèòü, ÷òî
âñÿêîå èñïîëíåíèå M1[t2〉 . . . äëÿ NPN ðàíî èëè ïîçäíî ïðèâîäèò
ê ðàçìåòêå Mi, äëÿ êîòîðîé ñâîéñòâî Mi º M (ñîîòâåòñòâåííî,
Mi º M1 ∨ · · · ∨ Mi º Mk) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñîäåðæàòåëüíî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì èñïîëíåíèè �ìèíèìàëüíûé çàïàñ ðåñóð-
ñîâ�, îïðåäåëÿåìûé ðàçìåòêîé M (èëè íàáîð âçàèìîçàìåíÿåìûõ
ðåñóðñîâ, îïðåäåëÿåìûé ðàçìåòêàìè M1, . . . , Mk) áóäåò èñ÷åðïàí.

Òåîðåìà 3.5. Ïðîáëåìà íåèçáåæíîñòè ðàçðåøèìà äëÿ äâóõóðîâ-
íåâûõ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîáëåìà íåèçáåæíîñòè ðàçðåøèìà â ñèëó åå
äâîéñòâåííîñòè ïðîáëåìå ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ
(ñð. ñ óòâåðæäåíèåì 1.10 èç ãëàâû 1).

Ïðîáëåìà îñòàíîâà: ïî äàííîé íà÷àëüíîé ðàçìåòêå M0 îïðåäå-
ëèòü, âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå èñïîëíåíèå ñåòè ïðèâîäèò ê òóïèêîâîé
ðàçìåòêå, ò. å. òàêîé ðàçìåòêå, ïðè êîòîðîé íè îäèí ïåðåõîä íå
ìîæåò ñðàáîòàòü.

Ïðîáëåìà îñòàíîâà ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå íåèçáåæíîñòè.

Òåîðåìà 3.6. Ïðîáëåìà îñòàíîâà ðàçðåøèìà äëÿ äâóõóðîâíåâûõ
âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îñòàíîâà äîñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü ïîêðûâàþùåå äåðåâî ñåòè. Åñëè âñå ëèñòüÿ â ýòîì äå-
ðåâå ïîìå÷åíû òóïèêîâûìè ðàçìåòêàìè, òî âñÿêîå èñïîëíåíèå ñå-
òè çàâåðøàåòñÿ. Åñëè æå íàéäåòñÿ ëèñò, ïîìå÷åííûé íåòóïèêîâîé
ðàçìåòêîé M (ò. å. ðàçìåòêîé, áîëüøåé èëè ðàâíîé óæå âñòðå÷àâ-
øåéñÿ íà ýòîì ïóòè ðàçìåòêè M ′, M ′ ¹ M), òî âîçìîæíî áåñ-
êîíå÷íîå ïðîäîëæåíèå ýòîãî èñïîëíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå â ñèëó ñâîéñòâà ñîâìåñòèìîñòè âñå øàãè, ïðèâîäÿùèå îò
M ê M ′, ìîæíî ïîâòîðÿòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

3.5.2 Ìåòîä íàñûùåíèÿ. Ñâîéñòâî ïîêðûòèÿ
Ïðîáëåìà ïîêðûòèÿ äëÿ âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì: äëÿ äàííîé ðàçìåòêè M0 è çàäàííîãî ñâîèì êîíå÷íûì áà-
çèñîì íàïðàâëåííîãî ââåðõ êîíóñà C ïðîâåðèòü äîñòèæèìîñòü èç
M0 íåêîòîðîé ðàçìåòêè, ïðèíàäëåæàùåé C, ò. å. ïðîâåðèòü èñòèí-
íîñòü ôîðìóëû M0 |= (∃)♦C. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ C =↑ M , ãäå M �
íåêîòîðàÿ ðàçìåòêà ñåòè, ïðîáëåìà ïîêðûòèÿ ñîñòîèò â ïðîâåðêå
äîñòèæèìîñòè èç ðàçìåòêè M0 ðàçìåòêè M ′ º M .

Ïîñêîëüêó âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðóêòó-
ðèðîâàííûìè ñèñòåìàìè ïåðåõîäîâ, ïðîáëåìó ïîêðûòèÿ áóäåì ðå-
øàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàñûùåíèÿ (ñì. ïàðàãðàô 1.3), îñíîâàí-
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íîãî íà ñâîéñòâå ñòàáèëèçàöèè âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè íàïðàâëåííûõ ââåðõ êîíóñîâ (ñì. óòâåðæäåíèå 1.4). Äëÿ ýòîãî
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè NPN èìååò ýôôåêòèâíûé ïðåäáàçèñ, ò. å. äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè
M ∈ M(NPN) ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåí êîíå÷íûé áàçèñ
pb(M) ìíîæåñòâà Pred (↑ M).

Ïóñòü NPN � äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, t � íåêî-
òîðûé ïåðåõîä â NPN. ×åðåç ◦t îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìèíèìàëü-
íûõ îòíîñèòåëüíî ¹ ðàçìåòîê ñåòè NPN, ïðè êîòîðûõ ïåðåõîä t
ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì. Â ñèëó âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåìîñòè îòíîøåíèÿ
¹ ìíîæåñòâî ◦t êîíå÷íî.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáîé äâóõóðîâíåâîé ñåòè NPN è ïåðåõîäà t
ýòîé ñåòè ìíîæåñòâî ◦t ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ◦t ìèíèìàëüíûõ ðàçìå-
òîê, ïðè êîòîðûõ ïåðåõîä t ìîæåò ñðàáîòàòü.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî VNPN êàê ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çíà-
÷åíèé äëÿ ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèÿõ, ïðèïèñàííûõ äóãàì ñåòè
NPN. Ìíîæåñòâî VNPN ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íàáîðà âñåõ èíäèâè-
äóàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñåòè NPN è ìíîæåñòâà âñåõ åå ýëåìåíòíûõ
ñåòåé ñ ïóñòîé ðàçìåòêîé. Ìíîæåñòâî VNPN, î÷åâèäíî, êîíå÷íî.

1. Ïóñòü ñíà÷àëà t � íåïîìå÷åííûé ïåðåõîä â ñèñòåìíîé ñåòè.
Ïóñòü p ∈ •t � íåêîòîðàÿ âõîäíàÿ ïîçèöèÿ äëÿ t â ñèñòåìíîé ñåòè,
W (p, t) � âûðàæåíèå, ïðèïèñàííîå äóãå (p, t).

Åñëè W (p, t) íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, òî äëÿ êàæäîé ðàçìåò-
êè M ∈ ◦t çíà÷åíèå M(p) ïîëàãàåì ðàâíûì çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ
W (p, t).

Åñëè W (p, t) ñîäåðæèò ïåðåìåííûå x1, . . . , xk, òî M(p) ìîæåò
ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå, ïðèíèìàåìîå âûðàæåíèåì W (p, t) ïðè
îçíà÷èâàíèè ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk çíà÷åíèÿìè èç VNPN. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ M(p) òàêæå êî-
íå÷íî.
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Òîãäà ìíîæåñòâî ◦t ñòðîèòñÿ êàê íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ ðàçìå-
òîê, äëÿ êîòîðûõ M(p) ïðèíèìàåò îäíî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îïè-
ñàííûõ âûøå çíà÷åíèé.

2. Ïóñòü t � ïîìå÷åííûé ìåòêîé äëÿ âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíè-
çàöèè ïåðåõîä â ñèñòåìíîé ñåòè. Òîãäà ìíîæåñòâî ◦t ñòðîèòñÿ òàê
æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñ òîé òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî ýëå-
ìåíòíûå ñåòè â ìíîæåñòâå VNPN ïîëó÷àþò íå ïóñòóþ ðàçìåòêó, à
îäíó èç ìèíèìàëüíûõ ðàçìåòîê, ïðè êîòîðîé àêòèâåí îäèí èç ïå-
ðåõîäîâ, ïîìå÷åííûõ L(t) â ýëåìåíòíîé ñåòè. Åñëè â ýëåìåíòíîé
ñåòè èìååòñÿ ðîâíî îäèí ïåðåõîä, ïîìå÷åííûé L(t), òî èìååòñÿ
ðîâíî îäíà òàêàÿ ðàçìåòêà. Åñëè òàêèõ ïåðåõîäîâ íåñêîëüêî, òî
äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçìåòêà. È, íà-
êîíåö, åñëè â ýëåìåíòíîé ñåòè íåò ïåðåõîäîâ, ïîìå÷åííûõ L(t), òî
ýòà ñåòü èñêëþ÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.

3. Ïóñòü òåïåðü t � íåïîìå÷åííûé ïåðåõîä â íåêîòîðîé ýëå-
ìåíòíîé ñåòè EN ñåòè NPN. Ïóñòü m � ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåòêà
ñåòè EN, ïðè êîòîðîé ïåðåõîä t àêòèâåí. Òîãäà ìíîæåñòâî ìè-
íèìàëüíûõ ðàçìåòîê ◦t ñòðîèòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìåòîê,
ïðè êîòîðûõ îäíà èç ïîçèöèé ñèñòåìíîé ñåòè ñîäåðæèò ñåòåâóþ
ôèøêó (EN,m), à âñå îñòàëüíûå ïîçèöèè ïóñòû.

4. È, íàêîíåö, åñëè t � ïîìå÷åííûé ìåòêîé äëÿ ãîðèçîíòàëü-
íîé ñèíõðîíèçàöèè ïåðåõîä â ýëåìåíòíîé ñåòè EN ñåòè NPN, òî
ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ðàçìåòîê ◦t ñòðîèòñÿ êàê ìíîæåñòâî
âñåõ ðàçìåòîê, ïðè êîòîðûõ îäíà èç ïîçèöèé ñèñòåìíîé ñåòè ñî-
äåðæèò ñåòåâóþ ôèøêó (EN,m) è íåêîòîðóþ äðóãóþ ñåòåâóþ
ôèøêó (EN′,m′), à âñå îñòàëüíûå ïîçèöèè ïóñòû. Çäåñü ñåòü EN′
èìååò ïåðåõîä, ïîìå÷åííûé äîïîëíèòåëüíîé ìåòêîé L(t) è m′ �
ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè EN', ïðè êîòîðîé ïåðåõîä, ïîìå÷åí-
íûé L(t), àêòèâåí.

Ëåììà 3.4. Äëÿ ëþáîé äâóõóðîâíåâîé âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè
NPN è ïðîèçâîëüíîé ðàçìåòêè M ∈ M(NPN) ñóùåñòâóåò ýô-
ôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî áàçèñà ìíîæåñòâà
Pred (↑M).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü NPN � äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü
Ïåòðè, M ∈ M(NPN) � íåêîòîðàÿ åå ðàçìåòêà. Â ïðåäûäóùåé
ëåììå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî ◦t ìèíèìàëüíûõ îòíîñè-
òåëüíî ¹ ðàçìåòîê ñåòè NPN, ïðè êîòîðûõ ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ
àêòèâíûì, ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.

×åðåç t◦ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàçìåòîê, ïîëó÷àåìûõ â ðå-
çóëüòàòå âñåõ âîçìîæíûõ ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäà t (âîçìîæíî,
ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè ïåðåõîäàìè) íà ðàçìåòêàõ èç ìíîæåñòâà ◦t.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî t◦ êîíå÷íî è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè-
ìåíåíèåì ïåðåõîäà t êî âñåì ðàçìåòêàì èç ◦t.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C =↑M∩ ↑t◦ ðàçìåòîê, ñîñòîÿùåå èç
M ′ òàêèõ, ÷òî M ′ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ñðàáàòûâà-
íèÿ ïåðåõîäà t è M ¹ M ′. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåí-
íûì ââåðõ êîíóñîì è â ñèëó âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåìîñòè îòíîøå-
íèÿ ¹ èìååò êîíå÷íûé áàçèñ, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
lub(M, t◦).

Êîíå÷íûé áàçèñ lub(M, t◦) ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåí
ïóòåì ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû. Ïóñòü M ′ ∈ t◦. Ïîñòðîèì ðàçìåòêó
M1. Ïóñòü p � íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ ñåòè NPN. Ìóëüòèìíîæåñòâà
ôèøåê M(p) è M ′(p) ðàçîáüåì íà ñóììû ìóëüòèìíîæåñòâ àòî-
ìàðíûõ è ñåòåâûõ ôèøåê: M(p) = [M(p)]atom + [M(p)]net è, ñîîò-
âåòñòâåííî, M ′(p) = [M ′(p)]atom + [M ′(p)]net. Ïîëàãàåì M1(p) =
([M(p)]atom ∪ [M ′(p)]atom) + ([M(p)]net + [M ′(p)]net. Ïðè ýòîì ñåòå-
âûå ôèøêè, êîòîðûå �ïðèøëè� â M1(p) èç M(p), ïîìåòèì íóëåì,
à ñåòåâûå ôèøêè èç M ′(p) � åäèíèöåé.

Åñëè â M1(p) èìåþòñÿ äâå ñåòåâûå ôèøêè ñ îäèíàêîâîé ñåòå-
âîé ñòðóêòóðîé è ðàçíûìè ïîìåòêàìè (íîëü è åäèíèöà), òî ïî-
ñòðîèì ðàçìåòêó M2(p), çàìåíèâ ýòè äâå ôèøêè îäíîé ôèøêîé
ñ òîé æå ñåòåâîé ñòðóêòóðîé è ðàçìåòêîé � ìàêñèìóìîì äâóõ
èñõîäíûõ ðàçìåòîê, ò. å. äëÿ êàæäîé ïîçèöèè q ñåòåâîé ôèøêè
m(q) = max(m1(q),m2(q)), ãäå m1, m2 � èñõîäíûå, m � íîâàÿ
ðàçìåòêè ñåòåâûõ ôèøåê. Çàòåì, åñëè â M1(p) èìååòñÿ äðóãàÿ
ïàðà ñåòåâûõ ôèøåê, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîìó æå óñëîâèþ, ñòðî-
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èì ðàçìåòêó M3, çàìåíÿÿ ýòó ïàðó íà �ìàêñèìàëüíóþ� ôèøêó.
Ïîñòðîåíèå ïðîäîëæàåì, ïîêà âñå òàêèå ïàðû âî âñåõ ïîçèöèÿõ
ñåòè íå áóäóò èñ÷åðïàíû. Çàòåì ïðèìåíÿåì òó æå ïðîöåäóðó êî
âñåì ïîñòðîåííûì ðàçìåòêàì, íà÷èíàÿ ñ M2, çàòåì � ê âíîâü ïî-
ñòðîåííûì ðàçìåòêàì. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ôèøåê â êàæäîé ïîçèöèè
ñåòè NPN êîíå÷íî, â íåêîòîðûé ìîìåíò ýòîò ïðîöåññ ïðåðâåòñÿ.
Âûáåðåì â ïîñòðîåííîì ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ïîäìíîæåñòâî ìè-
íèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ¹ ýëåìåíòîâ è ïîëó÷èì êîíå÷íûé áàçèñ
lub(M, t◦).

Ïóñòü òåïåðü íåêîòîðàÿ ðàçìåòêà M ′ ∈ Pred (↑M). Òîãäà âîç-
ìîæíî ñðàáàòûâàíèå íåêîòîðîãî ïåðåõîäà t (àâòîíîìíîå èëè ñîâ-
ìåñòíî ñ äðóãèìè ïåðåõîäàìè), êîòîðîå ïåðåâîäèò M ′ â ðàçìåòêó
M ′′ ∈↑M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M ′′ ∈↑t◦.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè
M ′′ òàêîé, ÷òî M ′′ ∈↑M è M ′′ ∈↑t◦, âûïîëíÿåòñÿ Pred t(M ′′). Ïî-
ëó÷àåì Pred (↑M) = ∪tPred t(↑lub(M, t◦)) = ↑(∪tPred t(lub(M, t◦))).

Ýòà ôîðìóëà çàäàåò ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå êîíå÷íîãî áàçè-
ñà ìíîæåñòâà Pred (↑M) ïî êîíå÷íîìó áàçèñó lub(M, t◦).

Òåîðåìà 3.7. Ïðîáëåìà ïîêðûòèÿ ðàçðåøèìà äëÿ äâóõóðîâíåâûõ
âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1.4 ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû
ïîêðûòèÿ ñëåäóåò èç ýôôåêòèâíîñòè ïðåäáàçèñà (ëåììà 3.4) è
ðàçðåøèìîñòè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ¹ äëÿ äâóõóðîâíåâûõ âëîæåí-
íûõ ñåòåé Ïåòðè.

Ê ïðîáëåìå ïîêðûòèÿ ìîæíî ñâåñòè íåêîòîðûå äðóãèå ïðîáëå-
ìû àíàëèçà ñåòåé Ïåòðè.

Ïåðåõîä t â ñåòè Ïåòðè PN íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíî æèâûì,
åñëè ñóùåñòâóåò äîñòèæèìàÿ â PN ðàçìåòêà M , ïðè êîòîðîé t
ìîæåò ñðàáîòàòü.

Ïðîáëåìà ïîòåíöèàëüíîé æèâîñòè ïåðåõîäà: îïðåäåëèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè ïåðåõîä t â íåêîòîðîé ñåòè Ïåòðè ïîòåíöèàëüíî æèâûì.
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Ðàçìåòêà M ñåòè Ïåòðè PN íàçûâàåòñÿ t-òóïèêîâîé äëÿ íåêî-
òîðîãî ïåðåõîäà t, åñëè äëÿ ëþáîé äîñòèæèìîé èç M ðàçìåòêè M ′

ïåðåõîä t íå ìîæåò ñðàáîòàòü â M ′.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü NPN � äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü
Ïåòðè, t � íåêîòîðûé ïåðåõîä â NPN. Òîãäà

1) ïðîáëåìà ïîòåíöèàëüíîé æèâîñòè ïåðåõîäà t äëÿ ñåòè
NPN ðàçðåøèìà;

2) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåòêè M ìîæíî ýôôåêòèâíî óñòàíî-
âèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà t-òóïèêîâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü NPN � äâóõóðîâíåâàÿ âëîæåííàÿ ñåòü
Ïåòðè, t � íåêîòîðûé ïåðåõîä â NPN. Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ìíîæåñòâî ◦t ìèíèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ¹ ðàçìåòîê ñåòè NPN,
ïðè êîòîðûõ ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì, ìîæåò áûòü ýôôåê-
òèâíî ïîñòðîåíî.

Ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî æèâûì â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà äîñòèæèìà íåêîòîðàÿ ðàçìåòêà, ïðèíàäëåæàùàÿ
íàïðàâëåííîìó ââåðõ êîíóñó ñ áàçèñîì ◦t. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.7 î
ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ïîêðûòèÿ ïðîáëåìà ïîòåíöèàëüíîé æè-
âîñòè ïåðåõîäà äëÿ äâóõóðîâíåâûõ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè òàêæå
ðàçðåøèìà.

Ðàçìåòêà M ÿâëÿåòñÿ t-òóïèêîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
M 6∈↑ ◦t, ò. å. M íå ïðèíàäëåæèò íàïðàâëåííîìó ââåðõ êîíóñó ñ
áàçèñîì ◦t. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííàÿ ðàçìåòêà t-òóïèêîâîé � äâîéñòâåííàÿ ê ïðîáëåìå ïîòåí-
öèàëüíîé æèâîñòè ïåðåõîäà è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìà.

Çàìå÷àíèå 3.4. Äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ïðîáëåìà ïîòåí-
öèàëüíîé æèâîñòè ïåðåõîäà ìîæåò ðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî
ïîêðûâàþùåãî äåðåâà ñåòè ([8]). À èìåííî, ïåðåõîä t ïîòåíöèàëü-
íî æèâîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ïîìåòêîé
äëÿ íåêîòîðîé äóãè â ïîëíîì ïîêðûâàþùåì äåðåâå ñåòè.
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Ïîëíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåò-
ðè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óòî÷íåíèå ïîëíîãî ïîêðûâàþùåãî
äåðåâà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòè Ïåòðè ñèñòåìû ïåðåõîäîâ. Â
ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà êàæäàÿ åãî
âåðøèíà îáúÿâëÿåòñÿ ëèáî ëèñòîì, ëèáî âíóòðåííåé âåðøèíîé.
Âåðøèíû-ëèñòüÿ íå èìåþò ïîòîìêîâ. Âåðøèíû äåðåâà ïîìå÷àþò-
ñÿ âåêòîðàìè èç ìíîæåñòâà Nn

ω = Nω × · · · × Nω, ãäå n � ÷èñëî
ïîçèöèé ñåòè. Çäåñü Nω = N ∪ {ω} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, äîïîëíåííîå ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì ω äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïî-
òåíöèàëüíî íåîãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ôèøåê â íåêîòîðîé ïîçèöèè.
Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà Nω

åñòåñòâåííûì îáðàçîì. À èìåííî, ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N
âûïîëíÿåòñÿ
1) ω > n,
2) n + ω = ω + n = ω + ω = ω − n = ω − ω = ω,
3) ω · n = n · ω = ω,
4) 0 · ω = ω · n = ω.

Ïîëíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåðåâî ñîäåðæèò åäèí-
ñòâåííóþ âåðøèíó M0, ñîîòâåòñòâóþùóþ íà÷àëüíîé ðàçìåò-
êå ñåòè, è íå èìååò äóã.

2) Ïóñòü M � âåðøèíà äåðåâà, êîòîðàÿ åùå íå îáúÿâëåíà ëè-
ñòîì, íî â äåðåâå íåò èñõîäÿùèõ èç íåå äóã. Òîãäà âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

à) Íè îäèí èç ïåðåõîäîâ íå ìîæåò ñðàáîòàòü ïðè ðàçìåòêå
M , ò. å. ∀t ∈ T : M 6≥ F (t). Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà M
îáúÿâëÿåòñÿ ëèñòîì.

á) Íà ïóòè èç êîðíÿ äåðåâà â âåðøèíó M ñóùåñòâóåò âåð-
øèíà M ′, ïîìå÷åííàÿ òîé æå ñàìîé ðàçìåòêîé, òî åñòü
M = M ′. Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà M îáúÿâëÿåòñÿ ëè-
ñòîì.
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â) Íà ïóòè èç êîðíÿ äåðåâà â âåðøèíó M ñóùåñòâóåò âåð-
øèíà M ′ òàêàÿ, ÷òî M ′ < M . Òîãäà äëÿ âñÿêîé ïîçèöèè
p ∈ P , äëÿ êîòîðîé M ′(p) < M(p), ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ýòîé ïîçèöèè êîîðäèíàòà â âåêòîðå ðàçìåòêè çàìåíÿåò-
ñÿ íà ω.

Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ëèñòüÿ, íå èìå-
þùèå ïîòîìêîâ, íå áóäóò îáúÿâëåíû ëèñòüÿìè.

Â ñèëó òîãî, ÷òî îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå
ñòðóêòóðèðîâàííûìè ñèñòåìàìè ïåðåõîäîâ ñî ñòðîãîé ñîâìåñòè-
ìîñòüþ, ïîëíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî äëÿ ëþáîé îáûêíîâåííîé ñå-
òè Ïåòðè êîíå÷íî è ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà åãî ïîñòðîåíèÿ îáÿ-
çàòåëüíî çàâåðøàåòñÿ.

Ïåðåõîä t â îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëü-
íî æèâûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ïîìåò-
êîé äëÿ íåêîòîðîé äóãè â ïîëíîì ïîêðûâàþùåì äåðåâå ñèñòåìû
ïåðåõîäîâ. Ïîñêîëüêó äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ïîëíîå ïî-
êðûâàþùåå äåðåâî êîíå÷íî è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî,
ïðîáëåìà ïîòåíöèàëüíîé æèâîñòè ïåðåõîäà ðàçðåøèìà äëÿ òàêèõ
ñèñòåì.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè t-òóïèêîâîñòü íå-
êîòîðîé ðàçìåòêè ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî
äåðåâà ïîêðûòèÿ. Çàìåíèì â ñåòè PN íà÷àëüíóþ ðàçìåòêó íà ðàç-
ìåòêó M è ïîñòðîèì ïîëíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî äëÿ ïîëó÷åííîé
ñèñòåìû. Ðàçìåòêà M ÿâëÿåòñÿ t-òóïèêîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïîñòðîåííîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî íå ñîäåðæèò äóãè, ïîìå-
÷åííîé t.

3.5.3 Ñâîéñòâà îãðàíè÷åííîñòè, äîñòèæèìîñòè è
æèâîñòè

Â çàìå÷àíèè 3.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå êàê âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ,
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íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòðîãîé ñîâìåñòèìîñòè, êîòîðàÿ âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè. Ñòðîãàÿ ñîâìåñòèìîñòü
ïîçâîëÿåò èçâëåêàòü èç ïîêðûâàþùåãî äåðåâà îáûêíîâåííîé ñåòè
Ïåòðè äîïîëíèòåëüíî òàêîå âàæíîå ñåìàíòè÷åñêîå ñâîéñòâî ñåòè,
êàê îãðàíè÷åííîñòü.

Äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ïîçèöèÿ p â ñåòè PN íàçûâà-
åòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî n ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé äîñòèæèìîé â ñåòè PN ðàçìåòêè M âûïîëíÿåòñÿ M(p) ≤ n.
Îáûêíîâåííàÿ ñåòü Ïåòðè íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè âñå åå
ïîçèöèè îãðàíè÷åíû. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ðàçðåøèìà ïðî-
áëåìà îãðàíè÷åííîñòè ïîçèöèè â ñåòè, òî ðàçðåøèìà è ïðîáëåìà
îãðàíè÷åííîñòè ñåòè.

Èçâåñòíî ([8]), ÷òî ïðîáëåìà îãðàíè÷åííîñòè ïîçèöèè â îáûê-
íîâåííîé ñåòè Ïåòðè ðàçðåøèìà. Îãðàíè÷åííîñòü ïîçèöèè p â ñå-
òè PN ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî ïîêðûâàþùåãî äå-
ðåâà ñåòè. Ïîçèöèÿ p íåîãðàíè÷åíà â ñåòè PN â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè âåðøèí ïîëíîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà ñåòè
PN èìååòñÿ âåðøèíà, ïîìå÷åííàÿ (îáîáùåííîé) ðàçìåòêîé M , â
êîòîðîé ïîçèöèè p ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîë ω.

Äëÿ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîñòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïîçèöèÿ p âî âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè NPN ¹-îãðàíè÷åíà (èëè
ïðîñòî îãðàíè÷åíà) , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìóëüòèìíîæåòñâî ôè-
øåê S, ÷òî ïðè ëþáîé äîñòèæèìîé â ñåòè PN ðàçìåòêå M âû-
ïîëíÿåòñÿ M(p) ¹ S, ò. å. ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
p : M1(p) → M2(p), òàêîå ÷òî äëÿ α = (α1, . . . , αn) ∈ M1(p) åñëè
p(α) = α′ = (α′1, . . . , α

′
n), òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n ëèáî αi = α′i, ëè-

áî αi = (EN,m) åñòü ñåòåâàÿ ôèøêà è α′i = (EN,m′), ãäå m ≤ m′.
Áóäåì íàçûâàòü âëîæåííóþ ñåòü Ïåòðè NPN îãðàíè÷åííîé,

åñëè âñå åå ïîçèöèè îãðàíè÷åíû.
Òàêèì îáðàçîì, âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè NPN ÿâëÿåòñÿ ¹-îãðà-

íè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàçìåòêà S ñåòè NPN, ÷òî äëÿ
ëþáîé äîñòèæèìîé â NPN ðàçìåòêè M âûïîëíÿåòñÿ M ¹ S.
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Ïîñêîëüêó ñåòè Ïåòðè íå îáëàäàþò ñòðîãîé ñîâìåñòèìîñòüþ,
ïðîáëåìó îãðàíè÷åííîñòè äëÿ íèõ íå óäàåòñÿ ðåøèòü ìåòîäîì ïî-
ñòðîåíèÿ ïîëíîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ
îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè. Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà
îãðàíè÷åííîñòè äëÿ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè íåðàçðåøèìà.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçìåòêà M íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé äëÿ âëî-
æåííîé ñåòè NPN, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ
â NPN, ïåðåâîäÿùàÿ íà÷àëüíóþ ðàçìåòêó M0 â ðàçìåòêó M . Ïðî-
áëåìà äîñòèæèìîñòè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, êîòîðûé
ïî ëþáîé âëîæåííîé ñåòè NPN è ëþáîé ðàçìåòêå M ýòîé ñåòè
îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè M äîñòèæèìîé äëÿ NPN.

Ïåðåõîä t âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè NPN íàçûâàåòñÿ æèâûì, åñ-
ëè îí ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî æèâûì ïðè ëþáîé äîñòèæèìîé â
NPN ðàçìåòêå, ò. å. äëÿ ëþáîé äîñòèæèìîé â NPN ðàçìåòêè M
íàéäåòñÿ äîñòèæèìàÿ èç M ðàçìåòêà M ′ òàêàÿ, ÷òî t ìîæåò ñðà-
áîòàòü â M ′. Âëîæåííàÿ ñåòü NPN íàçûâàåòñÿ æèâîé, åñëè âñå åå
ïåðåõîäû æèâû.

Ïðîáëåìà æèâîñòè ñåòè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, êî-
òîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé âëîæåííîé ñåòè NPN îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè îíà æèâîé.

Äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ïðîáëåìû æèâîñòè ñåòè è äî-
ñòèæèìîñòè â íåé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåòêè ýêâèâàëåíòíû (âçàèìíî
ñâîäèìû äðóã ê äðóãó) [8] è ðàçðåøèìû [55, 70]. Äëÿ âëîæåííûõ
ñåòåé Ïåòðè îáå ýòè ïðîáëåìû íåðàçðåøèìû.

Íåðàçðåøèìîñòü óêàçàííûõ ïðîáëåì áóäåò äîêàçàíà ïóòåì
ñâåäåíèÿ èõ ê àíàëîãè÷íûì ïðîáëåìàì äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îáíó-
ëÿþùèìè äóãàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñåòè Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè (reset arcs
Petri nets) [29] åñòü ðàñøèðåíèå ìîäåëè îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåò-
ðè çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ îáíóëÿþùèõ äóã. Îáíóëÿþ-
ùàÿ äóãà âñåãäà íàïðàâëåíà îò ïîçèöèè ê ïåðåõîäó. Ïðè ñðàáàòû-
âàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäà ïîçèöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ íà÷àëîì
èíöèäåíòíîé ïåðåõîäó äóãè, îáíóëÿåòñÿ, ò. å. èç íåå óáèðàþòñÿ âñå
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íàõîäèâøèåñÿ â íåé ôèøêè (åñëè òàêîâûå èìåëèñü).

Òåîðåìà 3.9. Ëþáàÿ ñåòü Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè ìî-
æåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà ïîñðåäñòâîì äâóõóðîâíåâîé âëîæåí-
íîé ñåòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîäåëèðîâàíèå îñíîâàíî íà èäåå ïðåäñòàâëå-
íèÿ n ôèøåê â íåêîòîðîé ïîçèöèè ñåòè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè
ïîñðåäñòâîì îäíîé ýëåìåíòíîé ñåòè, ñîäåðæàùåé (âî âñåõ ñâîèõ
ïîçèöèÿõ) n ôèøåê. Òîãäà îáíóëåíèå íåêîòîðîé ïîçèöèè âûïîë-
íÿåòñÿ êàê óäàëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòíîé ñåòè è çàìåíà
åå íà êîíñòàíòíóþ ýëåìåíòíóþ ñåòü E0, íå ñîäåðæàùóþ ôèøåê.

Ïðè ýòîì äîáàâëåíèå èëè óäàëåíèå ôèøêè â ðåçóëüòàòå ñðà-
áàòûâàíèÿ íåêîòîðîãî ïåðåõîäà ìîäåëèðóåòñÿ êàê äîáàâëåíèå èëè
óäàëåíèå ôèøêè â ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòíîé ñåòè, ÷òî äåëàåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè.

Ðèñ. 3.14 èëëþñòðèðóåò ýòó èäåþ. Â ëåâîé ÷àñòè (a) ïîêàçàí
ôðàãìåíò ñåòè Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè, ñîäåðæàùåé n ôè-
øåê â ïîçèöèè p. Äóãà (t+, p) ïðè ñðàáàòûâàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïåðåõîäà äîáàâëÿåò ôèøêó â ïîçèöèþ p, äóãà (t−, p), ñîîòâåòñòâåí-
íî, çàáèðàåò ôèøêó èç ýòîé ïîçèöèè. Â ïðàâîé ÷àñòè (b) ýòîãî
ðèñóíêà ïîêàçàí ôðàãìåíò NP-ñåòè, ìîäåëèðóþùèé ëåâûé ôðàã-
ìåíò. Çäåñü n ôèøåê â ïîçèöèè p ïðåäñòàâëåíû îäíîé ñåòåâîé
ôèøêîé EN, êîòîðàÿ èìååò îäíó ïîçèöèþ ñ n àòîìàðíûìè ÷åð-
íûìè ôèøêàìè è äâà ïåðåõîäà, ïîìå÷åííûå, ñîîòâåòñòâåííî, l+ è
l−, êîòîðûå äîáàâëÿþò èëè çàáèðàþò ôèøêó â/èç p. Ýòè ïåðåõî-
äû ñðàáàòûâàþò ñèíõðîííî ñ ïåðåõîäàìè t+ èëè, ñîîòâåòñòâåííî,
t− â ñèñòåìíîé ñåòè. Ïåðåõîä tr â ñèñòåìíîé ñåòè çàáèðàåò ôèøêó
èç p è òàêèì îáðàçîì îáíóëÿåò åå.

Äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè íåêîòîðûå ïðîáëåìû
àíàëèçà, ðàçðåøèìûå äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè, îêàçûâà-
þòñÿ íåðàçðåøèìûìè. Â [19] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ íèõ íåðàçðåøèìà
ïðîáëåìà äîñòèæèìîñòè. Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îãðàíè÷åí-
íîñòè äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè óñòàíîâëåíà â [32].
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Ðèñ. 3.14: Ìîäåëèðîâàíèå îáíóëÿþùåé äóãè

Ïîñêîëüêó ñåòè Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè ìîäåëèðóþòñÿ âëî-
æåííûìè ñåòÿìè Ïåòðè, èç íåðàçðåøèìîñòè óêàçàííûõ ïðîáëåì
äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè ñëåäóåò èõ íåðàçðåøè-
ìîñòü äëÿ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.
Òåîðåìà 3.10. Ïðîáëåìû äîñòèæèìîñòè è ¹-îãðàíè÷åííîñòè
íåðàçðåøèìû äëÿ äâóõóðîâíåâûõ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàçðåøèìîñòü ýòèõ ïðîáëåì äëÿ äâóõóðîâ-
íåâûõ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè ñëåäóåò èç íåðàçðåøèìîñòè èõ äëÿ
ñåòåé Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè è òåîðåìû 3.9 î ìîäåëèðîâà-
íèè âëîæåííûõ ñåòåé ñåòÿìè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû æèâîñòè äëÿ
âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îáíó-
ëÿþùèìè äóãàìè (òàê æå, êàê è äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè,
ñì. [8]) ïðîáëåìà äîñòèæèìîñòè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïðîáëåìå
æèâîñòè. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå 3.3. Äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè
ïðîáëåìà äîñòèæèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåòêè ñâîäèòñÿ ê
ïðîáëåìå äîñòèæèìîñòè íóëåâîé ðàçìåòêè, ò. å. òàêîé ðàç-
ìåòêè, ïðè êîòîðîé âñå ïîçèöèè ñåòè ïóñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåíèå âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî äåëàåòñÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Òåîðåìà 3.11. Äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè ïðîáëå-
ìà äîñòèæèìîñòè íóëåâîé ðàçìåòêè ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå æè-
âîñòè ñåòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ ñå-
òåé Ïåòðè (ñì. [8], ñòð.32).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3.12. Ïðîáëåìà æèâîñòè ñåòè íåðàçðåøèìà äëÿ äâóõ-
óðîâíåâûõ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 3.11, 3.9 è
íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû äîñòèæèìîñòè äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îá-
íóëÿþùèìè äóãàìè.



Ãëàâà 4

Ìíîãîóðîâíåâûå
âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè

Â ìíîãîóðîâíåâûõ âëîæåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè ýëåìåíòíûå ñåòè ñàìè
ìîãóò áûòü âëîæåííûìè ñåòÿìè Ïåòðè.

4.1 Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðû è ïîâåäåíèÿ
Îïðåäåëåíèå ìíîãîóðîâíåâîé ñåòè Ïåòðè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ äëÿ äâóõóðîâíåâûõ ñåòåé.

Ïóñòü Var = {v, . . .} � ìíîæåñòâî èìåí ïåðåìåííûõ, Con =
Conatom ∪ Connet = {c, . . .} � ìíîæåñòâî èìåí êîíñòàíò, ñîñòîÿ-
ùåå èç ìíîæåñòâà èìåí Conatom àòîìàðíûõ êîíñòàíò è ìíîæå-
ñòâà èìåí Connet ñåòåâûõ êîíñòàíò. ×åðåç Atom áóäåì îáîçíà-
÷àòü ìíîæåñòâî Var ∪ Con àòîìîâ.

ßçûê âûðàæåíèé Expr(Atom) íàä ìíîæåñòâîì àòîìîâ Atom
îïðåäåëÿåòñÿ êàê è ðàíüøå (ñì. ðàçäåë 3.2).

Ìíîæåñòâî ìåòîê Lab =def Labv ∪ Labh, ãäå Labv � ìíîæåñòâî
ìåòîê äëÿ âåðòèêàëüíîé, Labh � äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíè-
çàöèè, îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå äâóõóðîâíåâûõ ñåòåé
Ïåòðè.
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Ïóñòü Aatom åñòü ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ ôèøåê. Ìû ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî Aatom ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò � ÷åðíóþ òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñåòåâîé êîìïîíåíòîé áóäåì íàçûâàòü ñåòü
Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ N = (N,L,W,Λ), ãäå

1) N = (P, T, F ) � ñåòü.

2) P � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (ïîçèöèé ñåòè) ñ ïðèïèñàííîé èì
àðíîñòüþ, P ∩ Atom = ∅.

3) L = Expr(Atom) � ÿçûê âûðàæåíèé, îïðåäåëåííûé âûøå.

4) W � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé äóãå (x, y) ∈ F
íåêîòîðîå âûðàæåíèå W (x, y) = θ = (θ1, . . . , θn) ðàçìåðíî-
ñòè n, ãäå θi ∈ L (1 ≤ i ≤ n) è n åñòü àðíîñòü ïîçèöèè, èíöè-
äåíòíîé äóãå (x, y). Ïðè ýòîì íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñàííûå
âõîäíûì äóãàì, íàêëàäûâàþòñÿ òå æå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è â
ñëó÷àå ñèñòåìíîé ñåòè äâóõóðîâíåâîé ñåòè Ïåòðè, à èìåííî:

• ýòè âûðàæåíèÿ íå ñîäåðæàò êîíñòàíò èç Connet (ò. å.
òîëüêî êîíñòàíòû èç Conatom);

• âñÿêàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè W (p, t) íå
áîëåå îäíîãî ðàçà;

• äëÿ ëþáûõ äâóõ âûðàæåíèé W (p1, t) è W (p2, t), ïðè-
ïèñàííûõ âõîäíûì äóãàì îäíîãî è òîãî æå ïåðåõîäà t,
Var (W (p1, t)) ∩ Var (W (p2, t)) = ∅.

Íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñàííûå âûõîäíûì äóãàì, êàê è ðàíü-
øå, íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà âõîæäåíèå ïåðåìåííûõ,
íå âñòðå÷àþùèõñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âõîäíûõ âûðàæå-
íèÿõ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé äóãè âûðàæåíèå îïóùåíî, òî ïî
óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî 1 ∈ N.

5) Λ � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîìåòêè ïåðåõîäîâ, ïîìå÷àþùàÿ
íåêîòîðûå ïåðåõîäû èç T ìåòêàìè èç Labv ∪ Labh.
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Â ÷àñòíîñòè, âñå âûðàæåíèÿ íà äóãàõ êîìïîíåíòû âëîæåííîé ñå-
òè ìîãóò áûòü ïðîñòî íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Òàêàÿ êîìïîíåíòà
ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé ñåòüþ Ïåòðè.

Ðàçìåòêó ñåòåâîé êîìïîíåíòû îïðåäåëèì èíäóêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü N = (N0, . . . ,Nk) � êîíå÷íûé íàáîð
ñåòåâûõ êîìïîíåíò, Aatom � êîíå÷íûé íàáîð àòîìàðíûõ êîíñòàíò.

1) Ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïîçèöèè p ñåòè Ni (1 ≤
i ≤ k) íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî M(p) êîðòåæåé
àòîìàðíûõ ôèøåê èç a ∈ Aatom, åñòü ðàçìåòêà ñåòåâîé êîì-
ïîíåíòû Ni (îòíîñèòåëüíî N è íàáîðà àòîìàðíûõ ôèøåê
Aatom). Ðàçìåðíîñòü êîðòåæåé ïðè ýòîì äîëæíà ñîâïàäàòü
ñ àðíîñòüþ ïîçèöèè p. Ïàðó (Ni,M) áóäåì íàçûâàòü ìàðêè-
ðîâàííîé ñåòåâîé êîìïîíåíòîé èëè ñåòåâîé ôèøêîé.

2) Ïóñòü α1, . . . , αn � íàáîð ìàðêèðîâàííûõ ñåòåâûõ êîìïî-
íåíò. Òîãäà ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïîçèöèè p
ñåòè Ni íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî M(p) êîðòå-
æåé (ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
{α1, . . . , αn} ∪ Aatom ñåòåâûõ è àòîìàðíûõ ôèøåê, åñòü ðàç-
ìåòêà ñåòåâîé êîìïîíåíòû Ni (îòíîñèòåëüíî N è íàáîðà àòî-
ìàðíûõ ôèøåê Aatom), ïðè ýòîì ïàðà (Ni, M) îáðàçóåò ìàð-
êèðîâàííóþ ñåòåâóþ êîìïîíåíòó.

Ðàçìåòêó ñåòåâîé êîìïîíåíòû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå äåðåâà.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü N = (N0, . . . ,Nk) � êîíå÷íûé íàáîð
ñåòåâûõ êîìïîíåíò âëîæåííîé ñåòè, Aatom � êîíå÷íûé íàáîð àòî-
ìàðíûõ êîíñòàíò, M � ðàçìåòêà äëÿ êîìïîíåíòû Ni (îòíîñèòåëü-
íî N è íàáîðà àòîìàðíûõ ôèøåê Aatom).

Äåðåâîì T (M) ðàçìåòêè M íàçîâåì êîíå÷íîå ïîìå÷åííîå êîð-
íåâîå äåðåâî, òàêîå ÷òî:

• Êîðåíü äåðåâà ðàçìåòêè ïîìå÷åí èìåíåì êîìïîíåíòû Ni.
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• Êîðåíü Ni èìååò ki ïîòîìêîâ (ïî ÷èñëó ïîçèöèé êîìïîíåíòû
Ni), ïîìå÷åííûõ èìåíàìè ïîçèöèé pi

1, . . . , p
i
ki

ñåòè Ni.

• Êàæäàÿ âåðøèíà, ïîìå÷åííàÿ èìåíåì ïîçèöèè pi
j , íå èìååò

ïîòîìêîâ, åñëè M(pi
j) = ∅, ëèáî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå) èìååò

îäíîãî ïîòîìêà, ïîìå÷åííîãî ñèìâîëîì �( , . . . , )n� îáðàçîâà-
íèÿ êîðòåæà èç n ýëåìåíòîâ, ãäå n � àðíîñòü ïîçèöèè pi

j .

• Âåðøèíà, ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì �( , . . . , )n� îáðàçîâàíèÿ êîð-
òåæà èç n ýëåìåíòîâ, èìååò ðîâíî n ïîòîìêîâ, ïîìå÷åííûõ,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n.

• Âåðøèíà, ïîìå÷åííàÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì (èíäåêñîì â êîð-
òåæå), èìååò ðîâíî îäíîãî ïîòîìêà, êîòîðûé ïîìå÷åí ëèáî
èìåíåì àòîìàðíîé ôèøêè, ëèáî èìåíåì îäíîé èç êîìïîíåíò
N0, . . . ,Nk. Ïðè ýòîì âåðøèíà, ïîìå÷åííàÿ èìåíåì àòîìàð-
íîé ôèøêè, ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì, à âåðøèíà ñ ïîìåòêîé Nj ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåì ïîääåðåâà, ÿâëÿþùåãîñÿ äåðåâîì ðàçìåòêè äëÿ
ñåòåâîé êîìïîíåíòû Nj .

• Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîð-
òåæàìè ôèøåê èç ìóëüòèìíîæåñòâà M(p) è ïîääåðåâüÿìè,
ïîðîæäåííûìè ïîòîìêàìè âåðøèíû p, òàêîå, ÷òî åñëè íà
i-é ïîçèöèè â êîðòåæå íàõîäèòñÿ ôèøêà α, òî ïîòîìîê âåð-
øèíû ñ ïîìåòêîé i åñòü ëèáî ëèñò, ïîìå÷åííûé α (â ñëó÷àå
àòîìàðíîé ôèøêè), ëèáî âåðøèíà, ïîðîæäàþùàÿ ïîääåðå-
âî, çàäàþùåå ðàçìåòêó ñåòåâîé ôèøêè α.

Äåðåâî ðàçìåòêè ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì äåðåâîì, ò. å. ïîðÿ-
äîê ðàñïîëîæåíèÿ âåòâåé äåðåâà íå ñóùåñòâåí (èìåííî ñ ýòîé öå-
ëüþ äëÿ êîìïîíåíò êîðòåæà ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âåðøèíû
ñ óêàçàíèåì ïîçèöèè). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé ëèñò äåðåâà
ïîìå÷åí ëèáî èìåíåì ïîçèöèè, ëèáî èìåíåì àòîìàðíîé ôèøêè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñÿêîå ïîääåðåâî äåðåâà ðàçìåòêè ñ êîðíåì,
ïîìå÷åííûì èìåíåì íåêîòîðîé êîìïîíåíòû Nj , ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì
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ðàçìåòêè äëÿ Nj , ò. å. çàäàåò ìàðêèðîâàííóþ ñåòåâóþ êîìïîíåíòó
� ñåòåâóþ ôèøêó. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîääåðåâî ñ êîðíåì, ïîìå÷åí-
íûì ñèìâîëîì �( , . . . , )n� îáðàçîâàíèÿ êîðòåæà èç n ýëåìåíòîâ,
çàäàåò êîðòåæ ìàðêèðîâàííûõ ñåòåâûõ êîìïîíåíò.

Äåðåâî T (M) çàäàåò ðàçìåòêó M äëÿ êîìïîíåíòû N. Ðàçìåòêà
M åñòü ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïîçèöèè p ñåòè N ìóëü-
òèìíîæåñòâî êîðòåæåé ðàçìåðíîñòè n, ãäå n � àðíîñòü ïîçèöèè
p. Ýëåìåíòàìè êîðòåæåé ÿâëÿþòñÿ ìàðêèðîâàííûå ñåòåâûå êîì-
ïîíåíòû. Ïðè ýòîì ýëåìåíòàìè ìóëüòèìíîæåñòâà M(p) ÿâëÿþòñÿ
êîðòåæè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîääåðåâüÿì, êîðíè êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ïîòîìêàìè âåðøèíû p (êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïîòîìêîì êîðíÿ N). Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ðàçìåòêà M ñîäåðæèò ñåòåâóþ ôèøêó (N,MN), åñ-
ëè äåðåâî T (M) ñîäåðæèò ïîääåðåâî ñ êîðíåì N, ÿâëÿþùååñÿ äå-
ðåâîì T (MN) ðàçìåòêè MN.

Ãëóáèíîé ðàçìåòêè M áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïî-
ìå÷åííûõ èìåíàìè ñåòåâûõ êîìïîíåíò âåðøèí íà ïóòè â T (M) îò
êîðíÿ ê íåêîòîðîìó ëèñòó.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ðàçìåòêà M ñåòåâîé êîìïîíåíòû N íàçûâà-
åòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè â äåðåâå ðàçìåòêè T (M) íà ïóòè îò êîðíÿ
ê ëþáîìó ëèñòó èìÿ êàæäîé ñåòåâîé êîìïîíåíòû Ni âñòðå÷àåòñÿ
íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ çàäàííîé ìíîãîóðîâíåâîé ñåòèNPN ãëó-
áèíà âñåõ åå äîïóñòèìûõ ðàçìåòîê îãðàíè÷åíà.

Ïóñòü N = (N0, . . . ,Nk) � êîíå÷íûé íàáîð ñåòåâûõ êîìïîíåíò
âëîæåííîé ñåòè, Aatom � êîíå÷íûé íàáîð àòîìàðíûõ êîíñòàíò
(àòîìàðíûõ ôèøåê), Con = Conatom ∪ Connet � êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî èìåí êîíñòàíò, âñòðå÷àþùèõñÿ â âûðàæåíèÿõ, ïðèïèñàííûõ
äóãàì â ñåòåâûõ êîìïîíåíòàõ. Èíòåðïðåòàöèÿ I êîíñòàíò (íàä
íàáîðîì ñåòåâûõ êîìïîíåíò N è ìíîæåñòâîì àòîìàðíûõ ôèøåê
Aatom) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó èìåíè êîíñòàíòû èç Conatom àòî-
ìàðíóþ ôèøêó èç Aatom, à èìåíè êîíñòàíòû èç Connet � ìàð-
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êèðîâàííóþ ñåòåâóþ êîìïîíåíòó (îäíó èç êîìïîíåíò N1, . . . , Nk

âìåñòå ñ íåêîòîðîé äîïóñòèìîé ìàðêèðîâêîé).

Îïðåäåëåíèå 4.5. Âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè (NP-ñåòü) åñòü ïÿòåð-
êà NPN = (N, Aatom, I, N0,M0), ãäå

1) N = (N0, . . . , Nk) åñòü êîíå÷íûé íàáîð ñåòåâûõ êîìïîíåíò,
ïðè÷åì èìåíà âñåõ ïîçèöèé è ïåðåõîäîâ â N ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû;

2) Aatom � êîíå÷íûé íàáîð àòîìàðíûõ ôèøåê;

3) I � èíòåðïðåòàöèÿ êîíñòàíò, âñòðå÷àþùèõñÿ â âûðàæåíèÿõ
íà äóãàõ â N; êîíñòàíòå c ôóíêöèÿ I ñîïîñòàâëÿåò íåêîòî-
ðóþ ñåòåâóþ èëè àòîìàðíóþ ôèøêó èç Anet(N)∪Aatom, ïðè
ýòîì âñå ðàçìåòêè â ñåòåâûõ ôèøêàõ ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìû-
ìè;

4) N0 � âûäåëåííàÿ êîìïîíåíòà, íàçûâàåìàÿ ñèñòåìíîé ñå-
òüþ;

5) M0 � íåêîòîðàÿ äîïóñòèìàÿ ðàçìåòêà ñèñòåìíîé ñåòè N0

íàä N è Aatom. Ðàçìåòêà M0 íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé ðàçìåò-
êîé âëîæåííîé ñåòè NPN.

Äëÿ NP-ñåòè NPN îïðåäåëèì ãðàô âëîæåííîñòè GC(NPN).

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïóñòü N = (N0, . . . ,Nk) � êîíå÷íûé íàáîð
ñåòåâûõ êîìïîíåíò, Aatom � êîíå÷íûé íàáîð àòîìàðíûõ ôèøåê
è I � èíòåðïðåòàöèÿ êîíñòàíò NP-ñåòè NPN íàä ìíîæåñòâîì
Anet(N)∪Aatom. Ãðàô âëîæåííîñòè GC(NPN) åñòü îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåòåâûå êîìïîíåíòû
N0, . . . , Nk. Äóãà, íàïðàâëåííàÿ îò âåðøèíû Ni ê âåðøèíå Nj ,
èìååòñÿ â ãðàôå GC(NPN) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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1) Â êîìïîíåíòå Ni âñòðå÷àåòñÿ ïðèïèñàííîå äóãå âûðàæåíèå,
ñîäåðæàùåå òàêóþ êîíñòàíòó c ∈ Connet, ÷òî I(c) = (Nj ,M),
ãäå M � íåêîòîðàÿ ðàçìåòêà ñåòè Nj .

2) Äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c ∈ Connet âûïîëíÿåòñÿ I(c) =
(N,M), è â äåðåâå T (M) èìååòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü îò
âåðøèíû Ni ê âåðøèíå Nj .

3) Â äåðåâå T (M0) íà÷àëüíîé ðàçìåòêè M0 èìååòñÿ îðèåíòè-
ðîâàííûé ïóòü îò âåðøèíû Ni ê âåðøèíå Nj .

Åñëè â ãðàôå âëîæåííîñòè GC(NPN) èìååòñÿ îðèåíòèðîâàííûé
ïóòü îò âåðøèíû Ni ê âåðøèíå Nj , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîì-
ïîíåíòà Nj ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êîìïîíåíòû Ni (îáîçíà÷åíèå:
Nj C Ni).

Îïðåäåëåíèå 4.7. NP-ñåòü NPN, ãðàô âëîæåííîñòè GC(NPN)
êîòîðîé íå ñîäåðæèò îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, áóäåì íàçûâàòü
ìíîãîóðîâíåâîé âëîæåííîé ñåòüþ Ïåòðè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñåòü
NPN áóäåì íàçûâàòü ðåêóðñèâíîé âëîæåííîé ñåòüþ Ïåòðè.

Â ðåêóðñèâíîé NP-ñåòè ñåòåâàÿ êîìïîíåíòà ìîæåò áûòü ñâî-
èì ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì. Òàêèå ñåòè áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëå-
äóþùåé ãëàâå. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ñåòè, â êîòîðûõ
òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå äîïóñêàåòñÿ � ìíîãîóðîâíåâûå NP-ñåòè. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî äâóõóðîâíåâûå NP-ñåòè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ìíîãîóðîâíåâûõ, â êîòîðûõ âñå êîìïîíåíòû, êðîìå ñèñòåìíîé ñå-
òè, ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè ñåòÿìè Ïåòðè.

Îïðåäåëèì ïîâåäåíèå NP-ñåòè.
Äëÿ ñåòåâîé êîìïîíåíòû, ÿâëÿþùåéñÿ îáûêíîâåííîé ñåòüþ

Ïåòðè, ïðàâèëà ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê îáû÷-
íî. Ìû ïèøåì M

t→ M ′, åñëè ïåðåõîä t ïåðåâîäèò ðàçìåòêó M â
ðàçìåòêó M ′.

Äëÿ ñåòåâîé êîìïîíåíòû, ÿâëÿþùåéñÿ ñåòüþ Ïåòðè âûñîêî-
ãî óðîâíÿ, ïîíÿòèÿ îçíà÷èâàíèÿ ïåðåõîäà, ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà
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(M t[b]−→ M ′ îáîçíà÷àåò ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t ïðè îçíà÷èâàíèè
b, êîòîðîå ðàçìåòêó M ïåðåâîäèò â ðàçìåòêó M ′, ïðè ýòîì âñå
ôèøêè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àòîìàðíûå îáúåêòû) è ñåòåâûõ ôè-
øåê, çàäåéñòâîâàííûõ â ñðàáàòûâàíèè, îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê
è äëÿ ñèñòåìíîé ñåòè äâóõóðîâíåâîé ñåòè Ïåòðè.

Â ñëó÷àå ìíîãîóðîâíåâîé ñåòè îäíà è òà æå ñåòåâàÿ êîìïîíåí-
òà ìîæåò èãðàòü ðîëü ñèñòåìíîé ñåòè ïî îòíîøåíèþ ê ñâîèì ýëå-
ìåíòàì è ýëåìåíòíîé ñåòè ïî îòíîøåíèþ ê ñåòåâûì êîìïîíåíòàì,
ýëåìåíòîì êîòîðûõ îíà ÿâëÿåòñÿ. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü
ñèñòåìíî- è ýëåìåíòíî-àâòîíîìíûå øàãè ñåòè è áóäåì èñïîëüçî-
âàòü äëÿ íèõ îáùåå íàçâàíèå �àâòîíîìíûé øàã ñðàáàòûâàíèÿ�.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Äëÿ NP-ñåòè NPN îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
òðè âèäà øàãîâ ñðàáàòûâàíèÿ:

• àâòîíîìíûé øàã: Ïóñòü M � ðàçìåòêà ñåòè NPN, (N,MN)
� ñåòåâàÿ ôèøêà â ýòîé ðàçìåòêå. Ïóñòü t � íåïîìå÷åí-
íûé ïåðåõîä ñåòåâîé êîìïîíåíòû N (ò. å. çíà÷åíèå Λ(t) íå
îïðåäåëåíî). Åñëè t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå MN è
îçíà÷èâàíèè b è MN

t[b]−→ M ′
N, òî òàêîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõî-

äà t â ñåòåâîé êîìïîíåíòå N íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíûì øàãîì
âëîæåííîé ñåòè NPN. Ðàçìåòêà M ñåòè NPN ïðè ýòîì ïå-
ðåõîäèò â ðàçìåòêó M ′, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç M çàìåíîé
ñåòåâîé ôèøêè (N,MN) íà ôèøêó (N, M ′

N) (îáîçíà÷àåòñÿ
M [t[b]〉M ′ èëè ïðîñòî M [ 〉M ′). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà N åñòü
îáûêíîâåííàÿ ñåòü Ïåòðè, îçíà÷èâàíèå ïåðåìåííûõ íå íóæ-
íî è îíî, åñòåñòâåííî, íå óêàçûâàåòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè
òàêîì ñðàáàòûâàíèè ðàçìåòêè ñåòåâûõ ôèøåê â (N, MN) (åñ-
ëè òàêîâûå èìåþòñÿ) íå ìåíÿþòñÿ, íî íåêîòîðûå èç íèõ ïå-
ðåìåùàþòñÿ èç îäíîé ïîçèöèè â äðóãóþ (êîïèðóþòñÿ, èñ÷å-
çàþò), à òàêæå âîçìîæíî ïîÿâëåíèå íîâûõ ñåòåâûõ ôèøåê.

• øàã ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè: Ïóñòü M � ðàç-
ìåòêà ñåòè NPN, p ∈ P � íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ â íåêîòî-
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ðîé ñåòåâîé êîìïîíåíòå N, âõîäÿùåé â ðàçìåòêó M è α =
(α1, . . . , αn) � êîðòåæ ôèøåê, íàõîäÿùèéñÿ â ïîçèöèè p ïðè
ðàçìåòêå M . Ïóñòü äàëåå αi = (N1,M1), αj = (N2,M2) �
äâå ñåòåâûå ôèøêè â ýòîì êîðòåæå. Ïóñòü â ñåòåâîé êîì-
ïîíåíòå N1 èìååòñÿ ïåðåõîä t1, òàêîé ÷òî Λ(t1) = λ ∈ Labh

è M1
t1[b1]−→ M ′

1 ïðè íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè b1, ò. å. t1 � àê-
òèâíûé ïðè ðàçìåòêå M1 ïåðåõîä, è åãî ñðàáàòûâàíèå ïî
ïðàâèëàì äëÿ ñåòåé Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ ïðèâîäèò ê ðàç-
ìåòêå M ′

1. Ïóñòü ïðè ýòîì â ñåòè N2 èìååòñÿ ïåðåõîä t2 òà-
êîé, ÷òî Λ(t1) = λ ∈ Labh è M2

t2[b2]−→ M ′
2 ïðè íåêîòîðîì

îçíà÷èâàíèè b2. Ïóñòü äàëåå M ′ åñòü ðàçìåòêà ñåòè NPN,
ïîëó÷àþùàÿñÿ èç M çàìåíîé ñåòåâîé ôèøêè αi = (N1,M1)
íà ôèøêó α′i = (N1,M

′
1) è çàìåíîé ôèøêè αj = (N2, M2) íà

ôèøêó α′j = (N2,M
′
2), ò. å. M ′ � ðàçìåòêà, ïîëó÷àþùàÿñÿ

â ðåçóëüòàòå îäíîâðåìåííîãî ëîêàëüíîãî ñðàáàòûâàíèÿ äâóõ
ïåðåõîäîâ t1 è t2 â ñåòåâûõ ôèøêàõ αi è αj ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè ýòîì ñåòåâûå êîìïîíåíòû N1 è N2 îñòàþòñÿ â òîé æå
ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè SN è íà òåõ æå ìåñòàõ â êîðòåæå,
â êîòîðûõ îíè íàõîäèëèñü. Òàêîå ñèíõðîííîå ñðàáàòûâàíèå
ïåðåõîäîâ t1 è t2 â ñåòåâûõ êîìïîíåíòàõ N1 è N2 íàçûâàåòñÿ
øàãîì ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè äëÿ âëîæåííîé ñåòè
NPN è îáîçíà÷àåòñÿ M [t1[b1]; t2[b2]〉M ′ èëè ïðîñòî M [ 〉M ′.
Åñëè àðíîñòü ïîçèöèè p ðàâíà 1 è p ñîäåðæèò íå êîðòåæè, à
åäèíè÷íûå ôèøêè, òî äëÿ ñåòåâîé ôèøêè α = (N1,M1) ïàð-
íàÿ åé ñåòåâàÿ ôèøêà ñ àêòèâíûì ïåðåõîäîì, ïîìå÷åííûì
äîïîëíèòåëüíîé ìåòêîé λ, âûáèðàåòñÿ ñðåäè ôèøåê, íàõî-
äÿùèõñÿ â òîé æå ïîçèöèè p ïðè ðàçìåòêå M . Âûáîð ïàðíîé
ôèøêè ñðåäè ôèøåê, íàõîäÿùèõñÿ â äðóãèõ ïîçèöèÿõ ñåòè,
çàïðåùàåòñÿ.

• øàã âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè: Ïóñòü M � ðàçìåò-
êà ñåòè NPN, (N,MN) � ñåòåâàÿ ôèøêà, âõîäÿùàÿ â ðàç-
ìåòêó M . Ïóñòü t � ïåðåõîä ñåòåâîé êîìïîíåíòû N òàêîé,
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÷òî Λ(t) = l ∈ Labv, ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàç-
ìåòêå MN è îçíà÷èâàíèè b è MN

t[b]−→ M ′
N. Ïóñòü äàëåå

{α1, . . . , αk} ⊂ Anet åñòü ìíîæåñòâî çàäåéñòâîâàííûõ â ýòîì
ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà t ñåòåâûõ ôèøåê, ïðè÷åì α1 =
(N1,M1),. . . , αk = (Nk,Mk). Ïóñòü òàêæå äëÿ êàæäîãî 1 ≤
i ≤ k â ñåòè Ni íàéäåòñÿ ïåðåõîä ti, òàêîé ÷òî ti àêòèâåí â
Ni ïðè ðàçìåòêå Mi è îçíà÷èâàíèè bi, Mi

ti[bi]−→ M ′
i (â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïðàâèëàìè ñðàáàòûâàíèÿ äëÿ ñåòåé Ïåòðè âûñîêîãî
óðîâíÿ) è Λ(ti) = l ∈ Labv.
Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà t â N íå çàâèñÿò
îò âíóòðåííåé ðàçìåòêè ñåòåâûõ ôèøåê, ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ
àêòèâíûì òàêæå è ïðè ðàçìåòêå M?

N, ïîëó÷åííîé èç M çà-
ìåíîé â êàæäîé çàäåéñòâîâàííîé â ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà
t ñåòåâîé ôèøêå Ni ðàçìåòêè Mi íà ðàçìåòêó M ′

i äëÿ âñåõ
1 ≤ i ≤ k. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå îçíà÷èâàíèÿ áåðåòñÿ ôóíêöèÿ
b′ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïåðåìåííîé x èç íåêîòîðîãî âûðà-
æåíèÿ íà âõîäíîé äóãå b′(x) = (Ni,M

′
i), åñëè b(x) = (Ni,Mi).

Ïóñòü M?
N

t[b]−→ M ′′
N. Òîãäà ðåçóëüòàòîì îäíîâðåìåííîãî ñðà-

áàòûâàíèÿ ïåðåõîäà t â ñåòåâîé êîìïîíåíòå N è äîïîëíè-
òåëüíûõ ê íåìó ïåðåõîäîâ â çàäåéñòâîâàííîì â ýòîì ñðàáà-
òûâàíèè ñåòåâûõ êîìïîíåíòàõ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåòêà M ′ ñåòè
NPN, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç M çàìåíîé ñåòåâîé ôèøêè (N,MN)
íà ôèøêó (N,M ′′

N). Òàêîå ñèíõðîííîå ñðàáàòûâàíèå ïåðå-
õîäà t (ïðè îçíà÷èâàíèè b) â ñèñòåìíîé ñåòè è ïåðåõîäîâ
t1, . . . , tk (ïðè îçíà÷èâàíèÿõ b1, . . . , bk ñîîòâåòñòâåííî) â ñå-
òÿõ α1, . . . , αk íàçûâàåòñÿ øàãîì âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçà-
öèè äëÿ NP-ñåòè NPN è îáîçíà÷àåòñÿ M [t[b]; t1[b1]; . . . ;
tk[bk]〉M ′ èëè ïðîñòî M [ 〉M ′.

Çàìå÷àíèå 4.1. Çàìåòèì, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðå-
õîäîâ ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ñåòåâûõ êîìïîíåíò äâóõ ñìåæíûõ
óðîâíåé äåðåâà ðàçìåòêè. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðèíöèïó ðàñïðåäå-
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ëåííîñòè ñèñòåìû.
Èñïîëíåíèåì äëÿ NP-ñåòè NPN íàçîâåì êîíå÷íóþ èëè áåñêî-

íå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ M0[ 〉M1[ 〉 . . . , ãäå M0 åñòü íà-
÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè NPN.

Êàê îáû÷íî, ðàçìåòêó M ñåòè NPN íàçîâåì äîñòèæèìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò èñïîëíåíèå M0[ 〉M1[ 〉 . . . [ 〉Mk, ãäå M = Mk.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü NPN � ìíîãîóðîâíåâàÿ NP-ñåòü. Òî-
ãäà âñÿêàÿ äîñòèæèìàÿ â NPN ðàçìåòêà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � äîñòèæèìàÿ ðàçìåòêà ñåòè NPN.
Òîãäà ñóùåñòâóåò èñïîëíåíèå M0[ 〉M1[ 〉 . . . [ 〉Mk, ãäå M = Mk.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k. Íà÷àëüíàÿ ðàçìåò-
êà M0 ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü Mi � äîïó-
ñòèìàÿ ðàçìåòêà è M [ 〉Mi+1. Ïîêàæåì, ÷òî ðàçìåòêà Mi+1 òàêæå
äîïóñòèìà.

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåì òèïàì øàãîâ
ñðàáàòûâàíèÿ. Ïðè àâòîíîìíîì øàãå ñðàáàòûâàíèÿ íîâûå ïóòè â
äåðåâå ðàçìåòêè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî â ðåçóëüòàòå ïîÿâëåíèÿ
íîâûõ ñåòåâûõ ôèøåê â íåêîòîðûõ ïîçèöèÿõ ñåòåâîé êîìïîíåí-
òû. Â äåðåâå ðàçìåòêè ýòîìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü �íàâåøèâà-
íèå� íîâûõ ïîääåðåâüåâ íà âåðøèíû, ïîìå÷åííûå èìåíàìè ïîçè-
öèé è/èëè îïåðàöèåé îáðàçîâàíèÿ êîðòåæà. Ïðè ýòîì ýòè íîâûå
ñåòåâûå ôèøêè ëèáî óæå âñòðå÷àëèñü â äðóãèõ ïîçèöèÿõ (êîðòå-
æàõ äðóãèõ ïîçèöèé) ýòîé æå ñåòåâîé êîìïîíåíòû, ëèáî ÿâëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿìè ñåòåâûõ êîíñòàíò. Åñëè ïîñëå äîáàâëåíèÿ íîâûõ ñå-
òåâûõ ôèøåê â äåðåâå ðàçìåòêè ïîÿâèëñÿ áû îðèåíòèðîâàííûé
ïóòü îò âåðøèíû ñ ïîìåòêîé Ni ê âåðøèíå ñ òàêîé æå ïîìåòêîé,
òî â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî äîïóñòèìîñòè ïðåäûäó-
ùåé ðàçìåòêè Mi. Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà äîáàâëÿåòñÿ ñåòåâàÿ
ôèøêà, ÿâëÿþùàÿñÿ çíà÷åíèåì ñåòåâîé êîíñòàíòû, íàëè÷èå òàêî-
ãî ïóòè ïðîòèâîðå÷èëî áû óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ îðèåíòèðîâàííûõ
öèêëîâ â ãðàôå âëîæåííîñòè GC(NPN). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó
óñëîâèÿ 2 îïðåäåëåíèÿ 4.6 òàêîé ïóòü íå ìîæåò ïðîõîäèòü âíóòðè
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íîâîé ñåòåâîé ôèøêè è â ñèëó óñëîâèÿ 2 îí íå ìîæåò ñîåäèíÿòü
âåðøèíó ïîääåðåâà ñåòåâîé ôèøêè è äðóãóþ âåðøèíó â äåðåâå
ðàçìåòêè.

Ñëó÷àè ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ çàäàííîé ìíîãîóðîâíåâîé ñåòè
NPN ãëóáèíà âñåõ åå äîïóñòèìûõ (à, çíà÷èò, è âñåõ äîñòèæè-
ìûõ) ðàçìåòîê îãðàíè÷åíà è íå ïðåâûøàåò äëèíó ìàêñèìàëüíîãî
îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè ñ íà÷àëîì â âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìíîé ñåòè N0, â ãðàôå âëîæåííîñòè GC(NPN). Äëÿ ðåêóð-
ñèâíîé âëîæåííîé ñåòè ãëóáèíà äîñòèæèìûõ ðàçìåòîê, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå îãðàíè÷åíà.

Äàëåå ðàçìåòêàìè ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè áóäåì íàçûâàòü
äîïóñòèìûå ðàçìåòêè.

4.2 Ìíîãîóðîâíåâûå ñåòè êàê âïîëíå
ñòðóêòóðèðîâàííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ìíîãîóðîâíåâîé NP-
ñåòè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ¹ äëÿ äâóõóðîâ-
íåâûõ ñåòåé. Ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì äëÿ íåãî òî æå ñàìîå îáî-
çíà÷åíèå ¹.

Ïóñòü NPN � ìíîãîóðîâíåâàÿ NP-ñåòü. Îïðåäåëèì áèíàðíîå
îòíîøåíèå ¹ íà ìíîæåñòâå åå ðàçìåòîê M(NPN).

Îïðåäåëåíèå 4.9. Ïóñòü M1, M2 ∈ M(NPN) � ðàçìåòêè ìíîãî-
óðîâíåâîé NP-ñåòè NPN. Îòíîøåíèå M1 ¹ M2 îïðåäåëèì èíäóê-
òèâíî:

1) Äëÿ îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè PN è äâóõ åå ðàçìåòîê M1,
M2 ∈ M(PN), M1 ¹ M2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ
ëþáîé ïîçèöèè p ∈ P ñåòè PN âûïîëíÿåòñÿ M1(p) ≤ M2(p).
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2) Äëÿ ñåòè Ïåòðè PN âûñîêîãî óðîâíÿ (îäíîóðîâíåâîé âëî-
æåííîé ñåòè Ïåòðè, â êîòîðîé âñå ôèøêè ÿâëÿþòñÿ àòîìàð-
íûìè) è äâóõ åå ðàçìåòîê M1, M2 ∈ M(PN), M1 ¹ M2 â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîçèöèè p ∈ P ñåòè PN
âûïîëíÿåòñÿ M1(p) ≤M1 M2(p), ãäå ≤M1 � 1-óïîðÿäî÷åíèå
ìóëüòèìíîæåñòâ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.4).

3) Äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè NPN è äâóõ åå ðàçìåòîê M1,
M2 ∈ M(NPN), M1 ¹ M2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
äëÿ ëþáîé ïîçèöèè p ∈ PSN ñèñòåìíîé ñåòè SN ñåòè NPN
ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå p : M1(p) → M2(p)
òàêîå, ÷òî äëÿ α = (α1, . . . , αn) ∈ M1(p) åñëè p(α) = α′ =
(α′1, . . . , α

′
n), òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ α ¹ α′.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ äâóõóðîâíåâûõ ñåòåé îïðåäåëåíèå
îòíîøåíèÿ ¹, ïðèâåäåííîå âûøå, ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ 3.3,
äàííîìó â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Óòâåðæäåíèå 4.2. Îòíîøåíèå ¹ íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ìíî-
ãîóðîâíåâîé NP-ñåòè NPN ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåôëåêñèâíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ
¹ î÷åâèäíû. Äîêàæåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå ðàçìåòêè ñå-
òè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðàçìåòîê ãëóáèíû íå áîëüøå n óòâåð-
æäåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü ãëóáèíà ðàçìåòîê M1 è M2 ñåòè NPN íå ïðåâûøàåò n+1
è âûïîëíÿåòñÿ M1 ¹ M2, M2 ¹ M1. Ïóñòü p ∈ PSN � íåêîòîðàÿ
ïîçèöèÿ ñèñòåìíîé ñåòè SN. Ðàññìîòðèì ìóëüòèìíîæåñòâà M1(p)
è M2(p) êîðòåæåé ýëåìåíòîâ (ôèøåê). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà
¹ ëèáî M1(p) è M2(p) îäíîâðåìåííî ïóñòû, ëèáî ñóùåñòâóþò äâà
èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèÿ ıp : M1(p) → M2(p) è p : M2(p) →
M1(p).

Èç èíúåêòèâíîñòè ýòèõ îòîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìîùíîñòè
ìóëüòèìíîæåñòâ M1(p) è M2(p) ðàâíû. Ïóñòü α = (α1, . . . , αn) ∈
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M1(p). Ðàññìîòðèì i-óþ êîìïîíåíòó êîðòåæà. Ïî îïðåäåëåíèþ
åñëè αi (1 ≤ n) � àòîìàðíàÿ ôèøêà, òî ıp(αi) = αi.

Äëÿ ñåòåâîé ôèøêè αi = (EN,m) èìååì ıp(αi) = α′i = (EN,m′),
ãäå m ≤ m′. Òîãäà p(α′i) = (EN,m′′), ãäå m′ ≤ m′′. Ïðîäîëæàÿ
ýòî ïîñòðîåíèå, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçìåòîê m ≤ m′ ≤
m′′ ≤ . . . . Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìóëüòèìíîæåñòâ M1(p) è M2(p) ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìå-
ðà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äâóõ ðàçìåòîê m1 è m2 ñåòè EN âûïîë-
íÿåòñÿ m1 ¹ m2 è m2 ¹ m1. Ïîñêîëüêó ãëóáèíà ðàçìåòîê m1, m2

íå ïðåâûøàåò n, â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì
m1 = m2. Àíàëîãè÷íî, ðàâíûìè îêàçûâàþòñÿ è äðóãèå êîìïîíåí-
òû êîðòåæåé, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìè êîðòåæè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî êîðòåæà èç M1(p) íàéäåòñÿ òàêîé
æå êîðòåæ â M2(p). Îòñþäà, â ñèëó ðàâíîìîùíîñòè ìóëüòèìíî-
æåñòâ M1(p) è M2(p), ïîëó÷àåì, ÷òî ìóëüòèìíîæåñòâà M1(p) è
M2(p) ðàâíû, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî (ñì. óòâåðæäåíèå 3.2), ÷òî îòíîøåíèå ¹
íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê äâóõóðîâíåâîé NP-ñåòè ñîîòâåòñòâóåò èçî-
ìîðôíîìó âëîæåíèþ äåðåâüåâ ðàçìåòîê (îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà
íà ìíîæåñòâå ìåòîê, êîòîðîå â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè äîìåíà ÿâëÿåò-
ñÿ ïðàâèëüíûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé.

Óòâåðæäåíèå 4.3. Ïóñòü M1,M2 ∈ M(NPN) � ðàçìåòêè ìíî-
ãîóðîâíåâîé NP-ñåòè NPN è T (M1), T (M2) � ñîîòâåòñòâóþùèå
èì äåðåâüÿ ðàçìåòîê. Òîãäà M1 ¹ M2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà äåðåâî T (M1) èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â äåðåâî T (M2)
(îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå ìåòîê), ò. å. ñóùå-
ñòâóåò îòîáðàæåíèå ϕ : Nodes (T (M1)) → Nodes (T (M2)) òàêîå,
÷òî

1) ϕ � èíúåêòèâíà;

2) ϕ ìîíîòîííà è ïåðåâîäèò ñìåæíûå âåðøèíû â ñìåæíûå,
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ò. å. äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ âåðøèí α, β ∈ Nodes (t) åñëè α ≤
β, òî ϕ(α) ≤ ϕ(β) è âåðøèíû ϕ(α), ϕ(β) òàêæå ñìåæíû;

3) äëÿ ëþáîé âåðøèíû α ∈ Nodes (t): L(α) = L′(ϕ(α)), ãäå L,L′
� ôóíêöèè ïîìåòêè âåðøèí äëÿ äåðåâüåâ t è t′ ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ãëóáè-
íå ðàçìåòêè (âûñîòå äåðåâà ðàçìåòêè). Äëÿ äâóõóðîâíåâûõ NP-
ñåòåé óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî ðàíüøå (ñì. Óòâ. 3.2). Ïóñòü
óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ðàçìåòîê ãëóáèíû íå áîëüøå n. Ïóñòü òå-
ïåðü M1 ¹ M2 � äâå ðàçìåòêè ãëóáèíû íå áîëüøå n + 1.

Îòîáðàæåíèå ϕ âåðøèí äåðåâà T (M1) â âåðøèíû äåðåâà
T (M2) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîðíþ äåðåâà T (M1) ñî-
ïîñòàâëÿåòñÿ êîðåíü äåðåâà T (M2). Âåðøèíàì â T (M1), ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïîçèöèÿì ñèñòåìíîé ñåòè, ñîïîñòàâëÿþòñÿ òàêèå æå
âåðøèíû â äåðåâå T (M2). Âåðøèíàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ôèøêàì â
ðàçìåòêå M1, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû â T (M2) îïðåäåëÿþòñÿ
îòîáðàæåíèÿìè p èç îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ¹. Åñëè íåêî-
òîðàÿ âåðøèíà a â T (M1) ñîîòâåòñòâóåò àòîìàðíîé ôèøêå, òî
îíà, êàê è âåðøèíà ϕ(a) â T (M1), ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì. Åñëè æå a
ñîîòâåòñòâóåò ñåòåâîé ôèøêå, òî îíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîääåðåâà
íåêîòîðîé ðàçìåòêè m, è äëÿ m′ = p(m) âûïîëíÿåòñÿ m ¹ m′.
Òîãäà â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîääåðåâî ñ êîðíåì
m â T (M1) èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ïîääåðåâî ñ êîðíåì m′ â
T (M1). Îòîáðàæåíèå ϕ íà ýòèõ ïîääåðåâüÿõ îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ýòèì âëîæåíèåì.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 4.1. Îòíîøåíèå ¹ íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ìíîãî-
óðîâíåâîé NP-ñåòè NPN ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì êâàçèóïîðÿäî÷å-
íèåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4.3 îòíîøåíèå ¹ íà ðàç-
ìåòêàõ ñåòè ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèþ èçîìîðôíîãî âëîæåíèÿ äå-



4.2. ÂÏÎËÍÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÈÐÎÂÀÍÍÎÑÒÜ 129

ðåâüåâ ðàçìåòîê (îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå ìåòîê).
Ïîñêîëüêó äëÿ êîíêðåòíîé âëîæåííîé ñåòè ìíîæåñòâî ìåòîê â
åå äåðåâüÿõ ðàçìåòîê êîíå÷íî, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ìåòîê ÿâëÿ-
åòñÿ ïðàâèëüíûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Êðîìå òîãî, âûñîòà äå-
ðåâüåâ ðàçìåòîê äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè îãðàíè÷åíà. Òîãäà
ïî òåîðåìå 1.2 îá èçîìîðôíîì âëîæåíèè äåðåâüåâ îòíîøåíèå ¹
íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì êâàçèóïîðÿäî÷åíèåì.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü NPN � NP-ñåòü, M1 ¹ M2 � ðàçìåòêè
ñåòè NPN. Åñëè M1[Y [b]〉M ′

1, ãäå Y [b] åñòü ëèáî îçíà÷åííûé ïå-
ðåõîä t[b] (â ñëó÷àå ñèñòåìíî-àâòîíîìíîãî øàãà), ëèáî íàáîð ïå-
ðåõîäîâ âìåñòå ñ íåêîòîðûì îçíà÷èâàíèåì t[b]; t1, . . . , tk (â ñëó÷àå
øàãà âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè), òî íàéäåòñÿ òàêîå îçíà÷è-
âàíèå b′, ÷òî M2[Y [b′]〉M ′

2 è M ′
1 ¹ M ′

2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M1 ¹ M2 è {p}p∈PSN � ñîîòâåòñòâóþùåå
ýòîìó ïîðÿäêó ñåìåéñòâî èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíå ðàçìåòîê M1

è M2. Äëÿ ðàçìåòîê ãëóáèíû 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî.
Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà M1 è M2 ðàâíà k. Ïîñêîëüêó âñå

ñåòåâûå ôèøêè â ðàçìåòêàõ M1 è M2 èìåþò ìåíüøóþ ãëóáèíó,
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ íèõ óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî.

Èíäóêöèîííûé øàã äîêàçûâàåòñÿ ðàçáîðîì ñëó÷àåâ â çàâèñè-
ìîñòè îò âèäà øàãà ñðàáàòûâàíèÿ.

1. Ïóñòü M1[t[b]〉M ′
1 � àâòîíîìíîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t

ïðè îçíà÷èâàíèè b â ñèñòåìíîé ñåòè SN NP-ñåòè NPN, ò. å. ∀p ∈
•t : W (p, t)(b) ⊆ M1(p) è M ′

1(p) = (M1(p) \W (p, t)(b)) ∪W (t, p)(b).
Òîãäà â êà÷åñòâå ôóíêöèè îçíà÷èâàíèÿ äëÿ ðàçìåòêè M2 âîçü-

ìåì ôóíêöèþ b′ : Var → A òàêóþ, ÷òî b′(x) =def p(b(x)). Äàííîå
îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó äëÿ p1 6= p2 ∈ PSN, â ñèëó îãðà-
íè÷åíèé íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñàííûå âõîäíûì äóãàì ïåðåõîäîâ â
ñèñòåìíîé ñåòè, âûïîëíÿåòñÿ Var (W (p1, t)) ∩ Var (W (p2, t)) = ∅.
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Ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ íà âõîäíûõ äóãàõ íå ñîäåðæàò êîíñ-
òàíò, è êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â òàêîå âûðàæåíèå íå áîëåå
îäíîãî ðàçà (â ñèëó òåõ æå îãðàíè÷åíèé), òî èç p(M1(p)) ⊆ M2(p)
ñëåäóåò ∀p ∈ •t : W (p, t)(b ◦ p) ⊆ p(M1(p)) ⊆ M2(p), ò. å. ïåðåõîä
t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M2 è îçíà÷èâàíèè b′.

Òîãäà ðåçóëüòàò ñðàáàòûâàíèÿ t ïðè îçíà÷èâàíèè b′ åñòü ðàç-
ìåòêà M ′

2(p) = (M2(p) \W (p, t)(b ◦ p))∪W (t, p)(b ◦ p). Ïîñêîëüêó
W (t, p)(b ◦ p) îòëè÷àåòñÿ îò W (t, p)(b) òîëüêî âîçìîæíî áîëüøåé
ðàçìåòêîé â íåêîòîðûõ ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
p, äîîïðåäåëåííîå íà òåõ êîðòåæàõ α, íà êîòîðûõ îíî íå áûëî
îïðåäåëåíî, êàê p(α) = α, ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì,
â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðîãî M ′

1 ¹ M ′
2.

2. Ïóñòü M1 ¹ M2 è M1[〉M ′
1 � àâòîíîìíîå ñðàáàòûâàíèå ïåðå-

õîäà t â ñåòåâîé ôèøêå αi = (EN,m1), íàõîäÿùåéñÿ â íåêîòîðîì
êîðòåæå â ïîçèöèè p ñèñòåìíîé ñåòè, ëèáî ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà
âî âíóòðåííåé äëÿ αi ñåòåâîé ôèøêå, è m1[t〉m′

1.
Ïóñòü äàëåå p(αi) = (EN,m2), ãäå m2 º m1. Òîãäà ïî èí-

äóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïåðåõîä t àêòèâåí â ñåòè EN ïðè
ðàçìåòêå m2, è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî ýëåìåíòíîå ñðàáàòûâà-
íèå ýòîãî ïåðåõîäà â ñåòè NPN ïðè ðàçìåòêå M2. Ïóñòü m2[t〉m′

2

è, ñîîòâåòñòâåííî, M2[t〉M ′
2. Ðàçìåòêà M ′

2 îòëè÷àåòñÿ îò M2 òîëü-
êî ðàçìåòêîé âíóòðåííåé ñåòåâîé ôèøêè αi. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
M ′

1 ¹ M ′
2, ïîñòðîèì èíúåêòèâíóþ ôóíêöèþ ̃p : M ′

1(p) → M ′
2(p)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

̃p(α) =
{

(EN,m′
2) ïðè α = (EN, m2),

p(α) ïðè α 6= (EN, m2).

Äëÿ ïîçèöèè p′ 6= p ïîëàãàåì ̃p ≡ p. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
òàê îïðåäåëåííîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {̃p}p∈PSN óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ èíúåêòèâíîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, M ′

1 ¹ M ′
2.

3. Ïóñòü M1 ¹ M2 è M1[t1, t2〉M ′
1 � øàã ãîðèçîíòàëüíîé ñèí-

õðîíèçàöèè ñåòè NPN, ò. å. îäíîâðåìåííîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõî-
äîâ t1 è t2 â ñåòåâûõ ôèøêàõ αi = (EN1,m1), αj = (EN2,m2),
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íàõîäÿùèõñÿ ïðè ðàçìåòêå M â íåêîòîðîì êîðòåæå â ïîçèöèè p
ñèñòåìíîé ñåòè.

Ïóñòü òåïåðü p(αi) = (EN,m3) è p(αj) = (EN,m4), ãäå m3 º
m1 è m4 º m2. Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, íàéäóòñÿ
ñîñòîÿíèÿ m′

3 è m′
4, òàêèå ÷òî m3[t〉m′

3 â ñåòè EN1 è m4[t〉m′
4 â ñåòè

EN2, è, ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæåí øàã ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíè-
çàöèè M2[t〉M ′

2 â ñåòè NPN. Ïðè ýòîì ðàçìåòêà M ′
2 ïîëó÷àåòñÿ èç

M2 çàìåíîé ðàçìåòîê m3 è m4 âíóòðåííèõ ñåòåâûõ ôèøåê αi, αj

íà ðàçìåòêè m′
3 è m′

4 ñîîòâåòñòâåííî. Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
̃p : M ′

1(p) → M ′
2(p), îïðåäåëÿþùåå óïîðÿäî÷åííîñòü M ′

1 ¹ M ′
2,

ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Ïîëàãàåì

̃p(α) =





(EN,m′
3) ïðè α = (EN,m3),

(EN,m′
4) ïðè α = (EN,m4),

p(α) ïðè α 6= (EN,m3) è α 6= (EN,m4).

Äëÿ ïîçèöèè p′ 6= p ïîëàãàåì ̃p ≡ p.
Åñëè àðíîñòü ïîçèöèè p ðàâíà 1 è p ñîäåðæèò íå êîðòåæè, à

åäèíè÷íûå ôèøêè, òî âñå ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ òàêæå îñòà-
þòñÿ âåðíûìè.

4. Ïóñòü M1 ¹ M2 è M1[ 〉M ′
1 � øàã âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíè-

çàöèè â ñèñòåìíîé ñåòè SN ñåòè NPN, ò. å. â SN èìååòñÿ ïåðåõîä t,
àêòèâíûé ïðè ðàçìåòêå M1 è íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè b. Ïóñòü åãî
àâòîíîìíîå ñðàáàòûâàíèå ïðèâîäèò ê ðàçìåòêå M ′. Êàê óæå áûëî
äîêàçàíî â ï.1 ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîä
t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïðè ðàçìåòêå M2 è íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè
b′ è M2[t[b]〉M ′

2, ãäå M2 ¹ M ′
2. Äàëåå, äëÿ êàæäîé ñèñòåìíîé ôèø-

êè αi = (ENi,mi) â ïîçèöèè p, çàäåéñòâîâàííîé â b-ñðàáàòûâàíèè
ïåðåõîäà t â ñèñòåìíîé ñåòè SN, âûïîëíÿåòñÿ mi[ti〉m′

i. Ïî èíäóê-
öèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ àâòîíîìíûõ øàãîâ èç M1 ¹ M2

ñëåäóåò, ÷òî â ñåòè p(αi) = (EN,mi′), ãäå mi′ º mi, ïåðåõîä ti àê-
òèâåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî àâòîíîìíîå ñðàáàòûâàíèå ýòî-
ãî ïåðåõîäà â ñåòè NPN ïðè ðàçìåòêå M2. Ðåçóëüòàòîì ñðàáàòû-
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âàíèÿ ti ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ ðàçìåòêà m′
i′ ñåòåâîé ôèøêè òàêàÿ,

÷òî m′
i ¹ m′

i′ .
Òàêèì îáðàçîì, â ñåòè NPN âîçìîæåí øàã âåðòèêàëüíîé ñèí-

õðîíèçàöèè ïðè îçíà÷èâàíèè b′. Ðåçóëüòàòîì åãî ÿâëÿåòñÿ ðàçìåò-
êà M ′′

2 , ïîëó÷åííàÿ èç ðàçìåòêè M ′
2 ïóòåì çàìåíû ñåòåâîé ôèøêè

αi = (ENi,m
′
i) íà ôèøêó α′i = (ENi,m

′
i′) (èìåþùóþ áîëüøóþ ðàç-

ìåòêó) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ k. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå çà-
ìåíû ëîêàëüíûõ ðàçìåòîê íåêîòîðûõ ñåòåâûõ ôèøåê íà áîëüøèå
ðàçìåòêè ìû ïîëó÷èì ðàçìåòêó M ′′

2 , óäîâëåòâîðÿþùóþ M ′′
2 ¹ M ′

2,
è, ñëåäîâàòåëüíî, M ′′

2 ¹ M ′
2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü NPN � ìíîãîóðîâíåâàÿ NP-ñåòü, ¹ � ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå M(NPN) ðàçìåòîê ñåòè NPN,
îïðåäåëåííûé âûøå. Òîãäà 〈NPN,¹〉 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðóêòó-
ðèðîâàííîé ñèñòåìîé ïåðåõîäîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1 î ïðàâèëüíîñòè êâàçè-
óïîðÿäî÷åíèÿ ¹ è òåîðåìû 4.2 î âûïîëíåíèè ñâîéñòâà ñîâìåñòè-
ìîñòè îòíîøåíèé ïåðåõîäà ¹ äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ âëîæåííûõ ñå-
òåé Ïåòðè.

4.3 Àëãîðèòìû àíàëèçà äëÿ
ìíîãîóðîâíåâûõ ñåòåé

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîóðîâíåâûå NP-
ñåòè, òàê æå êàê è äâóõóðîâíåâûå, ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðóêòóðè-
ðîâàííûìè ñèñòåìàìè ïåðåõîäîâ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì,
êàê ðåçóëüòàòû ïî àíàëèçó ñåìàíòè÷åñêèõ ñâîéñòâ, èçëîæåííûå â
ðàçäåëå 3.5, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ìíîãîóðîâíåâûå NP-ñåòè.

4.3.1 Àíàëèç äåðåâà ïîêðûòèÿ
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè NPN äåðåâî
ïîêðûòèÿ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
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äèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Succ(M) âñåõ ïîñëåäóþùèõ ðàç-
ìåòîê äëÿ ðàçìåòêè M âî âëîæåííîé ñåòè NPN âû÷èñëèìî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ äàííîé ðàçìåòêè M ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ îçíà-
÷èâàíèé ïåðåõîäîâ â ñåòè NPN êîíå÷íî è ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî
ïðÿìûì ïåðåáîðîì, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íî è ìîæåò áûòü ýôôåê-
òèâíî ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îçíà÷åííûõ ïåðåõîäîâ ñå-
òè NPN. Äàëåå, â ñèëó òîãî, ÷òî âûðàæåíèÿ íà âûõîäíûõ äóãàõ
âñÿêîãî ïåðåõîäà t íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àâøèõñÿ â
âûðàæåíèÿõ íà âõîäíûõ äóãàõ ýòîãî ïåðåõîäà, îçíà÷èâàíèå ïåðå-
õîäà t îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà t,
êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíûì ïðàâèëàì ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå-
õîäà. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Succ(M) ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìî
äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè M ñåòè NPN.

Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà Succ(M) îçíà÷àåò êîíå÷íîñòü âåòâëå-
íèÿ â äåðåâå ïîêðûòèÿ ñåòè NPN. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà âïîëíå
ñòðóêòóðèðîâàííîñòè äåðåâî ïîêðûòèÿ äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ñåòè
Ïåòðè âñåãäà êîíå÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
ïîñòðîåíî.

Îòíîøåíèå ¹ äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé, î÷åâèäíî, ðàç-
ðåøèìî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ ðàçìåòîê M1 è M2

ñåòè NPN äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîíå÷íûå
äåðåâüÿ ðàçìåòêè T (M1) è T (M2) è ïðîâåðèòü, ÷òî îäíî èç íèõ
èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â äðóãîå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî êàæäîé êîðíåâîé âåòâè �ìåíüøåãî� äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò
òî÷íî òàêàÿ æå êîðíåâàÿ âåòâü â �áîëüøåì� äåðåâå.

Ïî óòâåðæäåíèþ 1.7 èç âû÷èñëèìîñòè Succ(M) è ðàçðåøèìî-
ñòè ¹ ñëåäóåò, ÷òî äåðåâî ïîêðûòèÿ äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè
ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðà-
íèòü íà ñëó÷àé ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè ìåòîäû àíàëèçà ðÿäà ñå-
ìàíòè÷åñêèõ ñâîéñòâ, èçëîæåííûå â ïàðàãðàôå 3.5.1.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü NPN � ìíîãîóðîâíåâàÿ NP-ñåòü, C � íåêî-
òîðûé íàïðàâëåííûé ââåðõ êîíóñ (îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà ¹) â ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ñåòè NPN. Óòâåðæäåíèå òåì-
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ïîðàëüíîé ëîãèêè s |= (∃)¤C èñòèííî äëÿ ñåòè NPN òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîêðûâàþùåå äåðåâî NP-ñåòè NPN ñîäåð-
æèò ïóòü îò êîðíÿ ê ëèñòó, â êîòîðîì âñå âåðøèíû èìåþò
ïîìåòêè, ïðèíàäëåæàùèå C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1.8.

Òåîðåìà 4.5. Ïðîáëåìû ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ è
íåèçáåæíîñòè ðàçðåøèìû äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.3, óòâåðæäåíèÿ 1.9, ðàç-
ðåøèìîñòè îòíîøåíèÿ ¹ è âû÷èñëèìîñòè Succ äëÿ ìíîãîóðîâíå-
âûõ NP-ñåòåé.

Òåîðåìà 4.6. Ïðîáëåìà îñòàíîâà ðàçðåøèìà äëÿ ìíîãîóðîâíå-
âûõ NP-ñåòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå äâóõóðîâíåâûõ NP-ñåòåé, äëÿ
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îñòàíîâà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîêðûâàþùåå
äåðåâî ñåòè è ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ïîìåòêè íà åãî ëèñòüÿõ
òóïèêîâûìè ðàçìåòêàìè. Åñëè âñå ïîìåòêè íà ëèñòüÿõ ïîêðûâà-
þùåãî äåðåâà � òóïèêîâûå, òî âñÿêîå èñïîëíåíèå ñåòè çàâåðøà-
åòñÿ. Åñëè æå íàéäåòñÿ íåòóïèêîâàÿ ïîìåòêà, òî äëÿ äàííîé ñåòè
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå èñïîëíåíèå.

4.3.2 Ìåòîä íàñûùåíèÿ
Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîêðûòèÿ äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé,
êàê è ðàíåå, áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîä íàñûùåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ NP-ñåòü èìååò ýôôåê-
òèâíûé ïðåäáàçèñ, ò. å. äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè M ∈ M(NPN) ìîæåò
áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåí êîíå÷íûé áàçèñ ìíîæåñòâà Pred (↑M).

Ëåììà 4.1. Äëÿ ëþáîé ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè NPN è ïåðåõîäà
t ýòîé ñåòè ìíîæåñòâî ◦t ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ◦t ìèíèìàëüíûõ ðàçìå-
òîê, ïðè êîòîðûõ ïåðåõîä t ìîæåò ñðàáîòàòü.

1. Åñëè t � ïåðåõîä â ñèñòåìíîé ñåòè, òî ìíîæåñòâî ◦t ñòðîèòñÿ
òàê æå, êàê â ñëó÷àå äâóõóðîâíåâîé ñåòè (ñì. Ëåììó 3.4).

2. Ïóñòü t � íåïîìå÷åííûé ïåðåõîä â ñåòåâîé êîìïîíåíòå N.
Ìèíèìàëüíóþ ðàçìåòêó MN ñåòåâîé êîìïîíåíòû N, ïðè êîòîðîé
ïåðåõîä t ìîæåò ñðàáîòàòü â N, ïîñòðîèì òàê æå, êàê ïðè ïîñòðî-
åíèè ìíîæåñòâà ◦t äëÿ äâóõóðîâíåâîé ñåòè. Òîãäà ìíîæåñòâî ìè-
íèìàëüíûõ ðàçìåòîê ◦t ñòðîèòñÿ ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ñëåäóþùèõ
ìíîæåñòâ:

• ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìåòîê, ïðè êîòîðûõ îäíà èç ïîçèöèé ñè-
ñòåìíîé ñåòè ñîäåðæèò ñåòåâóþ ôèøêó (EN, m), à âñå
îñòàëüíûå ïîçèöèè ïóñòû;

• ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìåòîê, ïðè êîòîðûõ âñå ïîçèöèè ñèñòåì-
íîé ñåòè ïóñòû, êðîìå îäíîé, ñîäåðæàùåé íåêîòîðóþ ñåòå-
âóþ ôèøêó EN1 ñ ðàçìåòêîé, â êîòîðîé, â ñâîþ î÷åðåäü, âñå
ïîçèöèè ïóñòû, êðîìå îäíîé, ñîäåðæàùåé ñåòåâóþ ôèøêó
(EN,m);

• ðàçìåòêè, ïðè êîòîðûõ âñå ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè ïóñòû,
à îäíà ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ñåòåâóþ ôèøêó EN1, êîòîðàÿ
ñîäåðæèò íåêîòîðóþ äðóãóþ ñåòåâóþ ôèøêó EN2, ñîäåðæà-
ùóþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñåòåâóþ ôèøêó (EN,m);

• è ò.ä.

Ïîñêîëüêó â ðàçìåòêàõ ìíîãîóðîâíåâûõ ñåòåé ýëåìåíòíûå ñå-
òè â öåïî÷êàõ âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ôèøåê ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ
íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ýòî ïîñòðîåíèå êîíå÷íî. Ñ ïîìîùüþ ãðà-
ôà âëîæåííîñòè ñåòè ïåðåáîð ìîæíî óìåíüøèòü, ðàññìàòðèâàÿ
òîëüêî âîçìîæíûå äëÿ äàííîé ñåòè âëîæåíèÿ îäíèõ ñåòåâûõ êîì-
ïîíåíò â äðóãèå.
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Ìíîæåñòâî ◦t ñòðîèòñÿ êàê íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ ðàçìåòîê,
äëÿ êîòîðûõ M(p) ïðèíèìàåò îäíî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îïèñàííûõ
âûøå çíà÷åíèé.

3. Ïóñòü t � ïîìå÷åííûé ìåòêîé äëÿ âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíè-
çàöèè ïåðåõîä â ñèñòåìíîé ñåòè. Òîãäà ìíîæåñòâî ◦t ñòðîèòñÿ òàê
æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñ òîé òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî �ïî-
ñëåäíåé� â ðàññìîòðåííîé öåïî÷êå âëîæåíèé îêàçûâàåòñÿ íå îäíà
ñåòåâàÿ ôèøêà, à äâóõóðîâíåâàÿ ñåòü ñ ýëåìåíòàìè, ïîìå÷åííûìè
äîïîëíèòåëüíûìè ìåòêàìè. Ñàìà ýòà ñåòü ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è
â ñëó÷àå äâóõóðîâíåâûõ ñåòåé.

4. È, íàêîíåö, åñëè t � ïîìå÷åííûé ìåòêîé äëÿ ãîðèçîíòàëü-
íîé ñèíõðîíèçàöèè ïåðåõîä â ýëåìåíòíîé ñåòè EN ñåòè NPN, òî
ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ðàçìåòîê ◦t ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó-
÷àå 2, ñ òîé òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî ñåòè EN âåçäå áåðåòñÿ
ïàðà ñåòåé, ñîäåðæàùèõ ïîìå÷åííûå âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè
ìåòêàìè ïåðåõîäû.

Ëåììà 4.2. Äëÿ ëþáîé ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè NPN è ïðîèç-
âîëüíîé ðàçìåòêè M ∈ M(NPN) ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðî-
öåäóðà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî áàçèñà ìíîæåñòâà Pred (↑M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü NPN � íåêîòîðàÿ äâóõóðîâíåâàÿ ñåòü,
M ∈ M(NPN) � åå ðàçìåòêà. Â ïðåäûäóùåé ëåììå áûëî äîêàçà-
íî, ÷òî ìíîæåñòâî ◦t ìèíèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ¹ ðàçìåòîê ñåòè
NPN, ïðè êîòîðûõ ïåðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì, ìîæåò áûòü ýô-
ôåêòèâíî ïîñòðîåíî.

×åðåç t◦ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàçìåòîê, ïîëó÷àåìûõ â ðå-
çóëüòàòå âñåõ âîçìîæíûõ ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäà t (âîçìîæíî,
ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè ïåðåõîäàìè) íà ðàçìåòêàõ èç ìíîæåñòâà ◦t.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî t◦ êîíå÷íî è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè-
ìåíåíèåì ïåðåõîäà t êî âñåì ðàçìåòêàì èç ◦t.

Êîíå÷íûé áàçèñ lub(M, t◦) âåðõíåãî êîíóñà C = (↑M) ∩ (↑t◦)
ðàçìåòîê ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äâóõóðîâíåâûõ ñåòåé (ñì.
Ëåììó 3.4). Ïðè ýòîì ïðè çàìåíå äâóõ ñåòåâûõ ôèøåê (EN,m1)
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è (EN,m2) ñ îäèíàêîâîé ñåòåâîé ñòðóêòóðîé è ðàçíûìè ïîìåòêà-
ìè (íîëü è åäèíèöà) îäíîé ôèøêîé (EN,m), íîâàÿ ðàçìåòêà m
ñòðîèòñÿ êàê lub(m1,m2), ò. å. èòåðàòèâíî. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ
çàêàí÷èâàåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ãëóáèíà ðàçìåòîê ïðè ïåðåõîäå îò ñå-
òåâûõ ôèøåê ê èõ ðàçìåòêàì óìåíüøàåòñÿ, è, â êîíöå êîíöîâ, ìû
äîéäåì äî äâóõóðîâíåâûõ ñåòåé.

Êàê è â ñëó÷àå äâóõóðîâíåâûõ ñåòåé, ýôôåêòèâíîå ïîñòðîå-
íèå êîíå÷íîãî áàçèñà ìíîæåñòâà Pred (↑M) ïî êîíå÷íîìó áàçèñó
lub(M, t◦) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Pred (↑M) = ∪tPred t(↑ lub(M, t◦)) =↑(∪tPred t(lub(M, t◦))).

Óòâåðæäåíèå 4.4. Ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïîñò-
ðîåíèÿ êîíå÷íîãî áàçèñà ìíîæåñòâà Pred ∗(C) ïî ïðîèçâîëüíîìó
çàäàííîìó ñâîèì êîíå÷íûì áàçèñîì âåðõíåìó êîíóñó C â ìíîæå-
ñòâå ðàçìåòîê M(NPN) ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè NPN.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1.13 è òîãî, ÷òî âñÿêàÿ
ìíîãîóðîâíåâàÿ NP-ñåòü èìååò ýôôåêòèâíûé ïðåäáàçèñ.

Òåîðåìà 4.7. Ïðîáëåìà ïîêðûòèÿ ðàçðåøèìà äëÿ ìíîãîóðîâíå-
âûõ NP-ñåòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.4, ýôôåêòèâíîñòè ïðåä-
áàçèñà è ðàçðåøèìîñòè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ¹ äëÿ ìíîãîóðîâíå-
âûõ NP-ñåòåé.

Òåîðåìà 4.8. Ïðîáëåìà ïîòåíöèàëüíîé æèâîñòè ïåðåõîäà ðàç-
ðåøèìà äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü NPN � ìíîãîóðîâíåâàÿ NP-ñåòü, t � íå-
êîòîðûé ïåðåõîä â NPN. ×åðåç ◦t îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìèíè-
ìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ¹ ðàçìåòîê ñåòè NPN, ïðè êîòîðûõ ïå-
ðåõîä t ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì. Â ñèëó ïðàâèëüíîñòè óïîðÿäî÷åíèÿ
¹, ìíîæåñòâî ◦t êîíå÷íî. Îíî ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî
ïóòåì ïðîöåäóðû, ïðèâåäåííîé âûøå.
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Ïåðåõîä t ïîòåíöèàëüíî æèâîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà äîñòèæèìà íåêîòîðàÿ ðàçìåòêà, ïðèíàäëåæàùàÿ âåðõíåìó
êîíóñó ñ áàçèñîì ◦t. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 4.7 î ðàçðåøèìîñòè ïðî-
áëåìû ïîêðûòèÿ ïðîáëåìà ïîòåíöèàëüíîé æèâîñòè ïåðåõîäà äëÿ
ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé òàêæå ðàçðåøèìà.

Ðàçìåòêà M ñåòè Ïåòðè PN íàçûâàåòñÿ t-òóïèêîâîé äëÿ íåêî-
òîðîãî ïåðåõîäà t, åñëè äëÿ ëþáîé äîñòèæèìîé èç M ðàçìåòêè M ′

ïåðåõîä t íå ìîæåò ñðàáîòàòü â M ′.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü NPN � ìíîãîóðîâíåâàÿ NP-ñåòü, t � íåêî-
òîðûé ïåðåõîä â NPN. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåòêè M
ìîæíî ýôôåêòèâíî óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà t-òóïèêîâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçìåòêà M ÿâëÿåòñÿ t-òóïèêîâîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà M ∈ ↑◦t, ò. å. M ïðèíàäëåæèò âåðõíåìó êîíóñó
ñ áàçèñîì ◦t. Â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ïðè-
âåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî áàçèñà êîíóñà ↑◦t. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ðàçìåòêà
t-òóïèêîâîé, ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ïîêðûòèÿ, ðàçðåøèìîñòü êîòî-
ðîé ïîêàçàíà â òåîðåìå 4.7.



Ãëàâà 5

Ðåêóðñèâíûå âëîæåííûå
ñåòè Ïåòðè

5.1 Ïðèìåð ðåêóðñèâíîé âëîæåííîé ñåòè
Ðåêóðñèâíàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè ìîæåò ïîðîæäàòü ñâîþ ñîá-
ñòâåííóþ êîïèþ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà (íåïîñðåäñòâåííîãî èëè â êà-
÷åñòâå ïîòîìêà). Ðàññìîòðåíèå ðåêóðñèâíûõ âëîæåííûõ ñåòåé ìû
íà÷íåì ñ íåáîëüøîãî ïðèìåðà ðåêóðñèâíîé âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè
RN, ñèìóëèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíóòðåííèõ âûçîâîâ ðå-
êóðñèâíîé ïðîöåäóðû (êàê, íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè
ôàêòîðèàëà fact(0) = 1; fact(n) = n · fact(n− 1) ïðè n ≥ 1).

Ðåêóðñèâíàÿ NP-ñåòü RN, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 5.1, ñî-
ñòîèò èç ñèñòåìíîé ñåòè F0 è ýëåìåíòíîé ñåòè F . Êîíñòàíòà F ,
ïðèïèñàííàÿ äóãå, èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ýëåìåíòíàÿ ñåòü F ñ íà-
÷àëüíîé ðàçìåòêîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå. Çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íîé x � ñåòü F ñ ðàçëè÷íûìè (äîñòèæèìûìè) ìàðêèðîâêàìè.

Èñïîëíåíèå ðåêóðñèâíîé NP-ñåòè RN ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïåðâîíà÷àëüíî ñèñòåìíàÿ ñåòü èìååò åäèíñòâåííóþ
ôèøêó (÷åðíóþ òî÷êó) â ïîçèöèè p1. Ïåðâûé øàã âûáèðàåòñÿ
íåäåòåðìèíèðîâàííî è ñîäåðæàòåëüíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà-
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Ðèñ. 5.1: Ðåêóðñèâíàÿ âëîæåííàÿ ñåòü RN

÷åíèÿ àðãóìåíòà n âû÷èñëÿåìîé ôóíêöèè. Åñëè n = 0, òî ñðàáà-
òûâàåò ïåðåõîä t1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ fact(0) = 1) è
âû÷èñëåíèå çàâåðøàåòñÿ.

Åñëè n 6= 0, òî ñðàáàòûâàåò ïåðåõîä t2, ïîðîæäàÿ ýëåìåíòíóþ
ñåòü F ñ íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ n
íà 1 è âíóòðåííåìó âûçîâó ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà.
Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìíàÿ ñåòü F0 ñîäåðæèò ñåòåâóþ ôèøêó (ñåòü F ñ
íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé) â ïîçèöèè p3. Äàëåå â ýòîé ñåòåâîé ôèøêå
ìîæåò ñðàáîòàòü ïåðåõîä s2, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîðîæäåíèþ íîâîé
ñåòåâîé ôèøêè è íîâîãî óðîâíÿ â ñåòè RN. Íåñêîëüêî òàêèõ øàãîâ
ïðèâåäóò ê ðàçìåòêå, èçîáðàæåííîé ñõåìàòè÷íî íà ðèñóíêå 5.2.

Â íåêîòîðûé ìîìåíò â ñåòè íèæíåãî óðîâíÿ ìîæåò ñðàáîòàòü
ïåðåõîä s1. Îí äîëæåí ñðàáîòàòü ñèíõðîííî ñ ïåðåõîäîì s3, ïî-
ìå÷åííûì ìåòêîé l â ñåòè ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê
èñ÷åçíîâåíèþ ñåòåâîé ôèøêè ñàìîãî íèæíåãî óðîâíÿ è óìåíüøå-
íèþ ÷èñëà óðîâíåé â NP-ñåòè íà 1. Ïîñëå ýòîãî ìîæåò ñðàáîòàòü
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Ðèñ. 5.2: Ïðèìåð äîñòèæèìîé ðàçìåòêè äëÿ RN
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òîëüêî ïåðåõîä s4 â ñåòåâîé ôèøêå (òåêóùåãî) ñàìîãî íèæíåãî
óðîâíÿ. Îí ñðàáàòûâàåò ñèíõðîííî ñ ïåðåõîäîì s3 â �ðîäèòåëü-
ñêîé� ñåòè. Òàêîé øàã óìåíüøèò ÷èñëî óðîâíåé åùå íà 1. Ýòîò
ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â ðàçìåòêå íå îñòà-
íåòñÿ òîëüêî îäèí óðîâåíü � ñèñòåìíàÿ ñåòü ñ ÷åðíîé òî÷êîé â
ïîçèöèè p3, ïîñëå ÷åãî èñïîëíåíèå çàâåðøèòñÿ.

Äëÿ NP-ñåòè RN âîçìîæíî òàêæå îäíî áåñêîíå÷íîå èñïîëíå-
íèå, ïðè êîòîðîì ïðîöåññ ïîðîæäåíèÿ íîâîãî óðîâíÿ ïðîäîëæà-
åòñÿ áåñêîíå÷íî. Îäíàêî ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà øàãîâ ðàçìåòêà ñåòè
îñòàåòñÿ êîíå÷íîé. Ñåòü RN ñèìóëèðóåò âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà
â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðîâåðêà íà ðàâåíñòâî íóëþ ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà (âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè íà
íîëü, êàê èçâåñòíî, ðàñøèðèëà áû âûðàçèòåëüíîñòü ñåòåé Ïåòðè
äî óíèâåðñàëüíîé âû÷èñëèìîñòè), è èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âû÷èñëåíèé ôóíêöèè fact(n) äëÿ
n = 0, 1, 2, . . . è ìíîæåñòâîì êîíå÷íûõ èñïîëíåíèé ñåòè RN.

5.2 Âëîæåííûå ñåòè ñ àâòîíîìíûìè è
ëîêàëèçîâàííûìè ýëåìåíòàìè

Áëàãîäàðÿ âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ñðàáàòûâàíèå òîãî èëè
èíîãî ïåðåõîäà â ñåòåâîé ôèøêå ìîæåò çàâèñåòü îò ðàçìåòêè ðî-
äèòåëüñêîé ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ôèøêå ñåòè. Îäèí èç ñïîñîáîâ
ñäåëàòü ïîâåäåíèå ñåòåâîé ôèøêè ïîëíîñòüþ àâòîíîìíûì � ðàç-
ðåøèòü òîëüêî òàêèå øàãè âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè, ïîñëå
âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ çàäåéñòâîâàííûå â ýòîì ñðàáàòûâàíèè ôèø-
êè èñ÷åçàþò èç ðîäèòåëüñêîé ñåòè (ïîãëîùàþùèå øàãè âåðòè-
êàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè). Â ýòîì ñëó÷àå îò âíåøíåãî îêðóæåíèÿ
çàâèñèò òîëüêî ïîðîæäåíèå èëè óíè÷òîæåíèå ñåòåâîé ôèøêè. Ýòî
ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûðàæå-
íèÿ íà âûõîäíûõ äóãàõ ïåðåõîäà íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ çàäåéñòâîâàííûì â ñðàáàòûâàíèè ýòîãî ïåðåõîäà
ñåòåâûì ôèøêàì, ÷òî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî íà ñèíòàêñè÷åñêîì
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óðîâíå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïî íà÷àëüíîé
ðàçìåòêå âëîæåííîé ñåòè è âûðàæåíèÿì íà åå äóãàõ ìîæíî îïðå-
äåëèòü, êàêîãî òèïà (ñåòåâûå èëè àòîìàðíûå) ôèøêè ìîãóò ñî-
äåðæàòüñÿ â òîé èëè èíîé ïîçèöèè ñåòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêó
òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðåõîä, ïîìå÷åííûé ìåòêîé äëÿ âåðòèêàëüíîé
ñèíõðîíèçàöèè, ïîãëîùàþùèì, ìîæíî âûïîëíèòü íà ñèíòàêñè÷å-
ñêîì óðîâíå.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïåðåõîä t NP-ñåòè, ïîìå÷åííûé ìåòêîé äëÿ
âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè, íàçîâåì ïîãëîùàþùèì, åñëè äëÿ
ëþáîé âõîäíîé äëÿ t ïîçèöèè p âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
ëèáî äëÿ ëþáîãî âûðàæåíèÿ W (t, q), ïðèïèñàííîãî âûõîäíîé äóãå
ïåðåõîäà t, èìååò ìåñòî Var (W (p, t))∩Var (W (t, q)) = ∅, ëèáî p íå
ñîäåðæèò ñåòåâûõ ôèøåê âî âñåõ äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèÿõ.

NP-ñåòü, â êîòîðîé âñå ïåðåõîäû, ïîìå÷åííûå ìåòêàìè äëÿ
âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè, ÿâëÿþòñÿ ïîãëîùàþùèìè, áóäåì
íàçûâàòü ñåòüþ ñ àâòîíîìíûìè ýëåìåíòàìè.

NP-ñåòü RN, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñóíêå 5.1, ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ ñ àâ-
òîíîìíûìè ýëåìåíòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ó ïåðåõîäîâ, ïîìå÷åííûõ
ìåòêîé l, ïðåäóñëîâèÿ ìîãóò ñîäåðæàòü òîëüêî àòîìàðíûå ôèø-
êè, à ó ïåðåõîäà, ïîìå÷åííîãî l, âûðàæåíèÿ íà âûõîäíûõ äóãàõ
íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëèì òàêæå áîëåå ñëàáîå îãðàíè÷åíèå íà çàâèñèìîñòü
ïîâåäåíèÿ ýëåìåíòà îò ðàçìåòîê âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê íåìó
ñåòåé. Ïóñòü α � íåêîòîðàÿ ñåòåâàÿ ôèøêà â ðàçìåòêå M ñåòè
NPN. ×åðåç T k(M, α) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî â äåðå-
âå ðàçìåòêè M òàêîå, ÷òî âûñîòà ïîääåðåâà T k(M, α) ðàâíà k è
âåðøèíà α ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì â ýòîì ïîääåðåâå. Ñõåìàòè÷íî ïîääå-
ðåâî T k(α) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 5.2.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòåâàÿ ôèøêà α â ðàç-
ìåòêå M ñåòè NPN ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé, åñëè ñóùåñòâóåò
÷èñëî k ≥ 0 òàêîå, ÷òî ïîâåäåíèå ýòîé ñåòåâîé ôèøêè ïîëíîñòüþ
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Ðèñ. 5.3: Ïîääåðåâî T k(M, α) â äåðåâå ðàçìåòêè T (M)

îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåòêîé ïîääåðåâà T k(M, α). ×èñëî k áóäåì íà-
çûâàòü ïîðÿäêîì ëîêàëèçàöèè ñåòåâîé ôèøêè α.

NP-ñåòü, â êîòîðîé âñå âîçíèêàþùèå â õîäå åå èñïîëíåíèÿ ñå-
òåâûå ôèøêè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè ñ íåêîòîðûì ïîðÿäêîì
ëîêàëèçàöèè k, áóäåì íàçûâàòü ñåòüþ ñ ëîêàëèçîâàííûìè ýëå-
ìåíòàìè. ×èñëî k áóäåì íàçûâàòü â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäêîì ëîêà-
ëèçàöèè ñåòè.

Èòàê, â ëîêàëèçîâàííîé ñåòåâîé ôèøêå èçìåíåíèå åå âíóòðåí-
íåé ðàçìåòêè çàâèñèò îò îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà âåðõíèõ ïî îòíîøå-
íèþ ê íåé óðîâíåé. Àâòîíîìíûå ôèøêè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëèçîâàí-
íûìè ñ ïîðÿäêîì ëîêàëèçàöèè íîëü.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ñåòåé ñ ëîêàëèçîâàííûìè ýëåìåí-
òàìè, â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ ñåòåé ñ àâòîíîìíûìè ýëåìåíòà-
ìè, ÿâëÿåòñÿ ñåìàíòè÷åñêèì, à íå ñèíòàêñè÷åñêèì. Ìåæäó òåì âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ëîêàëèçîâàííîñòü ýëåìåíòîâ â ñåòè ëåãêî óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî åå ñòðóêòóðå. Íàïðèìåð, åñëè äëÿ
ëþáîé ñåòåâîé ôèøêè ëèáî îíà ñàìà, ëèáî åå �ðîäèòåëü� ÿâëÿ-
åòñÿ àâòîíîìíûì ýëåìåíòîì, òî ñåòü ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé ñ
ïîðÿäêîì ëîêàëèçàöèè 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó îãðàíè÷åííî-
ñòè ãëóáèíû äîñòèæèìûõ ðàçìåòîê âñå ìíîãîóðîâíåâûå NP-ñåòè
ÿâëÿþòñÿ ñåòÿìè ñ ëîêàëèçîâàííûìè ýëåìåíòàìè.
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5.3 Ïðîáëåìû îñòàíîâà è ïîääåðæêè
àêòèâíîñòè ïåðåõîäîâ äëÿ ðåêóðñèâíûõ
ñåòåé

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èç âïîëíå ñòðóêòóðè-
ðîâàííîñòè ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü äëÿ
íèõ ïðîáëåì ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ, íåèçáåæíîñòè
è îñòàíîâà.

Â ñëó÷àå ðåêóðñèâíûõ ñåòåé ãëóáèíà äåðåâüåâ äîñòèæèìûõ
ðàçìåòîê ìîæåò áûòü íå îãðàíè÷åíà. Â ýòîì ñëó÷àå èçîìîðô-
íîå âëîæåíèå äåðåâüåâ ¹ íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷å-
ñòâå ïîäõîäÿùåãî óïîðÿäî÷åíèÿ ðàçìåòîê ñåòè, òàê êàê äëÿ äå-
ðåâüåâ íåîãðàíè÷åííîé ãëóáèíû îíî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì êâàçèóïîðÿäî÷åíèåì.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ óïîðÿäî÷åíèé (íàïðèìåð, ãîìåî-
ìîðôíîãî âëîæåíèÿ äåðåâüåâ â ñìûñëå Êðàñêàëà [56]) óäàåòñÿ ïî-
ëó÷èòü ïðàâèëüíîå êâàçèóïîðÿäî÷åíèå, íî äëÿ øàãîâ âåðòèêàëü-
íîé ñèíõðîíèçàöèè îêàçûâàåòñÿ íàðóøåííûì óñëîâèå ñîâìåñòè-
ìîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî øàã âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè
äåëàåò ïîâåäåíèå îòäåëüíîé ôèøêè çàâèñèìûì îò ðàçìåòêè îáú-
åìëþùèõ ýòó ôèøêó ñåòåé, ïðè÷åì ýòó çàâèñèìîñòü íåëüçÿ ëî-
êàëèçîâàòü. Ïîýòîìó àëãîðèòì ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìû
îñòàíîâà äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ñåòåé íå óäàåòñÿ îáîáùèòü íà îá-
ùèé ñëó÷àé ðåêóðñèâíûõ ñåòåé.

Ïðîáëåìà îñòàíîâà ñîñòîèò â ïðîâåðêå òîãî, ÷òî âñÿêîå èñïîë-
íåíèå âëîæåííîé ñåòè ïðèâîäèò ê íåêîòîðîé òóïèêîâîé ðàçìåòêå
(ïðè êîòîðîé íè îäèí ïåðåõîä íå ìîæåò ñðàáîòàòü).

Ïðîáëåìà ïîääåðæêè àêòèâíîñòè ïåðåõîäîâ äëÿ âëîæåííîé
ñåòè NPN ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ äàííîãî êîíå÷íîãî íàáîðà
ïåðåõîäîâ t1, . . . , tk óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå èñïîëíåíèå
M0[ 〉M1[ 〉 . . . äëÿ NPN, ÷òî ïðè ëþáîé èç âñòðå÷àþùèõñÿ â ýòîì
èñïîëíåíèè ðàçìåòêå Mi õîòÿ áû îäèí èç ïåðåõîäîâ t1, . . . , tk ìî-
æåò ñðàáîòàòü.
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Ïðîáëåìà ïîääåðæêè àêòèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû ïîääåðæêè óïðàâëÿþ-
ùåãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ äàííîãî êî-
íå÷íîãî íàáîðà ðàçìåòîê M1, . . . ,Mk óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò ëè
òàêîå èñïîëíåíèå M0[ 〉M1[ 〉 . . . äëÿ ýòîé ñåòè, ÷òî âñÿêàÿ âñòðå÷à-
þùàÿñÿ â ýòîì èñïîëíåíèè ðàçìåòêà Mi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(Mi ≥ M1) ∨ · · · ∨ (Mi ≥ Mk) äëÿ íåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
≥ íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ñåòè. Ñîäåðæàòåëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âîçìîæíî òàêîå èñïîëíåíèå, ïðè êîòîðîì �ìèíèìàëüíûé çàïàñ ðå-
ñóðñîâ�, îïðåäåëÿåìûé íàáîðîì âçàèìîçàìåíÿåìûõ ðåñóðñîâ, çà-
äàííûõ ðàçìåòêàìè M1, . . . ,Mk, áóäåò ïîääåðæèâàòüñÿ â òå÷åíèå
âñåãî èñïîëíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íàëè÷èè óñëîâèÿ ìîíîòîííî-
ñòè äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè (èëè óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè
äëÿ äðóãèõ ìîäåëåé) ðàñïîçíàâàíèå ïîääåðæêè àêòèâíîñòè ïåðå-
õîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêîé îáåñïå÷åíèÿ çàïàñà ðåñóðñîâ, äîñòàòî÷-
íîãî äëÿ àêòèâíîñòè îäíîãî èç çàäàííûõ ïåðåõîäîâ.

Äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîâìå-
ñòèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ ¹ íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê, è ïîýòîìó
äëÿ íèõ ïðîáëåìà ïîääåðæêè óïðàâëÿþùåãî ñîñòîÿíèÿ ðàçðåøè-
ìà. Äëÿ ðåêóðñèâíûõ ñåòåé Ïåòðè, â ñèëó íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ñîâ-
ìåñòèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ ¹, ïðîâåðêà ïîääåðæêè óïðàâëÿþùå-
ãî ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëüíî ¹ íå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðîáëåìû
ïîääåðæêè àêòèâíîñòè ïåðåõîäîâ.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîáëåìû îñòàíîâà è ïîääåðæêè àê-
òèâíîñòè ïåðåõîäîâ ðàçðåøèìû äëÿ ðåêóðñèâíûõ NP-ñåòåé ñ àâ-
òîíîìíûìè è ëîêàëèçîâàííûìè ýëåìåíòàìè. Äëÿ ýòîãî áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñïåöèàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ ïîêðûâàþ-
ùåìó äåðåâó ñåòè.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ãëóáèíà ðàçìåòêè â ðåêóðñèâíîé
ñåòè ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ òîëüêî ïðè ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà, îä-
íà èç âûõîäíûõ äóã êîòîðîãî ñîäåðæèò ñåòåâóþ êîíñòàíòó â ïðè-
ïèñàííîì åé âûðàæåíèè. Ïðè ïîñòðîåíèè ïîêðûâàþùåãî äåðåâà
äëÿ ðåêóðñèâíîé ñåòè ìû áóäåì äîïîëíèòåëüíî îòñëåæèâàòü òå
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ñëó÷àè, êîãäà ïîðîæäåííàÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò ñåòåâàÿ ôèøêà
ïîðîæäàåò âíóòðè ñåáÿ òàêóþ æå ñåòåâóþ ôèøêó ñ òîé æå íà-
÷àëüíîé ðàçìåòêîé.

Ïóñòü RN � ðåêóðñèâíàÿ NP-ñåòü, M � íåêîòîðàÿ åå ðàçìåò-
êà. ×åðåç Succ(M) = {M ′ | M [ 〉M ′} îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
ïîñëåäóþùèõ ðàçìåòîê äëÿ M .

Èòåðàòèâíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî (ñ ïîðÿäêîì ëîêàëèçàöèè
k) äëÿ NP-ñåòè RN ñ íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé M0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (äåðåâî) ñ âåðøèíàìè, ïîìå÷åí-
íûìè ðàçìåòêàìè ñåòè RN, è ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• êîðíþ äåðåâà ïðèïèñûâàåòñÿ ïîìåòêà M0, è ýòà âåðøèíà
îáúÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé âåðøèíîé äåðåâà;

• âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ñ ïîìåòêîé M èìååò ïî îäíîìó ïîòîì-
êó, ïîìå÷åííîìó M ′, äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ M ′ ∈ Succ(M);

• åñëè âåðøèíà íå èìååò ïîòîìêîâ, òî îíà îáúÿâëÿåòñÿ ôè-
íàëüíîé âåðøèíîé;

• åñëè íà ïóòè îò êîðíÿ äî íåêîòîðîé âåðøèíû ñ ïîìåòêîé M ′

âñòðå÷àåòñÿ âåðøèíà ñ ïîìåòêîé M òàêîé, ÷òî M ¹ M ′, òî
ãîâîðÿò, ÷òî M ′ ïîêðûâàåò M , è âåðøèíà M ′ îáúÿâëÿåòñÿ
ïîêðûâàþùåé;

• åñëè íà ïóòè îò êîðíÿ äî íåêîòîðîé âåðøèíû ñ ïîìåòêîé M ′

âñòðå÷àåòñÿ âåðøèíà ñ ïîìåòêîé M òàêîé, ÷òî

1) îáå ðàçìåòêè M è M ′ ïîëó÷åíû ïðè ñðàáàòûâàíèè íåêî-
òîðîãî ïåðåõîäà, ïîðîæäàþùåãî ñåòåâûå ôèøêè α è β
ñ îäèíàêîâûìè ñåòåâûìè ñòðóêòóðàìè è ðàçìåòêàìè;

2) ïîñëåäíÿÿ ôèøêà β îêàçûâàåòñÿ (íåïîñðåäñòâåííî èëè
îïîñðåäîâàííî) âëîæåííîé â ïåðâóþ ôèøêó α;

3) T k(M,α) ¹ T k(M,β),

òî âåðøèíà M ′ îáúÿâëÿåòñÿ èòåðàòèâíîé;
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• ôèíàëüíûå, ïîêðûâàþùèå è èòåðàòèâíûå âåðøèíû íå èìå-
þò ïîòîìêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ëèñòüÿ â èòåðàòèâíîì ïîêðûâàþùåì äåðåâå
NP-ñåòè ÿâëÿþòñÿ ôèíàëüíûìè, ïîêðûâàþùèìè èëè èòåðàòèâíû-
ìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé NP-ñåòè èòåðàòèâíîå
ïîêðûâàþùåå äåðåâî ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ïîêðûâàþùèì äåðå-
âîì.

Ëåììà 5.1. Äëÿ ëþáîé ðåêóðñèâíîé NP-ñåòè RN èòåðàòèâíîå
ïîêðûâàþùåå äåðåâî ïðè çàäàííîì ïîðÿäêå ëîêàëèçàöèè êîíå÷íî
è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî â âûðàæåíèÿõ íà
âûõîäíûõ äóãàõ ëþáîãî ïåðåõîäà âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ïåðåìåí-
íûå, âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ íà âõîäíûõ äóãàõ ýòîãî ïåðåõîäà.
Ýòî îãðàíè÷åíèå îáåñïå÷èâàåò êîíå÷íîñòü âåòâëåíèé èòåðàòèâíî-
ãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà ðåêóðñèâíîé NP-ñåòè.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ïóòè â ïîêðûâàþùåì äåðåâå êîíå÷íû. Åñëè
ãëóáèíà ðàçìåòîê âäîëü íåêîòîðîãî ïóòè â ïîêðûâàþùåì äåðåâå
îãðàíè÷åíà, òî â ñèëó ïðàâèëüíîñòè óïîðÿäî÷åíèÿ ¹ ýòîò ïóòü
äîëæåí ñîäåðæàòü ïîêðûâàþùóþ âåðøèíó, è, ñëåäîâàòåëüíî, îí
êîíå÷åí. Åñëè âäîëü íåêîòîðîãî ïóòè âñòðå÷àþòñÿ ðàçìåòêè ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé ãëóáèíû, òî íà ýòîì ïóòè îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ
èòåðàòèâíàÿ âåðøèíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ñåòåâûõ êîíñòàíò, âñòðå÷àþùèõñÿ â ñå-
òè RN, êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü ïóòè, â êîòîðîì áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàç âíóòðè íåêîòîðîé ñåòåâîé ôèøêè ïîðîæäàåòñÿ
íîâàÿ ñåòåâàÿ ôèøêà, îáÿçàòåëüíî áóäåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç
ïîðîæäàòüñÿ îäíà è òà æå ñåòåâàÿ ôèøêà α (ñ îäíîé è òîé æå
ðàçìåòêîé). Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçìå-
òîê M1,M2, . . . , ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå î÷åðåäíîãî ïîðîæäå-
íèÿ âíóòðåííåé ñåòåâîé ôèøêè α, è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
T k(M1, α), T k(M2, α), . . . ïîääåðåâüåâ âûñîòû k. Â ñèëó îãðàíè-
÷åííîñòè âûñîòû ýòèõ ïîääåðåâüåâ ïî òåîðåìå 1.2 î ïðàâèëüíîñòè
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èçîìîðôíîãî âëîæåíèÿ äåðåâüåâ íàéäóòñÿ òàêèå èíäåêñû i ≤ j,
÷òî T k(Mi, α) ¹ T k(Mj , α).

Èòàê, âñå ïóòè â èòåðàòèâíîì ïîêðûâàþùåì äåðåâå ñåòè êî-
íå÷íû. Òîãäà èç ëåììû Êåíèãà ñëåäóåò êîíå÷íîñòü èòåðàòèâíîãî
ïîêðûâàþùåãî äåðåâà ïðè çàäàííîì óðîâíå ëîêàëèçàöèè.

Äàëåå, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ïîðÿäêà ¹ ðàçðåøèìî (ò. å. ñó-
ùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïðîâåðêè èñòèííîñòè M ¹ M ′

äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçìåòîê M,M ′ è ïðîâåðêè T ¹ T ′ äëÿ äâóõ
äåðåâüåâ ðàçìåòîê îãðàíè÷åííîé âûñîòû) è, êðîìå òîãî, îòîáðà-
æåíèå Succ âû÷èñëèìî (ò. å. ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà
âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà Succ(M) äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè M), òî èòå-
ðàòèâíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî äëÿ ðåêóðñèâíîé ñåòè RN ìîæåò
áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîêðûâàþùåãî äåðåâà íå òðåáóåòñÿ ñîâìåñòè-
ìîñòü ìåæäó îòíîøåíèÿìè óïîðÿäî÷åííîñòè ¹ è ïåðåõîäà [ 〉. Îä-
íàêî èìåííî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè ïîêðûâàþ-
ùåå äåðåâî ñîäåðæèò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ïîâåäå-
íèÿ ñèñòåìû.

Òåîðåìà 5.1. Ïðîáëåìû îñòàíîâà è ïîääåðæêè àêòèâíîñòè ïå-
ðåõîäîâ ðàçðåøèìû äëÿ ðåêóðñèâíûõ NP-ñåòåé ñ ëîêàëèçîâàííû-
ìè ýëåìåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì ñòðîèòñÿ êîíå÷íîå
èòåðàòèâíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî äëÿ ðåêóðñèâíîé NP-ñåòè.

Â ïîêðûâàþùåì äåðåâå ðåêóðñèâíîé NP-ñåòè RN ïóòü, îêàí-
÷èâàþùèéñÿ ôèíàëüíîé ðàçìåòêîé, ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìó èñ-
ïîëíåíèþ äëÿ RN.

Åñëè íåêîòîðûé ïóòü çàêàí÷èâàåòñÿ ïîêðûâàþùåé âåðøèíîé
ñ ïîìåòêîé M ′ òàêîé, ÷òî M ¹ M ′, òî â ñèëó òåîðåìû î ñîâìåñòè-
ìîñòè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòûâàíèé, âîçìîæíàÿ ïðè
ðàçìåòêå M , âîçìîæíà òàêæå ïðè ðàçìåòêå M ′. Òîãäà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñðàáàòûâàíèé, ïåðåâîäÿùàÿ ðàçìåòêó M â ðàçìåòêó
M ′, ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.



150 ÃËÀÂÀ 5. ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ ÂËÎÆÅÍÍÛÅ ÑÅÒÈ

Ïóñòü íåêîòîðûé ïóòü çàêàí÷èâàåòñÿ èòåðàòèâíîé âåðøèíîé
ñ ïîìåòêîé M ′ è íà ýòîì ïóòè âñòðå÷àåòñÿ âåðøèíà ñ ïîìåòêîé
M òàê, ÷òî îáå ðàçìåòêè M è M ′ ïîëó÷åíû ïðè ñðàáàòûâàíèè
íåêîòîðîãî ïåðåõîäà, ïîðîæäàþùåãî îäíó è òó æå ñåòåâóþ ôèø-
êó (îäíó è òó æå ìàðêèðîâàííóþ ñåòü (N, m)), è ïðè ýòîì ôèø-
êà α′, ïîðîæäåííàÿ ïîñëåäíåé, îêàçûâàåòñÿ (íåïîñðåäñòâåííî èëè
îïîñðåäîâàííî) âëîæåííîé â ïåðâóþ ôèøêó α. Ïðè ýòîì âûïîë-
íÿåòñÿ òàêæå T k(M, α) ¹ T k(M ′, α′).

Ïóñòü òåïåðü t1, t2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòûâàíèé ïå-
ðåõîäîâ, âîçìîæíàÿ ïðè ðàçìåòêå M , è ïóñòü ti1 , ti2 , . . . � åå ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñå ïåðåõîäû êîòîðîé ñðàáàòûâàþò âíóòðè
ñåòåâîé ôèøêè α. Òîãäà â ñèëó ëîêàëèçîâàííîñòè ýëåìåíòîâ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ti1 , ti2 , . . . ñðàáàòûâàíèé âîçìîæíà êàê ïðè
ðàçìåòêå M , òàê è ïðè ðàçìåòêå M ′. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ âíóòðè ñåòåâîé ôèøêè α, ïåðåâî-
äÿùàÿ ðàçìåòêó M â ðàçìåòêó M ′, ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ íåîãðàíè-
÷åííîå ÷èñëî ðàç.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî âñÿêîå âû÷èñëåíèå â
ñèñòåìå ïåðåõîäîâ çàâåðøàåòñÿ, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå ëèñòüÿ
â êîíå÷íîì èòåðàòèâíîì ïîêðûâàþùåì äåðåâå ñåòè è óáåäèòüñÿ,
÷òî âñå îíè ïîìå÷åíû ôèíàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Èñïîëíåíèå, â êîòîðîì ïðè âñÿêîé âñòðå÷àþùåéñÿ ðàçìåòêå,
âîçìîæíî ñðàáàòûâàíèå îäíîãî èç ïåðåõîäîâ t1, t2, . . . , tk, âîçìîæ-
íî äëÿ ðåêóðñèâíîé NP-ñåòè RN òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èòå-
ðàòèâíîå ïîêðûâàþùåå äåðåâî ðåêóðñèâíîé ñåòè RN ñîäåðæèò
ïóòü îò êîðíÿ ê ëèñòó, â êîòîðîì âñå âåðøèíû èìåþò ïîìåòêè,
óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó (ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåìîìó) óñëîâèþ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà êàæäîì ïóòè îò êîðíÿ ê ëèñòó â ïî-
êðûâàþùåì äåðåâå âñòðå÷àåòñÿ ðàçìåòêà, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ
òðåáóåìîìó óñëîâèþ, òî, ïîñêîëüêó ëþáîå èñïîëíåíèå èìååò â êà-
÷åñòâå ïðåôèêñà íåêîòîðûé ïóòü â äåðåâå ïîêðûòèÿ, ðàçìåòêà,
íàðóøàþùàÿ òðåáóåìîå óñëîâèå, âñòðåòèòñÿ â ëþáîì èñïîëíåíèè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîêðûâàþùåå äåðåâî ñîäåðæèò ïóòü, â
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êîòîðîì âñå ðàçìåòêè óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó óñëîâèþ, òî ëèáî
ýòîò ïóòü çàêàí÷èâàåòñÿ ôèíàëüíîé ðàçìåòêîé, ëèáî ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåí òàê, ÷òî âñå ñëåäóþùèå ðàçìåòêè òàêæå óäîâëåòâîðÿ-
þò òðåáóåìîìó óñëîâèþ. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ïóòè â ïîêðûâàþùåì
äåðåâå, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ ïîêðûâàþùåé âåðøèíîé, ýòî îáåñïå÷è-
âàåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòèìîñòè.

Äëÿ ïóòè, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ èòåðàòèâíîé âåðøèíîé, âîçìîæ-
íî åãî ïðîäîëæåíèå, ïîâòîðÿþùåå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç óæå
�ïðîéäåííóþ� ÷àñòü ïóòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåêîòîðûé ïåðåõîä
áûë àêòèâíûì âî âñåõ ðàçìåòêàõ íà ïóòè äî èòåðàòèâíîé âåðøè-
íû, òî ýòèì ñâîéñòâîì áóäåò îáëàäàòü è åãî áåñêîíå÷íîå ïîâòîðå-
íèå.



Ãëàâà 6

Ñðàâíåíèå âëîæåííûõ
ñåòåé ñ äðóãèìè
ôîðìàëüíûìè ìîäåëÿìè

6.1 ßçûêîâàÿ âûðàçèòåëüíîñòü âëîæåííûõ
ñåòåé Ïåòðè

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ ÿçûêîâûå ñâîéñòâà âëîæåííûõ ðå-
êóðñèâíûõ ñåòåé Ïåòðè. Ïðèìåð 5.1 â ãëàâå 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðå-
êóðñèâíûå NP-ñåòè óäîáíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì, èìåþùèõ
ðåêóðñèâíóþ ïðèðîäó. Ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò îáûêíîâåí-
íûå ñåòè Ïåòðè. Òàê, èçâåñòíî [49], ÷òî òàêîé ôóíäàìåíòàëüíûé
êëàññ ôîðìàëüíûõ ñèñòåì, êàê êëàññ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçû-
êîâ, íå ñðàâíèì ñ êëàññîì ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ îáûêíîâåííûìè
ñåòÿìè Ïåòðè. Íèæå áóäåò èçëîæåí äîâîëüíî ïðîñòîé ñïîñîá ìî-
äåëèðîâàíèÿ ðåêóðñèâíûìè âëîæåííûìè ñåòÿìè ïðîèçâîëüíîãî
ÊÑ-ÿçûêà èç [4].

Âî âëîæåííûõ ñåòÿõ ìåòêè ïåðåõîäîâ èç Lab èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ñèíõðîíèçàöèè ïåðåõîäîâ â ñèñòåìíîé è â ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ, çà
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ñ÷åò ÷åãî äîñòèãàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ñëîåâ ðåêóðñèâ-
íîé ñåòè. Ïðè îïðåäåëåíèè ÿçûêà, ïîðîæäàåìîãî ñåòüþ, èñïîëü-
çóåòñÿ åùå îäèí âèä ìåòîê � èìåíà ïåðåõîäîâ, êàê ýòî ïðèíÿòî â
òðàäèöèîííûõ ïîìå÷åííûõ ñåòÿõ Ïåòðè.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäûé øàã ïîìå÷åííîé ñåòè ïîðîæäàåò ñèì-
âîë èç ìíîæåñòâà èìåí ïåðåõîäîâ A, êîòîðûì ïîìå÷åí ñðàáîòàâ-
øèé ïåðåõîä, èëè ïóñòîé ñèìâîë, åñëè äàííûé ïåðåõîä íå ïîìå-
÷åí. Ïðè ñðàáàòûâàíèè øàãà ñèíõðîíèçàöèè âñå ñîñòàâëÿþùèå
åãî ïåðåõîäû ïîìå÷åíû îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì èç A (èëè âñå
íå ïîìå÷åíû). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå èñïîëíåíèå ñåòè ïîðîæäàåò
íåêîòîðîå ñëîâî èç A∗.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , an} � êîíå÷íûé àë-
ôàâèò. NP-ñåòü NPN íàçîâåì ïîìå÷åííîé, åñëè çàäàíà ÷àñòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ f : T → A, ãäå T = TN1∪TN2∪· · ·∪TNn � ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðåõîäîâ â ñåòåâûõ êîìïîíåíòàõ N1, . . . ,Nk ñåòè NPN. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåõîäû, ïîìå÷åííûå âçàèìíî äîïîëíèòåëü-
íûìè ìåòêàìè èç Lab, ëèáî ïîìå÷åíû îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì
èç A, ëèáî âñå íåïîìå÷åíû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî α = (a1a2 . . . ak) ∈ A∗ ïîðîæäà-
åòñÿ NP-ñåòüþ NPN â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíîãî, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M0

t1−→ M1
t2−→ · · · tn−→ Mn ñðàáàòûâàíèé ïå-

ðåõîäîâ â NPN, ãäå M0 � íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà, Mn � òóïèêîâàÿ
ðàçìåòêà è α = (f(t0)f(t1) . . . f(tn)).

Ìíîæåñòâî L(NPN) òåðìèíàëüíûõ ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ NP-
ñåòüþ NPN, áóäåì íàçûâàòü òåðìèíàëüíûì ÿçûêîì, ïîðîæäàå-
ìûì ñåòüþ NPN.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïîðîæäàþùåé ôîðìàëüíîé ãðàììàòèêîé íà-
çûâàåòñÿ ÷åòâåðêà G = (V,W, S, R), ãäå V � àëôàâèò òåðìèíàëü-
íûõ (îñíîâíûõ) ñèìâîëîâ; W � àëôàâèò íåòåðìèíàëüíûõ (âñïî-
ìîãàòåëüíûõ) ñèìâîëîâ; V ∩W = ∅; R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðà-
âèë âûâîäà âèäà ξ → η, ãäå ξ è η � öåïî÷êè (ñëîâà) â àëôàâèòå
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- - - - - -. . .

head (N) thead (N) tail (N)

Ðèñ. 6.1: Ñåòü-öåïî÷êà

V ∪W ; S � íà÷àëüíûé ñèìâîë (àêñèîìà ãðàììàòèêè). Ïðèìåíå-
íèå ïðàâèëà R = (ξ → η) ê ñëîâó ψ â àëôàâèòå V ∪W ñîñòîèò â
çàìåíå íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà ξ â ψ íà ïîäñëîâî η.

ßçûêîì L(G), ïîðîæäàåìûì ãðàììàòèêîé G, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ öåïî÷åê â òåðìèíàëüíîì àëôàâèòå V , âûâîäèìûõ
èç S ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ïðàâèë èç R.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé (ÊÑ-ãðàììà-
òèêîé), åñëè âñå åå ïðàâèëà âûâîäà èìåþò âèä A → α, ãäå A ∈ W ,
α ∈ (V ∪W )∗.

Îïðåäåëèì íåñêîëüêî ïðåîáðàçîâàíèé íàä ïðîñòåéøèìè ðå-
êóðñèâíûìè ñåòÿìè. Öåïî÷êîé íàçîâåì ñåòü N = (P, T, F ), èìå-
þùóþ âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà Ðèñ. 6.1. Â ñåòè N âûäåëÿþòñÿ
ãîëîâíàÿ ïîçèöèÿ head (N), õâîñòîâàÿ ïîçèöèÿ tail (N) è îäèí ãî-
ëîâíîé ïåðåõîä thead (N).

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå äâå îïåðàöèè íàä öåïî÷êàìè:

• Êîíêàòåíàöèÿ. Ïóñòü N1 = (P1, T1, F1) è N2 = (P2, T2, F2) �
öåïî÷êè. Òîãäà N1.N2 =def (P1∪P2 \{head (N2)}, T1∪T2, F1∪
(F2 \ {(head (N2), thead (N2))}) ∪ {(tail (N1), thead (N2))}).

• Ñêëåèâàíèå ãîëîâíûõ ïîçèöèé. Ïóñòü N1 = (P1, T1, F1),. . . ,
Nk = (Pk, Tk, Fk) � öåïî÷êè. Òîãäà
Link k

i=1(Ni) =def (∪k
i=1(Pi \ {head (Ni)}) ∪ {p},

∪k
i=1 Ti,∪k

i=1(Fi \ {(head (Ni), thead (Ni))} ∪ {(p, thead (Ni))})).
Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äàííûõ îïåðàöèé ê öåïî÷êàì ïîêàçàí

íà ðèñóíêå 6.2. Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå êîíêàòåíàöèè îïÿòü
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a-

-

c- -

*

j

a

b -

- b- - c- -

N1 N2

a- - b- - c- -

N1.N2

Link (N1, N2)

Ðèñ. 6.2: Îïåðàöèè íàä ñåòÿìè

ïîëó÷àåòñÿ öåïî÷êà, òîãäà êàê â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ n öåïî-
÷åê ïîëó÷àåòñÿ ñåòü áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ó êîòîðîé îäíà
ãîëîâíàÿ è n õâîñòîâûõ ïîçèöèé.

Ââåäåì òàêæå òðè øàáëîíà ýëåìåíòàðíûõ ðåêóðñèâíûõ ñåòåé,
êîòîðûå áóäóò èãðàòü ðîëü àòîìàðíûõ ñòðóêòóð, èç êîòîðûõ áóäåò
ñòðîèòüñÿ èòîãîâàÿ ñåòü (Ðèñ. 6.3). Íà ðèñóíêå ìåòêè èç Lab ïðî-
ñòàâëåíû âíóòðè ïåðåõîäîâ, ìåòêè èç A � íàä ïåðåõîäàìè. Ýòè
øàáëîíû èìåþò ñòðóêòóðó öåïî÷êè, ïîýòîìó ê íèì ïðèìåíèìû
îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè è ñêëåèâàíèÿ.

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ ëþáîé ÊÑ-ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ïîìå-
÷åííàÿ ðåêóðñèâíàÿ NP-ñåòü ñ àâòîíîìíûìè ýëåìåíòàìè, êîòî-
ðàÿ ïîðîæäàåò L(G) â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíîãî ÿçûêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì àëãîðèòì



156 ÃËÀÂÀ 6. ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÄÐÓÃÈÌÈ ÌÎÄÅËßÌÈ

l-

α

- - -

Term(α) Empty

- - l- -

NoTerm(C)

C x

Ðèñ. 6.3: Øàáëîíû

ïîñòðîåíèÿ ðåêóðñèâíîé NP-ñåòè ñ àâòîíîìíûìè ýëåìåíòàìè ïî
äàííîé ïðîèçâîëüíîé ÊÑ-ãðàììàòèêå G = (V,W, S, R):

1) Äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âûâîäà ri ∈ R ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâó-
þùóþ åìó ñåòü-öåïî÷êó N(ri):
øàã 1.Ïóñòü ri : T → ξ. Ïîëàãàåì η := ξ. N(ri) := ({p}, ∅, ∅).
øàã 2. Åñëè äëèíà η íå ðàâíà 0, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

• η = T ′η′, ãäå T ′ ∈ W , η′ ∈ (V ∪ W )∗. Òîãäà N(ri) :=
Term(NT ′).N(ri), η := η′, è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2.

• η = aη′, ãäå a ∈ V , η′ ∈ (V ∪ W )∗. Òîãäà N(ri) :=
NoTerm(a).N(ri), η := η′, è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2.

øàã 3. N(ri) := N(ri).Empty.

2) Îáîçíà÷èì IT = {i | (ri ∈ R)& (ri = T → ξ)}. Ïîñòðîèì äëÿ
êàæäîãî T ∈ W ñåòü NT = Link i∈IT

(N(ri)).

3) Èñêîìàÿ ïîìå÷åííàÿ NP-ñåòü ñîñòîèò èç ñèñòåìíîé ñåòè NS

è ìíîæåñòâà ýëåìåíòíûõ ñåòåé {NT }T∈W . Êàæäîé êîíñòàí-
òå íà äóãàõ ñîïîñòàâëåíà ñåòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èìåíåì è
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îäíîé ÷åðíîé ôèøêîé â ãîëîâíîé ïîçèöèè â êà÷åñòâå ðàçìåò-
êè. Íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñîñòîèò èç îäíîé ÷åðíîé ôèøêè â
ãîëîâíîé ïîçèöèè ñåòè NS . Èìååòñÿ îäíà ìåòêà l äëÿ âåðòè-
êàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ìíîæåñòâî A ïîìåòîê ñåòè ñîâïà-
äàåò ñ ìíîæåñòâîì V òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ ãðàììàòèêè.

Äëÿ êîíå÷íûõ ãðàììàòèê äàííûé àëãîðèòì êîíå÷åí. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ñèëó êîíå÷íîñòè R ÷èñëî øàãîâ 1 è 2 êîíå÷íî. Äàëåå,
ïðè êàæäîì âûïîëíåíèè øàãà 2 ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñòðîêè, à äëèíà ñòðîê â R òàêæå êîíå÷íà.

Ïîëó÷åííàÿ ñåòü â ëþáîé ìîìåíò ñâîåãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëîåâ (óðîâíåé âëîæåííîñòè) è ðîâíî
ïî îäíîé ñåòè â êàæäîì ñëîå. Íåäåòåðìèíèðîâàííîñòü âîçìîæíà
òîëüêî â ñàìîì âíóòðåííåì ñëîå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò
ïîëó÷åí ñêëåèâàíèåì, è â íåì íå ñðàáîòàë åùå íè îäèí ïåðåõîä.
Ýòî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåäåòåðìèíèðî-
âàííîãî âûáîðà èç íåñêîëüêèõ ïðàâèë âûâîäà â ñëó÷àå ãðàììàòèê.

Âîîáùå, ñðàáîòàòü âñåãäà ìîæåò òîëüêî ïåðåõîä âî âíóòðåííåì
ñëîå (âîçìîæíî, ñèíõðîííî ñ ïåðåõîäîì â ñîñåäíåì ñëîå, ïðè÷åì
ïðè ýòîì ñàìûé âíóòðåííèé ñëîé ïðîñòî èñ÷åçíåò), ïîñêîëüêó,
â ñîîòâåòñòâèå ñî ñòðóêòóðîé ñåòè NoTerm, ñîäåðæàùàÿ îáúåêò
ñåòü âñåãäà äîæèäàåòñÿ åãî èñ÷åçíîâåíèÿ, ïðåæäå ÷åì ñìîæåò ñðà-
áîòàòü ñàìà. Ýòèì îáåñïå÷èâàåòñÿ àâòîíîìíîñòü ýëåìåíòîâ ñåòè.
Ïðàâèëüíàÿ âëîæåííîñòü îáúåêòîâ äðóã â äðóãà (â ñîîòâåòñòâèå ñ
ïðàâèëàìè âûâîäà) ïîçâîëÿåò â ýòîì ñëó÷àå ãàðàíòèðîâàòü ïðà-
âèëüíîñòü ïîðîæäåíèÿ ÿçûêà L(G).
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6.2 Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè è àëãåáðû
ïðîöåññîâ

Ñðåäè áîëüøîãî ÷èñëà ôîðìàëèçìîâ äëÿ ñïåöèôèêàöèè è âåðè-
ôèêàöèè ðàñïðåäåëåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåì âàæíóþ ðîëü èã-
ðàþò àëãåáðû ïðîöåññîâ. Â àëãåáðàõ ïðîöåññîâ ïîâåäåíèå ñèñòåìû
îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ íàä àòîìàð-
íûìè äåéñòâèÿìè. Âûðàçèòåëüíîñòü òîãî èëè èíîãî êëàññà àëãåáð
ïðîöåññîâ çàâèñèò îò äîïóñêàåìîãî íàáîðà îïåðàöèé. Ìû áóäåì
ñðàâíèâàòü âëîæåííûå ðåêóðñèâíûå ñåòè ñ BPA-àëãåáðàìè [21].
Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ýòîì ðàçäåëå, ïðèâåäåíû â [7].

Âûáîð ýòîãî êëàññà àëãåáð îáóñëîâëåí òåì, ÷òî êëàññ ÿçû-
êîâ, ïîðîæäàåìûõ BPA-àëãåáðàìè, è êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ
îáûêíîâåííûìè ñåòÿìè Ïåòðè, ïåðåñåêàþòñÿ, íî íå âêëàäûâàþòñÿ
îäèí â äðóãîé [28]. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäà-
åìûõ BPA-àëãåáðàìè, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ
ÿçûêîâ, à êëàññ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ, êàê áûëî ïîêàçà-
íî âûøå, âêëàäûâàåòñÿ â êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ âëîæåííû-
ìè ðåêóðñèâíûìè ñåòÿìè Ïåòðè. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
ðåêóðñèâíûå âëîæåííûå ñåòè ìîäåëèðóþò ïðîöåññû, çàäàâàåìûå
BPA-àëãåáðàìè. Íèæå ñðàâíåíèå âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè è àëãåáð
ïðîöåññîâ áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ áèñèìóëÿöèîííîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè [72, 79], ó÷èòûâàþùåé ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿ-
çè áîëåå òîíêî, ÷åì ÿçûêîâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, è ïîçâîëÿþùåé
îáíàðóæèâàòü, â ÷àñòíîñòè, äåäëîêè.

Êëàññ BPA-ïðîãðàìì ñòðîèòñÿ èç àòîìàðíûõ äåéñòâèé ñ ïî-
ìîùüþ îïåðàöèé ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ, íåäåòåðìèíèðî-
âàííîãî âûáîðà è ðåêóðñèè.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü Act = {0, a1, a2, . . . } � ìíîæåñòâî àòî-
ìàðíûõ äåéñòâèé, X = {X1, X2, . . . } � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ.
×åðåç E áóäåì îáîçíà÷àòü âûðàæåíèå â àëãåáðå ïðîöåññîâ BPA,
÷åðåç P � BPA-ïðîãðàììó. BPA-ïðîãðàììà åñòü íàáîð ðàâåíñòâ
âèäà: {Xi = Ei}0≤i≤n, ãäå Ei åñòü âûðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ïî
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ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

E ::= 0 | a | Xi | E1E2 | E1 + E2.

Ðàâåíñòâî Xi = Ei áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòîé BPA-ïðîãðàì-
ìû. Ñðåäè êîìïîíåíò âûäåëåíà ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà. Åñëè ýòî íå
óêàçàíî ÿâíî, òî ãëàâíîé áóäåì ñ÷èòàòü êîìïîíåíòó X1 = E1.

Ïîâåäåíèå BPA-ïðîãðàììû ìîæíî îïèñàòü, ñîïîñòàâëÿÿ åé ñè-
ñòåìó ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ. Ñîñòîÿíèÿìè áóäóò ïðîöåññû, ïåðå-
õîäàìè � äåéñòâèÿ.

Ñåìàíòèêó BPA-ïðîãðàìì îïðåäåëèì â ñòèëå Ïëîòêèíà [82],
ò. å. ïîñðåäñòâîì ñèñòåìû ïðàâèë. Çàïèñü E

a−→ E′ îçíà÷àåò, ÷òî
äåéñòâèå a ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå E â ñîñòîÿíèå E′.

(.)
E1

a−→ E′
1

E1.E2
a−→ E′

1.E2

;
isnil(E1)E2

a−→ E′
2

E1.E2
a−→ E′

2

(+)
E1

a−→ E′
1

E1 + E2
a−→ E′

1

;
E2

a−→ E′
2

E1 + E2
a−→ E′

2

E
a−→ E′

X
a−→ E′ , ãX =def E.

Çäåñü ôóíêöèÿ isnil îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
isnil(0) = tt; isnil(aE) = �;

isnil(E1 + E2) = isnil(E1E2) = isnil(E1)&isnil(E2);
isnil(X) = isnil(E), ãäå X =def E.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ BPA-ïðîãðàììà ïîðîæäàåò íàáîð ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèé, à ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû çàäàþòñÿ âû-
ðàæåíèÿìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå ñèñòåìû.
Ñîñòîÿíèå E BPA-ïðîãðàììû P íàçûâàåòñÿ òåðìèíàëüíûì, åñëè
â E íå ìîæåò âûïîëíèòüñÿ íè îäíî äåéñòâèå.
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Îïðåäåëåíèå 6.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî α = (a1a2 . . . an) ∈
Act∗ ïîðîæäàåòñÿ BPA-ïðîãðàììîé â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíîãî,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé E1

a1−→ E2
a2−→ . . .

an−1−→ En, ãäå E1 � íà÷àëüíîå, En � êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ.
Ìíîæåñòâî L(P ) òåðìèíàëüíûõ ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ ïðîãðàì-

ìîé P , áóäåì íàçûâàòü òåðìèíàëüíûì ÿçûêîì äëÿ P .

Êàê è â ðàçäåëå 6.1, äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåðìèíàëüíîãî ÿçûêà,
ïîðîæäàåìîãî âëîæåííîé ñåòüþ Ïåòðè, èìåíà ïåðåõîäîâ ïîìå÷à-
þòñÿ îòëè÷íûìè îò ìåòîê ñèíõðîíèçàöèè ìåòêàìè.

Ïðè îïðåäåëåíèè ïîâåäåíèÿ BPA-ïðîãðàììû è NP-ñåòè êàæ-
äîé èç íèõ ñîïîñòàâëÿëàñü ñèñòåìà ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ, ò. å.
÷åòâåðêà LTS = (S, A,→, s0), ãäå S � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, A �
àëôàâèò èìåí ïåðåõîäîâ, →⊆ S ×A× S � îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ,
s0 ∈ S � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì â NP-ñåòÿõ äîïóñêàþòñÿ
íåïîìå÷åííûå (íåâèäèìûå) ïåðåõîäû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèå
ïåðåõîäû ïîìå÷åíû ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì τ .

Íà ìíîæåñòâå ñèñòåì ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ ìîæíî îïðåäå-
ëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè òàê, ÷òî ñèñòåìà LTS1 ýêâèâà-
ëåíòíà ñèñòåìå LTS2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðîæäàåìûå
èìè ÿçûêè ðàâíû. Áîëåå òîíêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿçûêîâîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ââåäåí-
íàÿ Ð. Ìèëíåðîì è Ä. Ïàðêîì [72, 79].

Îïðåäåëåíèå 6.5. Ïóñòü çàäàíû ñèñòåìû LTS1 = (S, A,→1, s0),
LTS2 = (T,A,→2, t0) ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ ñ îäíèì è òåì æå
ìíîæåñòâîì A èìåí ïåðåõîäîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìû LTS1 è LTS2

áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíû (îáîçíà÷àåòñÿ: LTS1 ≈ LTS2), åñ-
ëè íàéäåòñÿ òàêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå R ⊆ S × T (íàçûâàåìîå
îòíîøåíèåì áèñèìóëÿöèè), ÷òî:

1) (s0, t0) ∈ R;

2) ∀s, s′ ∈ S,∀t ∈ T : åñëè s
τ∗aτ∗−→ 1 s′ è (s, t) ∈ R,

òî ∃t′ ∈ T : t
τ∗aτ∗−→ 2 t′ è (s′, t′) ∈ R.
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3) ∀s ∈ S,∀t, t′ ∈ T : åñëè t
τ∗aτ∗−→ 2 t′ è (t, s) ∈ R,

òî ∃s′ ∈ S : s
τ∗aτ∗−→ 1 s′ è (t′, s′) ∈ R.

Îòíîøåíèå �≈� åñòü íàáëþäàåìàÿ áèñèìóëÿöèÿ, êîòîðàÿ íå
ó÷èòûâàåò íåâèäèìûõ äåéñòâèé τ . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6.2. Äëÿ ëþáîé BPA-ïðîãðàììû P = {Xi = Ei}0≤i≤n

ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíóþ
åé ðåêóðñèâíóþ NP-ñåòü NPN = {N1, N2, . . . ,Nn} ñ àâòîíîìíû-
ìè ýëåìåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïî BPA-ïðîãðàììå P áèñèìóëÿöè-
îííî ýêâèâàëåíòíîé åé NP-ñåòè NPN(P ):

Ôèêñèðóåì n èìåí ñåòåâûõ êîìïîíåíò N1, N2, . . . ,Nn, êîòî-
ðûå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü êîìïîíåíòàì X1, X2, . . . , Xn ïðîöåññà
P . Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Xi = Ei ïîñòðîèì ìàðêèðîâàííóþ
ñåòåâóþ êîìïîíåíòó N(Ei) ñ èìåíåì Ni. Ïðè ýòîì â êàæäîé êîì-
ïîíåíòå áóäåì âûäåëÿòü îäíó íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ è íåêîòîðîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ïåðåõîäîâ. Ïîñòðîåíèå
ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ñòðóêòóðå ïðîãðàììû.

Áàçèñ èíäóêöèè.

1) Ïóñòü E = 0, òîãäà ñåòåâàÿ êîìïîíåíòà N(E) ñîñòîèò èç
îäíîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè p (ñì. ðèñóíîê 6.4 (a)).

2) Ïóñòü E = a, ãäå a ∈ A. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåòåâàÿ êîìïî-
íåíòà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 6.4 (b).

• a --•
p

(a) (b)
p

Ðèñ. 6.4: (a) Êîìïîíåíòà N(0); (b) Êîìïîíåíòà N(a)
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δ --• --
p

Nj X

Ðèñ. 6.5: Ñåòåâàÿ êîìïîíåíòà N(Xj)

3) Ïóñòü E = Xj , òîãäà ñåòåâàÿ êîìïîíåíòà N(E) (ñì. ðèñó-
íîê 6.5) ññûëàåòñÿ íà êîìïîíåíòó Nj , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
èç N(Ej) äîáàâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ê δ ïîìåòêè δ äëÿ
âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè íà âñå çàêëþ÷èòåëüíûå ïåðå-
õîäû ñåòè N(Ej).

Òåïåðü â êà÷åñòâå èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîëàãàåì,
÷òî äëÿ êîìïîíåíò E1 è E2 ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñåòåâûå
êîìïîíåíòû N1 = N(E1) = (P1, T1, F1) è N2 = N(E2) = (P2, T2, F2)
è â íèõ âûäåëåíû âõîäíûå ïîçèöèè p1 è p2 ñîîòâåòñòâåííî.

Èíäóêöèîííûé øàã âûïîëíÿåòñÿ ðàçáîðîì ñëó÷àåâ.

1) Ïîñòðîèì N(E) äëÿ E = E1E2. Åñëè E1 = 0, òî ñåòåâàÿ êîì-
ïîíåíòà N(E) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ñåòåâîé êîìïîíåíòîé N(0).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äåéñòâèÿ êîìïîíåíòû E2 ìîãóò íà÷àòü
âûïîëíÿòñÿ òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê âûïîëíåíî êàêîå-ëèáî

z
:

. . .
p2

N(E1) N(E2)

Ðèñ. 6.6: Ñåòåâàÿ êîìïîíåíòà N(E1E2)
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N(E1)

N(E2)

p
•

Ðèñ. 6.7: Ñåòåâàÿ êîìïîíåíòà N(E1 + E2)

çàêëþ÷èòåëüíîå äåéñòâèå êîìïîíåíòû E1, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðåõîäû ñåòåâîé êîìïîíåíòû N2, ñîîòâåòñòâóþùèå çàêëþ-
÷èòåëüíûì äåéñòâèÿì â E2, ñðàáîòàþò òîëüêî ïîñëå ñðàáà-
òûâàíèÿ êàêîãî-òî çàêëþ÷èòåëüíîãî ïåðåõîäà ñåòåâîé êîì-
ïîíåíòû N1, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàêëþ÷èòåëüíîìó äåéñòâèþ
â E1 (ñì. ðèñóíîê 6.6).

2) Ñåòåâàÿ êîìïîíåíòà N(E) äëÿ E = E1 + E2 èçîáðàæåíà íà
ðèñóíêå 6.7. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ íóæíî ñëèòü íà÷àëüíûå ïî-
çèöèè êîìïîíåíò N(E1) è N(E2).

NP-ñåòü NPN(P ), áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíàÿ BPA-
ïðîãðàììå P = {Xi = Ei}, ñîñòîèò èç ñåòåâûõ êîìïîíåíò N(E1),
N(E2), . . . ,N(En), ãäå N(E1) � ñèñòåìíàÿ ñåòü, N(E2), . . . , N(En)
� ýëåìåíòíûå ñåòè. Ðàçìåð ïîëó÷àåìîé ñåòè ïðîïîðöèîíàëåí ðàç-
ìåðó BPA-ïðîãðàììû, à ïðèâåäåííûé àëãîðèòì èìååò ëèíåéíóþ
âðåìåííóþ ñëîæíîñòü.

Ñëåäñòâèå 6.1. Êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ BPA-ïðîãðàììàìè,
âêëàäûâàåòñÿ â êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûé ðåêóðñèâíûìè NP-
ñåòÿìè.
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Ðèñ. 6.8: ßçûêè ñåòåé Ïåòðè è àëãåáð ïðîöåññîâ

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò ñõåìó ñîîòíîøåíèé ìåæ-
äó ÿçûêàìè àëãåáð ïðîöåññîâ è ñåòåé Ïåòðè, ïðèâåäåííóþ â [28].
Ìåñòî, êîòîðîå çàíèìàþò â ýòîé ñõåìå âëîæåííûå ðåêóðñèâíûå
ñåòè Ïåòðè, ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6.8. Çäåñü RE � êëàññ ðåêóðñèâ-
íî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ, L(PN) � ÿçûêè, ïîðîæäàåìûå îáûê-
íîâåííûìè ñåòÿìè Ïåòðè, L(BPP) � ÿçûêè, ïîðîæäàåìûå BPP-
ïðîãðàììàìè, L(BPA) � ÿçûêè, ïîðîæäàåìûå BPA-ïðîãðàììàìè,
L(NPN) � ÿçûêè, ïîðîæäàåìûå NP-ñåòÿìè. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî
íå òîëüêî âëîæåíèå L(BPA) ⊆ L(NPN), íî è âîçìîæíîñòü ñèìó-
ëÿöèè BPA-ïðîãðàìì NP-ñåòÿìè ñ ñîõðàíåíèåì áèñèìóëÿöèîííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

6.3 Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè è äðóãèå êëàññû
ñåòåé Ïåòðè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñðàâíèì âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè NP-
ñåòåé ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè ðàñøèðåíèÿìè ñåòåé Ïåòðè.
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Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âñå ôèøêè â ñèñòåìíîé
ñåòè ìîãóò áûòü àòîìàðíûìè ÷åðíûìè ôèøêàìè, èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 6.1. Îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì NP-ñåòåé.

Ïîêàæåì, ÷òî NP-ñåòè áîëåå âûðàçèòåëüíû, ÷åì îáûêíîâåí-
íûå ñåòè Ïåòðè. Äåéñòâèòåëüíî, â ïàðàãðàôå 3.5.3 áûëî äîêàçàíî,
÷òî ïðîáëåìû äîñòèæèìîñòè, æèâîñòè è îãðàíè÷åííîñòè íåðàçðå-
øèìû äëÿ äâóõóðîâíåâûõ NP-ñåòåé. Îäíàêî äëÿ îáûêíîâåííûõ
ñåòåé Ïåòðè ýòè ïðîáëåìû ðàçðåøèìû [8, 55, 70]. Îòñþäà íåìåä-
ëåííî ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 6.3. Äâóõóðîâíåâûå NP-ñåòè ñ îáûêíîâåííûìè ñåòÿìè
Ïåòðè â êà÷åñòâå ýëåìåíòíûõ ñåòåé áîëåå âûðàçèòåëüíû, ÷åì
îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè.

Èíãèáèòîðíûå ñåòè Ïåòðè [17] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñøèðå-
íèå ìîäåëè îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ñïåöè-
àëüíûõ èíãèáèòîðíûõ äóã äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî çàäàííàÿ ïî-
çèöèÿ ôèøåê íå ñîäåðæèò. Èíãèáèòîðíàÿ äóãà âñåãäà íàïðàâëåíà
îò ïîçèöèè ê ïåðåõîäó. Ñðàáàòûâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäà
âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîçèöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ íà÷à-
ëîì èíöèäåíòíîé ïåðåõîäó äóãè, ïóñòà, ò. å. íå ñîäåðæèò ôèøåê.

Èçâåñòíî [52, 54], ÷òî ñåòè Ïåòðè íå ìîãóò ìîäåëèðîâàòü ìà-
øèíû Ìèíñêîãî è Òüþðèíãà. Äîáàâëåíèå æå èíãèáèòîðíûõ äóã
äåëàåò ñåòè Ïåòðè �óíèâåðñàëüíî âûðàçèòåëüíûìè�.

Òåîðåìà 6.4 (Murata). Êëàññ èíãèáèòîðíûõ ñåòåé ðàâåí ïî âû-
ðàçèòåëüíîñòè êëàññó ìàøèí Òüþðèíãà.

Ïðè îïðåäåëåíèè NP-ñåòåé áûëè íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íà
âûðàæåíèÿ, ïðèïèñûâàåìûå âõîäíûì äóãàì ïåðåõîäîâ ñåòè. Âû-
øå (ñì. çàìå÷àíèå 3.2) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áåç ýòèõ îãðàíè÷åíèé
NP-ñåòè íå ÿâëÿëèñü áû âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûìè ñèñòåìà-
ìè ïåðåõîäîâ îòíîcèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ¹ íà ìíîæåñòâå
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ðàçìåòîê ñåòè. Òåïåðü áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî áåç ýòèõ îãðàíè÷åíèé
íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñûâàåìûå âõîäíûì äóãàì, NP-ñåòè áûëè áû
ðàâíû ïî âûðàçèòåëüíîñòè ìàøèíàì Òüþðèíãà.

Óòâåðæäåíèå 6.2. Èíãèáèòîðíûå ñåòè Ïåòðè ìîäåëèðóþòñÿ
NP-ñåòÿìè ïðè óñëîâèè îòìåíû â îïðåäåëåíèè NP-ñåòåé îãðà-
íè÷åíèé íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñûâàåìûå âõîäíûì äóãàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîäåëèðîâàíèå èíãèáèòîðíîé äóãè NP-ñåòüþ,
â êîòîðîé äâå âõîäíûå äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïåðåõîäà t äóãè ïî-
ìå÷åíû îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé x, ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6.3.
Çäåñü n ôèøåê â ïîçèöèè p ìîäåëèðóþòñÿ ýëåìåíòíîé ñåòüþ, ñî-
äåðæàùåé n ÷åðíûõ ôèøåê (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü
ïðè ìîäåëèðîâàíèè îáíóëÿþùåé äóãè). Èíãèáèòîðíàÿ äóãà, ïðî-
âåðÿþùàÿ ïóñòîòó ïîçèöèè p, ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíè-
òåëüíîé ïîçèöèè p0 (îáùåé äëÿ âñåõ èíãèáèòîðíûõ äóã) è äóãè ñ
ïîìåòêîé x îò ýòîé ïîçèöèè ê ïåðåõîäó t. Ïðîâåðêà ïóñòîòû èñ-
õîäíîé ïîçèöèè p ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñåòåâîé ôèøêè
â ïîçèöèè p ñ ñåòåâîé ôèøêîé â ïîçèöèè p0.

Äàëåå, èç ðàçðåøèìîñòè äëÿ NP-ñåòåé ñ ëîêàëèçîâàííûìè ýëå-
ìåíòàìè ïðîáëåìû îñòàíîâà ñëåäóåò

Òåîðåìà 6.5. Ðåêóðñèâíûå NP-ñåòè ñ ëîêàëèçîâàííûìè ýëåìåí-
òàìè ñëàáåå ïî âûðàçèòåëüíîñòè, ÷åì ìàøèíû Òüþðèíãà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ðåêóðñèâíûå NP-ñåòè ñ àâòîíîìíûìè ýëåìåíòàìè ìîãóò ïî-
ðîæäàòü â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíîãî ëþáîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé
ÿçûê, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ýòî íå âåðíî.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåêóðñèâíûå NP-ñåòè ñ àâòîíîìíûìè ýëåìåí-
òàìè ñèëüíåå ïî âûðàçèòåëüíîñòè, ÷åì îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè.

Ñðàâíèì òåïåðü ðåêóðñèâíûå NP-ñåòè ñ ðåêóðñèâíûìè ñåòÿìè
Õàääàäà è Ïâàòðåíî [45]. Ðåêóðñèâíûå ñåòè Õàääàäà è Ïâàòðåíî
èìåþò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè, ñ
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Ðèñ. 6.9: Ìîäåëèðîâàíèå èíãèáèòîðíîé äóãè

òîé òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî ïåðåõîäû ðàçáèòû íà òðè âèäà: ýëåìåí-
òàðíûå, àáñòðàêòíûå è ôèíàëüíûå. Ñðàáàòûâàíèå ýëåìåíòàðíîãî
ïåðåõîäà âûïîëíÿåòñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì. Ñðàáàòûâàíèå àá-
ñòðàêòíîãî ïåðåõîäà �çàáèðàåò� ôèøêè èç åãî âõîäíûõ ïîçèöèé è
ïîðîæäàåò êîïèþ ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííîé ñåòè ñ íåêîòîðîé íà-
÷àëüíîé ðàçìåòêîé, îïðåäåëÿåìîé ïîðîäèâøèì åå ïåðåõîäîì. Ñðà-
áàòûâàíèå ôèíàëüíîãî ïåðåõîäà ïðèâîäèò ê óíè÷òîæåíèþ ñåòè, â
êîòîðîé ñðàáîòàë ýòîò ïåðåõîä, âìåñòå ñî âñåìè åå ïîòîìêàìè, è
êàê áû çàâåðøàåò âûïîëíåíèå ðîäèòåëüñêîãî ïåðåõîäà, ïîìåùàÿ
ôèøêè â âûõîäíûå ïîçèöèè ïîñëåäíåãî. Ðàçìåòêà ðåêóðñèâíîé
ñåòè, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåðåâî, óçëû êîòîðîãî
ïîìå÷åíû ðàçìåòêàìè äëÿ èñõîäíîé ñåòåâîé ñòðóêòóðû. Ïåðåõî-
äû ìîãóò ñðàáàòûâàòü â ëþáîé âåðøèíå äåðåâà ðàçìåòêè.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåêóðñèâíûå ñåòè Õàääàäà è Ïâàòðå-
íî ìîäåëèðóþòñÿ ðåêóðñèâíûìè NP-ñåòÿìè ñ àâòîíîìíûìè ýëå-
ìåíòàìè. Ïðè ýòîì àáñòðàêòíûé ïåðåõîä ìîäåëèðóåòñÿ ïåðåõî-
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äîì, ïîìåùàþùèì íîâóþ ñåòåâóþ ôèøêó â îòäåëüíóþ ïîçèöèþ,
à ôèíàëüíûé ïåðåõîä ìîäåëèðóåòñÿ ïåðåõîäîì äëÿ âåðòèêàëüíîé
ñèíõðîíèçàöèè, êîòîðûé ýòó ôèøêó óíè÷òîæàåò.

Òàêèì îáðàçîì, â ðåêóðñèâíûõ ñåòÿõ Õàääàäà è Ïâàòðåíî, â
îòëè÷èå îò NP-ñåòåé, ñòðóêòóðíûìè ÿâëÿþòñÿ íå ôèøêè, à ïåðå-
õîäû. Ýòèì îíè ïîõîæè íà èåðàðõè÷åñêèå ñåòè ×åðêàñîâîé è Êî-
òîâà [27] è ñåòè èç íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòû Ðàéíõàðäòà [83] (ïî
ñëó÷àéíîìó ñîâïàäåíèþ îíè íàçûâàþòñÿ âëîæåííûìè ñåòÿìè), â
êîòîðûõ ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà ïðèâîäèò ê çàïóñêó âûïîëíåíèÿ
íåêîòîðîé íîâîé ñåòè. Ïðè ýòîì â ñåòÿõ Ðàéíõàðäòà, êàê è â ðå-
êóðñèâíûõ ñåòÿõ Õàääàäà è Ïâàòðåíî, óíè÷òîæåíèå âíóòðåííåé
ñåòè ïðîèçâîäèòñÿ ïðè óñëîâèè äîñòèæåíèÿ ðàçìåòêè, áîëüøåé çà-
äàííîé (íåêîòîðûé ïåðåõîä ìîæåò ñðàáîòàòü), ÷òî, â ÷àñòíîñòè,
îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè. Äëÿ îáîèõ ýòèõ
êëàññîâ ñåòåé ðàçðåøèìà ïðîáëåìà äîñòèæèìîñòè (ïóòåì ñâåäå-
íèÿ ê ïðîáëåìå äîñòèæèìîñòè äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè).

Â èåðàðõè÷åñêèõ ñåòÿõ ×åðêàñîâîé è Êîòîâà ïîñëå çàïóñêà
ñåòè, ñîïîñòàâëåííîé ïåðåõîäó, íóæíî äîæäàòüñÿ çàâåðøåíèÿ åå
ðàáîòû (òóïèêîâîãî ñîñòîÿíèÿ). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ìîäåëèðî-
âàòü èåðàðõè÷åñêèìè ñåòÿìè ñåòè Ïåòðè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãà-
ìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èåðàðõè÷åñêèõ ñåòåé Ïåòðè íåðàçðå-
øèìû íå òîëüêî ïðîáëåìà äîñòèæèìîñòè, íî è ïðîáëåìà îñòàíîâà.

Íàïîìíèì, ÷òî ñåòè Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äóãàìè [32] åñòü
ðàñøèðåíèå îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ñïå-
öèàëüíûõ îáíóëÿþùèõ äóã (reset arcs). Îáíóëÿþùàÿ äóãà âñåãäà
íàïðàâëåíà îò ïîçèöèè ê ïåðåõîäó. Ïðè ñðàáàòûâàíèè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïåðåõîäà ïîçèöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ íà÷àëîì èíöèäåíòíîé
ïåðåõîäó îáíóëÿþùåé äóãè, îáíóëÿåòñÿ, ò. å. èç íåå óáèðàþòñÿ âñå
íàõîäèâøèåñÿ â íåé ôèøêè (åñëè òàêîâûå èìåëèñü). Â ðàçäåëå 3.5
(òåîðåìà 3.9) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñåòè Ïåòðè ñ îáíóëÿþùèìè äó-
ãàìè ìîäåëèðóþòñÿ äâóõóðîâíåâûìè NP-ñåòÿìè.

Íà ðèñóíêå 6.10 ïðèâåäåíà äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ ñðàâ-
íåíèå ïî âûðàçèòåëüíîñòè ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ ñåòåé Ïåòðè.
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∪ ∦
NP-ñåòè ñ ëîêàëèçîâàííûìè ýëåìåíòàìè

∪ | ∪ |

Ìíîãîóðîâíåâûå
NP-ñåòè

NP-ñåòè ñ àâ-
òîíîìíûìè
ýëåìåíòàìè

∪ | ∪ |
Ñåòè Ïåòðè
ñ îáíóëÿþùèìè
äóãàìè

6⊆
6⊇

Ðåêóðñèâíûå
ñåòè Õàääàäà è
Ïâàòðåíî

∪ ∦ ∪ ∦
Îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè

Ðèñ. 6.10:

Ïåðå÷èñëèì ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ ñâîéñòâ
äëÿ óêàçàííûõ êëàññîâ.

Äëÿ NP-ñåòåé ñ ëîêàëèçîâàííûìè ýëåìåíòàìè ðàçðåøèìû ïðî-
áëåìû ïîääåðæêè àêòèâíîñòè ïåðåõîäîâ è îñòàíîâà.

Äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ NP-ñåòåé è äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ îáíóëÿ-
þùèìè äóãàìè [32] ðàçðåøèìû ïðîáëåìû ïîääåðæêè óïðàâëÿþ-
ùåãî ñîñòîÿíèÿ, ïîääåðæêè àêòèâíîñòè ïåðåõîäîâ, îñòàíîâà; íå-
ðàçðåøèìû ïðîáëåìû äîñòèæèìîñòè è îãðàíè÷åííîñòè.

Äëÿ ðåêóðñèâíûõ ñåòåé Õàääàäà è Ïâàòðåíî ðàçðåøèìû ïðî-
áëåìû äîñòèæèìîñòè [45], ïîääåðæêè àêòèâíîñòè ïåðåõîäîâ,
îñòàíîâà (ïîñêîëüêó ýòè ñåòè ìîäåëèðóþòñÿ ðåêóðñèâíûìè NP-
ñåòÿìè).
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Ðèñ. 6.11: Îáúåêòíàÿ ñåòü OPN1, ìîäåëèðóþùàÿ ðàçäåëåíèå çàäà-
íèé

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ðàçðå-
øèìû âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðîáëåìû, äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ èí-
ãèáèòîðíûìè äóãàìè âñå îíè íåðàçðåøèìû.

Ðåêóðñèâíûå NP-ñåòè áåç îãðàíè÷åíèé íà ëîêàëèçîâàííîñòü
ýëåìåíòîâ íå ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 6.10. Äëÿ ýòîãî îáùåãî êëàññà
NP-ñåòåé âîïðîñû î ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îñòàíîâà, à òàêæå î
òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè âëîæåíèå ýòîãî êëàññà â êëàññ ñåòåé ñ èíãèáè-
òîðíûìè äóãàìè ñòðîãèì, îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

6.4 Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè è îáúåêòíûå
ñåòè Ôàëüêà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñðàâíèì âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè ñ îáúåêòíûìè
ñåòÿìè (OPN � Object Petri net) Ð. Ôàëüêà [92, 93] íà ïðèìåðå çà-
äà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì ïëàíèðîâàíèÿ çàäàíèé (task planning
systems). Â òàêèõ ñèñòåìàõ òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ ðàçäåëå-
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Ðèñ. 6.12: Ñåìàíòèêà ññûëîê äëÿ ñåòè OPN1

íèÿ çàäàíèé, êîãäà íåñêîëüêî ïîäçàäà÷ äîëæíû áûòü ðàñïðåäåëå-
íû ìåæäó íåñêîëüêèìè àãåíòàìè è âûïîëíåíû ïàðàëëåëüíî.

Íà ðèñóíêå 6.11 ïðåäñòàâëåíà îáúåêòíàÿ ñåòü OPN1, ìîäåëè-
ðóþùàÿ ïðîñòóþ ñèòóàöèþ ðàçäåëåíèÿ çàäàíèé, êîãäà äâà çàäà-
íèÿ äàþòñÿ äâóì àãåíòàì.

Ñåòü OPN1 ñîñòîèò èç ñèñòåìíîé ñåòè SN1 ñ ñåòåâîé ôèøêîé
(îáúåêòíîé ñåòüþ) ON1 â ïîçèöèè p1 â íà÷àëüíîé ðàçìåòêå. Ïåðå-
õîäû â ñåòÿõ SN1 è ON1, êîòîðûå äîëæíû ñðàáàòûâàòü ñèíõðîííî,
ïîìå÷åíû îäíîé è òîé æå ìåòêîé â òðåóãîëüíûõ ñêîáêàõ.

Â íà÷àëüíîé ðàçìåòêå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 6.11, ïåðå-
õîäû t1 â ñåòè SN1 è l1 â ñåòè ON1 ìîãóò ñðàáîòàòü íåçàâèñèìî
(àâòîíîìíûå ñðàáàòûâàíèÿ). Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìíàÿ ñåòü SN1 ñî-
äåðæèò äâå ôèøêè â ïîçèöèÿõ p2 è p4. Ýòè ôèøêè èíòåðïðåòèðó-
þòñÿ èëè êàê ññûëêè íà îáúåêòíóþ ñåòü ON1 ñ äâóìè ôèøêàìè â
ïîçèöèÿõ b2 è b4 (ñåìàíòèêà ññûëîê), èëè êàê äâà ïðîöåññà ñåòè
ON1 (ñåìàíòèêà çíà÷åíèé). Ïîñëå ýòîãî îäíîâðåìåííî ñðàáàòûâà-
þò èëè ïåðåõîäû t2 è l2 â ñåòÿõ SN1 è ON1, èëè ïåðåõîäû t3 è l3 â
SN1 è ON1 (âçàèìîäåéñòâóþùåå ñðàáàòûâàíèå). Íà ðèñóíêå 6.12
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Ðèñ. 6.13: Ñåìàíòèêà çíà÷åíèé äëÿ OPN1

ïîêàçàí ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðåõîäîâ t3 è l3 ñîãëàñíî ñå-
ìàíòèêå ññûëîê. Ïðè ýòîì äâå ôèøêè â ïîçèöèÿõ p2 è p5 ññûëà-
þòñÿ íà îäíó è òó æå îáúåêòíóþ ñåòü ñ ðàçìåòêîé, ñîäåðæàùåé
ôèøêè â ïîçèöèÿõ b2 è b5.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçìåòêà, ïîëó÷åííàÿ ñîãëàñíî ñåìàíòèêå
çíà÷åíèé, ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 6.13. Â îòëè÷èå îò ñåìàíòèêè ññû-
ëîê, ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t1 â ñîîòâåòñòâèå ñ ñåìàíòèêîé çíà÷å-
íèé ïîðîæäàåò äâå êîïèè ïðîöåññà � ïàðàëëåëüíîãî èñïîëíåíèÿ
ñåòè ON1 â ïîçèöèÿõ p2 è p4. Ñîãëàñíî ñåìàíòèêå çíà÷åíèé ïå-
ðåõîä t4, �îáúåäèíÿþùèé� äâà ïðîöåññà, ìîæåò ñðàáîòàòü òîëüêî
åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò ïîçèöèè p3 è p4 ñîäåðæàò äâà ñîâìåñòè-
ìûõ ïðîöåññà, ò. å. äâà ïðîöåññà, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îáùèé
�ñîäåðæàùèé� èõ ïðîöåññ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ïðîñòî-
ãî ïðèìåðà îáå ñåìàíòèêè îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ïîâåäåíèå
ñèñòåìû (êàê â òåðìèíàõ ïðîöåññîâ, òàê è â òåðìèíàõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ èñïîëíåíèé).

Íà ðèñóíêå 6.14 ïðèâåäåí äðóãîé ïðèìåð: OPN-ñåòü OPN2 ñ
òîé æå ñèñòåìíîé ñåòüþ SN1 è ñ îáúåêòíîé ñåòüþ ON2, êîòîðàÿ
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Ðèñ. 6.14: Îáúåêòíàÿ ñåòü OPN2 ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì èñïîëíèòå-
ëåì

ìîæåò èñïîëíÿòü çàäà÷è l2 è l3 òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïîâåäå-
íèå ñåòè N2 ñîãëàñíî ñåìàíòèêå ññûëîê ñòðîèòñÿ èç ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ t1 è l1 (â íåêîòîðîì ïîðÿäêå),
çàòåì ïðîèñõîäÿò âçàèìîäåéñòâèÿ (l2, t2), (l3, t3), (l4, t4), äàëåå �
àâòîíîìíûå ñðàáàòûâàíèÿ l5, t5 (â íåêîòîðîì ïîðÿäêå), è çàòåì
ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ ê íà÷àëüíîé ðàçìåòêå (ñåìàíòèêà èíòåðëè-
âèíã). Îäíàêî ñîãëàñíî ñåìàíòèêå çíà÷åíèé ñðàáàòûâàíèå ïåðå-
õîäà t3 ïîñëå ñðàáàòûâàíèé l1, t1, (l2, t2) íåâîçìîæíî, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå ïîçèöèÿ p4 â ñåòè SN1 ñîäåðæèò ïðîöåññ, â êîòîðîì
ïåðåõîä l3 íå ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì.

Ñîäåðæàòåëüíî ìîäåëèðîâàíèå ðàçäåëåíèÿ çàäà÷ OPN-ñåòüþ
OPN1 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îáúåêòíàÿ
ñåòü ON1 ìîäåëèðóåò ïàðàëëåëüíîå èñïîëíåíèå çàäàíèé t2, t3,
îïðåäåëåííûõ ñèñòåìíîé ñåòüþ SN1. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ñåìàí-
òèêå ññûëîê, â ëþáîé ìîìåíò ðàáîòû ñèñòåìû èìååòñÿ ðîâíî îäíà
êîïèÿ îáúåêòíîé ñåòè, è âñå ôèøêè â ñèñòåìíîé ñåòè ññûëàþòñÿ
íà íåå. Ôàêòè÷åñêè, òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ îäíà îáùàÿ ññûëêà
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Ðèñ. 6.15: NP-ñåòü NPN3, ìîäåëèðóþùàÿ ðàçäåëåíèå çàäàíèé

íà ñåòü, ñ êîòîðîé âçàèìîäåéñòâóåò ñèñòåìíàÿ ñåòü. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâåäåíèÿ âñåé ñèñòåìû, ðîëè ñèñòåìíîé è
îáúåêòíîé ñåòåé ñèììåòðè÷íû. Îäíàêî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çàäà÷ áûâàåò âàæíî ÿâíî óêàçàòü, êàêóþ çàäà÷ó âû-
ïîëíÿåò êàêîé èñïîëíèòåëü, íàïðèìåð, â OPN-ñåòè OPN1 ôèøêà
â ïîçèöèè p2 ñèñòåìíîé ñåòè ñâÿçûâàåòñÿ ñ ôèøêîé â ïîçèöèè b2

îáúåêòíîé ñåòè. Â ñåìàíòèêå ññûëîê ýòî íå ìîæåò áûòü ñäåëàíî
ÿâíî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñåìàíòèêà çíà÷åíèé òðåáóåò îò ñèñòåìíîé
è îáúåêòíîé ñåòåé îäèíàêîâîãî êàóçàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïóòåì ïî-
ðîæäåíèÿ íåñêîëüêèõ âèðòóàëüíûõ êîïèé èñòîðèè ïîâåäåíèÿ îáú-
åêòíîé ñåòè. Òàêèì îáðàçîì, ñåìàíòèêà çíà÷åíèé íàðóøàåò ñïðà-
âåäëèâûé äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñåòåé Ïåòðè ïðèíöèï Ìàðêîâà. Â
ìàðêîâñêèõ ñèñòåìàõ ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàâèñèò òîëü-
êî îò åãî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Íàðóøåíèå ýòîãî ïðèíöèïà ïîðîæ-
äàåò ïðîáëåìû, íàïðèìåð, ïðè îáðàáîòêå îòêàçîâ.

Íà ðèñóíêå 6.15 ïðåäñòàâëåí äðóãîé ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ òîé
æå ñèòóàöèè ðàçäåëåíèÿ çàäà÷ NP-ñåòüþ NPN3. Ãëàâíîå îòëè÷èå
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çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäàíèÿ t2 è t3 ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæ-
äó äâóìÿ îòäåëüíûìè èñïîëíèòåëÿìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò
âûïîëíèòü ëþáîå çàäàíèå. Ñåòåâûå ôèøêè â ýòîì ïðèìåðå � ìàð-
êèðîâàííûå ñåòè Ïåòðè, è ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà l1 ñîçäàåò äâå
êîïèè ýëåìåíòíîé ñåòè EN, êîòîðûå äàëåå âåäóò ñåáÿ íåçàâèñèìî.

Ñèñòåìíàÿ ñåòü SN2 â NP-ñåòè NPN3 àíàëîãè÷íà ñèñòåìíîé
ñåòè SN1 â OPN-ñåòè OPN1. Îòëè÷èå òîëüêî â ïðèïèñàííûõ äó-
ãàì ïåðåìåííûõ. Ýëåìåíòíàÿ ñåòü EN â ñåòè NPN3 îòëè÷àåòñÿ îò
îáúåêòíîé ñåòè ON1 â OPN-ñåòè OPN1, òàê êàê îíà ïðåäñòàâëÿåò
îäíîãî îòäåëüíîãî àãåíòà, à íå äâóõ àãåíòîâ ñðàçó, êàê â ñëó÷àå
OPN-ñåòè OPN1. Ïîýòîìó âåòâëåíèå (âûáîð ìåæäó äâóìÿ âîç-
ìîæíûìè çàäàíèÿìè) �ïåðåìåùàåòñÿ� ñ ïåðåõîäà l1 â OPN-ñåòè
OPN1 íà ïîçèöèþ b2 â NP-ñåòè NPN3. Àíàëîãè÷íûå èçìåíåíèÿ
ñäåëàíû è â îáúåäèíÿþùåì ïåðåõîäå.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî OPN-ñåòü OPN1 è NP-ñåòü NPN3, ïðèâå-
äåííûå íà ðèñóíêàõ 6.11, 6.15, ìîäåëèðóþò îäíî è òî æå ïîâåäåíèå
ñèñòåìû. Ïðåèìóùåñòâî NP-ñåòåé, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ñîñòîèò â
áîëåå ÿñíîé è ïðîñòîé ñåìàíòèêå. Âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ
òàêæå òî, ÷òî ýëåìåíòíàÿ ñåòü EN â NP-ñåòè ìîäåëèðóåò ïîâå-
äåíèå îòäåëüíîãî àãåíòà. Ýòî äåëàåò ñèñòåìó áîëåå ñòðóêòóðè-
ðîâàííîé. Çäåñü êîïèè ôèøåê ïðåäñòàâëÿþò àãåíòîâ, ïîâåäåíèå
êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ èõ òåêóùèì �ïåðñîíàëüíûì� ñîñòîÿíèåì.
Ïîýòîìó NP-ñåòü ñ òàêèìè àãåíòàìè ìîæåò áûòü ëåãêî îáîáùå-
íà äî ñèñòåìû ñ áîëüøèì ÷èñëîì âîçìîæíî êîíêóðèðóþùèõ çà
ïîëó÷åíèå çàäàíèÿ àãåíòîâ.

Êîíå÷íî, âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü
âûïîëíåíèå îäíèì èñïîëíèòåëåì íåñêîëüêèõ çàäàíèé ïàðàëëåëü-
íî. Â ýòîì ñëó÷àå òàêîé èñïîëíèòåëü êàê áû �ðàñïðåäåëåí� ïî
ïîçèöèÿì ñèñòåìíîé ñåòè, ïðåäñòàâëÿþùèì ðàçíûå çàäàíèÿ. Íî
òàêóþ ñèòóàöèþ, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ëó÷øå ìîäåëèðîâàòü NP-
ñåòÿìè ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè. Íà
ðèñóíêå 6.16 ïîêàçàíà NP-ñåòü NPN4 ñ äâóìÿ ñåòåâûìè ôèøêàìè
â ïîçèöèè q ñèñòåìíîé ñåòè è ñ ïåðåõîäàìè, ïîìå÷åííûìè ìåòêàìè
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Ðèñ. 6.16: NP-ñåòü NPN4

äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ýòè ñåòåâûå ôèøêè ñîâïàäà-
þò ñ ñåòÿìè SN1 è ON1 OPN-ñåòè OPN1 íà ðèñóíêå 6.11. Ïîâåäå-
íèå NP-ñåòè NPN4 ñîîòâåòñòâóåò ïîâåäåíèþ ñåòè OPN1 ñîãëàñíî
ñåìàíòèêå ññûëîê. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïóòåì àíàëîãè÷íîãî
�ïîìåùåíèÿ� ñåòåé SN1 è ON2 (ñì. ðèñóíîê 6.14) ñ ïåðåõîäàìè,
ïîìå÷åííûìè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðî-
íèçàöèè, â îäíó îáùóþ ïîçèöèþ ñèñòåìíîé ñåòè ìîæíî ïîëó÷èòü
NP-ñåòü, ïîâåäåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîâåäåíèåì ñåòè OPN2

ñîãëàñíî ñåìàíòèêå ññûëîê.

6.5 Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè è Ëèíåéíàÿ
ëîãèêà

Ëèíåéíàÿ ëîãèêà Æèðàðà (J.-Y. Girard, [44]) îòëè÷àåòñÿ îò êëàñ-
ñè÷åñêîé ëîãèêè òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåò ïîñûëêè âûâîäà êàê ðàñ-
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õîäóåìûå ðåñóðñû. Â òî âðåìÿ êàê â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå âûâå-
äåííàÿ èëè èçíà÷àëüíî çàäàííàÿ ïîñûëêà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ âûâîäà íîâûõ ôîðìóë íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç, â Ëèíåéíîé
ëîãèêå èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû â êà÷åñòâå ïîñûëêè îãðàíè÷åíî.
Äëÿ ýòîãî â Ëèíåéíîé ëîãèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà êîíú-
þíêöèé è äèçúþíêöèé, à òàêæå ìîäàëüíîñòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç (êàê
â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå).

Ðåñóðñíî-çàâèñèìûé õàðàêòåð Ëèíåéíîé ëîãèêè îáóñëàâëèâà-
åò åå ñâÿçü ñ ôîðìàëèçìîì ñåòåé Ïåòðè. Èçâåñòíî, ÷òî ñåìàíòèêà
îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ Ëè-
íåéíîé ëîãèêè. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äàíî êðàòêîå èçëîæåíèå
ðåçóëüòàòîâ îá îïèñàíèè ïîñðåäñòâîì Ëèíåéíîé ëîãèêè ñåìàíòè-
êè âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Ïðèâåäåì ñîäåðæàòåëüíîå òîëêîâàíèå èñïîëüçóåìûõ äàëåå
ñâÿçîê Ëèíåéíîé ëîãèêè. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíúþíêöèÿ ⊗
èìååò òåñíóþ ñâÿçü ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ è èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåäèíåíèÿ ðåñóðñîâ. Äàëåå áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå:

an = a⊗ a⊗ . . .⊗ a︸ ︷︷ ︸
n ðàç

.

Åäèíèöà îòíîñèòåëüíî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî óìíîæåíèÿ îáîçíà÷à-
åòñÿ 1.

Ëèíåéíàÿ èìïëèêàöèÿ −◦ îïèñûâàåò èñïîëüçîâàíèå
èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ è èãðàåò â Ëèíåé-
íîé ëîãèêå áîëüøóþ ðîëü. Ïðèìåíåíèå ëèíåéíîé èìïëèêàöèè âîç-
ìîæíî ïðè íàëè÷èè ðåñóðñîâ, îïèñàííûõ â åå ëåâîé ÷àñòè, è ïðè-
âîäèò ê èñïîëüçîâàíèþ ýòèõ ðåñóðñîâ è ïîëó÷åíèþ ðåñóðñîâ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðàâîé ÷àñòè ëèíåéíîé èìïëèêàöèè. Òàêîå ïðåîáðà-
çîâàíèå çàäàåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ÷òî è ïîñëóæèëî îñíîâàíèåì
äëÿ òåðìèíà `Ëèíåéíàÿ ëîãèêà' (ïðè ýòîì ñëîâî `Ëèíåéíàÿ' òðà-
äèöèîííî ïèøåòñÿ ñ çàãëàâíîé áóêâû).
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Äðóãàÿ âàæíàÿ êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçóåìàÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè
îïèñàíèè ñåìàíòèêè ñåòåé Ïåòðè � ìîäàëüíîñòü `êîíå÷íî' (îáî-
çíà÷àåòñÿ ! � of course). Ýòà ìîäàëüíîñòü îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó â êà÷åñòâå ðåñóðñà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Â ñâîèõ ðàáîòàõ Æèðàð ïðèâîäèò ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðèìåð
âûâîäà â Ëèíåéíîé ëîãèêå. Ïóñòü D îáîçíà÷àåò äîëëàð, C � ïà÷-
êó ñèãàðåò. Òîãäà D ⊗ D îçíà÷àåò 2 äîëëàðà, ôîðìóëà !(D−◦C)
îïèñûâàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü çà îäèí äîëëàð ïà÷êó ñèãàðåò.
Âûâîä D⊗!(D−◦C) ` C⊗!(D−◦C) ñîîòâåòñòâóåò ïîêóïêå îäíîé
ïà÷êè ñèãàðåò (âîçìîæíîñòü ñîâåðøèòü ïîêóïêó ïðè ýòîì ñîõðà-
íÿåòñÿ, õîòÿ äîëëàðîâ â äàííîì ñëó÷àå áîëüøå íåò).

Äëÿ îïèñàíèÿ ñåìàíòèêè ñåòåé Ïåòðè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé ôðàãìåíò ILLPN ñåêâåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ èíòóèöèîíèñò-
ñêîé Ëèíåéíîé ëîãèêè:

(Òîæäåñòâî)
A ` A

(1)
` 1

(Ñå÷åíèå)
Γ ` A ∆, A ` B

Γ, ∆ ` B

(Ïåðåñòàíîâêà)
Γ, A,B, ∆ ` C

Γ, B,A, ∆ ` C

(⊗Ë)
Γ, A, B ` C

Γ, A⊗B ` C

(⊗Ï)
Γ ` A ∆ ` B

Γ, ∆ ` A⊗B
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(−◦ )
Γ ` A ∆, B ` C

∆, Γ, A−◦B ` C

(Ñîêðàùåíèå)
Γ, !A, !A ` B

Γ, !A ` B

(Îñòàâëåíèå)
Γ, A ` B

Γ, !A ` B

(Îñëàáëåíèå)
Γ ` B

Γ, !A ` B

Äàëåå ìû ïîêàæåì, êàê îáûêíîâåííàÿ ñåòü Ïåòðè ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé Ëèíåéíîé ëîãèêè.

Ïóñòü PN = (P, T, F, W ) � îáûêíîâåííàÿ ñåòü Ïåòðè, M0 �
åå íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà. Ñåòè PN ñ íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé M0 ñîïî-
ñòàâèì ôîðìóëó ΨILLPN

(PN,M0) Ëèíåéíîé ëîãèêè, íàçûâàåìóþ
êàíîíè÷åñêîé ôîðìóëîé ìàðêèðîâàííîé ñåòè (PN,M0).

Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìóëà ñåòè (PN,M0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ êîíúþíêöèÿ ñëåäóþùèõ êîíúþíêòîâ.

• Äëÿ êàæäîãî ïåðåõîäà t ∈ T ïîñòðîèì êîíúþíêò

!

⊗

p∈•t
pW (p,t)−◦

⊗

q∈t•
qW (t,q)


 .

• Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè p ∈ P , ñîäåðæàùåé ôèøêè ïðè íà-
÷àëüíîé ðàçìåòêå M0, ïîñòðîèì êîíúþíêò pM0(p). Òîãäà âñåé
íà÷àëüíîé ðàçìåòêå M0 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîäôîðìóëà

⊗

p∈P

pM0(p).
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Ðèñ. 6.17: Ñåòü Ïåòðè, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ïåðåõîäà

Òàê, íàïðèìåð, ôîðìóëà

!(A⊗B−◦C ⊗ C)

ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó, èçîáðàæåííîìó íà Ðèñ. 6.17.
Â ðàáîòàõ [26, 69] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äîñòèæèìîñòü çàäàííîé

ðàçìåòêè äëÿ äàííîé ìàðêèðîâàííîé îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè
ñîîòâåòñòâóåò âûâîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ñåêâåíöèè âî ôðàã-
ìåíòå ILLPN Ëèíåéíîé ëîãèêè. Áîëåå òî÷íî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 6.6. Åñëè ðàçìåòêà M äîñòèæèìà â ñåòè (PN,M0),
òî ñåêâåíöèÿ ΨILLPN

(PN,M0) ` ΨILLPN
(PN,M) âûâîäèìà â

ILLPN.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñåìàíòèêè ñåòåé Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ, â êîòî-
ðûõ ôèøêè ìîãóò èìåòü ðàçíûå öâåòà, à äëÿ ïåðåõîäîâ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ðàçíûå ðåæèìû ñðàáàòûâàíèÿ, ïîòðåáóåòñÿ óæå
ïðåäèêàòíûé âàðèàíò Ëèíåéíîé ëîãèêè. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìó-
ëû ìîãóò ñîäåðæàòü ïåðåìåííûå, è âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ïî
óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàþòñÿ ñâÿçàííûìè êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè.

Ïîêàæåì, êàê ðàñêðàøåííûå ñåòè Ïåòðè ñ êîíå÷íûì íàáîðîì
öâåòîâ è êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì èíäèâèäóàëüíûõ àòîìàðíûõ ôè-
øåê ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëàìè Ëèíåéíîé ëîãèêè.

Äëÿ ýòîãî ðàñøèðèì ÿçûê L(ILLPN) èíòóèöèîíèñòñêîãî ôðàã-
ìåíòà Ëèíåéíîé ëîãèêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü
âûðàçèòü íå ïðîñòî íàëè÷èå òåõ èëè èíûõ ðåñóðñîâ, íî è ñòåïåíü
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èõ äîñòóïíîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ äîáàâèì â ïðåäèêàòíûé ÿçûê Ëè-
íåéíîé ëîãèêè ñïåöèàëüíóþ îïåðàöèþ P , âûðàæàþùóþ ïðèíàä-
ëåæíîñòü (îò àíãë. posses � îáëàäàòü). Â ñëó÷àå êîäèðîâàíèÿ ñåòè
Ïåòðè ôîðìóëîé Ëèíåéíîé ëîãèêè çàïèñü PA(x) áóäåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ äëÿ âûðàæåíèÿ òîãî, ÷òî ïîçèöèÿ A ñîäåðæèò ôèøêó x.

Ýòîò æå ïîäõîä áóäåò äàëåå èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ
ôîðìóëàìè Ëèíåéíîé ëîãèêè âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè. Ïîñêîëüêó
ôèøêè âî âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè ñàìè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñåòÿìè, òî
ôîðìóëà âèäà PA(ϕ) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñåòåâàÿ ôèøêà, îïèñûâà-
åìàÿ ôîðìóëîé ϕ, íàõîäèòñÿ â ïîçèöèè A. Ðàñøèðåíèå Ëèíåéíîé
ëîãèêè äîáàâëåíèåì îïåðàöèè P áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåííîé
Ëèíåéíîé ëîãèêîé.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ Ëèíåéíàÿ ëîãèêà ìîæåò áûòü
èíòåðåñíà íå òîëüêî êàê ñðåäñòâî îïèñàíèÿ ñåìàíòèêè ñëîæíûõ
ðàñøèðåíèé ôîðìàëèçìà ñåòåé Ïåòðè. Îíà èìååò åñòåñòâåííóþ
èíòåðïðåòàöèþ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ñàìûõ ðàçíûõ ïðè-
ëîæåíèÿõ. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà Ëèíåéíîé ëîãèêè, ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿ íåêîòîðûé ðåñóðñ, A � èìÿ âëàäåëüöà ðåñóðñà (èëè âîçìîæ-
íîå ìåñòîïîëîæåíèå ðåñóðñà). Òîãäà ôîðìóëà PA(ϕ) îçíà÷àåò, ÷òî
A âëàäååò ðåñóðñîì ϕ.

Ïðîäîëæàÿ ïðèìåð Æèðàðà ñ äîëëàðàìè è ñèãàðåòàìè, çàïè-
øåì â ðàñïðåäåëåííîé Ëèíåéíîé ëîãèêå:

PA(D) � A èìååò äîëëàð;
PA(!(D−◦C)) � A ìîæåò ïîêóïàòü (ñêîëüêî óãîäíî ðàç) ñèãà-

ðåòû ïî öåíå äîëëàð çà ïà÷êó;
PA(D)−◦PB(D) � A ìîæåò îòäàòü ñâîé äîëëàð B;
(∀x)(PA(x)−◦PB(x)) � A ãîòîâ îòäàòü B ÷òî óãîäíî (íî òîëüêî

îäèí ðàç).
Îïðåäåëèì îïèñûâàåìîå ðàñøèðåíèå ÿçûêà Ëèíåéíîé ëîãèêè

áîëåå òî÷íî. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð A = {A1, A2, . . . } àòîìàðíûõ
ñèìâîëîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò âëàäåëüöåâ è/èëè ìåñòà ðàñïî-
ëîæåíèÿ ðåñóðñîâ, íàáîð R = {a, b, c, . . . } àòîìîâ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ðåñóðñû è íàáîð X = {x, y, . . . } ïåðåìåííûõ. Îïåðàöèþ PAi ,
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ãäå Ai ∈ A, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðèçîâàííóþ ìî-
äàëüíîñòü. Ôîðìóëû (òåðìû) ðàñïðåäåëåííîé Ëèíåéíîé ëîãèêè
îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè:

• àòîìû èç R è ïåðåìåííûå èç X � òåðìû;

• åñëè ϕ � òåðì Ëèíåéíîé ëîãèêè è Ai ∈ A, òî PAi(ϕ) � òîæå
òåðì;

• åñëè ϕ, ψ � òåðìû Ëèíåéíîé ëîãèêè, òî ϕ ⊗ ψ, ϕ−◦ψ, !ϕ,
(∀x)ϕ, (∃x)ϕ � òîæå òåðìû Ëèíåéíîé ëîãèêè.

Êàê îáû÷íî â ñåêâåíöèàëüíûõ èñ÷èñëåíèÿõ îïðåäåëèì ôîð-
ìóëó êàê âûðàæåíèå âèäà Γ ` φ, ãäå Γ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òåðìîâ, φ � òåðì.

Ïåðåìåííûå â ôîðìóëàõ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê òåðìû. Èñ-
÷èñëåíèå DILLPN ïîëó÷àåòñÿ èç ILLPN äîáàâëåíèåì ñëåäóþùåãî
ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè òåðìà âìåñòî ïåðåìåííûõ:

Γ ` φ

Γ[ψ/x] ` φ[ψ/x]
Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêóþ ôîðìóëó Ëèíåéíîé ëîãèêè äëÿ ðàñ-

êðàøåííîé ñåòè Ïåòðè CPN. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîé äóãå â ñåòè CPN ïðèïèñàíà ëèáî êîíñòàí-
òà, ëèáî ïåðåìåííàÿ (òîãäà âûðàæåíèå âèäà x + 2y ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî êðàòíûìè äóãàìè).
Îïðåäåëåíèå 6.6. Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìóëà ΨDILLPN

(CPN,M)
äëÿ ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè CPN = (Ω, N,C, W,G,M0) ñ òå-
êóùåé ðàçìåòêîé M îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíú-
þíêöèÿ ñëåäóþùèõ ñîìíîæèòåëåé:

• Äëÿ êàæäîãî ïåðåõîäà t ∈ T ñòðîèòñÿ ìíîæèòåëü

!

⊗

p∈ •t
p(W (p, t))−◦

⊗

q∈t •
q(W (t, q))


 ,
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Ðèñ. 6.18: Ðàñêðàøåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ îäíèì ïåðåõîäîì

• Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òåêóùåé ðàçìåòêè M êàæäîé ïîçèöèè
p ∈ P è ôèøêå a òàêîé, ÷òî a ∈ M(p), ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíî-
æèòåëü p(a). Òîãäà âñÿ ðàçìåòêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäôîðìó-
ëîé ⊗

p∈P
a∈M(p)

p(a),

ãäå êðàòíûå âõîæäåíèÿ ôèøåê ïðåäñòàâëÿþòñÿ êðàòíûìè
âõîæäåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæèòåëåé â êîíúþíêòèâ-
íîå ïðîèçâåäåíèå.

Òàê, íàïðèìåð, ôîðìóëà

!(A(x)⊗B(y)−◦C(x)⊗ C(x))

ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå 6.18.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàñêðàøåí-

íîé ñåòè Ïåòðè CPN = (Ω, N,C, W,G, M0) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùåìó ñâîéñòâó: ôîðìóëà

ΨDILLPN
(CPN,M0) ` ΨDILLPN

(CPN,M)

âûâîäèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçìåòêà M äîñòèæèìà äëÿ
ìàðêèðîâàííîé ñåòè CPN ñ íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé M0.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ â òåðìèíàõ Ëèíåéíîé ëîãèêè ñå-
ìàíòèêè âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè, èñïîëüçóÿ ïîäõîä, îïèñàííûé â
[37, 15].
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x
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A te B

- l
x-- -
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Ðèñ. 6.19: Ïðèìåð âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè

Ïðîñòîé ïðèìåð âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè ïðèâåäåí íà ðèñóí-
êå 6.19. Çäåñü ïîçèöèÿ P ñîäåðæèò ñåòåâóþ ôèøêó. Åäèíñòâåííûé
ïåðåõîä te ýòîé ñåòåâîé ôèøêè ïîìå÷åí ìåòêîé l, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
ýòîò ïåðåõîä ìîæåò ñðàáîòàòü òîëüêî ñèíõðîííî ñ ïåðåõîäîì ts,
ïîìå÷åííûì äîïîëíèòåëüíîé ìåòêîé l.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñåìàíòèêè âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè ê îáû÷íûì
ïðàâèëàì Ëèíåéíîé ëîãèêè äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ñëåäóþùåå ïðà-
âèëî, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èç ϕ ìîæíî ïîëó÷èòü ψ, è A
èìååò ϕ, òî A ìîæåò ïîëó÷èòü ψ:

ϕ ` ψ

PAi(ϕ) ` PAi(ψ)

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ôîðìóëó
ΨDILLPN

(NPN,M0) ðàñïðåäåëåííîé Ëèíåéíîé ëîãèêè, êîäèðóþ-
ùóþ âëîæåííóþ ñåòü Ïåòðè NPN, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 6.19.
Ìåòêè ñèíõðîíèçàöèè l è l èñïîëüçóþòñÿ â íåé êàê àòîìàðíûå
ðåñóðñû âûäåëåííîãî òèïà.

ΨDILLPN
(NPN,M0) ≡ !(l ⊗A−◦ l ⊗B)⊗ (ïåðåõîä te)

!(((lx−◦ l⊗y)−◦P (x))−◦Q(y))⊗ (ïåðåõîä ts)
P (!(l⊗A−◦ l⊗B)⊗A⊗A) (ðàçìåòêà)

Èç ýòîé ôîðìóëû âûâîäèìà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, êîäèðóþ-
ùàÿ ñåòü NPN ñ ðàçìåòêîé ïîñëå ñèíõðîííîãî ñðàáàòûâàíèÿ ïå-
ðåõîäîâ te è ts:

!(l ⊗A−◦ l ⊗B)⊗ (ïåðåõîä te)
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!(((l ⊗ x−◦ l ⊗ y)−◦P (x))−◦Q(y))⊗ (ïåðåõîä ts)
Q(!(l⊗A−◦ l⊗B)⊗A⊗B) (íîâàÿ ðàçìåòêà)
Â ýòîì âûâîäå ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè ôîðìóëû

âìåñòî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Ïðàâèëî ïðèìåíÿòñÿ äëÿ ïîäñòà-
íîâîê x =!(l ⊗A−◦ l ⊗B)⊗A⊗A; y =!(l ⊗A−◦ l ⊗B)⊗A⊗B.

Òåîðåìà 6.7. Ðàçìåòêà M äîñòèæèìà äëÿ ìàðêèðîâàííîé âëî-
æåííîé ñåòè (NPN,M0) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñå-
êâåíöèÿ ΨDILLPN

(NPN,M0) ` ΨDILLPN
(NPN,M) âûâîäèìà â

DILLPN � äèñòðèáóòèâíîì ðàñøèðåíèè èíòóèöèîíèñòñêîãî
ôðàãìåíòà Ëèíåéíîé ëîãèêè ILLPN.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåííàÿ Ëèíåéíàÿ ëîãèêà ïîçâîëÿåò
îïèñûâàòü ñåìàíòèêó âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè â òåðìèíàõ âûâî-
äèìîñòè ïîäîáíî òîìó, êàê îáû÷íàÿ Ëèíåéíàÿ ëîãèêà îïèñûâàåò
ñåìàíòèêó îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè. Âìåñòå ñ òåì, ðàñïðåäå-
ëåííàÿ Ëèíåéíàÿ ëîãèêà ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòå-
ðåñ êàê ôîðìàëüíîå ñðåäñòâî îïèñàíèÿ ðåñóðñíîé çàâèñèìîñòè â
ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Ïðè ýòîì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ åå â êîí-
êðåòíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ ìîæíî íå òîëüêî ìåíÿòü èíòåð-
ïðåòàöèþ ìîäàëüíîñòè P , íî è äîáàâëÿòü ñïåöèàëüíûå ïðàâèëà
âûâîäà. Íàïðèìåð, ïðàâèëî

Γ ` A(ϕ), Γ ` A(ψ)
Γ ` A(ϕ⊗ ψ)

íå ïðèìåíèìî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñåòåé Ïåòðè, íî ìî-
æåò áûòü ïîëåçíî â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ îáúåêòíûõ ñåòåé Ð. Ôàëüêà [92] è ïðåä-
ñòàâëåíèè ñåòåé Ïåòðè ôîðìóëàìè Ëèíåéíîé ëîãèêè Á. Ôàðâåð
[33, 34] îïðåäåëèë êëàññ LLP-ñåòåé (Linear Logic Petri nets). Â ñå-
òÿõ Ôàðâåðà ñèñòåìíàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ Ïåòðè âûñîêîãî óðîâ-
íÿ, à ôèøêè ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëàìè Ëèíåéíîé ëîãèêè, îïèñû-
âàþùèìè ïîâåäåíèå îáúåêòîâ. Ôàðâåð äîêàçàë, ÷òî LLP-ñåòè òàê
æå, êàê è îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè, ìîãóò áûòü òðàíñëèðîâàíû
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â ôîðìóëû Ëèíåéíîé ëîãèêè. Âìåñòå ñ òåì èñïîëüçîâàíèå îõðàí
â âèäå ôîðìóë Ëèíåéíîé ëîãèêè â LLP-ñåòÿõ ñóùåñòâåííî ðàñøè-
ðÿåò âûðàçèòåëüíîñòü ìîäåëè.

Â ðàáîòàõ [35, 36] Á. Ôàðâåð òàêæå óñòàíîâèë, ÷òî ìåæäó íåçà-
âèñèìî îïðåäåëåííûìè êëàññàìè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ñå-
òåé � îïðåäåëåííûìè èì LLP-ñåòÿìè è âëîæåííûìè ñåòÿìè Ïåò-
ðè � ñóùåñòâóåò òåñíàÿ âçàèìîñâÿçü, îáóñëîâëåííàÿ âîçìîæíî-
ñòüþ îïèñàíèÿ ñåìàíòèêè òîé è äðóãîé ìîäåëè â òåðìèíàõ âû-
âîäèìîñòè â ôðàãìåíòå ILLPN Ëèíåéíîé ëîãèêè. Â ÷àñòíîñòè,
Á. Ôàðâåð äîêàçàë, ÷òî äâóõóðîâíåâûå NP-ñåòè ìîæíî òðàíñëè-
ðîâàòü â ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå LLP-ñåòè.

Îáðàòíàÿ ñèìóëÿöèÿ NP-ñåòÿìè âîçìîæíà äëÿ ñèëüíî îãðàíè-
÷åííîãî êëàññà LLP-ñåòåé, ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå LLP-ñåòåé ÿâ-
ëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì. Îíî äîïóñêàåò íàëè÷èå êðàòíûõ ïåðåìåí-
íûõ íà âõîäíûõ äóãàõ, ÷òî (êàê áûëî ïîêàçàíî â óòâ. 6.2) ïðè-
âîäèò ê óíèâåðñàëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì ìîäåëÿì, è, áîëåå òîãî,
äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå îõðàí ïåðåõîäîâ áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè-
÷åíèé íà ýôôåêòèâíîñòü ïðîâåðêè îïèñûâàåìûõ èìè óñëîâèé. Â
[35, 36] ïðèâåäåíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà LLP-
ñåòè, äåëàþùèå âîçìîæíîé èõ ñèìóëÿöèþ NP-ñåòÿìè.



Áèáëèîãðàôè÷åñêèé
êîììåíòàðèé: ñåòè Ïåòðè è
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé
ïîäõîä

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàçëè÷íûõ ðàñøè-
ðåíèé è ìîäèôèêàöèé ñåòåé Ïåòðè äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñèñòåì ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé è ìóëüòèàãåíòíûõ
ñèñòåì.

Ïîíÿòèÿ àãåíòà è ìóëüòèàãåíòíîé ñèñòåìû ñòàíîâÿòñÿ îä-
íèìè èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé êàê èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, òàê
è îáëàñòåé èíôîðìàòèêè, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðàáîòêîé áîëüøèõ ïðî-
ãðàììíûõ ñèñòåì. Â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àãåíò
� ýòî íå÷òî, íàäåëåííîå ýëåìåíòàìè èíòåëëåêòóàëüíîãî ïîâåäå-
íèÿ è ñïîñîáíîå âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ äðóãèìè àãåíòàìè. Â óçêîì
ñìûñëå àãåíòîì íàçûâàþò îáû÷íî êîìïüþòåðíóþ ñèñòåìó, îáëà-
äàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [94]:

• àâòîíîìíîñòü: àãåíòû äåéñòâóþò áåç ïðÿìîãî âìåøàòåëü-
ñòâà ÷åëîâåêà èëè êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî îáùåãî óïðàâëå-
íèÿ, óïðàâëåíèå èõ äåéñòâèÿìè è ñîñòîÿíèÿìè íîñèò ëîêàëü-
íûé õàðàêòåð;
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• ñîöèàëüíûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ: àãåíòû âçàèìîäåéñòâóþò ñ
äðóãèìè àãåíòàìè ëèáî ïóòåì îáìåíà èíôîðìàöèåé, ëèáî
ïîñðåäñòâîì ïðÿìûõ êîììóíèêàöèé è ñîâìåñòíîãî âûïîëíå-
íèÿ íåêîòîðûõ äåéñòâèé;

• ðåàêòèâíîñòü: àãåíòû ìîãóò âîñïðèíèìàòü îêðóæåíèå, â êî-
òîðîì íàõîäÿòñÿ (ýòî ìîæåò áûòü è âíåøíÿÿ ñðåäà, è ïîëüçî-
âàòåëü, è äðóãèå àãåíòû, à òàêæå ïðîèçâîëüíàÿ êîìáèíàöèÿ
âñåãî ïåðå÷èñëåííîãî), è ðåàãèðîâàòü íà åãî èçìåíåíèå;

• èíèöèàòèâíîñòü ïîâåäåíèÿ: àãåíòû ìîãóò äåéñòâîâàòü íå
òîëüêî â îòâåò íà çàïðîñû îêðóæåíèÿ, íî è ïðîÿâëÿòü ñîá-
ñòâåííóþ àêòèâíîñòü è èìåòü ñîáñòâåííûå öåëè.

Ïîíÿòèþ ìóëüòèàãåíòíîé ñèñòåìû ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîíÿ-
òèå ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû [61], èñïîëüçóåìîå â òåîðèè ïðîãðàì-
ìíûõ ñèñòåì. Êîìïîíåíòû ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ â
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà (ôèçè÷åñêîãî èëè ìûñëèìîãî)
è äåéñòâóþò â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîáñòâåííûìè ïðîãðàììàìè. Ïðè
ýòîì, åñòåñòâåííî, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêèå ñèñòåìû, â êî-
òîðûõ êîìïîíåíòû íå ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû, à ìîãóò âçàèìî-
äåéñòâîâàòü, ïåðåäàâàÿ äðóã äðóãó èíôîðìàöèþ è/èëè âûïîë-
íÿÿ íåêîòîðûå äåéñòâèÿ ñîâìåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, âàæíåéøèìè
ñâîéñòâàìè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ îòñóòñòâèå åäèíîé
äëÿ âñåõ êîìïîíåíò (àãåíòîâ) øêàëû âðåìåíè è íàëè÷èå ìåõà-
íèçìà âçàèìîäåéñòâèÿ àãåíòîâ ìåæäó ñîáîé. Îòñþäà âèäíî, ÷òî
ïîíÿòèÿ ìóëüòèàãåíòíîé è ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåì òåñíî ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ çàäà÷ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà îáû÷íî ãîâîðÿò îá èíòåë-
ëåêòóàëüíûõ àãåíòàõ è íàäåëÿþò èõ òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè,
êàê çíàíèå, âåðà, öåëü, èíòåðåñ è äð. Åñëè æå îòâëå÷üñÿ îò òàêîãî
ðîäà ìîäàëüíûõ ñâîéñòâ è ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåäåíèå àãåíòà çàäàåò-
ñÿ íåêîòîðîé ïðîãðàììîé (âîçìîæíî, íåäåòåðìèíèðîâàííîé), òî
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îïûò, íàêîïëåííûé â òåîðèè ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñèñòåì, ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîëåçíûì äëÿ ôîðìàëü-
íîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì.

Â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå èçâåñòåí äîñòàòî÷íî áîëüøîé
íàáîð ôîðìàëèçìîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì.
Âàæíûé êëàññ ìîäåëåé ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì
ñîñòàâëÿþò ìîäåëè ïðîöåññîâ [61]. Â òàêèõ ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ñèñòåìà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, êîòîðûå â õîäå ñâîåé ðàáîòû ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ëèáî
ïóòåì ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ÷åðåç íåêîòîðûé êàíàë, ëèáî ïóòåì äî-
ñòóïà ê ãëîáàëüíûì ïåðåìåííûì (shared variables), ëèáî ïîñðåä-
ñòâîì ñèíõðîííûõ êîììóíèêàöèé (handshaking).

Ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëåí ñåòÿìè Ïåòðè [84]. Îòäåëüíàÿ ñåòü Ïåòðè
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è êàê îäíîàãåíòíàÿ, è êàê ìóëüòèàãåíò-
íàÿ ñèñòåìà. Âñå çàâèñèò îò òî÷êè çðåíèÿ. Ìóëüòèàãåíòíàÿ ñèñòå-
ìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåííûì ïîâåäåíè-
åì, êîãäà íåò óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà, êîòîðîå â êàæäûé ìî-
ìåíò âðåìåíè óêàçûâàåò íà îïðåäåëåííóþ òî÷êó â ïðîãðàììå. Åñ-
ëè îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ñåòè Ïåòðè ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîé ñåìàíòèêè (èñïîëíåíèå åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòûâà-
íèé ïåðåõîäîâ), òî ýòî åñòü îäíîàãåíòíàÿ ñèñòåìà ñ íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûì ïîâåäåíèåì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà òó æå ñåòü ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ìóëü-
òèàãåíòíóþ ñèñòåìó, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ïåðåõîä ñåòè ìî-
äåëèðóåò ïîâåäåíèå îòäåëüíîãî àãåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäå-
ëåííîå ïîâåäåíèå âñåé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì òàê íà-
çûâàåìûõ ñåòåé ñîáûòèé [84, 87], ò. å. èñïîëüçóåòñÿ êàóçàëüíàÿ
ñåìàíòèêà äëÿ ñåòåé Ïåòðè.

Ìû íàçâàëè äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ. Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïî-
âåäåíèå êàæäîãî îòäåëüíîãî àãåíòà ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ñâîåé ñîá-
ñòâåííîé ñåòüþ Ïåòðè è âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ ìåõàíèçìîâ
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òàêèìè ñåòÿìè.
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Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïðåäëàãàþòñÿ ñðåäñòâà ñòðóêòóðèðîâàíèÿ
è ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ àáñòðàêòíîñòè ñåòåé Ïåòðè íà ñèíòàêñè÷å-
ñêîì óðîâíå. Ýòî îáëåã÷àåò ïðîåêòèðîâàíèå ðåàëüíûõ ñëîæíûõ
ñèñòåì è íå âûâîäèò çà ðàìêè âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ñåòåé
Ïåòðè. ×àñòî òàêèå ðàñøèðåííûå ñåòè ïóòåì ñòðóêòóðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê îáûêíîâåííûì ñåòÿì Ïåòðè,
ïîñëå ÷åãî ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òðàäèöèîííûå ñðåäñòâà àíàëèçà.
Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêîãî ðàñøèðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
èåðàðõè÷åñêèå ðàñêðàøåííûå ñåòè Éåíñåíà [51]. Â ýòèõ ñåòÿõ ïå-
ðåõîä ìîæåò áûòü ñòðóêòóðíûì � åìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ îòäåëü-
íàÿ ðàñêðàøåííàÿ ñåòü (ñòðàíèöà), êîòîðàÿ çàäàåò áîëåå äåòàëü-
íîå îïèñàíèå äåéñòâèÿ, çàäàâàåìîãî ïåðåõîäîì. Ýòî ïîçâîëÿåò ñî-
çäàâàòü ìîäóëüíûå èåðàðõè÷åñêèå îïèñàíèÿ. Ïðè ýòîì äîêàçàíî,
÷òî äëÿ âñÿêîé èåðàðõè÷åñêîé ðàñêðàøåííîé ñåòè ñóùåñòâóåò ïî-
âåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ íåèåðàðõè÷åñêàÿ ðàñêðàøåííàÿ ñåòü.
×òîáû ïîëó÷èòü òàêóþ íåèåðàðõè÷åñêóþ ñåòü, äîñòàòî÷íî ïðîñòî
çàìåíèòü êàæäûé ñîñòàâíîé ïåðåõîä (è èíöèäåíòíûå åìó äóãè)
ýêçåìïëÿðîì ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñòðàíèöû, �ñêëåèâàÿ� ïîçèöèè-
ïîðòû ýòîé ñòðàíèöû è ïîçèöèè, ñìåæíûå èñõîäíîìó ïåðåõîäó.
Òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâíûå ïåðåõîäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìàêðîîïðåäåëåíèÿ. Èåðàðõè÷åñêèå êîíñòðóêöèè â ðàñêðàøåííûõ
ñåòÿõ çàäàþò àáñòðàãèðîâàíèå íà ñèíòàêñè÷åñêîì, à íå íà ñåìàí-
òè÷åñêîì óðîâíå. Ìåæäó âûðàæåíèÿìè íà äóãàõ, èíöèäåíòíûõ
ñòðóêòóðíîìó ïåðåõîäó, è ïîâåäåíèåì ñåòè, çàäàííîé ñîîòâåòñòâó-
þùåé ïîäñòðàíèöåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò ôîðìàëüíîé ñåìàíòè÷å-
ñêîé âçàèìîñâÿçè.

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ èåðàðõè÷åñêèå ñåòè Ïåòðè, ðàñ-
ñìîòðåííûå Ð. Ôåëèíãîì â [38]. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
áîëüøèõ ðåàëüíûõ ñèñòåì Ð. Ôåëèíã ðàñøèðÿåò ñåòè Ïåòðè çà
ñ÷åò êîíñòðóêöèé äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîçèöèé è ïåðåõîäîâ. Ñ òåîðåòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêèå îáîáùåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
óäîáíàÿ ãðàôè÷åñêàÿ íîòàöèÿ, êîòîðàÿ íå óâåëè÷èâàåò âîçìîæíî-
ñòè ìîäåëèðîâàíèÿ (âûðàçèòåëüíîñòü). Öåëüþ òàêîãî ðàñøèðåíèÿ
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ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæêà ìåòîäîâ ïîøàãîâîé ðàçðàáîòêè ñåòåâîé ìî-
äåëè ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óòî÷íåíèÿ.

Èçâåñòíû è òåîðåòè÷åñêèå îáîáùåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ñåòåé Ïåò-
ðè ïóòåì ñòðóêòóðèðîâàíèÿ ïåðåõîäîâ. Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè
èåðàðõè÷åñêèå ñåòè ×åðêàñîâîé è Êîòîâà [27], â êîòîðûõ ñðàáà-
òûâàíèå àáñòðàêòíîãî ïåðåõîäà ïðèâîäèò ê çàïóñêó ñåòè, çàäà-
þùåé åãî óòî÷íåíèå. Çàâåðøåíèå ðàáîòû âíóòðåííåé ñåòè è ïðî-
äîëæåíèå èñïîëíåíèÿ àáñòðàêòíîé ñåòè â ýòîé ìîäåëè ïðîèñõîäèò
ïðè óñëîâèè äîñòèæåíèÿ âíóòðåííåé ñåòüþ òóïèêîâîãî ñîñòîÿíèÿ.
Òàêîå ñâîéñòâî èåðàðõè÷åñêèõ ñåòåé íàðóøàåò óñëîâèå ìîíîòîí-
íîñòè ñåòåé Ïåòðè. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ñîäåðæàòåëüíî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè á�îëüøåì êîëè÷åñòâå ðåñóð-
ñîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ôèøêàìè ñåòè, äëÿ ñåòè âîçìîæíû âñå òå èñ-
ïîëíåíèÿ, ÷òî è ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì çàïàñå ðåñóðñîâ, è, âîçìîæ-
íî, åùå íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå. Ïðîâåðêà íàëè÷èÿ äåäëîêà
âî âíóòðåííåé ñåòè ðàâíîñèëüíà ïðîâåðêå íåêîòîðîé ïîçèöèè íà
ïóñòîòó (îòñóòñòâèå ôèøåê). Èçâåñòíî [8], ÷òî èåðàðõè÷åñêèå ñåòè
Ïåòðè âçàèìíî ñâîäèìû ñ ñåòÿìè Ïåòðè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû ïî âûðàçèòåëüíîñòè ìàøèíàì Òüþðèíãà.

Â ðàáîòå Õàääàäà è Ïâàòðåíî [45] ââåäåíû ðåêóðñèâíûå ñåòè
Ïåòðè, â êîòîðûõ òàêæå âîçìîæíî �àáñòðàêòíîå� ñðàáàòûâàíèå
ïåðåõîäà, ïðèâîäÿùåå ê çàïóñêó èñïîëíåíèÿ êîïèè ïåðâîíà÷àëü-
íî çàäàííîé ñåòè. Ïðè ýòîì â ðåêóðñèâíûõ ñåòÿõ Õàääàäà è Ïâà-
òðåíî óíè÷òîæåíèå âíóòðåííåé ñåòè ïðîèçâîäèòñÿ ïðè óñëîâèè
äîñòèæåíèÿ ðàçìåòêè, áîëüøåé çàäàííîé (óñëîâèå, ÷òî íåêîòî-
ðûé ïåðåõîä ìîæåò ñðàáîòàòü). Òàêîå îïðåäåëåíèå ïîääåðæèâàåò
ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè, è äëÿ ñåòåé Õàääàäà è Ïâàòðåíî ðàçðå-
øèìà íå òîëüêî ïðîáëåìà îñòàíîâà, íî è ïðîáëåìà äîñòèæèìîñòè.
Ïðè ýòîì ýòè ñåòè ñòðîãî áîëåå âûðàçèòåëüíû, ÷åì îáûêíîâåííûå
ñåòè Ïåòðè.

Â ðàáîòàõ Í.À. Àíèñèìîâà [1] äëÿ ñòðóêòóðíîãî îïèñàíèÿ ïî-
âåäåíèÿ ïðîòîêîëîâ èñïîëüçóåòñÿ àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ìàêðîñå-
òåé, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå àëãåáðû ðåãóëÿðíûõ ñåòåé Ïåòðè [8] è



192 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÉ

ïîçâîëÿþùàÿ êîìïàêòíî îïèñûâàòü ñòðóêòóðó óïðàâëåíèÿ ñëîæ-
íûõ ïðîòîêîëîâ. Íà îñíîâå îïåðàöèé àëãåáðû ñòðóêòóð (âêëþ÷àÿ
îïåðàöèè ñ ïàðàìåòðàìè è ïåðåìåííûìè) íà ìîäåëè ñåòåé Ïåòðè
âûñîêîãî óðîâíÿ ñòðîÿòñÿ ïðàâèëà êîìïîçèöèè ïðîòîêîëîâ, ñî-
õðàíÿþùèå èõ êîððåêòíîñòü è ÿâëÿþùèåñÿ ìîùíûì èíñòðóìåí-
òîì êîìïîçèöèîííîãî ïîäõîäà.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ïîäõîäîâ ê îáúåäèíåíèþ íåñêîëüêèõ ñå-
òåé Ïåòðè â îäíó ñèñòåìó ìîæíî âûäåëèòü ìîäóëüíóþ êîìïî-
çèöèþ ïîñðåäñòâîì ñîïðÿæåíèÿ ïîçèöèé èëè ïåðåõîäîâ, à òàêæå
èåðàðõè÷åñêèå ñåòè. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ñåòåâûå àãåíòû ìîäå-
ëèðóþòñÿ ñåòÿìè Ïåòðè îäíîãî è òîãî æå êëàññà. Îäíàêî âî ìíî-
ãèõ ïðèëîæåíèÿõ åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ñèñòåìû, â êîòîðûõ ðàç-
íûå àãåíòû ìîäåëèðóþòñÿ ñåòÿìè Ïåòðè ðàçíûõ êëàññîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå îáû÷íàÿ îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïåðåõîäîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåäîñòàòî÷íîé è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â íîâîì ìåõàíèçìå ñèí-
õðîíèçàöèè ïåðåõîäîâ, êîòîðûé â [47] íàçâàí ìóëüòè-ìîäåëüíîé
ñèíõðîíèçàöèåé. Îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò òàêæå ïðè
îïðåäåëåíèè ìåõàíèçìà ñèíõðîíèçàöèè àãåíòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ
ñåòÿìè Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ è ðàñêðàøåííûìè ñåòÿìè Ïåòðè. Â
ýòèõ êëàññàõ ñåòåé ÷åðåç ïîìåòêè íà äóãàõ ìîæíî âûáðàòü àãåíòà
äëÿ êîììóíèêàöèè èëè îáðàùàòüñÿ ê íåñêîëüêèì àãåíòàì îäíî-
âðåìåííî. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ôîðìàëüíîé ñåìàíòèêîé òàêèõ
ñèñòåì, ïîêà îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîé è ýôôåêòèâíîé ïàðàäèãìîé äëÿ
ïîääåðæêè ðàçðàáîòêè ðåàëüíûõ ñëîæíûõ è ìóëüòèàãåíòíûõ ñè-
ñòåì ÿâëÿåòñÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä. Ìíîãèå èññëå-
äîâàíèÿ ïî ðàñøèðåíèþ ñåòåé Ïåòðè íàïðàâëåíû íà ðàñøèðåíèå
ôîðìàëèçìà ñåòåé Ïåòðè çà ñ÷åò îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ êîí-
ñòðóêöèé, òàêèõ êàê àáñòðàêöèÿ, èíêàïñóëÿöèÿ, íàñëåäîâàíèå è
äð. ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ìîäåëåé, ÿâíî îòðàæà-
þùèõ èåðàðõè÷åñêóþ è ìóëüòèàãåíòíóþ ñòðóêòóðó ñèñòåìû (ñì.
îáçîð [95], à òàêæå [20, 62, 18]).

Ñðåäè ïåðâûõ ðàáîò ïî ñî÷åòàíèþ ôîðìàëèçìà ñåòåé Ïåò-
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ðè è ïîíÿòèé è êîíñòðóêöèé îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõî-
äà îòìåòèì ñèñòåìó OBJSA/CLOWN [23, 22]. Â OBJSA ñåòÿõ,
ïðåäëîæåííûõ Å. Áàòòèñòîíîì, ôèøêè ïðåäñòàâëåíû àëãåáðàè-
÷åñêèìè ñïåöèôèêàöèÿìè. OBJSA ñåòè ñîîòâåòñòâóþò ñåìàíòè÷å-
ñêîé ìîäåëè, îïèñûâàåìîé ïîñðåäñòâîì àëãåáðàè÷åñêîé íîòàöèè,
à CLOWN (CLass Orientation With Nets) çàäàåò ñèíòàêñè÷åñêèå
îïèñàíèÿ. Ïîâåäåíèå êëàññà (â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîì ñìûñ-
ëå) çàäàåòñÿ àâòîìàòíîé ñåòüþ. Äëÿ êîìïîçèöèè ñåòåâûõ ìîäóëåé
èñïîëüçóåòñÿ ñîïðÿæåíèå ïåðåõîäîâ.

Ïîäîáíî ÿçûêó CLOWN, ÿçûê ñïåöèôèêàöèé CO-OPN/2
(Concurrent Object-Oriented Petri Nets/2) [24, 25] îñíîâûâàåòñÿ íà
àëãåáðàè÷åñêèõ ñïåöèôèêàöèÿõ è ñåòÿõ Ïåòðè, êîòîðûå îáúåäè-
íÿþòñÿ ïóòåì, àíàëîãè÷íûì òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñåòÿõ Ïåòðè [86]. Îòëè÷èå åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî CO-OPN/2
ïîääåðæèâàåò àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ è äîïóñêàåò èõ èñïîëü-
çîâàíèå â äðóãèõ êëàññàõ, ïðè ýòîì îïðåäåëåííûå òàì ìåòîäû èñ-
ïîëüçóþòñÿ êàê èíòåðôåéñíûå ïåðåõîäû. Â ÿçûêå CO-OPN/2 îáú-
åêò îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíêàïñóëèðîâàííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñåòü (íå
îáÿçàòåëüíî àâòîìàòíàÿ), â êîòîðîé ïîçèöèè çàäàþò âíóòðåííåå
ñîñòîÿíèå, à ïåðåõîäû ìîäåëèðóþò ïàðàëëåëüíûå äåéñòâèÿ îáú-
åêòîâ. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òàêæå âîç-
ìîæíîñòü äèíàìè÷åñêîãî ïîðîæäåíèÿ îáúåêòîâ.

Â G-ñåòÿõ [80] è êîîïåðàòèâíûõ ñåòÿõ (cooperative nets) [89]
âçàèìîäåéñòâèå ìîäóëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ îáúåêòû, îðãàíèçîâàíî
ïî ïðèíöèïó êëèåíò-ñåðâåð ÷åðåç âçàèìîäåéñòâèå ïîçèöèé, à íå
ïåðåõîäîâ. Äëÿ ýòèõ âèäîâ ñåòåé âîçìîæíû òðàíñôîðìàöèè, ïåðå-
âîäÿùèå èõ â ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå �îáû÷íûå� ñåòè Ïåòðè.

Ø. Ëàêîñ îïðåäåëèë êëàññ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ñåòåé
LOOPN++ [58, 59] (Language for Object-Oriented Petri Nets). Îä-
íîé èç ãëàâíûõ õàðàêòåðèñòèê LOOPN++ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå àá-
ñòðàêòíûõ ïîçèöèé è ïåðåõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
âëîæåííîé ñòðóêòóðû ñåòåé, ïðè ýòîì LOOPN++ ÿâíî ïîääåðæè-
âàåò äóàëüíîñòü ïîçèöèé è ïåðåõîäîâ â ñåòÿõ Ïåòðè. Ñåìàíòèêà
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îáúåêòíûõ ñåòåé Ëàêîñà îïðåäåëÿåòñÿ íå ïóòåì òðàíñôîðìàöèé â
ðàñêðàøåííûå ñåòè Ïåòðè, à â òåðìèíàõ àáñòðàêòíûõ ðàçìåòîê.
LOOPN++ õîðîøî ïîääåðæèâàåò ïîøàãîâóþ òåõíîëîãèþ ïðîåê-
òèðîâàíèÿ ñèñòåì ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óòî÷íåíèÿ. Ïðè ýòîì
àáñòðàêòíàÿ ñåòü íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå áîëåå
êîíêðåòíîé ñåòè, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ïîääåð-
æèâàòü ñîõðàíåíèå ñâîéñòâ ðàçìåòîê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé øà-
ãîâ ñðàáàòûâàíèÿ ïðè åå êîíêðåòèçàöèè.

Îòìåòèì òàêæå íåñêîëüêî äðóãèõ ïîäõîäîâ, îðèåíòèðîâàííûõ
íà ïîääåðæêó ïðîåêòèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ áîëüøèõ ñèñòåì. Â ðàáî-
òå É. Íþòöåëÿ, Á. Äýíà è Â. Ôåíãëåðà [78] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä
CON (Concurrent Object Net) � îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ìåòîä
ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ è âñòðîåííûõ ñèñòåì � ãðàôè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå êëàññîâ, îáúåêòîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñå-
òè Ïåòðè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âíóòðåííåãî ñêðûòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ñïåöèôèêàöèè, ÷òî äàåò ðàçðàáîò÷èêó âîçìîæíîñòü ñèìóëÿöèè è
âåðèôèêàöèè ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ ñåòåé Ïåò-
ðè. Ïðè ýòîì ñïåöèôèêàöèÿ íà ÿçûêå îáúåêòíûõ ñåòåé ñíà÷àëà
ïðåîáðàçóåòñÿ â îäíîóðîâíåâóþ �ïëîñêóþ� îáúåêòíóþ ñåòü, à çà-
òåì òðàíñëèðóåòñÿ â ñåòü Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ.

Äæ. Õîíã è Ä. Áàý [48] îïðåäåëÿþò ñåòè HOONets (Hierarchical
Object-Oriented Petri Net for SYstem Modeling and Analysis). Ýòî
ñåòè Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ, ïîääåðæèâàþùèå îáúåêòíî-îðèåí-
òèðîâàííûå êîíñòðóêöèè. Ïîâåäåíèå êëàññà îïèñûâàåòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì ìîäèôèêàöèè ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè, êîòîðàÿ ìîæåò
ñîäåðæàòü, ïîìèìî îáû÷íûõ, àáñòðàêòíûå ïîçèöèè, ïåðåõîäû è
ôèøêè. Óòî÷íåíèå (re�nement) àáñòðàêòíûõ ïîçèöèé è ïåðåõîäîâ
ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ èì ñåòåé òàêîãî æå âèäà, ïðè
ýòîì ñåòè, ñîïîñòàâëÿåìûå ïîçèöèÿì (ïåðåõîäàì) äîëæíû èìåòü
âûäåëåííûå âõîäíîé è âûõîäíîé ïåðåõîä (ñîîòâåòñòâåííî, âõîä-
íóþ è âûõîäíóþ ïîçèöèþ). Àáñòðàêòíûå ôèøêè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé êîðòåæ, ñîñòàâëåííûé èç îáû÷íûõ öâåòíûõ ôèøåê (òèï
äàííûõ �çàïèñü�). Äëÿ ñåòåé HOONets îïðåäåëåí àëãîðèòì ðàç-
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âåðòêè (unfolding) â îáû÷íóþ ðàñêðàøåííóþ ñåòü Ïåòðè. Àíàëèç
HOONets ñåòåé (ïðîâåðêà ñâîéñòâ äîñòèæèìîñòè, æèâîñòè ïåðå-
õîäîâ, íàëè÷èÿ äåäëîêîâ è äð.) ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâîäèòü ïóòåì ïî-
ðîæäåíèÿ ãðàôà äîñòèæèìîñòè

Â îòëè÷èå îò ñåòåé ñî ñòðóêòóðíûìè èëè àáñòðàêòíûìè ïåðå-
õîäàìè è/èëè ïîçèöèÿìè â Îáúåêòíûõ ñåòÿõ Ð. Ôàëüêà [92] ñòðóê-
òóðíûìè ÿâëÿþòñÿ ôèøêè, çàäàþùèå ðàçìåòêó ñåòè. Ïðè ýòîì
ôèøêè ñàìè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñåòÿìè è èìåòü àâòîíîìíîå ïîâåäå-
íèå. Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ÷èñëî ôèøåê â õîäå ðàáîòû ñåòè Ïåò-
ðè ìîæåò ìåíÿòüñÿ, òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïðèâîäèò ê ñèñòåìàì ñ ïî-
ðîæäàåìûìè è èñ÷åçàþùèìè îáúåêòàìè. Îáúåêòíûå ñåòè Ôàëü-
êà îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå ñïåöèàëüíûõ çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ.
Îáúåêòû (ñåòåâûå ôèøêè) ïðåäñòàâëÿþò â íèõ ïîäçàäà÷è, ïðè÷åì
îáúåêòû â ñåòÿõ Ôàëüêà â îïðåäåëåííîì ñìûñëå íå ëîêàëèçîâàíû
â ïîçèöèÿõ ñèñòåìíîé ñåòè, ÷òî äåëàåò îïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèÿ ñå-
òè è ïðàâèë ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè. Ïðî-
áëåìó ïðåäñòàâëÿåò è ðàñïðîñòðàíåíèå ñåìàíòèêè íà ìíîãîóðîâ-
íåâûé ñëó÷àé. Ñðàâíåíèå îáúåêòíûõ ñåòåé Ôàëüêà ñ âëîæåííûìè
ñåòÿìè Ïåòðè ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 6.4.

Â ðàáîòàõ Ê.-Ï. Íîåíäîðôà, Ä. Êèðèòñèñà è Ï. Êñèðóõàêè-
ñà [76, 77] ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñåòåé Õàìåëåîí (Chameleon sys-
tems), îñíîâàííûé íà îáúåêòíûõ ñåòÿõ Ð. Ôàëüêà. Íà äóãàõ ñè-
ñòåìíîé ñåòè â Õàìåëåîí-ñåòÿõ ìîãóò áûòü òîëüêî ïåðåìåííûå,
ïðè ýòîì íà íèõ íàêëàäûâàþòñÿ òå æå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è äëÿ
âëîæåííûõ ñåòåé: âñå ïåðåìåííûå íà âõîäíûõ äóãàõ êîíêðåòíîãî
ïåðåõîäà äîëæíû áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íû, è âñÿêàÿ ïåðåìåííàÿ,
ïðèïèñàííàÿ âûõîäíîé äóãå, äîëæíà òàêæå âñòðå÷àòüñÿ íà íåêî-
òîðîé âõîäíîé äóãå ýòîãî æå ïåðåõîäà. Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðåõîäîâ
ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî îäèí ïåðåõîä ïðè-
íàäëåæèò ñèñòåìíîé ñåòè, à äðóãîé � ñåòåâîé ôèøêå, íàõîäÿùåé-
ñÿ âî âõîäíîé ïîçèöèè ïåðâîãî ïåðåõîäà, ëèáî ñèíõðîíèçèðóþòñÿ
ïåðåõîäû â äâóõ ñåòåâûõ ôèøêàõ, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé è òîé æå
ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè.
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Ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì Õàìåëåîí-ñåòåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ñèñòåìíàÿ ñåòü ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àâòîìàò, êîòîðûé
ìîæåò ïåðåìåùàòü ñåòåâûå ôèøêè èç îäíîé ïîçèöèè â äðóãóþ.
Àâòîðû îòìå÷àþò, ÷òî áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà äîïóñêàåòñÿ êî-
ïèðîâàíèå, ñëèÿíèå è óíè÷òîæåíèå ñåòåâûõ ôèøåê, ïðèâîäèò ê
òðóäíîñòÿì ïðè îïðåäåëåíèè ñåìàíòèêè. Ïîÿâëåíèå íîâûõ ñåòå-
âûõ ôèøåê â ñèñòåìíîé ñåòè òàêæå íåâîçìîæíî â Õàìåëåîí-ñåòÿõ
ïî ïðè÷èíå îòñóòñòâèÿ êîíñòàíò íà âûõîäíûõ äóãàõ è ìåõàíèç-
ìà êîïèðîâàíèÿ. Äëÿ Õàìåëåîí-ñåòåé â ñèëó óêàçàííûõ îãðàíè-
÷åíèé âîçìîæíî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íà ìíîãîóðîâíåâûé ñëó-
÷àé. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî óðîâíåé â òàêèõ ñåòÿõ âñåãäà ôèêñèðî-
âàíî è îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé ñåòè, òàê ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå íå ïðèõîäèòñÿ ãîâîðèòü î ñåòÿõ ñ äèíàìè÷åñêîé àðõèòåê-
òóðîé.

Äðóãèì êëàññîì ñåòåé, îñíîâàííûì íà èäåÿõ Ð. Ôàëüêà, ÿâëÿ-
þòñÿ LLP-ñåòè (Linear Logic Petri nets) Á. Ôàðâåðà [33, 34]. Â ñåòÿõ
Ôàðâåðà ñèñòåìíàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ, à
ôèøêè ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëàìè Ëèíåéíîé ëîãèêè [44], îïèñûâà-
þùèìè ïîâåäåíèå îáúåêòîâ. Êàê èçâåñòíî, ñïåöèàëüíûé ïîäêëàññ
èíòóèöèîíèñòñêîé Ëèíåéíîé ëîãèêè çàäàåò ñåìàíòèêó ñåòåé Ïåò-
ðè. LLP-ñåòè òàêæå ìîãóò áûòü òðàíñëèðîâàíû â ôîðìóëû Ëè-
íåéíîé ëîãèêè. Â ýòîì ñìûñëå LLP-ñåòè ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà
ìíîãîóðîâíåâûé ñëó÷àé. Î ñâÿçè ñåòåé Ïåòðè è Ëèíåéíîé ëîãèêè
ñì. ðàçäåë 6.5 äàííîé êíèãè.

Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè, îïèñàííûå â äàííîé êíèãå, ïðåäñòàâ-
ëåíû â ðàáîòàõ [5, 7, 11, 12, 13, 14, 15, 37, 64, 65, 66, 67].
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