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Введение

Одной из проблем феноменологической теории
высокотемпературной теплопроводности твердых тел
является учет влияния процессов релаксации на
перенос тепла в условиях воздействия интенсивных
электронных или лазерных пучков. В последнее время
интерес к этой проблеме возрос в связи с переходом
в нано- и пикосекундный диапазоны длительности
импульсного воздействия и радиочастотный диа-
пазон следования импульсов [1-3].

Если пренебречь малыми временами электрон-
ионной релаксации [4], то в металлических кристаллах
можно выделить два экспериментально наблюдаемых
релаксационных процесса. Первый связан с конеч-
ным временем τd~D/ld

2 (D — коэффициент диффу-
зии, ld — расстояние между источниками (стоками)
термически активируемых дефектов) установления
равновесной концентрации nd

e термически акти-
вируемых дефектов (вакансий, активируемых

комплексов), второй — со временем τ образования и
рассасывания температурных флуктуаций. Так как
эти процессы удовлетворяют предельным соот-
ношениям τd>>τT и τ<<τT (τT∼ a/l2 — масштаб
гидродинамической шкалы, на которой протекает
тепловой процесс, l — геометрический размер
системы, a=λ/Cpρ — коэффициент температуро-
проводности), то способ их описания оказывается
различным.

В литературе подробно изучено влияние кине-
тики установления nd

e на величину высокотемпе-
ратурной теплоемкости Cp [5-7]. Было отмечено [8],
что при нагреве интенсивными периодическими
источниками тепла образец действует как фильтр,
выделяющий релаксационный процесс. В этом
случае диффузионная кинетика установления nd

e и
тепловой процесс протекают на крупномасштабной
(гидродинамической) временной шкале, а трудности
аналитического описания связаны лишь с линеари-
зацией исходной нелинейной краевой задачи.
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Другая ситуация возникает при учете инерции
среды путем введения в феноменологическое
описание процесса теплопроводности малого
времени τ, характеризующего эффект релаксации на
мелкомасштабной (флуктуационной) временной
шкале. Такое смешение двух временных шкал не
вполне соответствует известной процедуре вывода
уравнений дифференциального баланса [9], согласно
которой в масштабе гидродинамической шкалы
быстрые временные флуктуации усредняются и
исключаются из рассмотрения. Однако оно часто
используется при построении моделей, в которых при
переходе к гидродинамическому приближению
сохраняются члены, характеризующие мелкомас-
штабный процесс [10-13]. Очевидно, что если сущест-
вует инерция среды τ, то всегда в процессе теплового
процесса текущее значение температуры будет
отставать от значения, рассчитанного на гидродина-
мической шкале. Связь между двумя явлениями —
теплопроводностью и быстрым релаксационным
процессом с характерным временем τ — можно
установить, рассматривая их как единый флуктуа-
ционно-диссипативный процесс. Однако в твердых
телах переход к количественному описанию такого
процесса с использованием “первых принципов”
связан с известными трудностями [14].

В данной работе рассмотрена полуфеномено-
логическая модель, позволяющая упростить вывод
аналитических выражений, описывающих эволюцию
температурного поля к полю, описываемому
законом Фурье.

Влияние на теплопроводность процесса
релаксации термически активируемых дефектов
(τττττd>>τττττT)

Впервые процесс релаксации термически активи-
руемых дефектов был исследован путем измерения
высокотемпературной теплоемкости модуляцион-
ным методом [5], поэтому для простоты рассматри-
вается случай поверхностного нагрева в вакууме
пленок толщиной l периодическим тепловым
источником ( ) ( )02 Re exp .q t q i t= ω

Влияние кинетических свойств дефектов на
затухание температурных колебаний учитывается
введением в дифференциальное уравнение тепло-
вого баланса скорости изменения внутренней
энергии в единице объема ,f

d ddu E n∆ = ∆  где nd —
текущая концентрация дефектов, f

dE  — энергия
образования дефектов.

Рассматривается одномерное уравнение тепло-
проводности
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где ;f
d dEβ = ρ  Cl — решеточная составляющая

теплоемкости.
Известно [3,15], что при таком нагреве на больших

временах возникает квазистационарный тепловой
режим ( ) ( ) ( ), , ,T t x T x t x= + Θ  при котором темпе-
ратура осциллирует около среднего значения ( ).T x
Поскольку при квазистационарном тепловом режиме
изменение ( )T x  по глубине образца незначительно,
теплофизические характеристики материала можно
считать постоянными. Условие существования
установившегося квазистационарного режима имеет
вид

( )
0

0 : lim , 0.
t

t
t

x d
+∆

→
∃∆ > Θ τ τ =∫

В случае, если функция ( )T x  близка к линейной,
величиной T″(x) можно пренебречь, и тогда урав-
нение для осциллирующей составляющей квази-
стационарного теплового режима с учетом конеч-
ного времени релаксации термически активируемых
дефектов можно записать как

( )
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(1)

Адекватные эксперименту граничные условия
определяются в предположении, что основной
механизм потери тепла связан с излучением с
поверхности образца в вакуум
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При ,T T TΘ << ≈  и можно пренебречь вели-
чиной Θ/T и ее степенями. В результате краевые
условия для функции Θ(t,x) линеаризуются
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где q(t) и q  — текущий и средний интегральный за
период тепловой поток соответственно; T0 — тем-
пература стенок камеры; σ — коэффициент Стефана-
Больцмана; ε — степень черноты; ( )34 0Tα = σε  —
линеаризованный коэффициент тепловых потерь.

В приближении “времени релаксации” урав-
нение кинетики установления равновесной кон-
центрации дефектов имеет вид

( ) ( )
,

e
d dd

d

n nn
t

−∂ ∆
= −

∂ τ
(3)

где e e
d dn n= +ϕΘ  — равновесная концентрация де-

фектов при температуре T(t,x); ( )0 exp fe
d dn n E kT= −

— равновесная концентрация дефектов при тем-
пературе ( );T x  ( )0 exp m

dE kTτ = τ  — время релак-
сации; f

dE  — энергия миграции дефектов; dn∆ =

( );e
d dn n= − 2 .fe

d dn E kTϕ =
С использованием интегрального преобразо-

вания Лапласа решение системы (1)-(3) при нулевых
начальных условиях Θ(0,x)=0, ∆nd(0,x)=0 можно
представить в виде контурного интеграла

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

1
, , exp ,
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p i
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t x q p H p x pt dp
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+ ∞−
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αΘ =
π ∫   (4)

где ( ) ( ) ( ), , / ;H p x A p x p= ∆

( ) ( ) ( ) ( ), ch 1 sh 1 ;A p x h p x l x l= − β + − β      
( ) ( )22 ch 1 sh ;p h h∆ = β+ + β  ( ) ( )1 / ;h p p a p−= α λ

( ) ( )/ ;p l p a pβ =  ( ) ( )/ 1 / 1 ;e
l d la p a C C p = + + τ 

( ) ( )0 / .q p q p i= ± ω
Согласно теории вычетов, основной вклад в

интеграл дают точки p±iω. Следовательно, решение
задачи (1)-(3) имеет вид

( ) ( ) ( )02
, Re , exp ,

qt x H i x i tΘ = ω ω  α
(5)

где коэффициент температуропроводности ( )a iω =
( )/ 1 / 1e

l d l da C C i = + + ωτ   оказывается комплекс-
ной величиной.

Величина a(iω) принимает действительные
значения al при высокой частоте колебаний темпе-
ратуры ωτd>>1, когда не успевает установиться равно-
весная концентрация дефектов e

dn , и в квазиравно-
весных условиях ( )/ d

l pa C C= λ ρ +  на низких часто-
тах ωτd<<1. Поэтому анализ влияния процесса релак-
сации на теплопроводность удобно проводить с
использованием коэффициента затухания колебаний
температуры ( )1 2 1/ ,a a aδ= Θ − Θ Θ  где ( )1 max ,0 ,a tΘ = Θ
а ( )2 max , .a t lΘ = Θ  Анализ соотношения (5) показы-
вает, что параметром, чувствительным к изменению
времени релаксации, является не сам коэффициент
затухания δ, а его производная по времени релаксации

/ .dτ′δ = −∂δ ∂τ  Очевидно, что если релаксационный
эффект отсутствует, то 0τ′δ =  во всем диапазоне
изменения значений (ω,l).

Зависимость ( ),d lτ′δ τ  в области существования
релаксационного эффекта показана на рис.1. Расчет
проводился для молибдена при 2000 KT = при
величине равновесного вклада дефектов в тепло-
емкость 0,1/e

d lC C =  и частоте колебаний ω=1 МГц.
Величина τd считалась независимой переменной. Как
видно, зависимость ( ),d lτ′δ τ  носит экстремальный
характер, причем max τ′δ  достигается при ωτd≈1 в
диапазоне толщин образца l≈5-15 мкм.

Влияние на теплопроводность инерции среды
(τττττ<<τττττT)

При выводе соотношений (1), (3) предполагалось,
что дефекты образуют подсистему, слабо связанную
с кристаллом, так что ее релаксационные свойства
можно рассчитывать независимо. Более сложная
ситуация возникает при учете релаксационных
свойств самого кристалла (инерции среды).

Рис.1. Изменение производной коэффициента затухания
δτ′=–∂δ/∂τ колебательной составляющей темпера-
турного поля в зависимости от времени релаксации
дефектов τd и толщины l образца молибдена при
средней температуре образца 2000 K.
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Считается [10-13], что в этом случае тепловые
процессы под действием интенсивных потоков
энергии могут быть описаны релаксационным
выражением для потока [16,17]

xq q T ′τ + = −λ (6)
и связанным с ним уравнением теплопроводности
гиперболического типа

0,LT = (7)

где оператор 
2 2

2 2 ,L a
tt x

∂ ∂ ∂= τ + −
∂∂ ∂

 ( ), .T T t x=

Подобное уравнение и его модификации подроб-
но рассмотрены в [10-13,18-26]. В нашем случае
важно отметить, что закон сохранения тепла, который
определяет характер возможных решений, в этом
уравнении отсутствует. Действительно, после
преобразования Фурье по переменной x ур-е (7)
принимает вид

( )

2
2

2 0,

, ,

d d a T
dtdt

T T t

 
τ + − ς =   
= ς

откуда при ς=0 следует, что интегральное количество
тепла Q, поглощенного образцом, равно

( ) ( ),0 ,T t T t x dx
+∞

−∞

= =∫

( ) ( )0 0 exp
p

t QT T
C

− +
 = + − = τ ρ 

(8)

и 0,Q ≠  то есть закон сохранения ( 0)Q =  не
выполняется. Отсюда следует, что решению ур-я (7)
нельзя придать вероятностный смысл и нормировать
его на константу. Известная вероятностная интер-
претация такого решения [27] описывает только
инвариантную во времени часть Фурье-образа
решения ( )0 ,T −  которая удовлетворяет условию
нормировки. Однако так как обе части решения
ограничены и ведут себя одинаково при t→∞, то
устранить по физическим соображениям из рас-
смотрения решение ( ) ( )0 exp / ,T t+ − τ  которое
приводит к потере закона сохранения, не пред-
ставляется возможным.

Отсутствие закона сохранения приводит к тому,
что предельный переход к классическому случаю при
τ→0 отсутствует. Действительно, ур-ие (7) допускает
факторизацию, то есть представление оператора L  в
виде произведения двух дифференциальных выра-
жений

,L L L
t x t x

− +
      ∂ ∂ ∂ ∂= − −      ∂ ∂ ∂ ∂      

(9)

где  ( ) ( )2 ;L x h x ∂ ∂ = −Γ + ∂ ∂  
I I∓ ∓  2 ;h a= τ

Γ=1/2τ ; I — единичный оператор.
Предельный переход при τ→0 к классическому

случаю, то есть к описанию теплового процесса на
крупномасштабной шкале с конечной скоростью
переноса 0 / ,V a= τ  возможен только в уравнении
для ( ),T t x−

0.L T
t x

− −
 ∂ ∂  − =  ∂ ∂  

(10)

Решение этого уравнения, записанное через
функцию Бесселя, приводится в большинстве работ.
Однако, как видно из асимптотики решения

( ) ( ), 2 / exp ,T t x r r− ∝ π −  ( ) ( )2 2/ ,r t x h= Γ −
оно описывает тепловой процесс на нехарактерных
для гидродинамической шкалы прямолинейных
траекториях x=Vt, V∈ ]0,V0[, поэтому для нахождения
наблюдаемого экспериментально отклонения от
закона Фурье, то есть от траекторий ( ),x o t=  его
удобнее представить в виде

2 4
2

2 4 0.a a T
t x x −

 ∂ ∂ ∂− + τ + =  ∂ ∂ ∂ 
… (11)

Тогда влияние инерции среды будет определяться
количеством членов ряда, использованных в разло-
жении оператора ( )/ .L x− ∂ ∂

Из второго уравнения для ( ),T t x+

2

2
1 0a T

t x +
 ∂ ∂+ + − =  ∂ τ ∂ 

… (12)

видно, что оно описывает быстрый релаксационный
процесс с характерным временем τ, протекающий
на мелкомасштабной временной шкале. Отметим, что
релаксационное выражение для теплового потока и
уравнение непрерывности представляют собой
систему

1 0 0
0 0 1 0 ,

p

q q q
u T Tt x

du C dT

 − τ −λ τ        ∂ ∂= +         −∂ ∂        
 = ρ

(13)

компоненты решения которой имеют вид ( ),T T t x−=
и ( ),q T t x+∝  (с точностью до размерного мно-
жителя). Таким образом, в системе закон сохранения
тепла выполняется, однако определенный с помощью
выражения (6) поток q на гидродинамической шкале
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t>>τ становится равным нулю независимо от интен-
сивности внешнего теплового источника. Дефект
уравнений (6), (7) и системы (13) связан с невозмож-
ностью одновременного использования для описания
теплового процесса крупномасштабной и мелко-
масштабной временных шкал. Само уравнение
непрерывности, как закон сохранения, выдерживает
отнюдь не любую зависимость потока от времени.

Известный способ устранения этих трудностей
состоит в переходе от уравнения второго порядка к
кинетическому уравнению первого порядка с
матричными коэффициентами для двухкомпо-
нентной вектор-функции n

,
t x

∂ ∂+ =
∂ ∂
n V Γn (14)

где 
1 1

,
1 1
− = Γ  − 

Γ  0
1 0

,
0 1

V
− 

=  
 

V  
( )
( )

1

2

,
,

,
n t x
n t x

 
=  

 
n

t≥0.
В этом уравнении матричный оператор скорости

V имеет собственные значения V0=±(a/τ)1/2. В силу
инвариантности ур-я (14) относительно группы
линейных ортогональных преобразований, это
предельная скорость изменения пространственных
неоднородностей в системе. Матрица ΓΓΓΓΓ источника
ΓΓΓΓΓn обеспечивает выполнение закона сохранения в
уравнении

( ) ( )1 2, , 1.n t x n t x dx
∞

−∞

+ =  ∫
Из уравнения первого порядка для вектор-

функции n следует уравнение второго порядка для
ее компонент n1 и n2

1,2 0,Ln =

где оператор 
2 2

2 2Sp Det .L
tt x

∂ ∂ ∂= − + −
∂∂ ∂

Γ V  Из его

сравнения с (7) следует, что

( ) 1Sp ,−τ = − Γ

Det .
Sp

a = V
Γ

Уравнение (14) описывает быструю кинетику
установления равновесия на мелкомасштабной
временной шкале с характерным временем τ. Для
перехода к описанию теплового процесса на
крупномасштабной временной шкале его следует
записать в виде системы уравнений первого порядка
с двумя базисными состояниями

,

.

t

x

∂ =
∂

∂= −
∂

n Hn

H Γ V
(15)

Согласно [28], это уравнение описывает тепловой
процесс в суперпозиционном (виртуальном) сос-
тоянии 1 21 2 ,n n= +n  где n1,2(t,x) имеют смысл
плотности вероятности нахождения системы в
различных состояниях. Недиагональные элементы
матричного оператора H описывают перенос тепла
между состояниями.

Для перехода к наблюдаемым (стационарным)
состояниям необходимо выполнить каноническое
преобразование оператора 1,−=H ULU где =H

/ ,x= − ∂ ∂Γ V  U — унитарная матрица. В результате,
для стационарных состояний I IIst n n− += +n
можно записать

( )
( )

,

,
,

,

0
,

0

st
st

st

t
n t x
n t x

L

L

−

+

−

+

∂
=

∂
 

=  
 

 
 =   

n Ln

n

L

(15)

где nst=U–1n, а операторы L∓  заданы равенством (9).
Связь компонентов вектор-функции nst с температу-
рой определяется равенством ( ), / .pT t x Q C n = ρ ∓ ∓

В ур-и (15) части решения ( ),T t x∓  относятся к
разным стационарным состояниям, вследствие чего
решение ( ),T t x+  не входит в закон сохранения.
Действительно, Фурье-образ решения n(t,ς) при ς=0
имеет вид

( ) ( ) 0,0 expt t= =n Γ n

( )( ) ( ) 01
0exp exp ,stt t−= =Q R Q n Q R n

где 0n  — значение вектор-функции ( ), 0tn  при t=0;0 1
0st

−=n Q n  — Фурье-образ начальных условий для
стационарных состояний; Q и Q–1 — прямая и
обратная матрица собственных векторов соответ-
ственно; R — диагональная форма матрицы Г.

Отсюда можно выразить вектор-функцию ( ), 0tn
через вероятности 

0
n∓  нахождения системы в

стационарных базисных состояниях I  и II

( ) ( )
( )

( )
( )

0 0
1

0 0
2

,0 / 2 exp /
,0 .

,0 / 2 exp /

n t n n t
t

n t n n t

− +

− +

   + − τ  = =     − − τ   
n
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Переходя к размерным величинам ( ),0t =Τ

( ) ( )/ , 0pQ C t = ρ  n  и используя равенство ( ), 0t =T

( ), ,t x dx
∞

−∞

= ∫ T получаем

( ) ( )1 2, ,
p

Q T t x T t x dx
C

∞

−∞

= + =  ρ ∫

( ), ,T t x dx
∞

−
−∞

= ∫ (16)

0.Q =
Зависимость скорости переноса тепла V от

градиента температуры определяется через термоди-
намическое представление (14). Как и в классическом
случае, оно может быть получено заменой dn=Tds и
переходом к уравнению непрерывности для вектор-
функции s(t,x)

( )1 ,xt T T− ′′ + =s V s σs
где Tσσσσσ=(ΓΓΓΓΓ+XxV), Xx=(lnT–1)′x — термодинамическая
(тепловая) сила.

Преобразование Фурье по переменной x дает
уравнение с двумя базисными состояниями для
интегрального изменения вектор-функции s(t,x)

( )
( )

0

0

1

2

,

,

,

x

x

X V
T

X V

S t

S t

=
−Γ − Γ 

=  Γ −Γ + 
 

=    

S σS

σ

S

где ( ) ( ) ( ) ( )
0

,0 , exp .S t s t s t x ix dx
∞

−∞ ς=

= = ς∫
Как видно, оператор σσσσσ с точностью до размер-

ного множителя можно рассматривать как энтропий-
ный источник системы, находящейся в суперпози-
ционном состоянии 1 21 2 .S S= +S  Для перехода
к стационарным состояниям I IIst S S− += +S
необходимо выполнить каноническое преобразова-
ние оператора σσσσσ=UΩΩΩΩΩU–1, где U — унитарная матрица:

,st st=S ΩS

( ) ( )
( )
0

,
0

x
x

x

X
T X

X
+

−

 Ω 
=  Ω 

Ω

( )
( )

1 ,st
S t

S t
+ −

−

 
= =   

S U S

где ( )2Ω 1 1 xhX±
 = Γ − ± +  

 — собственные зна-

чения оператора Tσσσσσ.
В силу закона сохранения (16), наблюдаемым

является только состояние I , для которого величина
источника Ω+(Xx) принимает неотрицательные
значения. Используя соотношение V=dΩ+/dXx,
скорость переноса тепла на прямолинейных траек-
ториях можно выразить через тепловую силу
(градиент температуры)

( )
0 2

.
1

x

x

hXV V
hX

 
 =  +  

(17)

Отсюда следует, что при Xx→∞ (больших градиентах
температуры) скорость переноса тепла ограничена
и стремится к предельному значению V=V0. Оценить
отклонение величины теплового потока q=uV
(u=CpρT — плотность тепловой энергии) от значения,
полученного в гидродинамическом приближении,
можно по соотношению

( )21 0,5 ,g xq q h X = − + … (18)
которое при Xx→0 (малых градиентах температуры)
совпадает с величиной теплового потока qg для
классического случая. Соотношения (11), (18)
описывают процесс теплопроводности с учетом
поправок, возникающих за счет инерции среды. Так
как предельная скорость переноса тепла в кристаллах
не может превышать скорость звука, из оценки
приближения к классическому описанию можно
получить значения теплового потока q≈109 Вт/см2 и
длительности импульса tи≈10–10 с, при которых уже
необходимо учитывать эффект инерции среды.

Выводы

1. Учет времени релаксации термически активи-
руемых дефектов τd вводит в описание процесса
переноса тепла комплексный, коэффициент тепло-
проводности, зависящий от τd. Влияние процесса
релаксации на теплопроводность наиболее сильно
проявляется в области частот колебаний температуры
ωτd≈1.

2. Предложено уравнению теплопроводности
первого порядка, удовлетворяющее закону сохра-
нения тепла при учете релаксационных свойств
кристалла (инерции среды). Существование пре-
дельной скорости переноса тепла V0 обусловлено
инвариантностью уравнения относительно группы
линейных ортогональных преобразований. Найдены
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поправки, позволяющие рассчитать влияние инерции
среды на тепловые процессы.
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