
òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà (1), (2) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1]
ïðè m ≤ n − l ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì

÷èñëà
n∑

i=l+1

[m− 1− κi]+.

Òåîðåìà òî÷íà â ñëåäóþùåì ñìûñëå. B [1, ñ. 58�62] ñôîðìóëèðîâàíà
òåîðåìà îá (n − l + 1)-êðàòíîé íåïîëíîòå ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïó÷êà âèäà (1), (2), êðàåâûå óñëîâèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ïîëóðàñïàäàþùèìèñÿ è íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà λ. Íî äîêàçàòåëüñòâî
ýòîé òåîðåìû, ïî ìíåíèþ àâòîðà, íàñòîÿùåé ñòàòüè íåäîñòàòî÷íî
óáåäèòåëüíî. Â [2] ïðè l = n − 1 è m = n − l + 1(= 2) ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîðíè {ωj}n1 , ïðè êîòîðûõ ñèñòåìû êîðíåâûõ
ôóíêöèé ïó÷êîâ âèäà (1), (2) m-êðàòíî íåïîëíû â L2[0, 1] è èìåþò
áåñêîíå÷íûé äåôåêò.

Â ñëó÷àå l = 1 èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì (n − 1)-êðàòíóþ ïîëíîòó
êîðíåâûõ ôóíêöèé â L2[0, 1]. ×òî æå êàñàåòñÿ n-êðàòíîé ïîëíîòû, òî
ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), l = 1 è a11 6= 0, òî
ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà (1), (2) n-êðàòíî íåïîëíà â L2[0, 1] ñ
áåñêîíå÷íûì äåôåêòîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10-
01-00270) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1).
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ÄËß ÊÎÀËÈÖÈÉ Â ÈÃÐÅ

Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈßÌÈ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß

Âîïðîñ î ñîõðàíåíèè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè ïåðåõîäå îò
îäíîé èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ ê äðóãîé ñ ïîìîùüþ
ãîìîìîðôèçìà áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [1]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
èçó÷àåòñÿ ïåðåõîä ê êîîïåðàòèâíîìó àñïåêòó èãðû, êîòîðûé ñâÿçàí
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ñ îáðàçîâàíèåì â èãðå êîàëèöèé èãðîêîâ. Ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè äëÿ èãð òàêîãî òèïà è óñëîâèÿ ñâÿçè
ìåæäó îïòèìàëüíûìè êîîïåðàòèâíûìè ðåøåíèÿìè èãð, íàõîäÿùèõñÿ â
îòíîøåíèè ãîìîìîðôíîñòè.

Äëÿ èãðû èãðîêîâ N = {1, . . . , n} ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ
G = 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 ïîä êîàëèöèåé ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî T ⊆ N . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé
êîàëèöèè T â âèäå

XT =
∏
i∈T

Xi.

Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ êîàëèöèè T ñòðîèòñÿ èç îòíîøåíèé
ïðåäïî÷òåíèÿ âõîäÿùèõ â íåå ÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî
òðåáîâàíèÿ äëÿ ïðåäïî÷òåíèÿ êîàëèöèè ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå

a1

ρT

. a2 ⇒ (∀i ∈ T ) a1

ρT

. a2. (1)

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè òèïà îïðåäåëåíèÿ
ïðåäïî÷òåíèÿ êîàëèöèé, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (1).

1. Ïàðåòî-ñîãëàñîâàíèå ïðåäïî÷òåíèé èãðîêîâ

a1

ρT

. a2 ⇔ (∀i ∈ T ) a1

ρi

. a2.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ýòîì ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü îòíîøåíèÿ
ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿ êîàëèöèè T èìååò âèä

a1
ρT∼ a2 ⇔ (∀i ∈ T ) a1

ρi∼ a2,

à ñòðîãàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíà ðàâíîñèëüíîñòüþ:

a1

ρT
< a2 ⇔

(∀i ∈ T ) a1

ρi

. a2,

(∃j ∈ T ) a1

ρj
< a2.

2. Ìîäèôèöèðîâàííîå ïàðåòî-ñîãëàñîâàíèå ïðåäïî÷òåíèé
Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîãàÿ ÷àñòü èìååò âèä

a1

ρT
< a2 ⇔ (∀i ∈ T ) a1

ρi
< a2,

à ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü

a1
ρT∼ a2 ⇔ (∀i ∈ T ) a1

ρi∼ a2.
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3. Ïðàâèëî áîëüøèíñòâà

a1

ρT
< a2 ⇔

∣∣∣{i ∈ T : a1

ρi
< a2

}∣∣∣ > ∣∣∣∣T2
∣∣∣∣ .

Ïðèìåð. Ïóñòü â èãðå G òðåõ èãðîêîâ ìíîæåñòâî èñõîäîâ A =
= {a, b, c, d}. Îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿ êàæäîãî èãðîêà çàäàíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ1 : a
ρ1

< b, b
ρ1∼ c, c

ρ1∼ d,

ρ2 : a
ρ2∼ b, b

ρ2∼ c, c
ρ2

< d,

ρ3 : a
ρ3

< c, b
ρ3∼ c, a

ρ3

< d.

Òîãäà ïàðåòî-ñîãëàñîâàíèå ïðåäïî÷òåíèé äëÿ êîàëèöèè T = {1, 2} èìååò
âèä

ρT : a
ρT

. b, b
ρT

. c, c
ρT

. d,

ïðè÷åì ñòðîãàÿ ÷àñòü åñòü a
ρT
< b, c

ρT
< d, à ñèììåòðè÷íàÿ � b

ρT∼ c.
Ìîäèôèöèðîâàííîå ïàðåòî-ñîãëàñîâàíèå ïðåäïî÷òåíèé äëÿ êîàëèöèè

T = {1, 2} èìååò âèä: ñòðîãàÿ ÷àñòü åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷-
íàÿ ÷àñòü b

ρT∼ c.
Äëÿ êîàëèöèè, ñîñòîÿùåé èç âñåõ èãðîêîâ, ò.å. äëÿ T = {1, 2, 3},

ïàðåòî-ñîãëàñîâàíèå ïðåäïî÷òåíèé åñòü b
ρT∼ c.

Ïî ïðàâèëó áîëüøèíñòâà îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿ T = {1, 2, 3}
ïðèìåò âèä

a
ρT

. b, b
ρT∼ c, c

ρT

. d.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü {T1, . . . , Tm} � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N .
Òîãäà íàáîð ñòðàòåãèé ýòèõ êîàëèöèé (xT1

, . . . , xTm) îïðåäåëÿåò
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñèòóàöèþ x ∈ X â èãðå G. Ñèòóàöèÿ x

õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî ïðîåêöèÿ ñèòóàöèè x íà Tk (k =
= 1, . . . ,m) ñîâïàäàåò ñ xTk. Ïîýòîìó ìîæíî äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ

ðåàëèçàöèè ïðàâèëîì: F (xT1
, . . . , xTm)

df
= F (x). Â ÷àñòíîñòè, åñëè T �

ôèêñèðîâàííàÿ êîàëèöèÿ, òî îïðåäåëåí èñõîä F
(
xT , xN/T

)
.

Ãîìîìîðôèçì îäíîé èãðû â äðóãóþ åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ñòðàòåãèé êîàëèöèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êîîïåðàòèâíûå ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè
äëÿ èãðû G: ïðèíöèï K-ðàâíîâåñèÿ è ïðèíöèï K-äîïóñòèìîñòè.

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî êîàëèöèé, K ⊆ 2N .
Îïðåäåëåíèå 1. Ñòðàòåãèÿ x0

T ∈ XT íàçûâàåòñÿ âîçðàæåíèåì
êîàëèöèè T íà èñõîä a, åñëè äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè äîïîëíèòåëüíîé

êîàëèöèè xN/T ∈ XN/T âûïîëíÿåòñÿ F
(
x0
T , xN/T

) ρT
> a.
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Èñõîä a íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ êîàëèöèè T , åñëè ó íåå íå
ñóùåñòâóåò âîçðàæåíèé íà ýòîò èñõîä. Èñõîä a íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì
äëÿ ñåìåéñòâà êîàëèöèé K ⊆ 2N (êîðî÷å, K-äîïóñòèìûì), åñëè îí
äîïóñòèì äëÿ âñåõ êîàëèöèé ýòîãî ñåìåéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñòðàòåãèÿ x0
T ∈ XT íàçûâàåòñÿ âîçðàæåíèåì

êîàëèöèè T íà ñèòóàöèþ x∗ ∈ X, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âîçðàæåíèåì íà
èñõîä F (x∗).

Îïðåäåëåíèå 3. Ñòðàòåãèÿ x0
T ∈ XT íàçûâàåòñÿ îïðîâåðæåíèåì

ñèòóàöèè x ∈ X ñî ñòîðîíû êîàëèöèè T , åñëè F
(
x0
T , xN/T

) ρT
> F (x).

Cèòóàöèÿ
(
x0
i

)
i∈N = x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé K-ðàâíîâåñèÿ,

åñëè ó ëþáîé êîàëèöèè T ∈ K íå ñóùåñòâóåò îïðîâåðæåíèé ýòîé
ñèòóàöèè.

Ñèòóàöèÿ K-ðàâíîâåñèÿ äëÿ âñåõ îäíîýëåìåíòíûõ êîàëèöèé åñòü
â òî÷íîñòè ñèòóàöèÿ îáùåãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå G [1]. Ñèòóàöèÿ K-
ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîàëèöèè âñåõ èãðîêîâ åñòü â òî÷íîñòè îïòèìàëüíàÿ,
ïî Ïàðåòî, ñèòóàöèÿ.

Ïóñòü, êðîìå èãðû G, çàäàíà åùå îäíà èãðà ñ îòíîøåíèÿìè
ïðåäïî÷òåíèÿ òåõ æå èãðîêîâ Γ = 〈(Ui)i∈N , B, (σi)i∈N , Φ〉 è ïóñòü
f = (ϕ1, . . . , ϕn, ψ) � ãîìîìîðôèçì èç èãðû G â èãðó Γ. Èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Åñëè â êà÷åñòâå ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ
èãð G è Γ ðàññìàòðèâàòü ïðèíöèï K-äîïóñòèìîñòè ïðè ïàðåòî-
ñîãëàñîâàíèè ïðåäïî÷òåíèé, òî ñòðîãèé ãîìîìîðôèçì [2] ¾íà¿ áóäåò
êîíòðàâàðèàíòíûì.

Òåîðåìà 2. Åñëè â êà÷åñòâå ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ
èãð G è Γ ðàññìàòðèâàòü ïðèíöèï K-äîïóñòèìîñòè ïðè ïàðåòî-
ñîãëàñîâàíèè ïðåäïî÷òåíèé, òî ðåãóëÿðíûé ãîìîìîðôèçì ¾íà¿ áóäåò
êîâàðèàíòíûì.

Òåîðåìà 3. Åñëè â êà÷åñòâå ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ èãð
G è Γ ðàññìàòðèâàòü ïðèíöèï K-ðàâíîâåñèÿ ïðè ìîäèôèöèðîâàííîì
ïàðåòî-ñîãëàñîâàíèè, òî ñòðîãèé ãîìîìîðôèçì ¾íà¿ áóäåò
êîíòðàâàðèàíòíûì.

Òåîðåìà 4. Åñëè â êà÷åñòâå ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ èãð
G è Γ ðàññìàòðèâàòü ïðèíöèï K-ðàâíîâåñèÿ ïðè ìîäèôèöèðîâàííîì
ïàðåòî-ñîãëàñîâàíèè, òî ðåãóëÿðíûé ãîìîìîðôèçì ¾íà¿ áóäåò
êîâàðèàíòíûì.
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ÎÖÅÍÊÀ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÔÎÐÌÎÑÎÕÐÀÍßÞÙÅÃÎ
ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÀ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Íàéäåíà îöåíêà ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíîãî ïîïåðå÷íèêà îäíîãî
êëàññà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü Ck[0, 1], k > 0, åñòü ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ
è k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà [0, 1], Di

îçíà÷àåò îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ i-ãî ïîðÿäêà, σ = (σi)i>0 �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ σi ∈ {−1, 0, 1} è h, k � äâà öåëûõ ÷èñëà òàêèõ,
÷òî 0 6 h < k è σh · σk 6= 0.

Ñëåäóÿ [1], â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíóñà ôóíêöèé Ch,k(σ),
ïðîèçâîäíûå íåêîòîðûõ ïîðÿäêîâ êîòîðûõ èìåþò ôèêñèðîâàííûé çíàê
íà [0, 1]:

Ch,k(σ) := {f ∈ Ck[0, 1] : σi ·Dif > 0, i = h, . . . , k}.

Îáîçíà÷èì σ[r] = (σ
[r]
i )ki=0, σ

[r]
r = σr è σ

[r]
i = 0, åñëè i 6= r.

Îáîçíà÷èì Πk ïîäïðîñòðàíñòâî C[0, 1], ïîðîæäåííîå ñèñòåìîé
ôóíêöèé {e0, e1, . . . , ek}, ãäå ei(t) = ti, Pk = {p ∈ Πk : ‖Dkp‖C[0,1] ≤ 1}.

Ïóñòü V åñòü íåêîòîðûé êîíóñ â C[0, 1]. Îïðåäåëèì ëèíåéíûé
îòíîñèòåëüíûé n-ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà A ⊂ Ck[0, 1] â C[0, 1] äëÿ Dr

ñ îãðàíè÷åíèåì V ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δrn(A, V )C[0,1] := inf
Ln(V )

sup
f∈A

‖Drf −DrLnf‖C[0,1],

ãäå Ln(V ) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Ln : Ck[0, 1] →
→ Cr[0, 1] êîíå÷íîãî ðàíãà ≤ n òàêèõ, ÷òî Ln(V ) ⊂ V .

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íàõîäèòñÿ ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíûé n-
ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà Pk â C[0, 1] äëÿ Dr ñ îãðàíè÷åíèåì Ch,k(σ).

Òåîðåìà. Ïóñòü Ch,k(σ) � êîíóñ òàêîé, ÷òî Γ = {i : h 6 i <

< k, σi 6= 0, σi+1 = 0, σi · σi+2 6= −1} 6= ∅ è ïóñòü r ∈ Γ. Òîãäà

δrn (Pk, Ch,k(σ))C[0,1] �
1

nk−r
.
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