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ÓÄÊ 512.734 Àñêîëüäó �åîðãèåâè÷ó Õîâàíñêîìó ê 65-ëåòèþ,ñ áëàãîäàðíîñòüþ è âîñõèùåíèåìÈñ÷èñëåíèå Øóáåðòàè ìíîãîãðàííèêè �åëü�àíäà�ÖåòëèíàÂ.À. Êèðè÷åíêî, Å.Þ. Ñìèðíîâ, Â.À. ÒèìîðèíÌû îïèñûâàåì íîâûé ïîäõîä ê èñ÷èñëåíèþØóáåðòà íà ìíîãîîáðàçèÿõïîëíûõ �ëàãîâ, èñïîëüçóÿ ìíîãî÷ëåí îáúåìà, ñâÿçàííûé ñ ìíîãîãðàííè-êàìè �åëü�àíäà�Öåòëèíà. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâåäå-íèÿ (ïåðåñå÷åíèÿ) öèêëîâ Øóáåðòà, ïåðåñåêàÿ ãðàíè ìíîãîãðàííèêà.Áèáëèîãðà�èÿ: 23 íàçâàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîîáðàçèå �ëàãîâ, èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà, ìíî-ãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà, ìíîãî÷ëåí îáúåìà.Ñîäåðæàíèå1. Ââåäåíèå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 901.1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 901.2. Èñòîðèÿ èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 932. Êîëüöî ìíîãîãðàííèêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 942.1. Êîëüöà, ñâÿçàííûå ñ ìíîãî÷ëåíàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 942.2. Ìíîãî÷ëåí îáúåìà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 962.3. Ñòðóêòóðà êîëåö ìíîãîãðàííèêîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 982.4. Ïðèìåð: ìíîãîãðàííèêè �åëü�àíäà�Öåòëèíà â R3 . . . . . . . . . . . . . . . 1003. Ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà è åãî êîëüöî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1033.1. Ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1033.2. �ðàíè è äèàãðàììû ãðàíåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1043.3. Êîãàíîâñêèå ãðàíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1054. Öèêëû Øóáåðòà è ãðàíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1074.1. Öèêëû Øóáåðòà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1074.2. Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1074.3. Ïðåäñòàâëåíèå öèêëîâ Øóáåðòà ïðè ïîìîùè ãðàíåé . . . . . . . . . . . . 108�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíò � 10-01-00540-a), Ëàáîðàòîðèåé àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-ìåòðèè ÍÈÓ ÂØÝ (ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà �Ô äîã. � 11.G34.31.0023), Ôåäåðàëüíûì àãåíò-ñòâîì ïî íàóêå è èííîâàöèÿì (ãðàíò � 02.740.11.0608), �îíäîì Ñàéìîíñà (Å.Ñ., Â.Ò.), �îí-äîì �Äèíàñòèÿ� (Â.Ê.), ñòèïåíäèåé Äåëèíÿ (Â.Ò.), ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà �Ô ÌÊ-2790.2011.1(Â.Ò.), ãðàíòàìè �ÔÔÈ � 11-01-00289-a, 12-01-00944 (Å.Ñ.), 11-01-00654-a (Â.Ò.), ãðàíòàìè�ÔÔÈ�CNRS � 10-01-93110-a (Â.Ê.), 10-01-93111-a (Å.Ñ.). Â äàííîé íàó÷íîé ðàáîòå èñ-ïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòîâ � 11-01-0152 è 11-01-0159,ðåàëèçîâàííûõ â ðàìêàõ Ïðîãðàììû �Íàó÷íûé �îíä ÍÈÓ ÂØÝ� â 2012�2013 ãã.
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90 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍ5. Õàðàêòåðû Äåìàçþðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1105.1. Õàðàêòåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1105.2. Ñòåïåíè ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.3. Ôîðìóëà Äåìàçþðà äëÿ õàðàêòåðà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1145.4. Çåðêàëüíûé ìèòîç. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1156. Ìèòîç íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1166.1. Ïàðàëëåëåïèïåäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1176.2. Êîìáèíàòîðèêà ïàðàëëåëåïèïåäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1196.3. Äèàãðàììû ñëîÿ, ëåñòíè÷íûå äâèæåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî êëþ-÷åâîé ëåììû 5.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123Ñïèñîê ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1271. Ââåäåíèå1.1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â ýòîé ñòàòüå ìû èññëåäóåì ñâÿçü ìåæäó èñ-÷èñëåíèåì Øóáåðòà è ìíîãî÷ëåíîì îáúåìà íà ïðîñòðàíñòâàõ âûïóêëûõ ìíîãî-ãðàííèêîâ. Ìû ïðèâîäèì ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëîâ Øóáåðòà íà ìíî-ãîîáðàçèè ïîëíûõ �ëàãîâ ÷åðåç ñóììû ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåò-ëèíà. Íàøà ðàáîòà ìîòèâèðîâàíà áîãàòûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó àëãåáðà-è÷åñêîé ãåîìåòðèåé è âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè, ïåðâîíà÷àëüíî èññëåäî-âàííûì äëÿ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è íåäàâíî ïåðåíåñåííûì â áîëåå îáùèéêîíòåêñò [10℄.Îäèí èç íàøèõ ãëàâíûõ èíñòðóìåíòîâ � ýòî êîíñòðóêöèÿ èç [22℄, êîòîðàÿñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âûïóêëîìó ìíîãîãðàííèêó P � Rd ãðàäóèðî-âàííîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî RP (îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîãîãðàííèêà),îáëàäàþùåå äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå (ñì. [23℄ èëè ðàçäåë 2). Äëÿ öåëî÷èñ-ëåííî ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P (ïðîñòîòà îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé âåðøèíåñõîäÿòñÿ â òî÷íîñòè d = dim(P ) ðåáåð, à öåëî÷èñëåííàÿ ïðîñòîòà îçíà÷àåò,÷òî ïðèìèòèâíûå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû, ïàðàëëåëüíûå ðåáðàì, ïîðîæäà-þò ðåøåòêó Zd) êîëüöî RP èçîìîð�íî êîëüöó ×æîó ñîîòâåòñòâóþùåãî òî-ðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ XP [22℄. �ðàíè ìíîãîãðàííèêà P îòîæäåñòâëÿþòñÿñ íåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà RP , êîòîðûå ïîðîæäàþò RP êàê ãðóïïó ïîñëîæåíèþ. Åñëè [F ℄ � ýòî ýëåìåíò êîëüöà RP , ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàíè F , òî[F ℄ � [G℄ = [F \ G℄ â RP , ïðè óñëîâèè, ÷òî F è G òðàíñâåðñàëüíû. Îòäåëüíûåãðàíè ìíîãîãðàííèêà P ïðåäñòàâëÿþò öèêëû, çàäàííûå çàìûêàíèÿìè îðáèòòîðà â XP . Â ýòîé ñòàòüå íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà P íåÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Êüþìàðñ Êàâå ñâÿçàë êîëüöà ìíîãîãðàííèêîâ íåêîòîðûõíåïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ êîëüöàìè ×æîó ãëàäêèõ íåòîðè÷åñêèõ ñ�åðè÷å-ñêèõ ìíîãîîáðàçèé [9℄. Â ÷àñòíîñòè, îí çàìåòèë, ÷òî êîëüöî RP äëÿ ìíîãîãðàí-íèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà P = P� (êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì), ñâÿçàííîãîñî ñòðîãî äîìèíàíòíûì âåñîì � = (�1; : : : ; �n) 2 Zn ãðóïïûGLn(C ), èçîìîð�íîêîëüöó ×æîó ìíîãîîáðàçèÿX ïîëíûõ �ëàãîâ â C n . Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîãðàí-íèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà P� � Rd , ãäå d := n(n� 1)=2 îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòüìíîãîîáðàçèÿ �ëàãîâ, çàäàåòñÿ 2d íåðàâåíñòâàìè, çàâèñÿùèìè îò � (ñì. ï. 3.1).Êîãäà P íå ïðîñò, íåò î÷åâèäíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ãðàíÿìè ìíîãîãðàí-íèêà P è ýëåìåíòàìè êîëüöà RP . Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè �



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 91îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó êîëü-öà RP ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P (õîòÿ íå êàæäàÿ ãðàíüìíîãîãðàííèêà P ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó êîëüöà RP ). À èìåííî, ìû âêëàäû-âàåì êîëüöî RP â íåêîòîðûé Z-ìîäóëü MP , ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðîèçâîëüíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Pïî ìîäóëþ íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèé (ñì. ðàçäåë 2). Ìîäóëü MP çàâèñèò îòâûáîðà ðàçðåøåíèÿ ìíîãîãðàííèêà P . Íà àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîì óðîâíå RPìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäêîëüöî êîëüöà ×æîó îñîáîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãî-îáðàçèÿ XP , ïîðîæäåííîå ãðóïïîé Ïèêàðà, è MP ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé äëÿ XP . Îäíàêî ìû îïèñûâàåì MP â ýëåìåíòàðíûõòåðìèíàõ, èñïîëüçóÿ âûïóêëóþ ãåîìåòðèþ. Êëþ÷åâîé àñïåêò òàêîãî ïðåäñòàâ-ëåíèÿ ñóììàìè ãðàíåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïî-ïðåæíåìó ìîæåì ïåðåìíîæàòüýëåìåíòû êîëüöà RP , ïåðåñåêàÿ ãðàíè (ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðàíè, êîòîðûå ìû ïå-ðåñåêàåì, òðàíñâåðñàëüíû).Íàøà êîíñòðóêöèÿ ïðèìåíèìà ê ëþáîìó âûïóêëîìó ìíîãîãðàííèêó P , íîîñîáåííî èíòåðåñíî èçó÷àòü ñëó÷àé, êîãäà P = P� � ýòî ìíîãîãðàííèê �åëü�àí-äà�Öåòëèíà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì RP ' CH�(X)äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ �ëàãîâ X . Íàïîìíèì, ÷òî CH�(X) (êàê ãðóïïà) ÿâëÿåòñÿñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ñ áàçèñîì èç öèêëîâ Øóáåðòà [Xw℄, ãäå w ïðîáåãà-åò âñå ïåðåñòàíîâêè Sn (ñì. îïðåäåëåíèå öèêëà Øóáåðòà â ï. 4.1). Â ÷àñòíîñòè,íàøà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü öèêëû Øóáåðòà êàê ëèíåéíûå êîì-áèíàöèè ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà ìíîãèìè ðàçíûìè ñïîñî-áàìè (ñì. òåîðåìó 4.3, ïðåäëîæåíèå 3.2, ñëåäñòâèå 4.5), ÷òî èìååò ïðèëîæåíèÿê èñ÷èñëåíèþ Øóáåðòà.Õîòÿ ñâÿçü ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè Øóáåðòà è íåêîòîðûìè ãðàíÿìè ìíîãî-ãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà áûëà âïåðâûå îáíàðóæåíà â [15℄, à çàòåì äðó-ãèìè ìåòîäàìè òàêæå â [16℄ è [12℄, òîëüêî íàø ïîäõîä ðàçâèâàåò ýòó ñâÿçü äîòàêîãî óðîâíÿ, ïðè êîòîðîì ìîæíî ìîäåëèðîâàòü èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà ÷åðåçìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà. �åçóëüòàòû ðàáîò [15℄, [16℄ íå èìåþò ïðè-ëîæåíèé ê èñ÷èñëåíèþ Øóáåðòà, ïîñêîëüêó â íèõ äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿØóáåðòà ñòðîèòñÿ òîëüêî îäíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû ãðàíåé. Êîëüöîìíîãîãðàííèêà RP è Z-ìîäóëüMP ïîçâîëÿþò íàì ïîëó÷èòü íîâûå ïðåäñòàâëå-íèÿ äëÿ öèêëîâ Øóáåðòà, â ÷àñòíîñòè, ëþáûå äâà öèêëà Øóáåðòà [Xw℄ è [Xw0 ℄ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü êàê ñóììû ãðàíåé òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ãðàíü, ó÷àñòâó-þùàÿ â ðàçëîæåíèè öèêëà [Xw℄, áûëà òðàíñâåðñàëüíà êàæäîé ãðàíè, ó÷àñò-âóþùåé â ðàçëîæåíèè öèêëà [Xw0 ℄. Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ öèêëîâØóáåðòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãðàíåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìèêîý��èöèåíòàìè, ÷òî íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ èñ÷èñëå-íèÿ Øóáåðòà � êîìáèíàòîðíîé èíòåðïðåòàöèåé ïîëîæèòåëüíîñòè ñòðóêòóð-íûõ êîíñòàíò (ñì. ï. 1.2). Áîëåå òî÷íî, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò(ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 4.6).Òåîðåìà 1.1. Ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ öèêëîâ Øóáåðòà [Xw℄ è [Xu℄ âû-ðàæàåòñÿ êàê ñóììà ñëåäóþùèõ ãðàíåé:[Xw℄ � [Xu℄ = Xw(F )=w;w(F�)=w0uw�10 [F \ F �℄;



92 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍãäå F è F � ïðîáåãàþò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ ïðèâåäåííûõ êîãà-íîâñêèõ è äâîéñòâåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P� .Çäåñü ÷åðåç w0 2 Sn îáîçíà÷åíà ñàìàÿ äëèííàÿ ïåðåñòàíîâêà, ïåðåâîäÿùàÿ iâ (n � i + 1). Ïðèâåäåííûìè äâîéñòâåííûìè êîãàíîâñêèìè ãðàíÿìè ìû íà-çûâàåì r
-ãðàíè ðàáîòû [16℄ (ñì. ï. 4.3). Êîãàíîâñêèå ãðàíè îïðåäåëÿþòñÿâ ï. 3.3 è õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ñîäåðæàò ïðîñòóþ âåðøèíó v ìíîãîãðàí-íèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà, èìåþùóþ ìèíèìàëüíóþ ñóììó êîîðäèíàò (ñîîòâåò-ñòâåííî, äâîéñòâåííûå êîãàíîâñêèå ãðàíè ñîäåðæàò âåðøèíó v� ñ ìàêñèìàëü-íîé ñóììîé êîîðäèíàò). Êàæäàÿ êîãàíîâñêàÿ ãðàíü òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòêàæäóþ äâîéñòâåííóþ êîãàíîâñêóþ ãðàíü (ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ãèïåðãðà-íè, ñîäåðæàùåé îäíîâðåìåííî v è v�). Äëÿ êàæäîé êîãàíîâñêîé èëè äâîéñòâåí-íîé êîãàíîâñêîé ãðàíè F ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðåñòàíîâêó w(F ) 2 Sn, ñòàâÿ âñîîòâåòñòâèå ãèïåðãðàíÿì, ñîäåðæàùèì v èëè v�, ïðîñòûå òðàíñïîçèöèè, è çà-òåì ïåðåìíîæàÿ èõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå (ñì. ïîäðîáíîñòè â ï. 3.3).Ñâÿçü ìåæäó èñ÷èñëåíèåìØóáåðòà è ìíîãîãðàííèêàìè �åëü�àíäà�Öåòëèíàÿñíåå âñåãî âèäíà èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû GLn(C ). Íàïîìíèì, ÷òî ïîîïðåäåëåíèþ ìíîãîãðàííèêîâ �åëü�àíäà�Öåòëèíà öåëûå òî÷êè âíóòðè è íàãðàíèöå ìíîãîãðàííèêà P� ïàðàìåòðèçóþò åñòåñòâåííûé áàçèñ (áàçèñ �åëü�àí-äà�Öåòëèíà) â íåïðèâîäèìîì GLn-ìîäóëå ñòàðøåãî âåñà V� ñî ñòàðøèì âå-ñîì �. Â ÷àñòíîñòè, êàæäîé öåëîé òî÷êå z 2 P� ìû ìîæåì ïîñòàâèòü â ñîîò-âåòñòâèå åå âåñ p(z) â ðåøåòêå âåñîâ ãðóïïû GLn (ò. å. â ðåøåòêå õàðàêòåðîâìàêñèìàëüíîãî òîðà â GLn). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåìà Áîðåëÿ�Âåéëÿ�Áîòòàäàåò ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäóëÿ V� êàê äâîéñòâåííîãî ê ïðîñòðàíñòâóãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L� íà ìíîãîîáðàçèè�ëàãîâ X (ñì. ðàçäåë 5). Òåì ñàìûì, áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé ëèíåéíîãîðàññëîåíèÿ íà X ïàðàìåòðèçóþòñÿ öåëûìè òî÷êàìè â ñîîòâåòñòâóþùåì ìíî-ãîãðàííèêå �åëü�àíäà�Öåòëèíà, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèèìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà. Àíàëîãè÷íî, ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ L�,îãðàíè÷åííîãî íà ìíîãîîáðàçèå Øóáåðòà Xw, äâîéñòâåííî ê B�-ïîäìîäóëþìîäóëÿ V�, òàê íàçûâàåìîìó ìîäóëþ Äåìàçþðà V ��;w (÷åðåç B� � GLn îáîçíà-÷àåòñÿ ïîäãðóïïà íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö). Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, ìîæíîëè çàïàðàìåòðèçîâàòü áàçèñ â V ��;w öåëûìè òî÷êàìè â ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà�åëü�àíäà�Öåòëèíà. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Äëÿ êàæ-äîãî ìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà Xw è ñòðîãî äîìèíàíòíîãî âåñà � ìû ðåàëèçóåìñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåð �w(�) ìîäóëÿ Äåìàçþðà V ��;w êàê ýêñïîíåíöèàëü-íóþ ñóììó ïî öåëûì òî÷êàì â îáúåäèíåíèè êîãàíîâñêèõ ãðàíåé (ñì. òàêæåòåîðåìó 5.1).Òåîðåìà 1.2. Äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè w 2 Sn õàðàêòåð Äåìàçþðà �w(�)èìååò âèä �w(�) = Xz2A�;w\Zd ep(z);ãäå A�;w := [w(F�)=wF� � ýòî îáúåäèíåíèå âñåõ ïðèâåäåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåéìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà P� ñ ïåðåñòàíîâêîé w .



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 93Ýòî îáîáùàåò òîæäåñòâî èç [21; ñëåäñòâèå 15.2℄ äëÿ õàðàêòåðà Äåìàçþðà132-èçáåãàþùåé èëè, ïî äðóãîé òåðìèíîëîãèè, êåìï�îâñêîé ïåðåñòàíîâêè w.Òàêèå ïåðåñòàíîâêè òàêæå íàçûâàþòñÿ äîìèíàíòíûìè, íî ìû âìåñòî ýòîãîáóäåì èñïîëüçóåì òåðìèí �êåìï�îâñêàÿ�. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ÿâëÿ-åòñÿ êåìï�îâñêîé, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðèâåäåííàÿêîãàíîâñêàÿ ãðàíü ñ òàêîé ïåðåñòàíîâêîé (ñì. [15; ïðåäëîæåíèå 2.3.2℄), è ýòîâ òî÷íîñòè ãðàíü, ðàññìîòðåííàÿ â [21℄. Òåîðåìà 1.2 ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ãåîìåò-ðèþ ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà ìåòîäàìè òåîðèè ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà (ñì.ðàçäåë 5).×òîáû äîêàçàòü íàøó �îðìóëó äëÿ õàðàêòåðà Äåìàçþðà, ìû èñïîëüçóåìýëåìåíòàðíóþ âûïóêëóþ ãåîìåòðèþ âìåñòå ñ ïðîñòîé êîìáèíàòîðíîé ïðîöåäó-ðîé (íîñÿùåé íàçâàíèå ìèòîç), ââåäåííîé â [14℄ (ñì. òàêæå [19℄, ãäå ñîäåðæèòñÿýëåìåíòàðíîå èçëîæåíèå ìèòîçà) äëÿ ðàáîòû ñ îïåðàòîðàìè ðàçäåëåííûõ ðàç-íîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, íàøå äîêàçàòåëüñòâî äàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþìèòîçà (ñì. ï. 6.2). Â êà÷åñòâå ïîáî÷íîãî ïðîäóêòà ìû ñòðîèì ìèíèìàëüíóþðåàëèçàöèþ ñèìïëåêñà êàê êóáè÷åñêîãî êîìïëåêñà, îòëè÷íóþ îò ðàíåå èçâåñò-íûõ ðåàëèçàöèé (ñì. ïðåäëîæåíèå 6.6).Íåñêîëüêî ñëîâ îá îðãàíèçàöèè ìàòåðèàëà â ýòîé ñòàòüå. Â ðàçäåëå 2 ìûíàïîìèíàåì îïðåäåëåíèå êîëüöà ìíîãîãðàííèêà RP , îáñóæäàåì åãî ñâîéñòâà èñòðîèì ìîäóëü MP äëÿ íåïðîñòîãî P . Â ðàçäåëå 3 ìû èçó÷àåì êîëüöà ìíîãî-ãðàííèêîâ �åëü�àíäà�Öåòëèíà. Â ðàçäåëå 4 ìû ïðåäñòàâëÿåì öèêëû Øóáåð-òà ãðàíÿìè. Â ðàçäåëå 5 ìû ïðèâîäèì �îðìóëû äëÿ õàðàêòåðîâ Äåìàçþðà,�óíêöèé �èëüáåðòà è ñòåïåíåé ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà ÷åðåç ãðàíè è âûâîäèìèç ýòèõ �îðìóë íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 4. Â ðàçäåëå 6 ìû îïèñûâà-åì ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðñèþ ìèòîçà (ïàðàìèòîç) è èñïîëüçóåì åå äëÿäîêàçàòåëüñòâà �îðìóë äëÿ õàðàêòåðîâ Äåìàçþðà èç ðàçäåëà 5.1.2. Èñòîðèÿ èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà. Îñíîâû èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà áû-ëè çàëîæåíû â XIX âåêå íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì �åðìàíîì Øóáåðòîì, êîòî-ðûé ðàçðàáîòàë îáùèé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè.Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î òîì, ñêîëüêî ïðÿìûõ â òðåõìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå ïðîõîäèò ÷åðåç ÷åòûðå äàííûå, ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïðîèçâåäå-íèé öèêëîâ Øóáåðòà â ãðàññìàíèàíå G(2; 4). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàññìàíèàíàñóùåñòâóåò àëãîðèòì, íàçûâàåìûé ïðàâèëîì Ëèòòëâóäà��è÷àðäñîíà, äëÿ âû-÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò êîëüöà ×æîó â áàçèñå èç öèêëîâ Øóáåðòà,äàþùèé êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî íåîòðèöàòåëüíîñòè ñòðóêòóðíûõ êîí-ñòàíò � êàæäàÿ èç íèõ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ÷èñëó äèàãðàìì Þíãà ñ îïðåäåëåí-íûìè ñâîéñòâàìè (ñì., íàïðèìåð, [8℄ èëè [18; ãë. 1℄).Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ �ëàãîâ ñóùåñòâóåò ïðîñòîé àëãîðèòì óìíîæåíèÿöèêëîâØóáåðòà, íî èç íåãî íå ñëåäóåò êîìáèíàòîðíîãî äîêàçàòåëüñòâà íåîòðè-öàòåëüíîñòè ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò. Ïðè ýòîì íåîòðèöàòåëüíîñòü, êàê è â ñëó-÷àå ãðàññìàíèàíà, ëåãêî ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: ïîñêîëüêóëþáîå ìíîãîáðàçèå (÷àñòè÷íûõ) �ëàãîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîìîòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû GLn, ëþáûå äâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî ïðè-âåñòè äåéñòâèåì ãðóïïû â òðàíñâåðñàëüíîå ïîëîæåíèå ïî òåîðåìå Êëåéìàíà îòðàíñâåðñàëüíîñòè [13℄. Îòñþäà óæå íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõöèêëîâ Øóáåðòà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé öèêëîâ Øóáåðòà ñ íåîòðèöà-òåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Êîìáèíàòîðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè



94 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò áûëà íåäàâíî ïîëó÷åíà ëèøü äëÿ äâóõøàãîâûõ ìíîãî-îáðàçèé �ëàãîâ [5℄, ïðè÷åì âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì êîìáèíàòîðèêà ïî ñëîæ-íîñòè ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò êëàññè÷åñêîå ïðàâèëî Ëèòòëâóäà��è÷àðäñîíàäëÿ ãðàññìàíèàíîâ. Ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ �ëàãîâ ïîêà îòêðûò.Ïîñêîëüêó êîëüöî ×æîó ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ �ëàãîâ â C n ïîðîæäàåòñÿãðóïïîé Ïèêàðà, òî ýòî êîëüöî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê �àêòîðêîëüöî êîëüöàZ[x1; : : : ; xn℄ ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ (ñì. [18; òåîðåìà 3.6.15℄). Òàêîåîïèñàíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Áîðåëÿ. �åàëèçàöèÿ öèêëîâ Øóáåðòàìíîãî÷ëåíàìè â ïðåäñòàâëåíèè Áîðåëÿ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ [3℄, [6℄ ñ ïî-ìîùüþ îïåðàòîðîâ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé èëè îïåðàòîðîâ Äåìàçþðà (ñì. òåî-ðåìó 4.2). Òåì ñàìûì, ìîæíî ïåðåìíîæàòü öèêëû Øóáåðòà êàê ìíîãî÷ëåíûâ êîëüöå Z[x1; : : : ; xn℄.Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îïåðàòîðû Äåìàçþðà (òî÷íåå, èõ K-òåîðåòè÷åñêèåâåðñèè) òàêæå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, à èìåííî, ïîç-âîëÿþò âû÷èñëÿòü õàðàêòåðû Äåìàçþðà. Ýòî áûëî çàìå÷åíî åùå â [6℄, íîñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ïîÿâèëîñü ïîçæå â [1℄ (ñì. òåîðåìó 5.6). Ýòî îäíî èçïðîÿâëåíèé ñâÿçè ìåæäó èñ÷èñëåíèåìØóáåðòà è òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé. Äðó-ãîå åå ïðîÿâëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðàâèëî Ëèòòëâóäà��è÷àðäñîíà äëÿãðàññìàíèàíà äàåò òàêæå ïðàâèëî ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõíåïðèâîäèìûõ GLn-ìîäóëåé íà íåïðèâîäèìûå ìîäóëè.Â ðàáîòå [17℄ áûëè îïðåäåëåíû ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà � íàèáîëåå åñòåñòâåí-íûå ïðåäñòàâèòåëè öèêëîâ Øóáåðòà â êîëüöå Z[x1; : : : ; xn℄. Ìíîãî÷ëåíû Øó-áåðòà ñòàëè ïîïóëÿðíîé òåìîé àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè. Îäíèì èç ÿð-êèõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Êèðèëëîâà�Ôîìèíà (ñì. [7℄èëè ï. 4.2), èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí Øóáåðòà ÿâëÿåòñÿ ëè-íåéíîé êîìáèíàöèåé ìîíîìîâ ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè(èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà íåîòðèöàòåëüíîñòü êîý��èöèåíòîâ íåî÷åâèäíà).Çàìåòèì, ÷òî ïîäõîä ê èñ÷èñëåíèþ Øóáåðòà, èçëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðà-áîòå, äàåò íîâóþ êîìáèíàòîðíóþ ìîäåëü èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà, îòëè÷íóþ îòìîäåëè, îñíîâàííîé íà ìíîãî÷ëåíàõ Øóáåðòà (ñì. çàìå÷àíèå 2.5).Áëàãîäàðíîñòè. Ýòîò ïðîåêò áûë íà÷àò, êîãäà ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé àâ-òîð, ñîîòâåòñòâåííî, ñîòðóäíè÷àëè ñ Ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòèòóòîì Ìàêñà Ïëàí-êà (MPIM), Ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì Õàóñäîð�à â Áîííå è Óíèâåðñèòåòîìßêîáñà â Áðåìåíå. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðîåêò ïîëó÷èë, êîãäà ïåðâûé èòðåòèé àâòîðû ïîñåùàëè Ñâîáîäíûé óíèâåðñèòåò Áåðëèíà è MPIM â Áîííå.Ìû õîòèì ïîáëàãîäàðèòü ýòè îðãàíèçàöèè çà ãîñòåïðèèìñòâî, �èíàíñîâóþ ïîä-äåðæêó è ïðåêðàñíûå óñëîâèÿ äëÿ ðàáîòû.Àâòîðû áëàãîäàðíû Ìèøåëþ Áðèîíó, Àñêîëüäó �åîðãèåâè÷ó Õîâàíñêîìó èÀëëåíó Êíóòñîíó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.2. Êîëüöî ìíîãîãðàííèêà2.1. Êîëüöà, ñâÿçàííûå ñ ìíîãî÷ëåíàìè. Ñëåäóÿ [22℄, ìû ñâÿæåì ñêàæäûì îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ãðàäóèðîâàííîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Çà-òåì ìû ðàññìîòðèì èíòåðåñóþùèé íàñ ÷àñòíûé ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíà îáúåìà íà



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 95ïðîñòðàíñòâå ìíîãîãðàííèêîâ ñ äàííûì íîðìàëüíûì âååðîì. Ïóñòü �f � ðå-øåòêà, ò. å. ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü, à f � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí íà âåùåñòâåí-íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vf = �f 
 R, ñîäåðæàùåì ðåøåòêó �f . Cèììåò-ðè÷åñêóþ àëãåáðó Sym(�f ) ðåøåòêè �f ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê êîëüöîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, äåé-ñòâóþùåå íà ïðîñòðàíñòâå R[Vf ℄ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íà Vf . Åñëè D 2 Sym(�f ) è� 2 R[Vf ℄, òî ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç D� 2 R[Vf ℄ ðåçóëüòàò ýòîãî äåéñòâèÿ. Îïðå-äåëèì Af êàê îäíîðîäíûé èäåàë â àëãåáðå Sym(�f ), ñîñòîÿùèé èç âñåõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ D òàêèõ, ÷òî Df = 0. Ïîëîæèì Rf = Sym(�f )=Af .Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî êîëüöî êîëüöîì, ñâÿçàííûì ñ ìíîãî÷ëåíîì f .Ïóñòü �g � äðóãàÿ ðåøåòêà è � : �g ! �f � ãîìîìîð�èçì ðåøåòîê. Îïðå-äåëèì ìíîãî÷ëåí g 2 R[Vg ℄ �îðìóëîé ��(f) = f Æ �. Ìû õîòèì îïèñàòü ñâÿçüìåæäó êîëüöàìè Rf è Rg , ñâÿçàííûìè ñ ýòèìè äâóìÿ ìíîãî÷ëåíàìè. Ê ñî-æàëåíèþ, íåò íèêàêîãî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîð�èçìà ìåæäó ýòèìè êîëüöàìè.Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.Ïðåäëîæåíèå 2.1. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà Mf;g , åñòå-ñòâåííûé ýïèìîð�èçì � : Rf ! Mf;g è åñòåñòâåííûé ìîíîìîð�èçì � : Rg !Mf;g òàêèå, ÷òî �(~� ~�) = �(��)ïðè óñëîâèè, ÷òî �(~�) = �(�) è �( ~�) = �(�).Ýòî ïðåäëîæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåìåíòû êîëü-öà Rg äîïóñêàþò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå â ãðóïïóMf;g. Õîòÿ ýëåìåíòû ãðóïïûMf;g â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ïåðåìíîæàòü, ìîæíî ïîäíÿòü â Rf ïàðó ýëåìåíòîâ,ïðèõîäÿùèõ èç Rg, ïåðåìíîæèòü èõ â êîëüöå Rf è ñïðîåöèðîâàòü ïðîèçâåäåíèåîáðàòíî íà ãðóïïó Mf;g. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî ñäåëàòü ëåã÷å, ÷åì íåïîñðåä-ñòâåííî ïåðåìíîæàòü ýëåìåíòû êîëüöà Rg .Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì Z-ïîäìîäóëü Af;g ìîäóëÿ Sym(�f ), ñîñòîÿ-ùèé èç âñåõ îïåðàòîðîâ D, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ��(Df) = 0. Äàëåå, ïîëî-æèì Mf;g = Sym(�f )=Af;g . ßñíî, ÷òî Af � Af;g ; òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåìåñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ � : Rf ! Mf;g. Ïóñòü �� : Sym(�g) ! Sym(�f ) � ãî-ìîìîð�èçì, èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì �. Äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïå-ðàòîðà D 2 Sym(�g) îáîçíà÷èì ÷åðåç [D℄ êëàññ îïåðàòîðà D â êîëüöå Rg .Îïðåäåëèì �([D℄) êàê êëàññ â ãðóïïå Mf;g îïåðàòîðà ��(D).×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð �([D℄) êîððåêòíî îïðåäåëåí, ìû âîñïîëüçó-åìñÿ �îðìóëîé ��(��(D)�) = D���äëÿ êàæäîãî � 2 R[Vf ℄. Ýòà �îðìóëà î÷åâèäíà â ñëó÷àå D 2 �g, è îáå ÷àñòèýòîé �îðìóëû çàâèñÿò îò îïåðàòîðà D ìóëüòèïëèêàòèâíî. Â ÷àñòíîñòè, ìûïîëó÷àåì ��(��(D)f) = D��f = Dg;÷òî ðàâíî íóëþ â ñëó÷àå, åñëè D ëåæèò â Ag . Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò �([D℄)êîððåêòíî îïðåäåëåí: åñëè D 2 Ag , òî ��(D) 2 Af;g . Èç òîé æå �îðìóëûâûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå � èíúåêòèâíî: åñëè �([D℄) = 0, ò. å. ��(D) 2 Af;g , òîD 2 Ag.



96 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÎñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî �(~� ~�) = �(��) ïðè óñëîâèè, ÷òî �(~�) = �(�) è �( ~�) =�(�). Íî ýòî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç �îðìóëû ��(DE) = ��(D)��(E).Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ïðèìåð 2.2. Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðåäëîæåíèå 2.1. �àñ-ñìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x; y; z) = (x+y)2+xz, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå R3 .Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåòêà �f ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé öåëî÷èñëåííîé ðå-øåòêîé Z3. Òîãäà êîëüöîRf ïîðîæäåíî íàä öåëûìè ÷èñëàìè êëàññàìè [�x℄, [�y℄è [�z℄ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ �x, �y è �z ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè êëàññûïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿì[�x℄2 = [�y℄2 = [�x℄[�y℄ = 2[�x℄[�z ℄; [�y℄[�z℄ = [�z℄2 = 0;à òàêæå ñîîòíîøåíèÿì, ïðîèñõîäÿùèì èç òîãî �àêòà, ÷òî êëàññ ëþáîãî äè��å-ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïîðÿäêà 3 è âûøå ðàâåí íóëþ. Ýëåìåíòû 1, [�x℄, [�y℄,[�z℄, [�x℄2 îáðàçóþò àääèòèâíûé áàçèñ â Rf (ò. å. ñâîáîäíî ïîðîæäàþò Rf êàêZ-ìîäóëü). Òàêèì îáðàçîì, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà Rf èìååò ðàíã 5. �àñ-ñìîòðèì ãîìîìîð�èçì Z-ìîäóëåé � : Z2 ! Z3, çàäàííûé �îðìóëîé �(�; �) =(�; �; 0). Òîãäà ìíîãî÷ëåí g = ��f èìååò âèä (�+ �)2. Ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöîRg ïîðîæäåíî êëàññîì [��℄ = [�� ℄ ñ ñîîòíîøåíèåì [��℄3 = 0. Òàêèì îáðàçîì,àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà Rg èìååò ðàíã 3 è ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòà-ìè 1, [�� ℄, [��℄2. Òåïåðü ðàññìîòðèì Z-ìîäóëü Mf;g. Ýëåìåíòû ýòîãî ìîäóëÿíàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ìíîãî÷ëåíîâDf íà ïîäïðîñòðàíñòâî z = 0, ãäå D ïðîáåãàåò âñå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðà-òîðû èç Sym(�f ). Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ èìååò ðàíã 4 èñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè 1, 2(x + y), x, (x + y)2. Ìû áóäåì îòîæ-äåñòâëÿòü ýëåìåíòû ìîäóëÿ Mf;g ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Ïðîåê-öèÿ � : Rf ! Mf;g ïåðåâîäèò ýëåìåíòû [�x℄ è [�y℄ â îäèí è òîò æå ìíîãî÷ëåí2(x + y), â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå � íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Âëîæåíèå� : Rg !Mf;g ïåðåâîäèò àääèòèâíûå îáðàçóþùèå 1, [�� ℄, [�� ℄2 êîëüöà Rg â ìíî-ãî÷ëåíû (x+ y)2, 2(x+ y), 2, â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåí x íå ïðèíàäëåæèò îáðàçóîòîáðàæåíèÿ �.2.2. Ìíîãî÷ëåí îáúåìà. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ ìíîãî-ãðàííèêîâ ðàçìåðíîñòè d â Rd . Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî íàäåëèòü ñòðóêòóðîéêîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû ïðè ïîìîùè ñóììû ÌèíêîâñêîãîP1 + P2 = fx1 + x2 2 Rd j x1 2 P1; x2 2 P2g:Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîêðàùåíèÿ. Ìíî-ãîãðàííèêè ìîæíî òàêæå óìíîæàòü íà íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà,÷òî ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ ãîìîòåòèè:�P = f�x j x 2 Pg; � > 0:Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âëîæèòü ïîëóãðóïïó âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â ååãðóïïó �ðîòåíäèêà V , êîòîðàÿ ïîëó÷àåò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó (áåñêîíå÷íî-ìåðíîãî) âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Víàçûâàþòñÿ âèðòóàëüíûìè ìíîãîãðàííèêàìè. Íàïîìíèì, ÷òî äâà âûïóêëûõ



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 97ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûìè, åñëè îíè èìåþò îäèí è òîò æå íîð-ìàëüíûé âååð, ò. å. èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàíÿìèìíîãîãðàííèêà P è ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà Q, äëÿ êîòîðîãî ëþáîé ëèíåéíûé�óíêöèîíàë, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà P äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà äàííîé ãðàíèF � P , îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýòîãî �óíêöèîíàëà íà Q äî-ñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè ìíîãîãðàí-íèêà Q (ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðûõ íà ìíîãî-ãðàííèê P äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ãðàíè F � Q, îáðàçóþò êî-íóñ CF ; íîðìàëüíûé âååð ìíîãîãðàííèêà P îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êîíó-ñîâ CF , ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ãðàíÿì F � Q). Ìû ãîâîðèì, ÷òî âèðòóàëüíûéìíîãîãðàííèê àíàëîãè÷åí ìíîãîãðàííèêó P , åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, àíàëîãè÷íûõ ìíîãîãðàííèêó P . Âñåâèðòóàëüíûå ìíîãîãðàííèêè, àíàëîãè÷íûå ìíîãîãðàííèêó P , îáðàçóþò êîíå÷-íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî VP � V . Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V îïðåäåëåíîäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí vol ñòåïåíè d, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îáúå-ìà. Çà�èêñèðóåì ïîñòîÿííóþ (òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíóþ) �îðìó îáúåìàíà Rd . Åñëè çà�èêñèðîâàíà öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà Zd � Rd , ìû âñåãäà áóäåìâûáèðàòü �îðìó îáúåìà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáúåì �óíäàìåíòàëüíîãî ïà-ðàëëåëåïèïåäà ðåøåòêè Zd áûë ðàâåí 1. Åñëè �îðìà îáúåìà íà ïðîñòðàíñòâåRd �èêñèðîâàíà, òî ìíîãî÷ëåí îáúåìà íà ïðîñòðàíñòâå V îäíîçíà÷íî õàðàê-òåðèçóåòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åãî çíà÷åíèå vol(P ) íà âñÿêîì âûïóêëîì ìíî-ãîãðàííèêå P ðàâíî îáúåìó ìíîãîãðàííèêà P . Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îãðà-íè÷åíèå volP ìíîãî÷ëåíà îáúåìà vol íà ïîäïðîñòðàíñòâî VP âñåõ âèðòóàëüíûõìíîãîãðàííèêîâ, àíàëîãè÷íûõ ìíîãîãðàííèêó P .�àññìîòðèì öåëî÷èñëåííûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P (ò. å. âûïóêëûé ìíî-ãîãðàííèê ñ öåëî÷èñëåííûìè âåðøèíàìè) ðàçìåðíîñòè d, íå îáÿçàòåëüíî ïðî-ñòîé. Ïóñòü �P � ðåøåòêà â ïðîñòðàíñòâå VP , ïîðîæäåííàÿ íåêîòîðûìè âû-ïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè, àíàëîãè÷íûìè ìíîãîãðàííèêó P (ìû íå ïðåäïî-ëàãàåì, ÷òî ðåøåòêà �P ñîäåðæèò âñå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè, àíàëîãè÷íûåìíîãîãðàííèêó P ; òàê ÷òî ýòà ðåøåòêà ìîæåò çàâèñåòü îò íåêîòîðûõ äîïîë-íèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, à íå òîëüêî îò ìíîãîãðàííèêà P ). Äîïóñòèì, ÷òî Q �âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ öåëûìè âåðøèíàìè, íîðìàëüíûé âååð êîòîðîãî ÿâ-ëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì ïîäðàçáèåíèåì íîðìàëüíîãî âååðà ìíîãîãðàííèêà P .Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîãðàííèê Q íàçûâàåòñÿ ðàçðåøåíèåì ìíîãîãðàííèêà P (çà-ìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó íîðìàëüíûé âååð ìíîãîãðàííèêà Q ñèìïëèöèàëüíûé,ìíîãîãðàííèê Q ïðîñòîé). Ñ ìíîãî÷ëåíîì îáúåìà volP , îãðàíè÷åííûì íà ðå-øåòêó �P , ìû ñâÿæåì êîëüöî ìíîãîãðàííèêà RP := RvolP . Àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì, äëÿ ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà Q ìû ðàññìîòðèì êîëüöî RQ := RvolQ ,ñâÿçàííîå ñ ìíîãî÷ëåíîì îáúåìà volQ íà ðåøåòêå �Q (ìû áóäåì âñåãäà ïðåä-ïîëàãàòü, ÷òî ýòà ðåøåòêà ïîðîæäåíà âñåìè öåëî÷èñëåííûìè ìíîãîãðàííè-êàìè, àíàëîãè÷íûìè ìíîãîãðàííèêó Q). Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ Z-ìîäóëåìMQ;P := MvolQ;volP , ââåäåííûì â ïðåäëîæåíèè 2.1, âìåñòå ñ ãîìîìîð�èçìà-ìè � : RP ! MQ;P è � : RQ ! MQ;P . Ïîñêîëüêó � ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèìâëîæåíèåì, ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåíòû êîëüöà RP ñ èõ �-îáðàçàìèâ ãðóïïå MQ;P . Êàæäîé ãðàíè eF ìíîãîãðàííèêà Q ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåò-ñòâèå ãðàíü F ìíîãîãðàííèêà P ñî ñâîéñòâîì C eF � CF , êîòîðóþ áóäåì íàçû-4 ÓÌÍ, ò. 67, âûï. 4



98 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍâàòü P -âûðîæäåíèåì ãðàíè eF (èëè ïðîñòî âûðîæäåíèåì, åñëè ìíîãîãðàííèê P�èêñèðîâàí). �ðàíü F ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé (îòíîñèòåëü-íî ìíîãîãðàííèêà Q), åñëè åñòü òîëüêî îäíà ãðàíü eF ìíîãîãðàííèêà Q òàêàÿ,÷òî ãðàíü F ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì ãðàíè eF .Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü v � ïðîñòàÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà P , ò.å.â òî÷íîñòè d = dim(P ) ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P ïåðåñåêàþòñÿ â âåð-øèíå v . Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêàêàÿ ãèïåðãðàíü ìíîãîãðàííèêàQ íå âûðîæäàåòñÿ â ãðàíü ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà âñÿêàÿ ãðàíü ìíîãî-ãðàííèêà P , ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó v , ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �1; : : : ;�d � âñå ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà P , ñî-äåðæàùèå âåðøèíó v (îíè, î÷åâèäíî, ðåãóëÿðíû). Îáîçíà÷èì ÷åðåç e�1; : : : ; e�dñîîòâåòñòâóþùèå (ïàðàëëåëüíûå) ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà Q. Çàìåòèì, ÷òîïåðåñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîäñîâîêóïíîñòåé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ f�1; : : : ;�dgÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà P . ßñíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ãè-ïåðãðàíåé e�i âûðîæäàåòñÿ â ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðãðàíåé �i (êî-òîðîå èìååò òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü), à âñå îñòàëüíûå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà Qâûðîæäàþòñÿ â ãðàíè ìíîãîãðàííèêà P , íå ñîäåðæàùèå âåðøèíû v. Ýòî äîêà-çûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.2.3. Ñòðóêòóðà êîëåö ìíîãîãðàííèêîâ. Ìû îáñóäèì òåïåðü áîëåå äå-òàëüíî ñòðóêòóðó êîëüöà RQ. Äëÿ êàæäîé ãèïåðãðàíè � ìíîãîãðàííèêà Qîïðåäåëåí äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð �� 2 Sym(�Q) òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãîâûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Q0, àíàëîãè÷íîãî ìíîãîãðàííèêóQ, ÷èñëî �� volQ(Q0)ðàâíî (d� 1)-ìåðíîìó îáúåìó ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà Q0, ïàðàëëåëüíîé ãè-ïåðãðàíè �. Èäåàë AQ := AvolQ ìîæíî îïèñàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Îí ïîðîæ-äàåòñÿ (êàê èäåàë) ñëåäóþùèìè äâóìÿ ãðóïïàìè äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-ðîâ [23℄:� îáðàçàìè öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ a 2 Zd ïðè åñòåñòâåííîì âëîæåíèè ðå-øåòêè Zd â ðåøåòêó �Q = Sym1(�Q), ïðè êîòîðîìQ+a ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîìïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ìíîãîãðàííèêà Q íà âåêòîð a;� îïåðàòîðàìè âèäà ��1 � � � ��k , ãäå �1 \ � � � \ �k = ?.Ìíîãî÷ëåí îáúåìà íà ïðîñòðàíñòâàõ VQ ðàíåå èñïîëüçîâàëñÿ â ñòàòüå [22℄äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü êîëüöà êîãîìîëîãèé òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ïîñòðî-åííûõ ïî ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêàì. Ìû âêðàòöå íàïîìíèì ýòî îïèñàíèå. Âñÿ-êèé öåëî÷èñëåííûé ìíîãîãðàííèê Q îïðåäåëÿåò òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå XQ,ñíàáæåííîå ïîëÿðèçàöèåé. Åñëè Q ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî ïðîñòûì, òî ñîîò-âåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå XQ ãëàäêî. Â ýòîì ñëó÷àå êîëüöî ×æîó ìíîãîîá-ðàçèÿ XQ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîëüöî êîãîìîëîãèé H2�(XQ;Z)) èçîìîð�íîêîëüöó RQ [22; ðàçä. 1.4℄.Ýòî îïèñàíèå âåñüìà ïîëåçíî. Âî-ïåðâûõ, îíî �óíêòîðèàëüíî. Âî-âòîðûõ,êàê ÿñíî èç îïðåäåëåíèÿ, íåíóëåâûå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû êîëüöà RQ æè-âóò â ñòåïåíÿõ 6 d (ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà îáúåìà ðàâíà d), è ïðè ýòîìêîëüöî RQ äîïóñêàåò íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå (äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå),îïðåäåëåííîå �îðìóëîé (D1; D2) := D1D2(volQ) 2 Z äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíî-ðîäíûõ ýëåìåíòîâ D1; D2 2 Sym(�Q) ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè. Äâîéñòâåííîñòü



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 99Ïóàíêàðå â êîëüöå RQ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì èíãðåäèåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå èçî-ìîð�èçìà ìåæäó RQ è H2�(XQ;Z) (ñì. áîëåå äåòàëüíîå îáñóæäåíèå â [9℄).Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ äðóãîå �óíêòîðèàëüíîå îïèñàíèå [4℄ êîëüöà ×æîó ìíî-ãîîáðàçèÿ XQ ÷åðåç êóñî÷íî ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè íà âååðàõ, íî, â ðàìêàõýòîãî îïèñàíèÿ, âåðõíÿÿ îöåíêà íà ñòåïåíü è äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå ïðîâå-ðÿþòñÿ íå òàê íåïîñðåäñòâåííî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñàìîå ðàííåå (íå�óíêòî-ðèàëüíîå) îïèñàíèå êîëüöà ×æîó (÷åðåç îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ) íåòðóäíîâûâåñòè èç îïðåäåëåíèÿ êîëüöà RQ (ñì., íàïðèìåð, [23℄). Ïîýòîìó åñòü îñíîâà-íèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî êîëüöà ìíîãîãðàííèêîâ äàþò ñàìîå óäîáíîå îïèñàíèå êîëåö×æîó ãëàäêèõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîãîãðàííèê P íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî êîëüöî RP âñåðàâíî èìååò ñìûñë, âñå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû ýòîãî êîëüöà èìåþò ñòåïå-íè 6 d, è èìååò ìåñòî äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå. Îäíàêî ñâÿçü ýòîãî êîëüöà ñêîëüöîì ×æîó (òåïåðü óæå îñîáîãî) òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿXP íåÿñíà îò÷à-ñòè ïîòîìó, ÷òî ïîñëåäíåå êîëüöî íå óäîâëåòâîðÿåò äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîëüöà RP äëÿ íåïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ ÷àñòî ñâÿçàíû ñêîëüöàìè ×æîó ãëàäêèõ íåòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòî áûëî çàìå÷åíî â [9℄.Îáñóäèì íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà èçîìîð�èçìà RQ ' CH�(XQ) äëÿ ïðî-ñòîãî ìíîãîãðàííèêà Q. Ýòîò èçîìîð�èçì ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâëÿòü àëãåáðà-è÷åñêèå öèêëû íà ìíîãîîáðàçèè XQ ñ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ãðàíåé ìíî-ãîãðàííèêà Q. �àçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà VQ ðàâíà ÷èñëó N(Q)ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Q (ïîñêîëüêó ìîæíî ñäâèãàòü âñå ãèïåðãðàíè ìíî-ãîãðàííèêà Q íåçàâèñèìî). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà Pðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà VP ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì N(P ) (íàïðèìåð, åñëè P �îêòàýäð, òî ïðîñòðàíñòâî VP èìååò ðàçìåðíîñòü 4). Äëÿ ïðîñòîãî ìíîãîãðàííè-êà Q ïðîñòðàíñòâî VQ èìååò åñòåñòâåííûå êîîðäèíàòû, íàçûâàåìûå îïîðíûìè÷èñëàìè. Îïîðíûõ ÷èñåë ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ãèïåðãðàíåé â ìíîãîãðàííèêå Q.Îïîðíûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì N = N(Q) ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ ��íà ïðîñòðàíñòâå Rd , ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðãðàíÿì � ìíîãîãðàííèêà Q è òà-êèõ, ÷òî âñÿêàÿ ãèïåðãðàíü � ìíîãîãðàííèêà Q ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè��(x) = H� äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé H�, à âñå òî÷êè x ìíîãîãðàííèêà Qóäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì ��(x) 6 H�. Åñëè �1, : : : , �N � âñå ãèïåðãðàíèìíîãîãðàííèêà Q, òî âñÿêèé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (H�1 ; : : : ; H�N ) îïðå-äåëÿåò åäèíñòâåííûé (âîçìîæíî, âèðòóàëüíûé) ìíîãîãðàííèê èç VQ. Êîãäàìû áóäåì èìåòü äåëî ñ öåëî÷èñëåííûìè ìíîãîãðàííèêàìè, ìû âñåãäà áóäåìâûáèðàòü �óíêöèîíàë �� òàê, ÷òîáû îí áûë ïðèìèòèâíûì öåëî÷èñëåííûì êî-âåêòîðîì, îðòîãîíàëüíûì ãèïåðãðàíè �. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî H� ñîâïàäàåò(ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ñ öåëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì îò íà÷àëà êîîðäèíàò äîãèïåðïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ãèïåðãðàíü �.Åñëè íàø âûáîð �îðìû îáúåìà è ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ �� ñîãëàñîâàíñ âûáîðîì öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè (òàê, êàê îïèñàíî âûøå), òî äè��åðåíöè-àëüíûå îïåðàòîðû �� ñîâïàäàþò ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî îïîðíûì ÷èñ-ëàì H�. Äëÿ ãðàíè F = �1 \ � � � \ �k êîðàçìåðíîñòè k ìû ïîëîæèì �F =��1 � � ���k è îáîçíà÷èì ÷åðåç [F ℄ êëàññ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà �Fâ êîëüöåRQ. Ýëåìåíòû [F ℄, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíÿì ìíîãîãðàííèêàQ, ïîðîæ-äàþò êîëüöî RQ êàê àáåëåâó ãðóïïó. Áîëåå òîãî, â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ äî-4*



100 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍñòàòî÷íî âçÿòü íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ãðàíè, íàçûâàåìûå â [23℄ ñåïàðàòðèñà-ìè. Èìååòñÿ ÿâíûé àëãîðèòì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ [F1℄ � [F2℄ 2 RQâ âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàíåé, ò. å. ýëåìåíòîâ âèäà [F ℄, ñîîòâåòñòâóþùèõãðàíÿì F ìíîãîãðàííèêàQ. Ýòîò àëãîðèòì íàïîìèíàåò èçâåñòíûé àëãîðèòì èçòåîðèè ïåðåñå÷åíèé: ìû çàìåíÿåì ýëåìåíò [F1℄ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãðàíåé,òðàíñâåðñàëüíûõ ê F2. Ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãèïåðãðàíÿìè ìíîãî-ãðàííèêà Q âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïèñàíèÿ èäåàëà AQ, ïðèâåäåííîãîâûøå. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèäX ��(a)[�℄ = 0; (1)ãäå a 2 Rd � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, à ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ãè-ïåðãðàíÿì ìíîãîãðàííèêà Q. Â ñàìîì äåëå, ìíîãî÷ëåí îáúåìà èíâàðèàíòåíîòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ âûðàæå-íèÿ vol( � + ta) ïî t ðàâíà íóëþ (çäåñü � çàìåíÿåò ëþáîé �èêñèðîâàííûé ýëå-ìåíò ïðîñòðàíñòâà VQ). Ïî ïðàâèëó äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè,ýòà ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ X ��(a)�� vol( � ). Ëþáîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèåìåæäó ýëåìåíòàìè [�℄ èìååò óêàçàííûé âèä (ñì. [23℄).Åñëè ìíîãîãðàííèê Q ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøåíèåì ìíîãîãðàííèêà P , íàñ áóäóòèíòåðåñîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ � 2 RP â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèéãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Q, ò. å. â ñëåäóþùåì âèäå:� = ��X[F ℄�;ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó ãðàíåé ìíîãîãðàí-íèêà Q. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëîæåíèå 2.1 ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâåäåíèÿïàð ýëåìåíòîâ �; �0 2 RP ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ìû íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå�0 = ��X[F 0℄�;â êîòîðîì âñå ãðàíè F 0 òðàíñâåðñàëüíû âñåì F , òî òîãäà� � �0 = ��X[F \ F 0℄�:Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿíåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû MQ;P .Ëåììà 2.4. Ïóñòü � è � � äâà îäíîðîäíûõ ýëåìåíòà êîëüöà RQ îäíîéè òîé æå ñòåïåíè. �àâåíñòâî �(�) = �(�) âûïîëíåíî â ãðóïïå MQ;P òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà �(�
) = �(�
) äëÿ âñåõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ 
 2 RQäîïîëíèòåëüíîé ñòåïåíè òàêèõ, ÷òî �(
) 2 RP �MQ;P .2.4. Ïðèìåð: ìíîãîãðàííèêè �åëü�àíäà�Öåòëèíà â R3 . �àññìîòðèììíîãîãðàííèê P â ïðîñòðàíñòâå R3 , çàäàííûé ñëåäóþùèìè ëèíåéíûìè íåðà-âåíñòâàìè: a 6 x 6 b; b 6 y 6 
; x 6 z 6 y:
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�èñ. 1. Ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà äëÿ GL3 è åãî ðàçðåøåíèåÝòî òðåõìåðíûé ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà (ñì. ðèñ. 1). Îïðåäåëÿþ-ùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ìíîãîãðàííèêà P îáû÷íî ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ ñõåìàòè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:a b 
x yzÍàïðèìåð, òî, ÷òî êîîðäèíàòà x ðàñïîëîæåíà ìåæäó a è b ñòðî÷êîé íèæå,îçíà÷àåò, ÷òî ýòà êîîðäèíàòà ïîä÷èíÿåòñÿ íåðàâåíñòâàì a 6 x 6 b.Ìíîãîãðàííèê P ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïàðàëëåëåïèïåäà [a; b℄ � [b; 
℄ � [a; 
℄óäàëåíèåì äâóõ ïðèçì:fa 6 z < x 6 b; b 6 y 6 
g; fb 6 y < z 6 
; a 6 x 6 bg:Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì ìíîãîãðàííèêà P ðàâåí(b� a)(
� b)(
� a)� (b� a)2(
� b)2 � (
� b)2(b� a)2 = 12(b� a)(
� b)(
� a)(âïðî÷åì, ìîæíî óâèäåòü è ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêè, íå ïðîèçâîäÿ íèêàêèõ âû-÷èñëåíèé, ÷òî âûêèäûâàåìûå êóñêè ñîñòàâëÿþò ðîâíî ïîëîâèíó îáúåìà âñåãîïàðàëëåëåïèïåäà). Êîëüöî RP ïîðîæäåíî êëàññàìè ÷àñòíûõ äè��åðåíöèðî-âàíèé �a, �b è �
. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó îáúåì ìíîãîãðàííèêà P íå èçìåíèòñÿ,åñëè ìû îäíîâðåìåííî ñäâèíåì ïàðàìåòðû a, b è 
 íà îäíî è òî æå âåùåñòâåííîå÷èñëî, èìååì �a + �b + �
 = 0 â êîëüöå RP . Âûäåëåííàÿ ñèñòåìà àääèòèâíûõîáðàçóþùèõ êîëüöà RP çàäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Øóáåðòà îòíîñèòåëüíî äè�-�åðåíöèðîâàíèé ��a è ��b, ò. å.Ss1s2s1 = ��2a�b; Ss1s2 = �a�b; Ss2s1 = �2a;Ss2 = ��a � �b; Ss1 = ��a; Sid = 1:



102 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÒåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê Q, çàäàííûé ñëåäóþùèìè íåðà-âåíñòâàìè: a 6 x 6 b; b 6 y 6 
; x 6 z 6 y + ";ãäå " > 0 � �èêñèðîâàííîå ìàëåíüêîå ÷èñëî. Ìíîãîãðàííèê Q òîæå ìîæíîïîëó÷èòü èç ïàðàëëåëåïèïåäà [a; b℄� [b; 
℄� [a; 
+ "℄ óäàëåíèåì äâóõ ïðèçì:fa 6 z < x 6 b; b 6 y 6 
g; fb 6 y < z � " 6 
; a 6 x 6 bg:Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì ìíîãîãðàííèêà Q ðàâåí(b� a)(
� b)(
� a+ ")� (b� a)2(
� b)2 � (
� b)2(b� a)2= 12(b� a)(
� b)(
� a) + "(b� a)(
� b):Ýòî ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ a, b, 
 è ".Êîëüöî RQ ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäàåòñÿ ÷àñòíûìè äè��åðåíöèðîâà-íèÿìè ~�a, ~�b, ~�
 (âîëíà íóæíà òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü ýòè ýëåìåíòûêîëüöà RQ îò ýëåìåíòîâ �a, �b, �
 2 RP ) è �". Çàìåòèì, ÷òî ~�a + ~�b + ~�
 = 0 èâ êîëüöå RQ. Èìååì~�a = �[x = a℄; ~�b = �[y = b℄ + [x = b℄; ~�
 = [y = 
℄; ~�" = [z = y + "℄:Ôîðìóëà (1) äàåò òðè ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèÿ íà ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà Q:�[x = a℄ + [x = b℄ + [x = z℄ = 0;�[y = b℄� [z = y + "℄ + [y = 
℄ = 0;�[x = z℄ + [z = y + "℄ = 0:Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà îò äè��åðåíöèðîâàíèé �a è �bêàê îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè � îïðåäåëåííûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà RQ ñëåäóþùèìîáðàçîì: Ss1 = �([x = a℄); Ss2 = �([y = b℄ + [x = z℄);Ss2s1 = �([x = z = a℄); Ss1s2 = �([x = a; y = b℄):Âñå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà Q, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ñîîòíî-øåíèé, âûðîæäàþòñÿ â ðåãóëÿðíûå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà P . Íàïðèìåð, âûðà-æåíèå äëÿ Ss2s1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàê:Ss2s1 = �2a = �(~�2a) = �([x = a℄ � [x = a℄)= �([x = a℄ � ([x = b℄ + [z = x℄)) = �([x = a℄ � [x = b℄ + [x = z = a℄):Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó ãðàíè fx = ag èfx = bg íå ïåðåñåêàþòñÿ.Òàêèì æå îáðàçîì íåòðóäíî îáîñíîâàòü âñå ýâðèñòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ñ ãðà-íÿìè â [12; ðàçä. 4℄.Çàìå÷àíèå 2.5. Õîòÿ ìíîãî÷ëåí Øóáåðòà Ss2 = ��a � �b ïðåäñòàâëÿåòñÿêàê îáðàç ñóììû äâóõ ãðàíåéSs2 = �([y = b℄ + [x = z℄);



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 103íåò ïî÷ëåííîãî ðàâåíñòâà ìåæäó ìîíîìàìè è ãðàíÿìè â åãî ðàçëîæåíèè. Äå-ëî â òîì, ÷òî îáðàçû ãðàíåé �([y = b℄) è �([x = z℄) íå ëåæàò â êîëüöå RP(ðàññìàòðèâàåìîì êàê ïîäìîäóëü â MQ;P ), õîòÿ èõ ñóììà ëåæèò.Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ Z-ìîäóëÿMQ;P è ÿâíîé �îðìóëû äëÿ ìíî-ãî÷ëåíîâ îáúåìà ìíîãîãðàííèêîâ P è Q (ñì. âûøå) íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òîëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó �(~�a), �(~�b), �(~�
) è �(�") ïîðîæäàþòñÿ åäèí-ñòâåííûì ñîîòíîøåíèåì �(~�a) + �(~�b) + �(~�
) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �(�") =�([z = y + "℄) = �([x = z℄) íå âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �a è �bâ MQ;P è, òåì ñàìûì, íå ëåæèò â êîëüöå RP �MQ;P .3. Ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà è åãî êîëüöî3.1. Ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà. �àññìîòðèì êîëüöî RP ìíî-ãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà P = P�, àññîöèèðîâàííîãî ñ íåêîòîðûì ñòðî-ãî äîìèíàíòíûì âåñîì � = (�1; : : : ; �n) 2 Zn ãðóïïû GLn(C ), ò. å. ñ íàáî-ðîì èç n öåëûõ ÷èñåë �i, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì �i < �i+1 ïðè âñåõi = 1; : : : ; n � 1. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà P� � ýòîâûïóêëûé öåëî÷èñëåííûé ìíîãîãðàííèê â Rd , ãäå d = n(n � 1)=2, öåëûå òî÷-êè âíóòðè è íà ãðàíèöå êîòîðîãî áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì áàçèñà�åëü�àíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû GLn(C ) ñî ñòàð-øèì âåñîì �. Ýòîò ìíîãîãðàííèê çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ�1 �2 �3 : : : �n�1;1 �1;2 : : : �1;n�1�2;1 : : : �2;n�2. . . : : : . . .�n�2;1 �n�2;2�n�1;1 (GZ)ãäå (�1;1; : : : ; �1;n�1; �2;1; : : : ; �2;n�2; : : : ; �n�2;1; �n�2;2; �n�1;1) � ýòî êîîðäèíà-òû â ïðîñòðàíñòâå Rd è çàïèñü a b
îçíà÷àåò, ÷òî a 6 
 6 b. Ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà äëÿ ãðóïïûG = GL3 èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñòðîãî äîìè-íàíòíûõ âåñîâ � è � ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîãðàííèêè �åëü�àíäà�Öåòëèíà P�è P� áóäóò àíàëîãè÷íûìè. Äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P ìíîãîãðàí-íèê P�, îòâå÷àþùèé íåêîòîðîìó ñòðîãî äîìèíàíòíîìó âåñó �, è îáîçíà÷èì÷åðåç �P ðåøåòêó, ïîðîæäåííóþ âñåìè ìíîãîãðàííèêàìè �åëü�àíäà�ÖåòëèíàP�, ãäå � ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî ñòðîãî äîìèíàíòíûõ âåñîâ. Ñîîòâåòñòâèå� 7! P� çàäàåò åñòåñòâåííûé èçîìîð�èçì ðåøåòîê Zn è �P . Èíûìè ñëîâàìè,âèðòóàëüíûå ìíîãîãðàííèêè â �P ïàðàìåòðèçîâàíû ïðîèçâîëüíûìè íàáîðà-ìè èç n öåëûõ ÷èñåë, íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ. Ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî êîëüöî RP íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ðåøåòêè �P íà ðåøåòêó, ïîðîæäåííóþâñåìè ìíîãîãðàííèêàìè, àíàëîãè÷íûìè P�, îäíàêî íàì ýòî íå ïîòðåáóåòñÿ.



104 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÍàïîìíèì, ÷òî ñ êàæäûì ïîëíûì �ëàãîì W = W1 � � � � � Wn�1 â C nñâÿçàíû îäíîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà Li(W ) = Wi=Wi�1. Íåñâÿçíîåîáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ âèäà fWg�Li(W ) ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé íà X ,çàäàííîé �îðìóëîé fWg�Li(W ) 7!W , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì íàäX .Ýòî ëèíåéíîå ðàññëîåíèå Li íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêèì ëèíåéíûì �àêòîð-ðàññëîåíèåì íàä X .Òåîðåìà 3.1 [9℄. Êîëüöî RP èçîìîð�íî êîëüöó ×æîó (è êîëüöó êîãîìî-ëîãèé) ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ �ëàãîâ X äëÿ ãðóïïû GLn(C ) (îòìåòèì, ÷òîdim(X) = d). Ïðè ýòîì èçîìîð�èçìå îáðàçû â RP äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðà-òîðîâ ���1 ; : : : ; ���n îòîáðàæàþòñÿ â ïåðâûå êëàññû ×æåíÿ òàâòîëîãè÷åñêèõëèíåéíûõ �àêòîððàññëîåíèé L1; : : : ;Ln íàä X .Ýòó òåîðåìó òàêæå ìîæíî âûâåñòè íàïðÿìóþ èç ïðåäñòàâëåíèÿ Áîðåëÿ äëÿêîëüöà êîãîìîëîãèéH�(X;Z), âîñïîëüçîâàâøèñü òåì �àêòîì, ÷òî îáúåì ìíîãî-ãðàííèêà P�, ðàññìàòðèâàåìûé êàê �óíêöèÿ îò �, ðàâíÿåòñÿ îïðåäåëèòåëþÂàíäåðìîíäàYi<j(�i � �j), óìíîæåííîìó íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.Íàðÿäó ñ ìíîãîãðàííèêîì �åëü�àíäà�Öåòëèíà P ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåìòàêîå åãî ðàçðåøåíèå Q, ÷òî êîëè÷åñòâî ãèïåðãðàíåé â Q ðàâíÿåòñÿ êîëè÷å-ñòâó ãèïåðãðàíåé â P è âñÿêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ìíîãîãðàííèêà Q, ïå-ðåñåêàþùàÿñÿ ñ íèì ïî ãèïåðãðàíè, äîñòàòî÷íî áëèçêà ê ïîëó÷àåìîé èç íååïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîãðàííèêà P , ïåðåñå-êàþùåéñÿ ñ P ïî ãèïåðãðàíè. Ýòî çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèåìåæäó ãèïåðãðàíÿìè Q è ãèïåðãðàíÿìè P , ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðó-ãó ãèïåðãðàíè îêàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè. Íè÷òî èç èçëîæåííîãî äàëåå íåáóäåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âûáîðà òàêîãî ðàçðåøåíèÿ Q.3.2. �ðàíè è äèàãðàììû ãðàíåé. Äëÿ íàñ áóäåò óäîáíûì ïðåäñòàâëÿòüãðàíè ìíîãîãðàííèêà P ïðè ïîìîùè äèàãðàìì ãðàíåé. Âî-ïåðâûõ, çàìåíèìâñå �j è �i;j â òàáëèöå (GZ) òî÷êàìè. Êàæäàÿ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà P áóäåòçàäàâàòüñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé âèäà a = b, ãäå a è b � ýòî êîîðäèíàòû, ñîîò-âåòñòâóþùèå ñîñåäíèì òî÷êàì â äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòðîêàõ. Òàêîå óðàâ-íåíèå ìû áóäåì èçîáðàæàòü îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-êè (ýòè îòðåçêè èäóò ñ ñåâåðî-çàïàäà íà þãî-âîñòîê èëè ñ ñåâåðî-âîñòîêà íàþãî-çàïàä). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé, çàäàþùèõ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà P , îêà-çûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåííîé ïðè ïîìîùè íàáîðà îòðåçêîâ, íàçûâàåìîãî äèàãðàì-ìîé ãðàíè.1 Ñòðîêè äèàãðàììû ãðàíåé îïðåäåëÿþòñÿ êàê íàáîðû òî÷åê, îò-âå÷àþùèõ êîîðäèíàòàì �i;j ïðè �èêñèðîâàííîì i. Ñòîëáöàìè äèàãðàììû ìûáóäåì íàçûâàòü íàáîðû òî÷åê ñ �èêñèðîâàííûì j (íà íàøèõ ðèñóíêàõ ñòîëáöûâûãëÿäÿò êàê äèàãîíàëè).Ïóñòü F � ðåãóëÿðíàÿ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà P , à eF � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíüìíîãîãðàííèêà Q, ò. å. F ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì ãðàíè eF . Ìû ÷àñòî áóäåìîáîçíà÷àòü ÷åðåç [F ℄ êëàññ [ eF ℄ ãðàíè eF â êîëüöå ìíîãîãðàííèêà RQ. Îòìåòèì,÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, �[F ℄ íå ïðèíàäëåæèò êîëüöó RP .1Íàøè äèàãðàììû ãðàíåé, ðàâíî êàê è äèàãðàììû â ðàáîòå [12℄, ïîëó÷àþòñÿ îòðàæåíèåìäèàãðàìì èç [15℄ îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 105Âñå ãèïåðãðàíè â P ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Ïóñòü i = 0; : : : ; n � 1 è j =1; : : : ; n� i� 1; îáîçíà÷èì ÷åðåç �i;j ãèïåðãðàíü ìíîãîãðàííèêà P , çàäàâàåìóþóðàâíåíèåì �i;j = �i+1;j (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî �0;j = �j). Àíàëîãè÷íî, ïðè i =0; : : : ; n� 1 è j = 2; : : : ; n� i ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ��i;j ãèïåðãðàíü, çàäàâàåìóþóðàâíåíèåì �i;j = �i+1;j�1. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ ãèïåðãðàíü P èìååò âèä ëèáî �i;j ,ëèáî ��i;j .Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò âñå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãè-ïåðãðàíÿìè â P .Ïðåäëîæåíèå 3.2. Â êîëüöå RQ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ñî-îòíîøåíèÿ: [�i;j ℄� [��i;j ℄� [�i�1;j ℄ + [��i�1;j+1℄ = 0;ãäå ñëàãàåìûå, èíäåêñû ïðè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ âíå äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà,ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Áîëåå òîãî, âñå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþòèç ýòèõ.Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå ÷åòûðåõ÷ëåííûì ñîîòíîøåíèåì äëÿèíäåêñîâ (i; j).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ei;j � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rd . ×åòûðåõ÷ëåííîåñîîòíîøåíèå äëÿ (i; j) èìååò âèäX� ��(ei;j)[�℄ = 0;ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ãèïåðãðàíÿì èç Q. Íî â Q åñòü íåáîëåå ÷åòûðåõ ãèïåðãðàíåé �, äëÿ êîòîðûõ ��(ei;j) 6= 0; ýòî �i;j , �i�1;j , ��i;jè ��i�1;j+1. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè íèõ òàêîâû,êàê óêàçàíî âûøå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.3.3. Êîãàíîâñêèå ãðàíè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñ-íîâíîì ãðàíè ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìèòèïà2 �i;j = �i+1;j (ò. å. ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíåé âèäà �i;j). Òàêèå ãðàíè ìû áó-äåì íàçûâàòü êîãàíîâñêèìè ãðàíÿìè. Êàæäîé êîãàíîâñêîé ãðàíè F ñîïîñòàâèìïåðåñòàíîâêó w(F ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ñîïîñòàâèì êàæäîìó óðàâ-íåíèþ �i;j = �i+1;j ýëåìåíòàðíóþ òðàíñïîçèöèþ si+j = (i+ j; i+ j + 1). Äàëååðàññìîòðèì ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñïîçèöèé, êîòîðûå ñî-îòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì, îïðåäåëÿþùèì F , òàêèì îáðàçîì: ïðî÷òåì êàæäóþñòðîêó äèàãðàììû F ñëåâà íàïðàâî, íà÷àâ ñ íèæíåé ñòðîêè è çàêîí÷èâ âåðõ-íåé. Ïîëó÷åííîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè w(F ) (ìûïåðåìíîæàåì ïåðåñòàíîâêè ñïðàâà íàëåâî, ò. å. çàïèñü w = w1w2 îçíà÷àåò, ÷òîw(i) = w1(w2(i)) äëÿ âñåõ i = 1; : : : ; n). �ðàíü F íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé, åñëèýòà çàïèñü ïðèâåäåííàÿ (â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì ïåðåñòàíîâêè òîëü-êî äëÿ ïðèâåäåííûõ ãðàíåé).3 Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñü w = si1 � � � sil íàçûâàåòñÿ2Ò. å. òèïà L â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [12℄ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, òèïà A èç ðàáîòû [15℄(�i+j;i â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [15℄ ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó �i;j).3Îòìåòèì, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå ïåðåñòàíîâêè w(F ) íå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì èç[15; ðàçä. 2.2.1℄: îïðåäåëÿåìàÿ òàì w(F ) ðàâíÿåòñÿ íàøåé w(F )�1. Îäíàêî ýòà ðàçíèöà íåâëèÿåò íà îïðåäåëåíèå ïðèâåäåííûõ ãðàíåé.



106 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍïðèâåäåííîé, åñëè åå äëèíà ìèíèìàëüíà, ò. å. ïåðåñòàíîâêó w íåëüçÿ ïðåäñòà-âèòü êàê ïðîèçâåäåíèå ìåíåå ÷åì l ýëåìåíòàðíûõ òðàíñïîçèöèé. Ïðèâåäåííûåêîãàíîâñêèå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâó-þò ïðèâåäåííûì r
-ãðà�àì (èõ åùå íàçûâàþò pipe dreams ; ñì. [15; ðàçä. 2.2.1℄).Îòìåòèì, ÷òî ãðàíè è ñîîòâåòñòâóþùåìó r
-ãðà�ó îòâå÷àåò îäíà è òà æå ïåðå-ñòàíîâêà.

�èñ. 2. Ïðèâåäåííûå êîãàíîâñêèå ãðàíè äëÿ òðåõìåðíîãî ìíîãîãðàí-íèêà �åëü�àíäà�ÖåòëèíàÄèàãðàììû âñåõ ïðèâåäåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåé â ñëó÷àå n = 3 è îòâå÷à-þùèå èì ïåðåñòàíîâêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.Ïðåäëîæåíèå 3.3. Âñå êîãàíîâñêèå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååòñÿ òîëüêî îäíà êîãàíîâñêàÿ âåðøèíà. Ýòà âåðøè-íà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé è ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé äðóãîé êîãàíîâñêîé ãðàíè. Ïîýòîìóýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3.Ïðè ïîìîùè ÷åòûðåõ÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî âûðàçèòü [��0;j+1℄ ÷åðåçêîãàíîâñêèå ãðàíè:[��0;j+1℄ = [�0;j ℄� [�1;j ℄ + [��1;j ℄ = [�0;j ℄� [�1;j ℄ + [�1;j�1℄� [�2;j�1℄ + [��2;j�1℄ = � � � = j�1Xi=0 [�i;j�i℄� [�i+1;j�i℄:Îïðåäåëèì k-àíòèäèàãîíàëüíóþ ñóììó ãèïåðãðàíåé ADk êàê ñóììó âñåõ ýëå-ìåíòîâ âèäà [�i;j ℄, ãäå ñóììà i+j = k ïîñòîÿííà (ïðè ýòîì i ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 0).Ïîëîæèì �j = �0;j è ��j = ��0;j . Ïðîâåäåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî[�j+1℄� [��j+1℄ = ADj+1 �ADj :



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 107Ïðåäëîæåíèå 3.4. Â RP èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:���1 = �(�[�1℄); ���2 = �([��2 ℄� [�2℄); : : : ; ���n = �([��n ℄):Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �j � îáðàç âåêòîðà ���j ïðè åñòåñòâåííîì âëî-æåíèè �P ! �Q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hj è H�j îïîðíûå ÷èñëà, îòâå÷àþùèåãèïåðãðàíÿì �j è ��j ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, Hj è H�j � ëèíåéíûå�óíêöèîíàëû íà �Q. Ïî ïðàâèëó äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè,�j = n�1Xk=1Hk(�j)[�j ℄ + nXk=2H�k (�j)[��j ℄â RQ, ïîñêîëüêó [�j ℄ = �=�Hj ; àíàëîãè÷íî äëÿ [��j ℄. Òåïåðü äîñòàòî÷íî çàìå-òèòü, ÷òî Hk(�j) = �Ækj è H�k (�j) = Ækj , ãäå Ækj � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïðåäëî-æåíèå äîêàçàíî. 4. Öèêëû Øóáåðòà è ãðàíè4.1. Öèêëû Øóáåðòà. Äàëåå íà âñåì ïðîòÿæåíèè ñòàòüè ìû ïîëîæèìG = GLn(C ). Ïóñòü ÷åðåç B è B� îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ïîäãðóïïûâåðõíå- è íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â G. �ðóïïó Âåéëÿ ãðóïïû G ìîæíîîòîæäåñòâèòü ñ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Sn: ïåðåñòàíîâêà w 2 Sn ñîîòâåò-ñòâóåò ýëåìåíòó èç G, äåéñòâóþùåìó íà âåêòîðàõ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ei ïî�îðìóëå ei 7! ew(i). Äëÿ âñÿêîãî w 2 Sn îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ØóáåðòàXw êàê çàìûêàíèå B�-îðáèòû ýëåìåíòà w â ìíîãîîáðàçèè �ëàãîâ X = G=B.Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëèíà l(w) ýëåìåíòà w ðàâíà êîðàçìåðíîñòè ïîäìíî-ãîîáðàçèÿXw â X . Êëàññ [Xw℄ ïîäìíîãîîáðàçèÿXw â ãðóïïå ×æîó CH l(w)(X)íàçûâàåòñÿ öèêëîì Øóáåðòà, îòâå÷àþùèì ïåðåñòàíîâêå w.Çàìå÷àíèå 4.1. Îòìåòèì, ÷òî îáîçíà÷åíèÿ â ðàáîòå [16℄ îòëè÷àþòñÿ îò íà-øèõ. À èìåííî, òàì ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå �ëàãîâ B� n G. Ïðè èçî-ìîð�èçìå G=B ! B� nG, ïåðåâîäÿùåì gB â w0g�1w�10 B�, íàøå ìíîãîîáðàçèåØóáåðòà Xw îòîáðàæàåòñÿ â ìíîãîîáðàçèå Øóáåðòà Xw�10 ww0 â îáîçíà÷åíèÿõ[16; � 4℄.4.2. Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Øó-áåðòà (ñì. [3℄, [17℄). Êàæäîé ïðîñòîé òðàíñïîçèöèè si = (i; i + 1) ïîñòàâèìâ ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé, äåéñòâóþùèé íà ìíîãî÷ëåíàõîò ïåðåìåííûõ x1; x2; : : : ïî �îðìóëåAi(f) = f � si(f)xi � xi+1 ;ãäå si(f) � ìíîãî÷ëåí f , â êîòîðîì ïåðåñòàâëåíû ïåðåìåííûå xi è xi+1. Äëÿêàæäîé ïåðåñòàíîâêè w ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïðèâåäåííîå (ò. å. êðàò÷àéøåå)ðàçëîæåíèå w�1w0 = si1 � � � sik ïåðåñòàíîâêè w�1w0 â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõòðàíñïîçèöèé. Ìíîãî÷ëåí Øóáåðòà Sw îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéSw(x1; x2; : : : ) = Ai1 � � �Aik (xn�11 xn�22 � � �xn�1):



108 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÒåîðåìà 4.2 [3℄. Êëàññ [Xw℄ ìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà Xw â êîëüöå CH(X)ðàâíÿåòñÿ Sw(x1; x2; : : : ), ãäå xi = �
1(Li) � âçÿòûé ñî çíàêîì �ìèíóñ� ïåð-âûé êëàññ ×æåíÿ òàâòîëîãè÷åñêîãî ëèíåéíîãî �àêòîððàññëîåíèÿ Li . Ïðèîòîæäåñòâëåíèè CH(X) = RP ïîëó÷àåì, ÷òî[Xw℄ = Sw�� ���1 ; : : : ;� ���n�:Äàëåå, íàïîìíèì òåîðåìó Êèðèëëîâà�Ôîìèíà [7℄. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ãðà-íè F ìîíîì x(F ) îò ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xn�1, ñîïîñòàâèâ xj êàæäîìó èç óðàâ-íåíèé âèäà �i;j = �i+1;j , êîòîðûå çàäàþò F , è âçÿâ ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýòèõ ïå-ðåìåííûõ (çäåñü, ðàçóìååòñÿ, ïîðÿäîê óæå íåñóùåñòâåí). Òåîðåìà Êèðèëëîâà�Ôîìèíà óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí Øóáåðòà Sw, îòâå÷àþùèé êëàññó Øóáåð-òà [Xw℄, ðàâåí Xw(F )=wx(F );ãäå ñóììà áåðåòñÿ ëèøü ïî ïðèâåäåííûì êîãàíîâñêèì ãðàíÿì.4.3. Ïðåäñòàâëåíèå öèêëîâ Øóáåðòà ïðè ïîìîùè ãðàíåé. Â êîëüöåìíîãîãðàííèêà öèêëû Øóáåðòà ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ ëèíåéíûìè êîì-áèíàöèÿìè ãðàíåé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà. Ñëåäóþùàÿ òåî-ðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëîãîì òåîðåìû Êèðèëëîâà�Ôîìèíà; îíàïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêèé öèêë Øóáåðòà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììûãðàíåé òî÷íî òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìíîãî÷ëåí Øóáåð-òà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ìîíîìîâ.Òåîðåìà 4.3. Öèêë Øóáåðòà [Xw℄, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ýëåìåíò êîëüöàìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñëåäóþ-ùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàíåé:[Xw℄ = �� Xw(F )=w[F ℄�;ãäå ñóììà áåðåòñÿ ëèøü ïî ïðèâåäåííûì êîãàíîâñêèì ãðàíÿì (âñå ýòè ãðàíèðåãóëÿðíû).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïðèâåäåíî â ï. 5.2. Îíî èñïîëüçóåò êîì-áèíàòîðèêó è ãåîìåòðèþ ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà, à òàêæå �îðìóëóÄåìàçþðà äëÿ õàðàêòåðà.Íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî ìåæäó ýòîé òåîðåìîé è òåîðåìîé Êèðèëëîâà�Ôîìèíà,ïåðâàÿ íå ñëåäóåò èç âòîðîé, òàê êàê íåò ïî÷ëåííîãî ðàâåíñòâà ìåæäó ìîíîìà-ìè â ìíîãî÷ëåíå Øóáåðòà Sw (êîòîðûå âñåãäà ëåæàò â êîëüöå RP ) è îáðàçàìèãðàíåé �([F ℄) â ðàçëîæåíèè öèêëà Xw (êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, íå ëåæàò â êîëü-öå RP ). Ýòî âèäíî óæå â ñëó÷àå n = 3 è w = s2 (ñì. çàìå÷àíèå 2.5).Îòìåòèì, ÷òî ó öèêëà Øóáåðòà ìîæåò áûòü è áîëåå ïðîñòîå ïðåäñòàâëåíèåïðè ïîìîùè ñóììû ãðàíåé, ÷åì òî, êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ â ýòîé òåîðåìå (ñì.ïðèìåð 4.4).



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 109Ïðèìåð 4.4. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 3.4 è òåîðåìó 4.2, ìîæíî âûðàçèòüäèâèçîðû Øóáåðòà [Xsi ℄ ÷åðåç ýëåìåíòû êîëüöà ìíîãîãðàííèêà, ñîîòâåòñòâó-þùèå ãèïåðãðàíÿì ìíîãîãðàííèêà P . Âî-ïåðâûõ,[Xsi0 ℄ = Ssi0�� ���1 ;� ���2 ; : : :� = �� i0Xj=1�[�j ℄� [��j ℄��;ãäå âñå ñëàãàåìûå, èíäåêñû êîòîðûõ ëåæàò âíå äîïóñòèìûõ ïðåäåëîâ, ñ÷èòàþò-ñÿ ðàâíûìè íóëþ. Êàê ìû âèäåëè, ýëåìåíò [�j ℄� [��j ℄ ðàâíÿåòñÿ ADj �ADj�1.Ñëåäîâàòåëüíî, [Xsi0 ℄ = �(ADi0 ) = �� i0Xj=1[�i0�j;j ℄�:Ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå öèêëà [Xsi0 ℄ â âèäå ñóììû i0 ãðàíåé. Ýòî ïðåä-ñòàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ óêàçàííûì â òåîðåìå 4.3. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî [Xsn�1 ℄ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè îäíîé ãðàíè, à èìåííî,[Xsn�1 ℄ = � n�1Xi=1 ���i = ���n = �[��n ℄:Ìû èñïîëüçîâàëè ðàâåíñòâî nXi=1 ���i = 0 â RQ, ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí îáúåìà èí-âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, â ÷àñòíîñòè, îí íå ìåíÿåòñÿîò ïðèáàâëåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà êî âñåì �i.Òåîðåìà 4.3 âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè â êîëüöå ìíîãîãðàííèêà RP äàåò ñëåäó-þùåå äâîéñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå öèêëîâ Øóáåðòà ïðè ïîìîùè ãðàíåé. Îïðå-äåëèì äâîéñòâåííûå êîãàíîâñêèå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíàêàê ãðàíè, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè âèäà4 �i;j = �i+1;j�1 (ò. å. ÿâëÿþùèåñÿ ïå-ðåñå÷åíèÿìè ãèïåðãðàíåé âèäà ��i;j). Èíûìè ñëîâàìè, äèàãðàììû äâîéñòâåí-íûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåé ñóòü çåðêàëüíûå îáðàçû äèàãðàìì îáû÷íûõ êîãàíîâ-ñêèõ ãðàíåé ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Êàæäîé äâîé-ñòâåííîé êîãàíîâñêîé ãðàíè F � òàêæå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïåðåñòàíîâêó w(F �).À èìåííî, ñîïîñòàâèì êàæäîìó óðàâíåíèþ �i;j = �i+1;j�1 ïðîñòîå îòðàæåíèåsn�j+1 è ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ýòèõ îòðàæåíèé, ïîëó÷åííóþ ïðîõîæäåíè-åì îò íèæíåé ñòðîêè ê âåðõíåé, ïðè÷åì êàæäàÿ ñòðîêà áóäåò ÷èòàòüñÿ ñïðàâàíàëåâî. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà w(F �) ñîâïàäàåò ñ ïåðåñòàíîâêîé w(F ),ïîñòðîåííîé ïî êîãàíîâñêîé ãðàíè F , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ãðàíè F �îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé (ò. å. êàæäîå óðàâíåíèå âèäà �i;j = �i+1;j�1çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì �i;n�i�j+1 = �i+1;n�i�j+1).Ñëåäñòâèå 4.5. Öèêë Øóáåðòà [Xw℄, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ýëåìåíò êîëü-öà ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñëåäó-þùàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãðàíåé:[Xw℄ = �� Xw(F�)=w0ww�10 [F �℄�;ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïðèâåäåííûì äâîéñòâåííûì êîãàíîâñêèì ãðàíÿì.4Ò. å. òèïà R â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [12℄, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî òèï B â ðàáîòå [15℄.



110 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÄîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ëèíåéíûé àâòîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâà Rd ,ïåðåâîäÿùèé òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè �i;j â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè ��i;n�i�j+1.Ýòîò àâòîìîð�èçì ïåðåâîäèò ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà P� â ìíîãî-ãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà P�w0�, ãäå w0(�1; : : : ; �n) = (�n; : : : ; �1). Òàêèìîáðàçîì, îí èíäóöèðóåò àâòîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâà VP , ñîõðàíÿþùèé ðåøåò-êó �P , à çíà÷èò, è àâòîìîð�èçì A êîëüöà RP . Âûáåðåì òàêîå ðàçðåøåíèå Q,÷òî àâòîìîð�èçì A ïðîäîëæàåòñÿ íà êîëüöî RQ. ßñíî, ÷òî ïðîäîëæåííûéàâòîìîð�èçì ïåðåâîäèò ýëåìåíò �([F ℄), îòâå÷àþùèé ðåãóëÿðíîé ãðàíè F ìíî-ãîãðàííèêà P , â ýëåìåíò �([F �℄), ãäå äèàãðàììà ãðàíè F � ïîëó÷àåòñÿ èç äèà-ãðàììû ãðàíè F îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Äîñòàòî÷íîäîêàçàòü, ÷òî àâòîìîð�èçì A êîëüöà RP ñîâïàäàåò ñ àâòîìîð�èçìîì êîëüöàCH�(X), ïåðåâîäÿùèì öèêë Øóáåðòà [Xw℄ â [Xw0ww�10 ℄. (Ïîñëåäíèé àâòî-ìîð�èçì èíäóöèðîâàí àâòîìîð�èçìîì ìíîãîîáðàçèÿ �ëàãîâ X , ïåðåâîäÿùèìïîëíûé �ëàã âî �ëàã èç åãî îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé.) Äåéñòâèòåëüíî, ýòîëåãêî ïðîâåðèòü äëÿ äèâèçîðîâ Øóáåðòà, îïèñàííûõ â ïðèìåðå 4.4 (ïî ñóùå-ñòâó, íóæíî ïðîäåëàòü òî æå ñàìîå âû÷èñëåíèå, íî óæå ñ äâîéñòâåííûìè êî-ãàíîâñêèìè ãðàíÿìè). Îáùèé ñëó÷àé òåïåðü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äèâèçîðûØóáåðòà ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè îáðàçóþùèìè êîëüöà êîãîìîëîãèéìíîãîîáðàçèÿ X . Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ êîãàíîâñêàÿ ãðàíü ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáîé äâîéñòâåííîéêîãàíîâñêîé ãðàíüþ òðàíñâåðñàëüíî. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü öèêëû,îòâå÷àþùèå ìíîãîîáðàçèÿì �è÷àðäñîíà, â âèäå ñóìì ãðàíåé.Ñëåäñòâèå 4.6. Ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ öèêëîâ Øóáåðòà [Xw℄ è [Xu℄âûðàæàåòñÿ êàê ñóììà ñëåäóþùèõ ãðàíåé:[Xw℄ � [Xu℄ = �� Xw(F )=w;w(F�)=w0uw�10 [F \ F �℄�;ãäå F è F � ïðîáåãàþò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ ïðèâåäåííûõ êîãà-íîâñêèõ è äâîéñòâåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåé.5. Õàðàêòåðû Äåìàçþðà5.1. Õàðàêòåðû. Äëÿ êàæäîãî � = (�1; : : : ; �n) ðàññìîòðèì à��èííóþãèïåðïëîñêîñòü Rn�1 � Rn ñ êîîðäèíàòàìè y1; : : : ; yn, çàäàííóþ óðàâíåíèåìy1 + � � �+ yn + u0 = 0, ãäå u0 = �1 + � � �+ �n. Âûáåðåì êîîðäèíàòû u1; : : : ; un�1â Rn�1 òàê, ÷òîáû yi ðàâíÿëîñü ui � ui�1 ïðè âñåõ i = 1; : : : ; n� 1. �àññìîòðèìñëåäóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå p : Rd ! Rn�1 èç ïðîñòðàíñòâà Rd ñ êîîðäè-íàòàìè �i;j â ãèïåðïëîñêîñòü Rn�1 � Rn :ui = n�iXj=1 �i;j :Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ïðåäñòàâèòü êîîðäèíàòû �i;j â âèäå òðåóãîëüíîé òàáëè-öû, êàê â (GZ), òî ui åñòü ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ â i-é ñòðîêå. Äàëåå ìû áóäåì



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 111îòîæäåñòâëÿòü Rn ñ âåùåñòâåííîé îáîëî÷êîé âåñîâîé ðåøåòêè � ãðóïïû G òà-êèì îáðàçîì, ÷òî i-é áàçèñíûé âåêòîð â Rn áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåñó, çàäàí-íîìó i-ì ýëåìåíòîì äèàãîíàëüíîãî òîðà â G. Òîãäà ãèïåðïëîñêîñòü Rn�1 ïî-ëó÷àåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èç ãèïåðïëîñêîñòè, ïîðîæäåííîé êîðíÿìèãðóïïû G. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàç ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�ÖåòëèíàP� � Rd ïðè îòîáðàæåíèè p åñòü â òî÷íîñòè âåñîâîé ìíîãîãðàííèê ïðåäñòàâ-ëåíèÿ V�.Ïóñòü S � ïîäìíîæåñòâî â ìíîãîãðàííèêå �åëü�àíäà�Öåòëèíà P� (â äàëü-íåéøåì S áóäåò ãðàíüþ èëè îáúåäèíåíèåì ãðàíåé). Îïðåäåëèì õàðàêòåð �Sïîäìíîæåñòâà S êàê ñóììó �îðìàëüíûõ ýêñïîíåíò ep(z) ïî âñåì öåëûì òî÷êàìz 2 S, ò. å. �(S) := Xz2S\Zdep(z):Ôîðìàëüíûå ýêñïîíåíòû eu, u 2 Zn, ïîðîæäàþò ãðóïïîâóþ àëãåáðó ðåøåòêè �.Ïîýòîìó õàðàêòåð ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ýòîé ãðóïïîâîé àëãåáðå.�àññìîòðèì òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû si : Rn�1 ! Rn�1 , äëÿ êîòîðûõ òî÷-êà si(u1; : : : ; un�1) îòëè÷àåòñÿ îò òî÷êè (u1; : : : ; un�1) íå áîëåå ÷åì çíà÷åíè-åì i-é êîîðäèíàòû, ïðè÷åì i-ÿ êîîðäèíàòà òî÷êè si(u1; : : : ; un�1) ðàâíÿåòñÿui�1 + ui+1 � ui, ãäå un = 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü òîò �àêò, ÷òî îïåðàòî-ðû si èíäóöèðîâàíû îðòîãîíàëüíûìè îòðàæåíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Rn (îòíî-ñèòåëüíî ïðîñòûõ êîðíåé) è ÷òî îíè çàäàþò äåéñòâèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-ïû Sn íà Rn�1 , ïðè êîòîðîì îòðàæåíèå si ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîé òðàíñïîçèöèèsi = (i; i+1) (ìû èñïîëüçóåì îäíî è òî æå îáîçíà÷åíèå äëÿ îòðàæåíèÿ è ñîîòâåò-ñòâóþùåé òðàíñïîçèöèè, êàê ýòî çà÷àñòóþ äåëàåòñÿ ïðè ðàáîòå ñ äåéñòâèÿìèãðóïï). Òàêæå îïðåäåëèì äåéñòâèå si íà ãðóïïîâîé àëãåáðå âåñîâîé ðåøåòêè,ïîëîæèâ si(eu) := esi(u).Äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì Rn�1 ñ âåùåñòâåííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,ïîðîæäåííûì êîðíÿìè ãðóïïû G, ïðè÷åì si ñîîòâåòñòâóþò îòðàæåíèÿì îòíî-ñèòåëüíî ïðîñòûõ êîðíåé. Ïðîñòûå êîðíè îòâå÷àþò âåêòîðàì ñòàíäàðòíîãî áà-çèñà â Rn�1 , ò. å. åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà ïðîñòîãî êîðíÿ �i åñòü ui,è çíà÷åíèå ýòîé êîîðäèíàòû ðàâíî åäèíèöå.Ïóñòü V ��;w åñòü B�-ìîäóëü Äåìàçþðà, îïðåäåëåííûé êàê ïðîñòðàíñòâî,äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé H0(Xw;L�jXw), ãäå L� :=L
�11 
� � �
L
�nn åñòü î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X , ñîîòâåòñòâó-þùåå ñòðîãî äîìèíàíòíîìó âåñó �. Îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Áîðåëÿ�Âåéëÿ�Áîòòà V ��;e èçîìîð�íî íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ V� ãðóïïû G ñî ñòàðøèìâåñîì �. Âûáåðåì â V ��;w áàçèñ èç âåñîâûõ âåêòîðîâ. Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòå-ðîì Äåìàçþðà �w(�) äëÿ B�-ìîäóëÿ V ��;w íàçûâàåòñÿ ñóììà ýêñïîíåíò âåñîâ,âçÿòàÿ ïî âñåì âåñîâûì âåêòîðàì â ýòîì áàçèñå, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,�w(�) := X�2�m�;w(�)e�;ãäå m�;w(�) åñòü êðàòíîñòü âåñà � â V ��;w .Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó õàðàê-òåðîì Äåìàçþðà ìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà è õàðàêòåðîì îáúåäèíåíèÿ ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ãðàíåé.



112 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÒåîðåìà 5.1. Äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè w 2 Sn õàðàêòåð Äåìàçþðà �w(�)ðàâåí õàðàêòåðó ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåäèíåíèÿ ãðàíåé:�w(�) = �� [w(F�)=wF��:Êàê îáû÷íî, F� ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå ïðèâåäåííûõ êîãàíîâñêèõãðàíåé ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà P� .Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò òåîðåìû 4.3 ýòà òåîðåìà è ïðèâîäèìûå íèæååå ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò �óíêöèè �èëüáåðòà è ñòåïåíè ìíîãîîáðàçèéØóáåðòà â ïðîåêòèâíûõ âëîæåíèÿõ â P(V�), èñïîëüçóþò èìåííî ìíîãîãðàííèêP�, à íå ïðîñòî êàêîé-íèáóäü àíàëîãè÷íûé åìó ìíîãîãðàííèê. Òàì, ãäå âûáîð� ñóùåñòâåí, ìû îòìå÷àåì ýòî, èñïîëüçóÿ äëÿ ãðàíåé îáîçíà÷åíèå F� âìåñòî F .Äëÿ êåìï�îâñêèõ ïåðåñòàíîâîê òåîðåìà 5.1 ïðèíèìàåò âèä, óêàçàííûé â [21;ñëåäñòâèå 15.2℄. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó [15; ïðåäëîæåíèå 2.3.2℄ ïåðåñòàíîâêà wÿâëÿåòñÿ êåìï�îâñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿïðèâåäåííàÿ êîãàíîâñêàÿ ãðàíü F , äëÿ êîòîðîé w(F ) = w. Òàêèì îáðàçîì,â ýòîì ñëó÷àå �w(�) = �(F ).Â ï. 5.4 ýòà òåîðåìà áóäåò ñâåäåíà ê ÷èñòî êîìáèíàòîðíîé ëåììå 5.8. Äîêà-çàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ïðèâîäèòñÿ â ï. 6.3.Âûâåäåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 5.1. Âî-ïåðâûõ, àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì ìîæíî îïèñàòü è õàðàêòåðû Äåìàçþðà B-ìîäóëåé. Îïðåäåëèì B-ìîäóëüÄåìàçþðà V +�;w êàê äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê H0(Xw;L�jXw ), ãäå Xw � ýòîçàìûêàíèå B-îðáèòû ýëåìåíòà w â X (â ÷àñòíîñòè, [Xw℄ = [Xw0w℄ â CH�(X)).Ñëåäñòâèå 5.2. Äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè w 2 Sn õàðàêòåð Äåìàçþðà �w(�)ðàâåí õàðàêòåðó ñëåäóþùåãî îáúåäèíåíèÿ ãðàíåé:�w(�) = �� [w(F�� )=ww0 F ���;ãäå F �� ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå ïðèâåäåííûõ äâîéñòâåííûõ êîãà-íîâñêèõ ãðàíåé â ìíîãîãðàííèêå �åëü�àíäà�Öåòëèíà.Ýòî ñëåäñòâèå íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1 è îïðå-äåëåíèÿ äâîéñòâåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåé, ïîñêîëüêó �w(�) = w0�w0w(�).Äðóãîå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 5.1 îïèñûâàåò �óíêöèþ �èëüáåðòà ìíîãîîáðà-çèÿ Øóáåðòà Xw, âëîæåííîãî â P(H0(Xw;L�jXw )�) � P(V�).Ñëåäñòâèå 5.3. Äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè w 2 Sn ðàçìåðíîñòü ïðîñò-ðàíñòâà H0(Xw;L�jXw) ðàâíà ÷èñëó öåëûõ òî÷åê â îáúåäèíåíèè âñåõ ïðèâå-äåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåé, îòâå÷àþùèõ ïåðåñòàíîâêå w :dimH0(Xw;L�jXw ) = ���� [w(F )=wF� \Zd����:



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 113Â ÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ �èëüáåðòà H�;w(k) := dimH0(Xw;L 
k� jXw ) ðàâíà ìíî-ãî÷ëåíó Ýðõàðòà ìíîæåñòâà [w(F�)=wF� , ò.å.H�;w(k) = ���� [w(F�)=w kF� \Zd����ïðè âñåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ k .Ýòî ñëåäñòâèå áóäåò îñîáåííî âàæíûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.3.5.2. Ñòåïåíè ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà. Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðå-ìó 4.3, ìû äîêàæåì àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé ìíîãî-îáðàçèé Øóáåðòà. Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíåé Dw íà Rn îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿòåì ñâîéñòâîì, ÷òî (d � l(w))!Dw(�) = deg�(Xw) äëÿ âñåõ äîìèíàíòíûõ âåñîâ� 2 Zn � Rn . Â ÷àñòíîñòè, De = (1=d!) deg�(X) = Volume(Q�) è Dw0 = 1. Ìíî-ãî÷ëåíû ñòåïåíåé âïåðâûå âîçíèêëè â ðàáîòå È.Í. Áåðíøòåéíà, È.Ì. �åëü-�àíäà, Ñ.È. �åëü�àíäà [3℄; íåäàâíî îíè òàêæå èçó÷àëèñü À. Ïîñòíèêîâûì è�.Ï. Ñòåíëè â ðàáîòå [21℄. Íèæå ìû äîêàæåì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìíî-ãî÷ëåí ñòåïåíåé è îáúåìû ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç RF � Rd à��èííóþ îáîëî÷êó ãðàíè F . Â íèæåïðèâåäåí-íûõ �îðìóëàõ �îðìà îáúåìà íà RF ñ÷èòàåòñÿ íîðìèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì,÷òî êîîáúåì ðåøåòêè Zd\RF â RF ðàâíÿåòñÿ 1. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿòåîðåìà.Òåîðåìà 5.4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:Dw = Xw(F�)=wVolume(F�);Dw = Xw(F�� )=w0ww�10 Volume(F �� ):Äëÿ êåìï�îâñêèõ ïåðåñòàíîâîê ïåðâîå ðàâåíñòâî òåîðåìû 5.4 ïðèíèìàåò âèäïîñëåäíåé �îðìóëû èç [21; ñëåäñòâèå 15.2℄.Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 5.4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.3è òåîðåìû �èëüáåðòà î ñòàðøåì ÷ëåíå â ìíîãî÷ëåíå �èëüáåðòà ïðè ïîìîùèðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ èñïîëüçîâàííûì â ðàáîòå [11℄. Òàê, ïî òåîðåìå�èëüáåðòà dim(V �k�;w) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò k (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k),è åãî ñòàðøèé ÷ëåí ðàâåí Dw(�)kd. Äàëåå, îòìåòèì, ÷òî dim(V �k�;w) åñòü ÷èñëîöåëûõ òî÷åê â [w(F�)=w kF� â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.3. Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ òåì,÷òî äëÿ êàæäîé ãðàíè F åå îáúåì ðàâíÿåòñÿ ñòàðøåìó ÷ëåíó â ìíîãî÷ëåíå Ýð-õàðòà ýòîé ãðàíè (ïîñêîëüêó Volume(kF ) = knVolume(F ) ïðèáëèæåííî ðàâåí÷èñëó öåëûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ kF , ïðè áîëüøèõ k). Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 5.5. Äâîéñòâåííûå ãðàíè Êîãàíà ñóòü â òî÷íîñòè òå ãðàíè, êî-òîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â [16; � 4℄. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïåðåñòàíîâ-êè w(F �) â [16℄ îòëè÷àåòñÿ îò íàøåãî, à òàêæå îò ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [15℄.



114 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÀ èìåííî, â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ àâòîðû [16℄ ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå äâîéñòâåí-íîé ãðàíè F � ïåðåñòàíîâêó w0ww�10 . Îäíàêî, ïîñêîëüêó öèêë Øóáåðòà [Xw℄â èõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîâïàäàåò ñ öèêëîì Øóáåðòà [Xw0ww�10 ℄ â íàøèõ îáîçíà÷å-íèÿõ (ñì. çàìå÷àíèå 4.1), â èõ òåîðåìå 8 (îïèñûâàþùåé òîðè÷åñêîå âûðîæäåíèåìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà Xw) âîçíèêàþò â òî÷íîñòè òå æå ãðàíè, ÷òî è âî âòî-ðîì ðàâåíñòâå òåîðåìû 5.4 íàñòîÿùåé ðàáîòû, ïðè÷åì ïîñëåäíåå ìîæåò áûòüâûâåäåíî èç ïåðâîé ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé òåõíèêè òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3. Òåïåðü âûâåäåì òåîðåìó 4.3 èç òåîðå-ìû 5.4, èñïîëüçóÿ ëåììó 2.4. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåòêà �P ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîéâ �Q. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîãðàííèê P� ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò â �Q =Sym1(�Q). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L� îáðàç P� ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè Sym(�Q)! RQ. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè èçîìîð�èçìå, îïèñàííîì â òåîðåìå 3.1,êëàññ �(L�) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó êëàññó ×æåíÿ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L�.Èòàê, â RP èìååòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:[Xw℄�(L�)d�l = (deg�(Xw))[pt℄;ãäå d � l = d � l(w) åñòü ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Xw (ïðîèçâåäåíèå â ëå-âîé ÷àñòè áåðåòñÿ â RP ; êàê è ðàíåå, ìû îòîæäåñòâëÿåì ýëåìåíòû â RP ñ èõîáðàçàìè â MQ;P ).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ãðàíè F� � Q�êîðàçìåðíîñòè l ïðîèçâåäåíèå [F�℄Ld�l� â RQ ðàâíÿåòñÿ êëàññó âåðøèíû, óìíî-æåííîìó íà êîý��èöèåíò (d� l)! Volume(F�). Èòàê, ïî òåîðåìå 5.4 èìååì[Xw℄�(L�)d�l = �� Xw(F )=w[F ℄Ld�l� �:Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû âèäà �(L�)d�l ëèíåéíî ïîðîæäàþò Rd�lP , ìîæíî ïðèìå-íèòü ëåììó 2.4 è çàêëþ÷èòü, ÷òî [Xw℄ = �� Xw(F )=w[F ℄�. Òåîðåìà 4.3 äîêàçàíà.5.3. Ôîðìóëà Äåìàçþðà äëÿ õàðàêòåðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-ìû 5.1 áóäåò èñïîëüçîâàíà �îðìóëà Äåìàçþðà äëÿ õàðàêòåðà �w(�) âìåñòåñ íåêîòîðûì ÷èñòî êîìáèíàòîðíûì ðàññóæäåíèåì. Íàïîìíèì �îðìóëó Äåìà-çþðà äëÿ õàðàêòåðà (ïîäðîáíîñòè èçëîæåíû â [1℄). Äëÿ êàæäîãî i = 1; : : : ; n�1îïðåäåëèì îïåðàòîð Ti íà ãðóïïîâîé àëãåáðå âåñîâîé ðåøåòêè ãðóïïû G ïðèïîìîùè �îðìóëû Ti(f) = f � e��isi(f)1� e��i :Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì îïåðàòîð T�i ïî �îðìóëåT�i (f) = f � e�isi(f)1� e�i :Òåîðåìà 5.6 [1℄. Ïóñòü w = si1 � � � sil � ïðèâåäåííîå ðàçëîæåíèå ýëåìåí-òà w . Òîãäà õàðàêòåðû Äåìàçþðà �w(�) è �w0w(�) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî�w(�) = Ti1 � � �Tile�



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 115è �w0w(�) = T�n�i1 � � �T�n�ilew0�:Ïåðâîå ðàâåíñòâî � ýòî ñòàíäàðòíûé âèä �îðìóëû Äåìàçþðà äëÿ õàðàêòå-ðà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âòîðîå ðàâåíñòâî, êîòîðîå íåìåäëåííî ñëåäóåò èçïåðâîãî, ïîñêîëüêó �w(�) = w0�w0w(�) è w0Ti = T�n�iw0.Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà àíàëîãè÷íà òåîðåìå 4.2 (à òàêæå åå âåðñèè äëÿK-òåîðèè [6℄, ñì. òàêæå [20; � 3℄), îïèñûâàþùåé öèêëû Øóáåðòà ïðè ïîìî-ùè îïåðàòîðîâ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé. Îäíàêî â ýòîé òåîðåìå îïåðàòîðû Tijïðèìåíÿþòñÿ â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è ïðîñòûå òðàíñïîçèöèè sij , âõîäÿùèåâ ïðèâåäåííîå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà w, òîãäà êàê â òåîðåìå 4.2 ïîðÿäîê ïðîòè-âîïîëîæíûé (ò. å. òàêîé æå, êàê â w�1).5.4. Çåðêàëüíûé ìèòîç. Ìèòîç � ýòî êîìáèíàòîðíàÿ îïåðàöèÿ, ââåäåí-íàÿ À. Êíóòñîíîì è Ý. Ìèëëåðîì [14℄, [19℄, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæ-äîé êîãàíîâñêîé ãðàíè íåêîòîðûé íàáîð êîãàíîâñêèõ ãðàíåé5. Ïðè ïðèìåíå-íèè ìèòîçà â i-ì ñòîëáöå ê ìíîæåñòâó âñåõ ïðèâåäåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåé,ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåñòàíîâêå w, ïîëó÷àþòñÿ âñå ïðèâåäåííûå êîãàíîâñêèåãðàíè, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì ïåðåñòàíîâêàì wsi, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþl(wsi) = l(w)� 1. Íàì ïîòðåáóåòñÿ çåðêàëüíûé ìèòîç, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èçîáû÷íîãî ìèòîçà òðàíñïîíèðîâàíèåì äèàãðàìì ãðàíåé (ò. å. çàìåíîé ñòðîê íàñòîëáöû è íàîáîðîò). Äðóãèìè ñëîâàìè, çåðêàëüíûé ìèòîç äëÿ ïåðåñòàíîâêèw � ýòî îáû÷íûé ìèòîç äëÿ ïåðåñòàíîâêè w�1. Ìû èñïîëüçóåì çåðêàëüíûéìèòîç äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè òåîðåìó 5.1 èç �îðìóëû Äåìàçþðà äëÿ õàðàê-òåðîâ. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå çåðêàëüíîãî ìèòîçà.Ïóñòü F � ïðèâåäåííàÿ êîãàíîâñêàÿ ãðàíü ðàçìåðíîñòè l. Äëÿ êàæäîãîi = 1; : : : ; n � 1 ïîñòðîèì ìíîæåñòâî M�i (F ) ïðèâåäåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðà-íåé ðàçìåðíîñòè l+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî i = 1; : : : ; n� 1 áóäåìãîâîðèòü, ÷òî ó äèàãðàììû F èìååòñÿ ðåáðî â i-é ñòðîêå, åñëè ãðàíü F óäîâëå-òâîðÿåò óðàâíåíèþ �i�1;j = �i;j ïðè íåêîòîðîì j. Àíàëîãè÷íî áóäåì ãîâîðèòü,÷òî ó äèàãðàììû F èìååòñÿ ðåáðî â i-ì ñòîëáöå, åñëè ãðàíü óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèþ �j�1;i = �j;i ïðè êàêîì-òî j. �àññìîòðèì i-þ ñòðîêó äèàãðàììû ãðàíè F .Åñëè ó íåå íåò ðåáðà â ïåðâîì ñòîëáöå, òî ìíîæåñòâî M�i (F ) ïóñòî. Òåïåðüïðåäïîëîæèì, ÷òî i-ÿ ñòðîêà ãðàíè F ñîäåðæèò ðåáðà âî âñåõ ñòîëáöàõ, íà÷è-íàÿ ñ ïåðâîãî è äî k-ãî âêëþ÷èòåëüíî, è íå ñîäåðæèò ðåáðà â (k+1)-ì ñòîëáöå.Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî j 6 k ïðîâåðèì, èìååòñÿ ëè â (i + 1)-é ñòðîêåðåáðî â j-ì ñòîëáöå. Åñëè äà, òî íå áóäåì äåëàòü íè÷åãî. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâàM�i (F ) ñîîòâåòñòâóþò òàêèì çíà÷åíèÿì j, äëÿ êîòîðûõ íà ïåðåñå÷åíèè (i+1)-éñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ðåáðà íåò. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî çíà÷åíèÿ j óäàëèì j-åðåáðî â i-é ñòðîêå è ñäâèíåì êàæäîå ðåáðî, ðàñïîëîæåííîå ñëåâà îò íåãî â òîéæå ñòðîêå, íà îäíó ïîçèöèþ â þãî-âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè (â (i+1)-þ ñòðîêó),åñëè ýòî âîçìîæíî. Íîâàÿ ïðèâåäåííàÿ êîãàíîâñêàÿ ãðàíü Fi;j , ïîëó÷åííàÿòàêèì îáðàçîì, íàçûâàåòñÿ j-ì ïîòîìêîì ãðàíè F â i-é ñòðîêå. ÌíîæåñòâîM�i (F ) ñîñòîèò èç ïîòîìêîâ Fi;j ïðè âñåõ 1 6 j 6 k.5Èñõîäíîå îïðåäåëåíèå èñïîëüçîâàëî ïîíÿòèå r
-ãðà�îâ, à íå êîãàíîâñêèõ ãðàíåé.
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�èñ. 3. Çåðêàëüíûé ìèòîç, ïðèìåíåííûé ê ïåðâîé ñòðîêå âåðõíåéäèàãðàììû, äàåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ íèæíèõ äèàãðàììÌîùíîñòü ìíîæåñòâàM�i (F ) ðàâíà k�k0, ãäå k0 åñòü ÷èñëî ðåáåð íà ïåðâûõk ïîçèöèÿõ â (i + 1)-é ñòðîêå. Ýòî ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ìîíîìîâ â Ai(xki xk0i+1).Èëëþñòðàöèÿ ê ïîíÿòèþ çåðêàëüíîãî ìèòîçà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûòåêàåò èç ñâîéñòâ îáû÷íîãî ìèòîçà [19℄.Òåîðåìà 5.7. Åñëè l(siw) = l(w)� 1, òî[w(F )=wM�i (F ) = [w(E)=siwfEg:Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1 òåïåðü ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì óáûâàþ-ùåé èíäóêöèè ïî l(w) èç �îðìóëû Äåìàçþðà äëÿ õàðàêòåðîâ (âòîðîãî ðàâåí-ñòâà òåîðåìû 5.6), òåîðåìû 5.7 è ñëåäóþùåé ëåììû.Êëþ÷åâàÿ ëåììà 5.8. Äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè w 2 Sn è ïðîñòîé òðàíñ-ïîçèöèè si , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ l(siw) = l(w) � 1, èìååò ìåñòî ðàâåí-ñòâî T�i �� [w(F )=wF�� = �� [w(F )=w;E2M�i (F )E��:Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êîìáèíàòîðíûì. Îíî ïðèâåäåíîâ ï. 6.3. 6. Ìèòîç íà ïàðàëëåëåïèïåäàõÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ñâåäåì ìèòîç íà ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåò-ëèíà ê àíàëîãè÷íîé îïåðàöèè (íàçûâàåìîé ïàðàìèòîçîì) íà ãðàíÿõ ïàðàëëå-ëåïèïåäà. Ïîñëåäíÿÿ ïðîùå äëÿ èçó÷åíèÿ è èìååò ïðîçðà÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèéñìûñë (ñì. çàìå÷àíèå 6.7). Ïàðàìèòîç äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è åãî ïðèëîæåíèÿ



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 117ê ýêñïîíåíöèàëüíûì ñóììàì è îïåðàòîðàì Äåìàçþðà èçó÷àþòñÿ â ïï. 6.1 è 6.2.Ìàòåðèàë ýòèõ ïóíêòîâ ñàìîäîñòàòî÷åí, è âñå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþòñÿ ìåòî-äàìè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ýòè ðåçóëüòàòû çàòåì èñïîëüçóþòñÿ â ï. 6.3 äëÿäîêàçàòåëüñòâà êëþ÷åâîé ëåììû 5.8. Åùå îäíî ïðèëîæåíèå � ïðåäëîæåíèå 6.6,êîòîðîå äàåò íîâîå ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèìïëåêñà â âèäå êóáè÷åñêîãîêîìïëåêñà.6.1. Ïàðàëëåëåïèïåäû. �àññìîòðèì öåëûå ÷èñëà �1; : : : ; �m, �1; : : : ; �m,óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ �k 6 �k äëÿ âñåõ k = 1; : : : ;m. Îïðåäåëèì ïàðàëëå-ëåïèïåä �(�; �) êàê âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê�(�; �) = fy = (y1; : : : ; ym) 2 Rm j �k 6 yk 6 �k; k = 1; : : : ;mg:Äëÿ âñÿêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà � = �(�; �) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñóììó:S�(t) = Xy2�\Zm t�(y); ãäå �(y) = mXk=1 yk:Ýòî ìíîãî÷ëåí îò t. Ýòîò ìíîãî÷ëåí ìîæíî íàéòè ÿâíî, à èìåííî, ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.Ïðåäëîæåíèå 6.1. ÈìååìS�(t) = mYk=1 t�k+1 � t�kt� 1 :Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå,Xy2�\Zm t�(y) = � �1Xy1=�1 ty1�� �2Xy2=�2 ty2� � � �� �mXym=�m tym�:Êàæäûé ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîéïðîãðåññèè.Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò äâîéñòâåííîñòü ìíîãî÷ëåíîâ S�(t).Ïðåäëîæåíèå 6.2. ÈìååìS�(t) = tPmk=1(�k+�k)S�(t�1):Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîìó âû÷èñëåíèþ. Ïðåäëîæå-íèå 6.2 ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíî â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü öåëîå ÷èñëîN êàê ñóììó y1+� � �+ym,â êîòîðîé �k 6 yk 6 �k äëÿ âñåõ k = 1; : : : ;m, ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñïîñîáîâïðåäñòàâèòü öåëîå ÷èñëî mXk=1(�k + �k)�N â òàêîì æå âèäå.Çà�èêñèðóåì öåëîå ÷èñëî C. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé ëèíåéíûé îïåðàòîðíà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà îò t: êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó Ëîðàíà f ïî-ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f�, ïîëó÷åííûé èç f çàìåíîé êàæäîéñòåïåíè tk íà tC�k. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûïîëíåíî òîæäåñòâî f�(t) = tCf(t�1).ßñíî, ÷òî f�� = f äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà f . Ñâîéñòâî äâîéñòâåí-íîñòè ìíîãî÷ëåíîâ S� ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè



118 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍC = mXk=1(�k + �k), òî S� = S��. Äëÿ òîãî æå çíà÷åíèÿ ÷èñëà C îïðåäåëèìîïåðàòîð T� �îðìóëîé T�(f) = f � tf�1� t :Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà f �óíêöèÿ T�(f) òîæåÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ëîðàíà. Îïåðàòîð T� çàâèñèò îò ïàðàëëåëåïèïåäà �.Ïðåäëîæåíèå 6.3. Ïóñòü � � ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà � = �(�; �), çàäàí-íàÿ óðàâíåíèåì y1 = �1 (îíà ìîæåò ñîâïàñòü ñî âñåì ïàðàëëåëåïèïåäîì �,åñëè �1 = �1). Òîãäà S� = T�(S�):Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì � = �(�1; �1; �2; �2; : : : ; �n; �n). Ñëåäîâàòåëüíî,ïî ïðåäëîæåíèþ 6.1, S�(t) = t�1 mYk=2 t�k+1 � t�kt� 1è S�(t) = mYk=1 t�k+1 � t�kt� 1 = t�1+1��1S�(t)� S�(t)t� 1 : (2)Ïðåäëîæåíèå 6.2, ïðèìåíåííîå ê ãðàíè �, äàåò S�(t) = t2�1+Pmk=2(�k+�k)S�(t�1).Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2), ïîëó÷àåì èñêîìûé ðåçóëüòàò.Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòî ïðåäëîæåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëèïàðàëëåëåïèïåäû � è � çàìåíåíû èõ îáðàçàìè ïðè âëîæåíèè � ! Rk , ñîõðà-íÿþùåì ñóììó êîîðäèíàò.Ïðåäëîæåíèå 6.4. �àññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð �: Rk ! Rm , îïðå-äåëåííûé íàä öåëûìè ÷èñëàìè, òàêîé, ÷òî � Æ � = � (�óíêöèÿ � â ïðàâîé÷àñòè � ýòî ñóììà âñåõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé íà Rk ). Ïóñòü �, � è T� �òàêèå æå, êàê â ïðåäëîæåíèè 6.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �(B \ Zk) = � \ Zmè �(A \ Zk) = � \ Zm äëÿ íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ A;B � Rk òàêèõ, ÷òîîãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ � íà B \ Zk è íà A \ Zk èíúåêòèâíû. Â ýòîìñëó÷àå Xz2B\Zk t�(z) = T�� Xz2A\Zk t�(z)�:Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî z 2 B \ Zk ïîëîæèì y = �(z). Ïîñêîëüêó�(z) = �(y), ìû ïîëó÷àåì, ÷òîXz2B\Zk t�(z) = Xy2�\Zm t�(y)(ýòè äâå ñóììû ñîâïàäàþò ïî÷ëåííî), è àíàëîãè÷íî äëÿ ïðàâîé ÷àñòè. Òàêèìîáðàçîì, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 6.3. Ïðåäëîæåíèåäîêàçàíî.



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 1196.2. Êîìáèíàòîðèêà ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ïóñòü � = �(�; �) � êîîð-äèíàòíûé ïàðàëëåëåïèïåä â Rm ðàçìåðíîñòè m, òàê ÷òî �i < �i äëÿ âñåõi = 1; : : : ;m. Îáñóäèì êîìáèíàòîðèêó ïàðàëëåëåïèïåäà �. Äëÿ êàæäîé òî÷êèy 2 � ñ êîîðäèíàòàìè (y1; : : : ; ym) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïàðàäèàãðàììó (�ïà-ðà� îò ñëîâà ïàðàëëåëåïèïåä) òî÷êè x êàê íàáîð èç m ñèìâîëîâ (~y1; : : : ; ~ym),â êîòîðîì ~yi = 0; åñëè yi = �i; ~yi = 1; åñëè yi = �i;~yi = � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:Ïàðàäèàãðàììà íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé, åñëè 1 íèêîãäà íå âñòðå÷àåòñÿ íåïî-ñðåäñòâåííî ïåðåä 0 â ýòîì ïàðàäèàãðàììå.�àññìîòðèì ãðàíü F ïàðàëëåëîãðàììà �. Çàìåòèì, ÷òî âñå òî÷êè îòíî-ñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè ãðàíè F èìåþò îäíó è òó æå ïàðàäèàãðàììó. Ìûáóäåì íàçûâàòü ýòó ïàðàäèàãðàììó ïàðàäèàãðàììîé ãðàíè F . �ðàíü F íàçû-âàåòñÿ ïðèâåäåííîé, åñëè òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ åå ïàðàäèàãðàììà. Îïðåäåëèì ïà-ðàáîêñ êàê ÷àñòü ïàðàäèàãðàììû, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.Ïàðàáîêñ, çàïîëíåííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åäèíèö (âîçìîæíî, ïóñòîé), ïî-ñëå êîòîðîé ñëåäóåò îäíà çâåçäî÷êà, ïîñëå êîòîðîé ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüíóëåé (âîçìîæíî, ïóñòàÿ), íàçûâàåòñÿ èíòðîííûì6 ïàðàáîêñîì. Ïàðàáîêñ, ñî-äåðæàùèé ëåâûé êîíåö ïàðàäèàãðàììû è çàïîëíåííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ(âîçìîæíî, ïóñòîé) íóëåé, íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì ïàðàáîêñîì. Ïàðàáîêñ, ñî-äåðæàùèé ïðàâûé êîíåö ïàðàäèàãðàììû è çàïîëíåííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ(âîçìîæíî, ïóñòîé) åäèíèö, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ïàðàáîêñîì. Íåòðóäíî âè-äåòü, ÷òî ëþáàÿ ïðèâåäåííàÿ ïàðàäèàãðàììà ñîñòîèò èç íà÷àëüíîãî ïàðàáîê-ñà, çà êîòîðûì ñëåäóþò íåñêîëüêî (âîçìîæíî, 0) èíòðîííûõ ïàðàáîêñîâ, çàêîòîðûìè ñëåäóåò êîíå÷íûé ïàðàáîêñ. Íèæå ïîêàçàí ïðèìåð ðàçáèåíèÿ ïàðà-äèàãðàììû íà íà÷àëüíûé, èíòðîííûå è êîíå÷íûé ïàðàáîêñû:0 0 0 1 1 1 � 0 0 � 0 0 1 1 � � 1 1 1Ïî îïðåäåëåíèþ, äâå ïðèâåäåííûå ãðàíè F1 è F2 ïàðàëëåëåïèïåäà � îäèíà-êîâîé ðàçìåðíîñòè ñâÿçàíû L-äâèæåíèåì, åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðè-âåäåííîé ãèïåðãðàíüþ â îáåèõ ãðàíÿõ F1 è F2. Ìû ìîæåì òàêæå îïðåäåëèòüL-äâèæåíèå ïðèâåäåííîé ïàðàäèàãðàììû. Ýòî îïåðàöèÿ, çàìåíÿþùàÿ îäèí�ðàãìåíò ïàðàäèàãðàììû âèäà � 0 íà �ðàãìåíò 1 �. Çàìåòèì, ÷òî L-äâèæåíèåíå âëèÿåò íà ðàçëîæåíèå ïàðàäèàãðàììû íà íà÷àëüíûé, èíòðîííûå è êîíå÷íûéïàðàáîêñû.Ïðåäëîæåíèå 6.5. Äâå ãðàíè F1 è F2 îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè ñâÿ-çàíû L-äâèæåíèåì, åñëè è òîëüêî åñëè èõ ïàðàäèàãðàììû ñâÿçàíû L-äâèæå-íèåì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Æ1 � ïàðàäèàãðàììà ãðàíè F1, à Æ2 � ïàðàäèàãðàì-ìà ãðàíè F2. Ïîñêîëüêó ãðàíü F1\F2 èìååò êîðàçìåðíîñòü 1 â F1, ïàðàäèàãðàì-ìà Æ ãðàíè F1 \ F2 ïîëó÷àåòñÿ èç ïàðàäèàãðàììû Æ1 çàìåíîé îäíîé çâåçäî÷êèíà 0 èëè 1. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.6Ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî òåðìèíà îáúÿñíÿåòñÿ â [14; ðàçä. 3.5℄.



120 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÑëó÷àé 1: çâåçäî÷êà çàìåíÿåòñÿ íà 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ãðàíü F1\F2íåïðèâåäåííàÿ, ñðàçó ïåðåä ýòîé öè�ðîé 0 äîëæíà áûòü öè�ðà 1. Ïîñêîëüêóãðàíü F2 ïðèâåäåííàÿ, ýòà öè�ðà 1 äîëæíà çàìåíÿòüñÿ íà çâåçäî÷êó â ïàðàäèà-ãðàììå Æ2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàäèàãðàììà Æ1 ïîëó÷àåòñÿ èç ïàðàäèàãðàììû Æ2L-äâèæåíèåì.Ñëó÷àé 2: çâåçäî÷êà çàìåíÿåòñÿ íà 1. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ãðàíü F1\F2íåïðèâåäåííàÿ, ñðàçó ïîñëå ýòîé öè�ðû 1 äîëæíà èäòè öè�ðà 0. Ïîñêîëüêóãðàíü F2 ïðèâåäåííàÿ, ýòà öè�ðà 0 äîëæíà çàìåíÿòüñÿ çâåçäî÷êîé â ïàðàäèà-ãðàììå Æ2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàäèàãðàììà Æ2 ïîëó÷àåòñÿ èç ïàðàäèàãðàììû Æ1L-äâèæåíèåì.Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ãðàíè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè L-ýêâèâàëåíòíû,åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ L-äâèæåíèéèëè îáðàòíûõ L-äâèæåíèé (íà óðîâíå ïàðàäèàãðàìì, îáðàòíûå L-äâèæåíèÿîïðåäåëÿþòñÿ êàê îáðàòíûå îïåðàöèè ê L-äâèæåíèÿì). Äëÿ êðàòêîñòè ìûáóäåì ãîâîðèòü î L-êëàññàõ, èìåÿ â âèäó êëàññû L-ýêâèâàëåíòíîñòè. Äî êîí-öà ýòîãî ïóíêòà ìû îòîæäåñòâëÿåì L-êëàññû ãðàíåé ñ îáúåäèíåíèÿìè ýòèõêëàññîâ (ÿñíî, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ëåãêî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåìóîáúåäèíåíèþ).Ïðåäëîæåíèå 6.6. Ìíîæåñòâî L-êëàññîâ ñîñòàâëÿåò ñèìïëèöèàëüíûéêëåòî÷íûé êîìïëåêñ, êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûé ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåê-ñó. Áîëåå òî÷íî,� êàæäûé L-êëàññ ãîìåîìîð�åí çàìêíóòîìó äèñêó,� îïðåäåëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó L-êëàññàìè è ãðà-íÿìè ñèìïëåêñà, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ãîìåîìîð�íû,à ïåðåñå÷åíèÿ êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñå÷åíèÿì ãðàíåé.�èñ. 4 èëëþñòðèðóåò ýòî ïðåäëîæåíèå â ñëó÷àå m = 3.

�èñ. 4. Ïîäðàçáèåíèå òåòðàýäðà ñ äîáàâëåíèåì äâóõ ðåáåð äàåò êîì-áèíàòîðíûé êóáÄîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âñå ïðèâåäåííûå âåðøèíû. Èìååò-ñÿ ðîâíî m + 1 òàêèõ âåðøèí. Ïàðàäèàãðàììà ïðèâåäåííîé âåðøèíû ñîñòîèò



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 121èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé, çà êîòîðîé ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíèö.Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå ïðèâåäåííûå âåðøèíû íèêîãäà íå áûâàþò L-ýêâèâàëåíò-íûìè.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé L-êëàññ A ðàçìåðíîñòè k. Îí ñîäåðæèò k èí-òðîííûõ ïàðàáîêñîâ. Êàæäîìó L-êëàññó A ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíî-æåñòâî v(A) èç k + 1 âåðøèí ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàïîëíèì ïåðâûå i 6 kèíòðîííûõ ïàðàáîêñîâ íóëÿìè, à âñå îñòàëüíûå èíòðîííûå ïàðàáîêñû çàïîë-íèì åäèíèöàìè. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî v(A) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-ñòâîì âñåõ ïðèâåäåííûõ âåðøèí, ñîäåðæàùèõñÿ â êëàññå A. Îòñþäà âûòåêàåò,÷òî v(A \ B) = v(A) \ v(B) äëÿ ëþáûõ äâóõ êëàññîâ A è B. Çàìåòèì, ÷òîêëàññ A îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ïîëîæåíèÿìè è ðàçìåðàìè íà÷àëüíîãî, èíòðîí-íûõ è êîíå÷íîãî ïàðàáîêñîâ, ò. å. ìíîæåñòâîì v(A). Ìíîæåñòâî v(A) ïîðîæäàåòãðàíü ñèìïëåêñà � � ñèìïëåêñà ñ âåðøèíàìè âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âåðøèíàõïàðàëëåëåïèïåäà �. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå v èçL-êëàññîâ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà � â ãðàíè ñèìïëåêñà �; ýòî îòîáðàæåíèåïåðåâîäèò ïåðåñå÷åíèÿ â ïåðåñå÷åíèÿ.Îòîáðàæåíèå v ñþðúåêòèâíî: âñÿêîå ìíîæåñòâî ïðèâåäåííûõ âåðøèí èìååòâèä v(A) äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè A. Â ñàìîì äåëå, êëàññ Aìîæíî îïðåäåëèòü êàê êëàññ, â êîòîðîì ãðàíèöû èíòðîííûõ ïàðàáîêñîâ íà-õîäÿòñÿ íà ãðàíèöàõ ìåæäó íóëÿìè è åäèíèöàìè äëÿ âåðøèí äàííîãî ìíîæå-ñòâà v(A).Òåïåðü îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé L-êëàññ ãîìåîìîð�åí çàìêíóòîìó äèñ-êó. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî L-êëàññ ñ òîëüêî îäíèì èíòðîííûì ïàðàáîêñîì ÿâëÿ-åòñÿ ëîìàíîé, çâåíüÿ êîòîðîé ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì (êàæäîå ïðÿ-ìîëèíåéíîå çâåíî ýòîé ëîìàíîé îòâå÷àåò îïðåäåëåííîìó ïîëîæåíèþ çâåçäî÷-êè â èíòðîííîì ïàðàáîêñå). Ëîìàíàÿ ãîìåîìîð�íà îòðåçêó. Â îáùåì ñëó÷àåL-êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ëîìàíûõ, îïèñàííûõ âûøå, ñëåäî-âàòåëüíî, îí ãîìåîìîð�åí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêîâ, ò. å. çàìêíóòîìóêóáó. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Íàèáîëåå âàæíîå äëÿ íàñ ñëåäñòâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõL-êëàññîâ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ L-êëàññîì.Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïàðàìèòîç. Ýòî îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ äåëàåòíåñêîëüêî ãðàíåé èç îäíîé ãðàíè F . Åñëè ïàðàäèàãðàììà ãðàíè F íå èìå-åò íà÷àëüíîãî ïàðàáîêñà, òî ïàðàìèòîç ãðàíè F ïóñò. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì,÷òî ïàðàäèàãðàììà ãðàíè F èìååò íåïóñòîé íà÷àëüíûé ïàðàáîêñ. Ìû òîãäàçàìåíèì åãî èíòðîííûì ïàðàáîêñîì: ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíåé, ïîëó÷åííûõ òà-êèì îáðàçîì (ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ñïîñîáàì çàïîëíåíèÿ íîâîãî èíòðîííîãîïàðàáîêñà), è åñòü ïàðàìèòîç ãðàíè F . Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ïàðàìèòîçà:0 0 � 0 ïàðàìèòîç�������! � 0 � 0 è 1 � � 0Ïàðàìèòîç ìíîæåñòâà ãðàíåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå ïàðàìèòîçîâîòäåëüíûõ ãðàíåé èç ýòîãî ìíîæåñòâà.Çàìå÷àíèå 6.7. Íåòðóäíî îïèñàòü ïàðàìèòîç L-êëàññà, èñïîëüçóÿ áèåêöèþìåæäó L-êëàññàìè è ãðàíÿìè ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà, îïðåäåëåííóþ â ïðåä-ëîæåíèè 6.6. À èìåííî, L-êëàññû ñ íåïóñòûìè íà÷àëüíûìè ïàðàáîêñàìè ñîîò-âåòñòâóþò ãðàíÿì ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùèìñÿ â íåêîòîðîé ãèïåðãðàíè H . Ïóñòü



122 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍv � âåðøèíà ñèìïëåêñà, íå ëåæàùàÿ â ãèïåðãðàíè H . Òîãäà ïàðàìèòîç ãðàíèA � H ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé îáúåäèíåíèÿ A è v. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî ïàðàìèòîç L-êëàññà ñíîâà ÿâëÿåòñÿ L-êëàññîì è ÷òî ïàðàìèòîç ïåðåñå÷åíèÿäâóõ L-êëàññîâ ñ íåïóñòûìè íà÷àëüíûìè ïàðàáîêñàìè ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíè-åì èõ ïàðàìèòîçîâ.Äëÿ ïîäìíîæåñòâà A � � îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí ËîðàíàS (A) = Xy2A\Zm t�(y):Ïðåäëîæåíèå 6.8. Ïóñòü T� � îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñ ïàðàëëåëåïèïåäîì �êàê â ï. 6.1, �óíêöèÿ � : Rm ! R � ñóììà âñåõ êîîðäèíàò è A � L-êëàññ ãðàíåéïàðàëëåëåïèïåäà � ñ íåïóñòûì íà÷àëüíûì ïàðàáîêñîì. Åñëè B � ïàðàìèòîçêëàññà A, òî S (B) = T�S (A).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïàðàäèàãðàììó ãðàíè èç êëàññà A. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ýòà ïàðàäèàãðàììà ñîäåðæèò âñåãî r ïàðàáîêñîâ, è ÷òî `-é ïàðàáîêñíà÷èíàåòñÿ ñ ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì j` (òàê ÷òî j1 = 1). �àññìîòðèì ñëåäóþùååëèíåéíîå îòîáðàæåíèå �F : Rm ! Rr :�F (y1; : : : ; ym) = �j2�1Xj=j1 yj ; j3�1Xj=j2 yj ; : : : ; mXj=jr yj�:Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî �Æ�F = �, â êîòîðîì � � �óíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ ñóììóâñåõ êîîðäèíàò.Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 6.4 ê îòîáðàæåíèþ �F . Ïðåäëîæåíèåäîêàçàíî.Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ îáúåäèíåíèé L-êëàññîâ.Ïðåäëîæåíèå 6.9. Ïóñòü A1; : : : ; Ak � L-êëàññû ñ íåïóñòûìè íà÷àëüíûìèïàðàáîêñàìè, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî L-êëàññû B1; : : : ; Bk ïîëó÷åíû èç A1; : : : ; Akïàðàìèòîçîì. Â ýòîì ñëó÷àåS (B1 [ � � � [ Bk) = T�S (A1 [ � � � [Ak) = T�S (B1 [ � � � [ Bk):Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ:S (A1 [ � � � [ Ak) = XI 6=?(�1)jIj�1S (AI);ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâàì I � f1; : : : ; kg,à AI îáîçà÷àåò ïåðåñå÷åíèå âñåõ Ai, i 2 I . Òàêàÿ æå �îðìóëà èìååò ìåñòîäëÿ BI , à îïåðàòîð T� ëèíåéíûé, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òîS (BI) = T�S (AI ). Íî AI òîæå ÿâëÿåòñÿ L-êëàññîì ñ íåïóñòûì íà÷àëüíûìïàðàáîêñîì. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 6.8.Âòîðîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïåðâîãî, ïîñêîëüêó T� Æ T� = T�.Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(A) ïàðàìèòîç êëàññà A.



ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ØÓÁÅ�ÒÀ È ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ �ÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 123Ïðåäëîæåíèå 6.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1; : : : ; Ak � L-êëàññû ñ íåïóñòû-ìè íà÷àëüíûìè ïàðàáîêñàìè, à B1; : : : ; Br � L-êëàññû ñ ïóñòûìè íà÷àëüíû-ìè ïàðàáîêñàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Bi = M((A1 [ � � � [ Ak) \ Bi) äëÿ âñåõi 2 f1; : : : ; rg. ÒîãäàSM(A1 [ � � � [ Ak [B1 [ � � � [ Br) = T�S (A1 [ � � � [ Ak [ B1 [ � � � [Br):Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî �îðìóëå âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ìû ïîëó÷àåì ñëå-äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (RHS):RHS = T�S (A1 [ � � � [ Ak [ B1 [ � � � [ Br) = T�S (A1 [ � � � [ Ak)+ T�S (B1 [ � � � [ Br)� T�S ((A1 [ � � � [Ak) \ (B1 [ � � � [ Br)):Ïîëîæèì A0i = (A1 [ � � � [ Ak) \ Bi äëÿ ëþáîãî i 2 f1; : : : ; rg. ÏîñêîëüêóBi = M(A0i), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî T�S (B1 [ � � � [ Br) = T�S (A01 [ � � � [ A0r) ïîâòîðîìó ðàâåíñòâó èç ïðåäëîæåíèÿ 6.9. Ñëåäîâàòåëüíî,T�S (B1 [ � � � [Br) = T�S ((A1 [ � � � [ Ak) \ (B1 [ � � � [ Br));è RHS = T�S (A1 [ � � � [ Ak).Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñSM(A1[� � �[Ak), ïîñêîëüêóM(B1 [ � � � [ Br) ïóñòî. Èñêîìîå óòâåðæäåíèå òåïåðü âûòåêàåò èç ïåðâîãîðàâåíñòâà â ïðåäëîæåíèè 6.9. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Çàìå÷àíèå 6.11. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå B = M((A1 [ � � � [Ak)\B) â ïðåä-ëîæåíèè 6.10 âûïîëíåíî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà B = M(A) äëÿ íåêîòîðîãîL-êëàññà A � A1 [ � � � [ Ak . Â ñàìîì äåëå, åñëè B = M(A), òî, ïî îïðåäå-ëåíèþ ïàðàìèòîçà, A = H \ B, ãäå H � ýòî ãèïåðïëîñêîñòü y1 = �1. Ïî-ñêîëüêó ãèïåðïëîñêîñòü H ñîäåðæèò âñå Ai, âñåãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå(A1[� � �[Ak)\B � H \B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå A � A1[� � �[Ak âëå÷åòçà ñîáîé ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå H \ B � (A1 [ � � � [ Ak) \ B.6.3. Äèàãðàììû ñëîÿ, ëåñòíè÷íûå äâèæåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî êëþ-÷åâîé ëåììû 5.8. Ìû òåïåðü ïðèìåíèì îáùèå ðåçóëüòàòû ïðî ïàðàëëåëåïè-ïåäû ê ìèòîçó íà ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà �åëü�àíäà�Öåòëèíà P�. Çà�èêñèðóåìíåêîòîðûé èíäåêñ i. �àññìîòðèì çåðêàëüíûé ìèòîç â i-é ñòðîêå (â äàëüíåéøåìïîä ìèòîçîì ìû âñåãäà áóäåì èìåòü â âèäó èìåííî çåðêàëüíûé ìèòîç). Îïðå-äåëèì ëèíåéíóþ ïðîåêöèþ qi : Rd ! Rd�(n�i) , çàáûâàþùóþ âñå ýëåìåíòû i-éñòðîêè, ò. å. çàáûâàþùóþ çíà÷åíèÿ âñåõ êîîðäèíàò �i;j , ïåðâûé èíäåêñ êîòî-ðûõ ðàâåí i. Îïðåäåëèì ñëîè ìíîãîãðàííèêà P� êàê ñëîè îãðàíè÷åíèÿ ýòîéïðîåêöèè íà ìíîãîãðàííèê �åëü�àíäà�Öåòëèíà P�.Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèÿ âñåõ êîîðäèíàò �i0 ;j ñ i0 6= i. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èìñëîé ìíîãîãðàííèêà P�. Ñëîé ìîæíî çàäàòü â êîîðäèíàòàõ yj = �i;j ñëåäóþ-ùèìè íåðàâåíñòâàìè:�i�1;1 �i�1;2 �i�1;3 : : : �i�1;n�i+1y1 y2 : : : yn�i�i+1;1 : : : �i+1;n�i�1 :Ïîëîæèì �0j = max(�i�1;j ; �i+1;j�1) è �0j = min(�i�1;j+1; �i+1;j), ãäå �i+1;0 =�1 (èëè äîñòàòî÷íî áîëüøîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî) è �i+1;n�i = +1 (èëè



124 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍäîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîé ìîæíî îòîæ-äåñòâèòü ñ êîîðäèíàòíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì �(�0; �0) � Rn�i .Ïóñòü F � ëþáàÿ ïðèâåäåííàÿ êîãàíîâñêàÿ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà P�. Îïðå-äåëèì ñëîé ãðàíè F êàê ïåðåñå÷åíèå ãðàíè F ñî ñëîåì ìíîãîãðàííèêà P�. Íàìáóäåò óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñëîé ãðàíè F ïðè ïîìîùè i-é äèàãðàììû ñëîÿ ãðà-íè F , ò. å. ïðè ïîìîùè ñóæåíèÿ äèàãðàììû ãðàíè F íà îáúåäèíåíèå ñòðîê i�1,i, i+ 1. Çàìåòèì, ÷òî ìèòîç â i-é ñòðîêå ìîæíî óâèäåòü íà óðîâíå äèàãðàììûñëîÿ � îí íå çàòðàãèâàåò äðóãèõ ÷àñòåé äèàãðàììû ãðàíè. Ñ äèàãðàììîé êàæ-äîé êîãàíîâñêîé ãðàíè ìû ìîæåì ñâÿçàòü ïàðàäèàãðàììó ãðàíè ïàðàëëåëåïè-ïåäà �(�0; �0) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëîé êàæäîé êîãàíîâñêîé ãðàíè ÿâëÿåòñÿãðàíüþ ïàðàëëåëåïèïåäà �(�0; �0), à ìû âîçüìåì ïàðàäèàãðàììó ýòîé ãðàíè(çàìåòèì, ÷òî äëèíà ýòîé ïàðàäèàãðàììû, ðàâíàÿ ðàçìåðíîñòè ïàðàëëåëåïè-ïåäà �(�0; �0), ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì n � i). Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî ïàðàäèàãðàììà ïðèâåäåííîé êîãàíîâñêîé ãðàíè òîæå ïðèâåäåííàÿ è ÷òîìèòîç íà óðîâíå äèàãðàìì ñëîÿ ñîâïàäàåò ñ ïàðàìèòîçîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïà-ðàäèàãðàìì.Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ëåñòíè÷íîãî äâèæåíèÿ(ladder move) èç ñòàòüè [2℄ íà ÿçûêå ïðèâåäåííûõ êîãàíîâñêèõ ãðàíåé. �àñ-ñìîòðèì ñòðîêè i� 1, i è i+1 â äèàãðàììå ãðàíè F . Îïðåäåëèì äèàãîíàëü êàêíàáîð èç òðåõ òî÷åê â ñòðîêàõ i� 1, i è i+ 1, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé â íàïðàâëå-íèè îò ñåâåðî-çàïàäà ê þãî-âîñòîêó, âìåñòå ñî âñåìè îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìèêàêèå-ëèáî ïàðû èç ýòèõ òðåõ òî÷åê è ïðèíàäëåæàùèìè äèàãðàììå ãðàíè. Äèà-ãîíàëè áûâàþò ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ òèïîâ: (0; 0), (0; 1), (1; 0) è (1; 1). Ïåðâûéýëåìåíò � åäèíèöà, åñëè äèàãîíàëü ñîäåðæèò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñòðî÷êèi � 1 è i, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðâûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ. Âòîðîé ýëåìåíò �åäèíèöà, åñëè äèàãîíàëü ñîäåðæèò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñòðîêè i è i + 1,â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âòîðîé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ:
Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèàãðàììàìè ñëîÿ è ïàðàäèàãðàììàìè òåïåðü ìîæåòáûòü îïèñàíî â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äèàãîíàëè òè-ïîâ (0; 0), (0; 1), (1; 0) çàìåíÿþòñÿ íà �, 1, 0 ñîîòâåòñòâåííî, à äèàãîíàëè òèïà(1; 1) íóæíî ïðîèãíîðèðîâàòü (êàæäàÿ òàêàÿ äèàãîíàëü óìåíüøàåò íà åäèíèöóðàçìåðíîñòü ïàðàëëåëåïèïåäà �(�0; �0), ò. e. äëèíó ïàðàäèàãðàììû). Íàïðè-ìåð, ïåðâàÿ äèàãðàììà ñëîÿ âåðõíåé ãðàíè íà ðèñ. 3 ïðèâîäèò ê ïàðàäèàãðàììå0 0 � 0 .Îïðåäåëèì áîêñ êàê ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäóùèõ äðóã çà äðóãîì äèà-ãîíàëåé â äèàãðàììå ñëîÿ. Íà íàøèõ êàðòèíêàõ áîêñû âûãëÿäÿò êàê ïàðàëëå-ëîãðàììû ñ óãëàìè 45Æ è 135Æ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ëåñòíè÷íî ïîäâèæíûé áîêñ �ýòî áîêñ, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ (ñàìàÿ ëåâàÿ) äèàãîíàëü èìååò òèï (0; 0), çà íåéñëåäóåò ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî äèàãîíàëåé òèïà (1; 1) è, íàêîíåö, îäíà äèàãîíàëüòèïà (1; 0). Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñüþ (0; 0)+k(1; 1)+(1; 0)äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî áîêñà, â êîòîðîé k � ÷èñëî äèàãîíàëåé òèïà (1; 1).Ëåñòíè÷íîå äâèæåíèå èç ñòàòüè [2℄ äåëàåò èç ëåñòíè÷íî ïîäâèæíîãî áîêñà
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Çàìåòèì, ÷òî ëåñòíè÷íûå äâèæåíèÿ íå ìåíÿþò ïåðåñòàíîâêè, ñâÿçàííîé ñãðàíüþ. Áîëåå òîãî, îíè ïåðåâîäÿò ïðèâåäåííûå ãðàíè â ïðèâåäåííûå ãðàíè.Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâèè ìåæäó äèàãðàììàìè ñëîÿ è ïàðàäèà-ãðàììàìè ëåñòíè÷íûå äâèæåíèÿ â òî÷íîñòè îòâå÷àþò L-äâèæåíèÿì ïðåäûäó-ùåãî ïóíêòà.Ìû òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü êëþ÷åâóþ ëåììó 5.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �00 ìíî-æåñòâî [w(F )=wF , à ÷åðåç �00 � îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíåé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èçãðàíåé â �00 ìèòîçîì â i-é ñòðîêå. Ýòî òå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿâ ëåììå 5.8, è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òîT�i (�(�00)) = �(�00):Ïóñòü �0 è �0 � ñëîè ìíîæåñòâ �00 è �00 ñîîòâåòñòâåííî â i-é ñòðîêå, ò. å.ïðîîáðàçû òî÷êè z 2 Rd�(n�i) ïðè îãðàíè÷åíèè îòîáðàæåíèÿ qi íà �00 è �00ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà ëåììó 5.8 ìîæíî âûâåñòè èç ñëåäóþùåé ëåììû.Ëåììà 6.12. Ïóñòü T� � îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñ êîîðäèíàòíûì ïàðàëëå-ëåïèïåäîì �(�0; �0) êàê â ï. 6.1. Îòîæäåñòâëÿÿ �0 è �0 ñ ïîäìíîæåñòâàìèïàðàëëåëåïèïåäà �(�0; �0), ìû ïîëó÷èìXy2�0\Zn�i t�(y) = T�� Xy2�0\Zn�i t�(y)�:Äîêàçàòåëüñòâî êëþ÷åâîé ëåììû 5.8 ïðè ïîìîùè ëåììû 6.12. Çà-ìåòèì, ÷òî qi(�0) � ýòî îäíà òî÷êà z 2 Rd�(n�i) (ò. å. âñå êîîðäèíàòû âî âñåõñòðîêàõ êðîìå ñòðîêè i �èêñèðîâàíû). Âûáåðåì òî÷êó x 2 �0 è îáîçíà÷èì ÷å-ðåç y = (y1; : : : ; yn�i) êîîðäèíàòû òî÷êè x â ñòðîêå i. Ïóñòü �j(z) = �j(x) (ïðèj 6= i) � ñóììà êîîðäèíàò â ñòðîêå j. Ïî îïðåäåëåíèÿì îïåðàòîðîâ T�i è T�,ñëåäóþùåå òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x 2 �0 ïîñëå ïîäñòàíîâêè t = e�i :T�i ep(x) =Yj 6=i e�j(z)�jT�(t�(y)):Â ëåììå 6.12 çàìåíèì t íà e�i è óìíîæèì îáå ÷àñòè íà ïðîèçâåäåíèåYj 6=i e�j(z)�j :×òîáû ïîëó÷èòü êëþ÷åâóþ ëåììó 5.8, òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîñóììèðîâàòü ïî-ëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî âñåì ñëîÿì ìíîæåñòâ �0 è �00 â i-é ñòðîêå, ñîîòâåòñòâó-þùèì öåëûì òî÷êàì z 2 Rd�(n�i) . Ëåììà 5.8 äîêàçàíà.



126 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍÄîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.12. Ëåììà 6.12 ïîëó÷èòñÿ êàê ñëåäñòâèå ïðåä-ëîæåíèÿ 6.10, êàê òîëüêî ìû ïðîâåðèì, ÷òî �0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ýòîãîïðåäëîæåíèÿ. Ìû çíàåì, ÷òî ìíîæåñòâî �0 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî L-äâèæå-íèé, ïîñêîëüêó �00 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëåñòíè÷íûõ äâèæåíèé. Ìû ìîæåìðàçáèòü ìíîæåñòâî �0 â îáúåäèíåíèå L-êëàññîâ A1 [ � � � [ Ak [ B1 [ � � � [ Br,â êîòîðîì Ai è Bi ñîîòâåòñòâåííî èìåþò íåïóñòûå è ïóñòûå íà÷àëüíûå ïàðàáîê-ñû. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 6.11, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü äëÿ êàæäîãî i 2 f1; : : : ; rg,÷òî Bi = M(A0i) äëÿ íåêîòîðîãî A0i � (A1 [ � � � [ Ar). Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþ-ùåé ëåììû.Ëåììà 6.13. Ïóñòü F � ïðèâåäåííàÿ êîãàíîâñêàÿ ãðàíü, äëÿ êîòîðîéw(F ) = w , à i-ÿ äèàãðàììà ñëîÿ íà÷èíàåòñÿ ñ { èäóùèõ ïîäðÿä äèàãîíàëåéòèïà (1; 1), çà êîòîðûìè ñëåäóåò äèàãîíàëü òèïà (0; 0). Åñëè l(siw) = l(w)�1,òî íàéäåòñÿ äðóãàÿ ïðèâåäåííàÿ êîãàíîâñêàÿ ãðàíü F 0 òàêàÿ, ÷òî w(F 0) = w ,à i-ÿ äèàãðàììà ñëîÿ íà÷èíàåòñÿ ñ { èäóùèõ ïîäðÿä äèàãîíàëåé òèïà (1; 1), çàêîòîðûìè ñëåäóåò äèàãîíàëü òèïà (1; 0), è ïðè ýòîì F \�(�0; �0) ñîäåðæèòñÿâ M(F 0 \ �(�0; �0)).Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî äèàãðàììà ãðàíè F îïðåäåëÿåò ïðèâå-äåííîå ðàçëîæåíèå w = si1 � � � sil , êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ ðàçáèâàåòñÿ íà äâàïðèâåäåííûõ ñëîâà w1 è w2 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëîâî w1 = si1 � � � sip ïî-ëó÷åíî êîìïîçèöèåé ýëåìåíòàðíûõ òðàíñïîçèöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì íàïóòè îò íèæíåé ñòðîêè äî ñòðîêè i âêëþ÷èòåëüíî, à w2 = sip+1 � � � sil ïîëó÷åíîíà ïóòè îò ñòðîêè (i � 1) äî âåðõíåé ñòðîêè. Â ÷àñòíîñòè, ñëîâî w1 ñîäåðæèòòîëüêî òðàíñïîçèöèè sj ñ j > i.Åñëè { = 0, òî ñëîâî w1 ñîäåðæèò òîëüêî òðàíñïîçèöèè sj ñ j > i, â ÷àñò-íîñòè, w1(i) = i, è (i+ 1; w�11 (i + 1)) ÿâëÿåòñÿ áåñïîðÿäêîì â ïåðåñòàíîâêå w1,çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà w1(i + 1) = i + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæå-íèå l(siw) < l(w) (ýêâèâàëåíòíîå òîìó, ÷òî w�1(i) > w�1(i + 1)) âëå÷åò, ÷òîl(siw2) < l(w2). Â ñàìîì äåëå,w�1(i) = w�12 (i) > w�12 w�11 (i+ 1) > w�12 (i+ 1)(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ñëîâî w = w1w2 ïðèâåäåííîå).Åñëè { > 0, òî ñëîâî w1 ìîæíî äàëüøå ðàçëîæèòü êàê w01si+1si+2 � � � si+{sisi+1� � � si+{�1w001 , ãäå w01 ñîäåðæèò òîëüêî òðàíñïîçèöèè sj ñ j > i, à w001 ñîäåðæèòòîëüêî òðàíñïîçèöèè sj ñ j > i + {. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû çàêëþ÷àåì,÷òî l(si+{w2) < l(w2) (íàäî èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî si(si+1si+2 � � � si+{sisi+1� � � si+{�1) = (si+1si+2 � � � si+{sisi+1 � � � si+{�1)si+{).Ïðèìåíÿÿ ê ñëîâó w2 = sip+1 � � � sil ñâîéñòâî çàìåíû (ex
hange property),ìû ìîæåì çàìåíèòü ýòî ñëîâî ïðèâåäåííûì ñëîâîì w02 = si+{sip+1 � � � ŝir � � � sil .Òåïåðü çàìåíèì ãðàíü F ïðèâåäåííîé ãðàíüþ F 0 ñ òîé æå ñàìîé ïåðåñòàíîâêîéè íåïóñòûì íà÷àëüíûì ïàðàáîêñîì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç äèàãðàììû ãðàíèF óäàëèì ðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùåå òðàíñïîçèöèè sir è äîáàâèì íîâîå ðåáðî�i;{+1 = �i�1;{+1. Ïîëó÷èâøàÿñÿ äèàãðàììà ãðàíè îïðåäåëÿåò ãðàíü F 0. Ïîïîñòðîåíèþ, M(F 0 \ �(�0; �0)) ñîäåðæèò F \ �(�0; �0). Ëåììà äîêàçàíà.Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6.12. Ïðèìåíèì ëåììó 6.13 ê ïðèâåäåííîéêîãàíîâñêîé ãðàíè F 2 �00, ïàðàäèàãðàììà B êîòîðîé ëåæèò â Bi è íà÷èíàåòñÿ
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hubert et lieux de d�eg�en�eres
en
e,Cours Spe
., 3, So
i�et�e Math�ematique de Fran
e, Paris, 1998, vi+179 pp.



128 Â.À. ÊÈ�È×ÅÍÊÎ, Å.Þ. ÑÌÈ�ÍÎÂ, Â.À. ÒÈÌÎ�ÈÍ[19℄ E. Miller, \Mitosis re
ursion for 
oeÆ
ients of S
hubert polynomials", J. Comb.Theory Ser. A, 103:2 (2003), 223{235.[20℄ H. Pittie, A. Ram, \A Pieri{Chevalley formula in the K-theory of a G=B-bundle",Ele
tron. Res. Announ
. Amer. Math. So
., 5 (1999), 102{107.[21℄ A. Postnikov, R. P. Stanley, \Chains in the Bruhat order", J. Algebrai
 Combin., 29:2(2009), 133{174.[22℄ À. Â. Ïóõëèêîâ, À.�. Õîâàíñêèé, �Òåîðåìà �èìàíà��îõà äëÿ èíòåãðàëîâ è ñóììêâàçèïîëèíîìîâ ïî âèðòóàëüíûì ìíîãîãðàííèêàì�, Àëãåáðà è àíàëèç, 4:4 (1992),188�216; àíãë. ïåð.: A.V. Pukhlikov, A.G. Khovanskii, \The Riemann{Ro
htheorem for integrals and sums of quasipolynomials on virtual polytopes", St.Petersburg Math. J., 4:4 (1993), 789{812.[23℄ Â.À. Òèìîðèí, �Àíàëîã ñîîòíîøåíèé Õîäæà��èìàíà äëÿ ïðîñòûõ âûïóêëûõìíîãîãðàííèêîâ�, ÓÌÍ, 54:2(326) (1999), 113�162; àíãë. ïåð.: V.A. Timorin,\An analogue of the Hodge{Riemann relations for simple 
onvex polytopes", RussianMath. Surveys, 54:2 (1999), 381{426.Â.À. Êèðè÷åíêî (V.A. Kiri
henko)Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò�Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè�;Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èí�îðìàöèèèì. À.À. Õàðêåâè÷à �ÀÍE-mail : vkirit
henko�yahoo.
aÅ.Þ. Ñìèðíîâ (E.Yu. Smirnov)Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò�Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè�;Ëàáîðàòîðèÿ Ïîíñåëå Íåçàâèñèìîãî ÌîñêîâñêîãîóíèâåðñèòåòàE-mail : evgeny.smirnov�gmail.
omÂ.À. Òèìîðèí (V.A. Timorin)Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò�Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè�;Íåçàâèñèìûé Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåòE-mail : vtimorin�hse.ru

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ25.05.2012


