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Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÔÎÐÌÓËÀÌÈ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÈÇ Pk,2, k > 3

Ä.À. Äàãàåâ (Ìîñêâà)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè
ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè èç çàìêíóòûõ êëàññîâ îïðåäåëåííîãî âèäà.
Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé òåîðåìû 1 è 2 èç [1] íà ñëó÷àé ôóíêöèé
ïðîèçâîëüíîé çíà÷íîñòè.

Ñíà÷àëà äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ (ñì. òàêæå ðàáîòû [1�6]). Ïóñòü
k > 2. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pk,
à ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ òîëüêî
èç ìíîæåñòâà {0, 1}, � ÷åðåç Pk,2. Ïóñòü G ⊆ Pk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [G] çàìêíó-
òûé êëàññ, ïîðîæäåííûé ñèñòåìîé G, à ÷åðåç G(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
èç G, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, n > 1. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ [G],
Φ � ôîðìóëà íàä G, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , à F ⊆ [G]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
L(Φ) ÷èñëî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Φ (ñëîæ-
íîñòü ôîðìóëû Φ), à ÷åðåç LG(F (n)) � ôóíêöèþ Øåííîíà äëÿ ìíîæåñòâà
F .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
< 0∞ > (ñîîòâåòñòâåííî < 1∞ >), åñëè ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ xi, 1 6 i 6 n,
òàêàÿ, ÷òî f(x1, . . . , xn) > xi (ñîîòâåòñòâåííî f(x1, . . . , xn) 6 xi). Äàëåå áó-
äåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé äëÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé
èç ðàáîòû [5], à èìåííî: S � ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé; Ti �
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó i, i = 0, 1; M � ìíîæåñòâî
âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé; L � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé; O∞ �
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 0∞ >; I∞ � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 1∞ >; K � ìíîæåñòâî âñåõ
êîíúþíêöèé; D � ìíîæåñòâî âñåõ äèçúþíêöèé; U � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,
ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé; C � ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü i ∈ {0, 1}. Ïîëîæèì

Li = L ∩ Ti, Mi = M ∩ Ti, Ui = U ∩ Ti, Ci = C ∩ Ti;

M01 = M0 ∩ M1, L01 = L0 ∩ L1, U01 = U0 ∩ U1;

O∞

0 = T0 ∩ O∞, I∞1 = T1 ∩ I∞;

MO∞ = M ∩ O∞, MI∞ = M ∩ I∞, MO∞

0 = M ∩ O∞

0 , MI∞1 = M ∩ I∞1 .
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ¾ïðîåêöèÿ¿ (îáîçíà÷åíèå: prk) èç ìíîæåñòâà Pk,2

â ìíîæåñòâî P2, k > 3. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ Pk,2. Ïðîåêöèåé ôóíêöèè f íà-
çûâàåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ prkf(x1, . . . , xn), çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíîì
íàáîðå α̃ ∈ {0, 1}n îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì prkf(α̃) = f(α̃). Ïðîåêöèåé prkF

ìíîæåñòâà ôóíêöèé F ⊆ Pk,2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ⋃
{prkf}, ãäå îáúåäèíå-

íèå áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈ F . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
çàìêíóòîãî êëàññà F ⊆ Pk,2 ìíîæåñòâî prkF ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì
áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé. Äëÿ ëþáîãî
k > 3 ïîëîæèì

pr−1

k B = {f ∈ Pk,2| prkf ∈ B}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî pr−1

k B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì. Áîëåå òîãî,
äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà F ⊆ Pk,2, òàêîãî, ÷òî prkF = B, âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå F ⊆ pr−1

k B, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî pr−1

k B ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè
èç Pk,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B. Êëàññ pr−1

k B áóäåì
íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì çàìêíóòûì êëàññîì. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó çà-
ìêíóòîìó êëàññó áóëåâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí ìàêñèìàëüíûé
êëàññ ôóíêöèé èç Pk,2, k > 3.

Èçâåñòíî (ñì. [6]), ÷òî ïðè ëþáîì k > 3 ìàêñèìàëüíûé çàìêíóòûé êëàññ
pr−1

k B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U01 ⊆ B.
Îòìåòèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçà-

öèè ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ôîðìóëàìè íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè.
Â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé íàä êîíå÷íûìè ïîë-

íûìè ñèñòåìàìè îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Î.Á. Ëóïà-
íîâûì, äîêàçàâøèì [2�4], ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîëíîé ñèñòåìû áóëåâûõ
ôóíêöèé G âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LG(P2(n)) ∼
2n

log2 n
.

Çàäà÷à î ïîâåäåíèè ôóíêöèé Øåííîíà äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î ïîâåäåíèè ôóíêöèéØåííîíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàìêíóòûì êëàññàì áóëåâûõ ôóíêöèé ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ôîðìóëàìè
â ïîëíûõ êîíå÷íûõ áàçèñàõ. Äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé,
íå ñîäåðæàùèõñÿ â ìíîæåñòâå S∪L∪K∪D, è ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçè-
ñà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà
áûëè ïîëó÷åíû À.Å. Àíäðååâûì [7].

Äðóãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé èç çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîðîæäåííûõ ïðîèçâîëüíûìè êî-
íå÷íûìè ñèñòåìàìè. À.Á. Óãîëüíèêîâ äîêàçàë [5], ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé
ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé G íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c = c(G), òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èç [G] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî LG(f) 6 cn.

Â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè èçâåñò-
íûå íà äàííûé ìîìåíò ðåçóëüòàòû èìåþò ìåíüøóþ îáùíîñòü, ÷åì â ñëó÷àå
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ðÿä àâòîðîâ (ñì. [8, 9]) äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïîëíûõ
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ñèñòåì ôóíêöèé G ⊆ Pk, k > 3, ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

LG(Pk(n)) ∼
kn

logk n
.

Ïåðåéäåì ê èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé èç ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ. Â ðàáîòå [10] äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé
ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû êëàññà pr−1

3 L áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷-
íàÿ îöåíêà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Øåííîíà. Â [1, 11] äëÿ êàæäîãî
êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ôóíêöèé èç P3,2 è íåêîòîðîé åãî
êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû áûëè ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà.

Òåîðåìà 1 [1]. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, òàêîé, ÷òî U01 ⊆ B. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòå-
ìà G êëàññà pr−1

3 B, òàêàÿ, ÷òî

3n

log2 n
. LG(pr−1

3 B(n)) .
3n

log2 n
+ Lpr3G(B(n)).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû è èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîæíî-
ñòè áóëåâûõ ôóíêöèé äëÿ íåêîòîðûõ ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ è íåêîòîðûõ èõ
êîíå÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ñèñòåì áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ îöåí-
êà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà.

Òåîðåìà 2 [1]. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) L01 ⊆ B;
2) M01 ⊆ B;
3) B ∈ {O∞, O∞

0 , I∞, I∞1 ,MO∞,MO∞
0 ,MI∞,MI∞1 };

4) U01 ⊆ B ⊆ K;
5) U01 ⊆ B ⊆ D.

Òîãäà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà G ⊆ P3,2, òàêàÿ, ÷òî [G] = pr−1

3 B è

LG(pr−1

3 B(n)) ∼
3n

log2 n
.

Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 1 è 2, ïîëó÷åíû äëÿ
ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ ôóíêöèé èç Pk,2, k > 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, òàêîé, ÷òî U01 ⊆ B, è ïóñòü k > 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïî-
ðîæäàþùàÿ ñèñòåìà G êëàññà pr−1

k B, òàêàÿ, ÷òî

kn

log2 n
. LG(pr−1

k B(n)) .
kn

log2 n
+ LprkG(B(n)).
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) L01 ⊆ B;
2) M01 ⊆ B;
3) B ∈ {O∞, O∞

0 , I∞, I∞1 ,MO∞,MO∞
0 ,MI∞,MI∞1 };

4) U01 ⊆ B ⊆ K;
5) U01 ⊆ B ⊆ D.

Ïóñòü k > 3. Òîãäà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà G ⊆ Pk,2, òàêàÿ, ÷òî
[G] = pr−1

k B è

LG(pr−1

k B(n)) ∼
kn

log2 n
.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì àíàëîãè÷íà ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåì 1 è 2 (ñì. [1]).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó À.Á. Óãîëüíèêîâó çà âíèìà-
íèå ê ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �11-01-
00508, è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿, ïðîåêò ¾Çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿.
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÏÎÐÎÆÄÀÞÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ Â ÊËÀÑÑÀÕ

ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ k-ÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎÃÈÊÈ

Î.Ñ. Äóäàêîâà (Ìîñêâà)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè k ≤ 7 âñå ïðåäïîëíûå êëàññû ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûìè [1], à íà÷èíàÿ ñ k = 8 ñóùåñòâóþò ïðåäïîë-
íûå êëàññû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, íå èìåþùèå êîíå÷íîãî áàçèñà [2]; ïîëíîãî
îïèñàíèÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ïîëó÷åíî. Â ðàáîòàõ àâòîðà [3]�[6] ïîëó÷åí êðèòå-
ðèé êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè äëÿ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ôóíêöèé, ìîíîòîííûõ
îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ øèðèíû äâà, à òàêæå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ñèñòåì äëÿ ðÿäà äðóãèõ ñåìåéñòâ
êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ
â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü 4 � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå Ek = {1, 2, . . . , k}. Ïîëîæèì
P = (Ek,4). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî P èìååò íàèìåíüøèé è íàèáîëü-
øèé ýëåìåíòû. ×åðåç MP áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
íàä P (îòìåòèì, ÷òî êëàññ MP ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì [7]).

Ôóíêöèþ λ(x0, x1, . . . , xk) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé âûáîðà, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî íàáîðà (i, a1, . . . , ak) ∈ Pk+1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

λ(i, a1, . . . , ak) = ai.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ñî-
äåðæèò âñå êîíñòàíòû 1, 2, . . . , k è ôóíêöèþ âûáîðà, òî îí ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îäíó öåïü äëèíû 2, òî λ(x0, x1, . . . , xk) 6∈ MP .

Ïîëîæèì

Pλ = {(a, b1, . . . , bk) ∈ Pk+1 | åñëè i 4 j, òî bi 4 bj}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ λ ìîíîòîííà íà ìíîæåñòâå Pλ. Íàçîâåì ìîíî-
òîííîé ôóíêöèåé âûáîðà ôóíêöèþ ν(x0, x1, . . . , xk) èç MP , ñîâïàäàþùóþ
íà ìíîæåñòâå Pλ ñ ôóíêöèåé λ(x0, x1, . . . , xk). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
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