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1. Â ýòîé ðàáîòå ìû îïèñûâàåì òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà ãîðåíøòåéíîâûõ ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ êâàçè-îäíîðîäíûõ îñîáåííîñòåé ïîâåðõíîñòåé. Ìû îïðåäåëÿåì êîëè÷åñòâî êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è îïèñûâàåì èõ òîïîëîãèþ. Êâàçè-îäíîðîäíûå
îñîáåííîñòè ïîâåðõíîñòåé è èõ àôôèííûå êîîðäèíàòíûå êîëüöà àêòèâíî èçó÷àëèñü
â 70-å ãîäû Äîëãà÷åâûì, Ìèëüíîðîì, Íîéìàíîì, Ïèíêõàìîì è äðóãèìè. Îíè îïèñàëè
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êâàçè-îäíîðîäíûìè îñîáåííîñòÿìè ïîâåðõíîñòåé è îñîáûìè ëèíåé-
íûìè êîìïëåêñíûìè ðàññëîåíèÿìè íàä êîìïàêòíûìè ðèìàíîâûìè îðáèôîëäàìè. Ìû
íàçûâàåì îñîáåííîñòü ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé îðáèôîëä ãèïåðáîëè-
÷åñêèé, ò.å. âèäà H/Γ, ãäå H ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü è Γ ôóêñîâà ãðóïïà. Íîðìàëü-
íàÿ èçîëèðîâàííàÿ îñîáåííîñòü ïîâåðõíîñòè ãîðåíøòåéíîâà åñëè íà ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè îñîáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò âåçäå íåíóëåâàÿ ãîëîìîðôíàÿ 2-ôîðìà. Ê ïðèìåðó âñå
èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé ãîðåíøòåéíîâû. Äîëãà÷åâ [1] ïîêàçàë,
÷òî ãîðåíøòåéíîâû ãèïåðáîëè÷åñêèå êâàçè-îäíîðîäíûå îñîáåííîñòè ïîâåðõíîñòåé
óðîâíÿm îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò îñîáûìm-êîñïèíîðíûì ðàññëîåíèÿì íàä êîìïàêò-
íûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ðèìàíîâûìè îðáèôîëäàìè, ò.å. ëèíåéíûì ðàññëîåíèÿì, m-àÿ
ñòåïåíü êîòîðûõ èçîìîðôíà êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ.

Èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó m-êîñïèíîðíûìè è m-ñïèíîð-
íûìè ðàññëîåíèÿìè. Êëàññè÷åñêèå (ò.å. m = 2) ñïèíîðíûå ðàññëîåíèÿ íà êîìïàêòíûõ
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñîâïàäàþò ñ òýòà-õàðàêòåðèñòèêàìè Ðèìàíà. Èõ ñîâðåìåííàÿ
èíòåðïðèòàöèÿ è êëàññèôèêàöèÿ, ïðåäëîæåíû Àòüåé [3] è Ìàìôîðäîì [4]. Îíè ñâÿçàëè
(êëàññè÷åñêèå) ñïèíîðíûå ðàññëîåíèÿ íà êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ (êëàññè÷åñêèìè)
ôóíêöèÿìè Àðôà ò. å. êâàäðàòè÷íûìè (îòíîñèòåëüíî èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ íà
H1(P,Z/2Z)) ôóíêöèÿìèìè H1(P,Z/2Z)→ Z/2Z. Êëàññèôèêàöèÿ 2-ñïèíîðíûõ ðàññëî-
åíèé è èõ ìîäóëåé íà íåêîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ äàíà â [4]. Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ
ìîäóëåém-ñïèíîðíûõ ðàññëîåíèé äàíî â [5] äëÿ êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ïðîêîëàìè
è â [6], [7] äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïîé.

2. Ïóñòü P ýòî êîìïàêòíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ðèìàíîâ îðáèôîëä. Ìû ñâÿçûâàåì ñm-
ñïèíîðíîé ñòðóêòóðîé íà P ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïðîñòûõ
êîíòóðîâ íà P .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü p ∈ P . Ïóñòü π0
1(P, p) ⊂ π1(P, p) ýòî ïîäìíîæåñòâî ôóíäàìåí-

òàëüíîé ãðóïïû îðáèôîëäà, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâèìûõ ïðîñòûìè êîíòó-
ðàìè. Îòîáðàæåíèå σ : π0

1(P, p) → Z/mZ íàçîâåì m-ôóíêöèåé Àðôà, åñëè äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a, b ∈ π0

1(P, p) 1) σ(bab−1) = σ(a); 2) σ(a−1) = −σ(a), åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà a
íå ðàâåí 2; 3) σ(ab) = σ(a) + σ(b), åñëè a è b ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðîñòûìè êîíòóðàìè
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà p áûëà èõ åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êîé è èõ èíäåêñ ïåðå-
ñå÷åíèÿ íå 0; 4) σ(ab) = σ(a) + σ(b) − 1, åñëè: à) a è b ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðîñòûìè
êîíòóðàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà p áûëà èõ åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êîé è èõ
èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí 0, á) îðèåíòèðîâàííûå êîíòóðû a,b è (ab)−1 ñâîáîäíî ãîìî-
òîïíû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðîñòûì êîíòóðàì ã,b̃, c̃ îðèåíòàöèè êîòîðûõ ïðî-
òèâîïîëîæíû èíäóöèðîâàíûì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé ñôåðû ñ 3 äûðàìè, êîòîðóþ îíè
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îòñåêàþò îò P ; 5) Äëÿ âñÿêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ýëåìåíòà c ïîðÿäêà p ÷èñëî p · σ(c) + 1
äåëèòñÿ íà m.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãî-
ðåíøòåéíîâûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè êâàçè-îäíîðîäíûìè îñîáåííîñòÿìè ïîâåðõíîñòåé
óðîâíÿ m è m-ôóíêöèÿìè Àðôà íà êîìïàêòíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ îðáè-
ôîëäàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâÿçè ìåæäó m-ñïèíîðíûìè ðàññëîåíèÿìè íà îðáè-
ôîëäå H/Γ è ïîäíÿòèÿìè ôóêñîâîé ãðóïïû Γ ⊂ PSL(2,R) íà åäèíñòâåííîå m-ëèñòííîå
íàêðûòèå ϕ : Gm → PSL(2,R).

3. Îïèøåì òåïåðü ïðîñòåéøèå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû m-ôóíêöèé Àðôà σ.
Ê íèì ìû îòíåñåì ðîä g îðáèôîëäà P è ïîðÿäêè p1, . . . , pr îñîáûõ òî÷åê íà P . Èç
îïðåäåëåíèÿ m-ôóíêöèé Àðôà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà Mod ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ àâòîãîìåîìîðôèçìîâ îðáèôîëäà P åñòåñòâåííî äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå Σ âñåõ m-ôóíêöèé Àðôà íà P .

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî Σ âñåõ m-ôóíêöèé Àðôà íà êîìïàêòíîì ãèïåðáîëè÷åñêîì
îðáèôîëäå P ñèãíàòóðû (g : p1, . . . , pr) íå ïóñòî, åñëè è òîëüêî åñëè ïîðÿäêè p1, . . . , pr
âçàèìíî ïðîñòû ñ m è (p1 · · · pr)·(

∑
1≤i≤r 1/pi−(2g−2)−r) äåëèòñÿ íà m. Â ýòîì ñëó÷àå

÷èñëî m-ôóíêöèé Àðôà ðàâíî m2g. Äåéñòâèå ãðóïïû Mod íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå Σ
òðàíçèòèâíî, åñëè g = 0; òðàíçèòèâíî, åñëè g > 1 è m íå÷åòíî; èìååò ðîâíî 2 îðáèòû,
åñëè g > 1 èm ÷åòíî; èìååò ÷èñëî îðáèò ðàâíîå ÷èñëó äåëèòåëåé ÍÎÄ(m, p1−1, . . . , pr−
1), åñëè g = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ÿâíûé âèä äýíîâñêèõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû Mod.
4. Èñïîëüçóåì òåïåðü m-ôóíêöèè Àðôà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà Sm ãèïåðáî-

ëè÷åñêèõ ãîðåíøòåéíîâûõ êâàçè-îäíîðîäíûõ îñîáåííîñòåé ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ m.
Ïðîñòðàíñòâî Sm åñòåñòâåííî ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà Smg:p1,...,pr , îòâå÷àþùèå
ïðîñòåéøèì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ m-ôóíêöèé Àðôà. Èç
òåîðåìû 2 ñðàçó ñëåäóåò

Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâî Smg:p1,...,pr íå ïóñòî, åñëè è òîëüêî åñëè ïîðÿäêè p1, . . . , pr
âçàèìíî ïðîñòû ñ m è (p1 · · · pr) · (

∑
1≤i≤r 1/pi − (2g − 2) − r) äåëèòñÿ íà m. Íåïóñòîå

ïðîñòðàíñòâî Smg:p1,...,pr ñâÿçíî, åñëè g = 0; ñâÿçíî, åñëè g > 1 è m íå÷åòíî; èìååò ðîâíî
äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, åñëè g > 1 è m ÷åòíî; èìååò ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ðàâíîå ÷èñëó äåëèòåëåé ÍÎÄ(m, p1 − 1, . . . , pr − 1), åñëè g = 1.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1, 2, 3 è òåîðåìó Ôðèêå-Êëåéíà [8] â ôîðìå [9], ìîæíî äîêàçàòü
Òåîðåìà 4. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Smg:p1,...,pr ãîìåîìîðôíà

Rd/G, ãäå d = 6g − 6 + 2r è G ⊂ Mod - äèñêðåòíàÿ ãðóïïà.
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