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Метод сепарабельного программирования, разработанный в работе [1], позво-
ляет преобразовать нелинейные задачи оптимизации пьезоприводов к задаче, вклю-
чающей только линейные функции. Полученные таким образом задачи решаются при 
помощи специальной модификации симплекс-алгоритма. Обоснованием такого метода 
служит то обстоятельство, что в качестве хорошего приближения нелинейной функции 
на большом отрезке можно использовать ее кусочно-линейную аппроксимацию. По-
следняя получается, если разбить отрезок на подинтервалы и построить линейное 
приближение рассматриваемой функции на каждом из подинтервалов. 

В статье рассмотрено использование этого метода последовательно для функ-
ций одной переменной и для функций многих переменных. Также анализируются, как 
необходимо изменить стандартные методы линейного приближения для эффективного 
решения получаемых линейных подзадач. Приведен пример применения сепарабель-
ного программирования на практике. 

1. Функции одной переменной 
Кусочно-линейные аппроксимации функций одной переменной легко построить. 

Рассмотрим произвольно определенную на интервале 0≤x≤α непрерывную функцию 
f(x). Предположим, что на этом интервале построена сетка, имеющая K узлов x(k), 
k=1,…, K. 

Следовательно, K-1 уравнений совокупности рассматриваемых линейных функ-
ций можно переписать в следующем удобном виде: ݔ = ∑ ௄௞ୀଵ(௞)ݔ(௞)ߣ , ሚ݂(ݔ) = ∑ ௄௞ୀଵ,(௞)݂(௞)ߣ   
где                                                               ∑ (௞)ߣ = 1,௄௞ୀଵ  

 

 λ(k)≥0, k=1,…,K, 
 

(1.1)                                             λ(i)λ(j) = 0, j>i+1; i=1,…,K − 1. 
 

Условие (1.1) выражает тот факт, что не более двух переменных λ(i) должны 
быть положительными; если положительны, например λ(j)  и λ(i), j>i, то должно выпол-
няться условие j=i+1, т.е. λ(j)  и λ(i)  должны быть соседними. 

При выполнении условий непрерывности любую функцию можно аппроксимиро-
вать в окрестности точки x0 функцией ߮(ݔ) = (଴ݔ)݂ + ݔ) − (଴ݔ)݂∇்(଴ݔ + ଵଶ (x − x଴)்G(x଴)(x − x଴), 
где G(x0) — матрица Гессе, вычисленная в точке x0. 

Разумной аппроксимацией минимума функции f(x) может быть минимумом 
функции φ (x).Если последний находится в точке xm, то ∇f(x0)+G(x0)(xm−x0)=0, откудаxm=x0−G−1(x0) ∇f(x0),илиxm=x0−G−1(x0) g(x0) 

Таким образом, следует модифицировать итерационное уравнение, и точкой xi 
следующей аппроксимации минимума будет 

xi+1=xi− G−1(xi) g(xi) 
или, в более удобном виде, 

(1) 
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xi+1=xi− λiG−1(xi) g(xi) 
где длина шага λi определяется одномерным поиском в направлении G−1(xi)g(xi). 

Метод Ньютона-Рафсона основан на последнем уравнении. Не будем рассмат-
ривать его во всех подробностях, упомянем лишь некоторые его особенности. Уравне-
ния (1) и (2) в том виде, как они записаны, требуют вычисления и обращения матрицы 
Гессе на каждом шаге, что часто является основной частью вычислений. Если точка xi 
близко расположена к точке x*, то сходимость будет быстрой, поскольку в общем слу-
чае функция φ(x) будет хорошо аппроксимировать функцию f(x) в этой окрестности. Как 
норму градиента |g(xi+1)|, так и расстояние между точками |xi+1−xi| следует проверить на 
выполнение критерия завершения. Методом Давидона-Флетчера-Пауэлла можно по-
лучить наилучший результат, произведя поиск на i-ом этапе в направлении –Hig(xi), где 
Hi — положительно определенная симметрическая матрица, которая, в конечном сче-
те, становится равной −G−1 (x*)1. Таким образом, этот метод обходит как вычисление, 
таки обращение матрицы G(xi) при каждой итерации. 

Следовательно, направление поиска при каждой итерации является решающим 
фактором, если говорить об эффективности итерационных методов поиска. Для квад-
ратичной функции n переменных наилучшим направлением является направление, 
сопряженное с предыдущим направлением поиска. [2] 

Перед дальнейшими вычислениями удобно переписать квадратичную функцию 
в виде F(x)=a+xTb+ଵଶxTGx, причем ее минимум находится в точке x*=−G−1b и 

F(x)=F(x*)+(x−x*)T∇F(x*)+ଵଶ(x−x*)G(x−x*)=F(x*)+ଵଶ(x−x*)TG(x−x*)(так как ∇F(x*)=0) = 
=a+x*Tb+ଵଶ(x−x*)TG(x−x*)=a− ଵଶbTG−1b+ଵଶ(x−x*)G(x−x*) 

или                                                    F(x)=c+ଵଶ(x−x*)T=G(x−x*), 
где c = a − ଵଶbTG−1b — константа. 

Предположим, что для поиска минимума функции (3) используется итерацион-
ная процедура. 

Ясно, что не следует сразу принимать решение о направлениях поиска (как, на-
пример, при поиске методом покоординатного спуска), а лучше накапливать информа-
цию, полученную на предыдущих этапах поиска, для того чтобы определять дальней-
шие направления поиска. 

Начнем из точки x0 и проведем поиск в направлении p0 с целью нахождения ми-
нимума в точкеx1 = x0 + λ0p0,где λ0 — некоторая скалярная величина. 

Отметим, что в точке x1 направление g(x1) = ∇F(x1) ортогонально направлению p0 
иg(x1)Tp0 = 0 (см.[1]). 

В общем случае на шаге i производится поиск точки xi в направлении pi с целью 
нахождения минимума в точке 
                                                                Xi+1 = xi+ λipi, 

Где для F(x) справедливы соотношения 
                                                                g(xi+1)Tpi = 0; 
                                                              g(xi) = G(xi−x*). 

Повторным применением уравнения (4) после n шагов получим 
xn = xn−1+λn−1pn−1 = xn−2+λn−2pn−2+λn−1pn−1 = x+∑ ௜௡ିଵ௜ୀ௝ାଵ݌௜ߣ  

для всех j в интервале 0≤j<n−1. 
Таким образом, согласно уравнению (5) ݔ)ܩ௡ − (∗ݔ = ௝ାଵݔ൫ܩ − ൯∗ݔ + ∑ ௜௡ିଵ௜ୀ௝ାଵ݌ܩ௜ߣ . 
Следовательно, ݃(ݔ௡)்݌௝ = ∑ ௜்݌௜ߣ ௝௡ିଵ௜ୀ௝ାଵ݌ܩ , 
И из уравнения (6) получаем: ݃(ݔ௡)்݌௝ = ෍ ௜்݌௜ߣ ௝௡ିଵ݌ܩ

௜ୀ௝ାଵ  

Теперь, если все векторы p0, p1, p2,…,pn−1взаимно сопряжены так, что                ݌௜் ௝݌ܩ = 0 при݅ ≠ ݆, то из соотношения (4) следует 

(2) 

(3) 

(5) 

(6) 

(4) 
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௝݌்(௡ݔ)݃ = 0 при ݆ = 0,1, … , ݊ − 1. 
Но поскольку в этом случае векторы p0, p1, …, pn−1 линейно независимы и, таким 

образом, образуют базис, то݃(ݔ௡) = 0, откуда ݔ)ܩ௡ − (∗ݔ = 0 и ݔ௡ =  .∗ݔ
Следовательно, если поиск производится по взаимно сопряженным направле-

ниям, то минимум квадратичной функции n переменных будет найден не более чем за 
n шагов. 

 

Методы отсекающих плоскостей 
Есть два хорошо проработанных подхода к использованию линейных аппрокси-

маций для решения нелинейных задач [1]. Описанные в [1] случаи представляют собой 
крайние случаи при линеаризации нелинейных задач. При применении метода непо-
средственной линеаризации используется одна линеаризация для каждого нелинейно-
го ограничения. Оказывается, что такой способ аппроксимации эффективен в окрест-
ности базовой точки, однако он становится ненадежным при удалении от нее. 

Из вышеизложенного ясно, что желательно построение алгоритма, использую-
щего довольно грубые аппроксимации левых частей ограничений для достижения ок-
рестности оптимальной точки и строящего более точные аппроксимации в этой окрест-
ности, которые позволяют приблизиться к оптимуму. При таком способе нет необходи-
мости тратить усилия на построение хороших аппроксимаций на далеких от оптимума 
итерациях. Это служит в значительной мере обоснованием рассматриваемых в данном 
разделе алгоритмов. 

 

Основной алгоритм отсекающих плоскостей 
Ограничимся пока рассмотрением задачи следующего вида: 

минимизировать f(x) при ограничениях 
gj (x)≥0, j=1,…,J,ݔ௜(௅) ≤ ௜ݔ ≤  .i=1,…,N,(௎)ݔ

Область F в RN, в пределах которой лежат все допустимые решения данной за-
дачи, определяется ограничениями в виде неравенств. Предполагается, что F ограни-
чена и не пуста. Рассматриваемый ниже алгоритм позволяет получить решение задачи 
путем решения последовательности подзадач. Указанные подзадачи строятся при по-
мощи последовательных уточнений грубого первоначального приближения допустимой 
области, получаемых при наложении новых ограничений. Вид этих ограничений зави-
сит от решения, полученного из предыдущей итерации. 

Если область F не пуста и ограничена, простейшим приближением к F служит 
содержащий F гиперкуб, т.е. множество Z0, задаваемое следующими неравенствами 

Z0 = {x: ݔ௜(௅) ≤ ௜ݔ ≤  ,{௜(௎), I = 1,…,Nݔ
Где величиныݔ௜(௅)и ݔ௜(௎), если они не фигурируют в формулировке задачи, выби-

раются так, чтобы гарантировать F⊂Z0. Полученное приближение к F представляет со-
бой допустимую область для следующей первой подзадачи: минимизировать f (x) при 
ограничении x∈Z0. 

Для оптимального решения задачи x(1) существуют две возможности: точка x(1) 
может быть допустимой, т.е. x(1)∈Z0; она может быть также недопустимой, т.е. x(1)∈Z0, 
но x(1)∉F. Для первого случая получено решение задачи, поскольку из включений 
x(1)∈F⊂Z0 следует, что x(1) представляет собой точку минимума для исходной задачи. 
Во втором случае для получения допустимой точки необходимо улучшить рассматри-
ваемое приближение F. Заметим, что при помощи точки x(1) можно получить информа-
цию об истинном оптимуме. Представляется вероятным, что оптимум лежит в наибо-
лее близкой к x(1) части F. Таким образом, именно эту часть F нужно исследовать при 
получении улучшенной аппроксимации F 

Для построения улучшенной аппроксимации в окрестности точки x(1) необходимо 
изменить границу области Z0 вблизи x(1) таким образом, чтобы она приблизилась к гра-
нице F. Этого можно добиться, налагая дополнительные ограничения, при выполнении 
которых из Z0 будет удалена окрестность точки x(1). В результате добавления этих «от-
секающих» ограничений точка минимума в новом приближении допустимой области 
должна оказаться ближе к F, чем точка x(1). На Рис. 1, а дается иллюстрация этого по-
ложения. Область F здесь заштрихована, а Z0 представляет собой прямоугольник, за-
даваемый неравенствами α1≤x1≤b1, α2≤x2≤b2_. 
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Рис. 1. а) аппроксимация допустимой области гиперкубом; б) отсекающие плоскости. 

 
Пусть x(1) — точка оптимума в Z0 для некоторой целевой функции f(x), например 

f(x)=−x1−x2. Можно улучшить приближение к F в окрестности x(1), введя нелинейные ог-
раничения вида ݌௜(ଵ) (x)≥0, «отсекающие» окрестность точки x(1) (Рис. 1, б). Если обо-
значить через H(1) множество ܪ(ଵ) = ቄݔ: (ݔ)௜(ଵ)݌ ≥ 0ቅ, 
то новое приближение Z(1) к допустимой области можно представить в следующем виде: ܼ(ଵ) ≡ ܼ(଴) ∩  .(ଵ)ܪ

Очевидно, что Z(1) содержится в Z(0). 
Меньшая область Z(1) представляет собой допустимую область для следующей 

подзадачи: минимизировать f (x) при ограничении x∈Z(1). 
Оптимальное решение x(2) этой подзадачи может быть оптимальным решением 

исходной задачи; в противном случае оно дает возможность введения следующего 
множества линейных неравенств, позволяющих построить ещё меньшую область Z(2). 
Разумно предположить, что при продолжении описанного процесса находится допус-
тимая точка x, представляющая собой точку минимума f (x) на F, если на каждом его 
шаге отбрасывается ненужная часть Z(0). Описанная процедура является основой ме-
тода отсекающих плоскостей. 

Конкретная модификация метода отсекающих плоскостей получается в резуль-
тате выбора численной процедуры для решения промежуточных подзадач с линейны-
ми ограничениями и метода построения множества отсекающих плоскостей на каждой 
итерации. 

Применение методов оптимизации в проектировании устройств для формиро-
вания нанообъектов (метод сепарабельного программирования и метод отсекающих 
плоскостей) позволяет решать технические задачи конструирования соответствующих 
устройств на уровне полезных моделей. 
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