
1999 £. ¬ àâ |  ¯à¥«ì â. 54, ¢ë¯. 2(326)��Ǒ��� �������������� ����
��� 514.172.45+514.177+515.165.4������ ����������� �����{��������� Ǒ������ ��Ǒ����� ���������������.�. �¨¬®à¨�����������¢¥¤¥¨¥ 114
§1. �®¬¡¨ â®à¨ª  ¯à®áâëå ¬®£®£à ¨ª®¢ 1181.1. Ǒà®áâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ 1181.2. �®®â®è¥¨ï �¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï 1201.3. �¥®à¥¬  �â¥«¨ 1221.4. �í«¥à®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï 1231.5. �®à¬  �®¤� {�¨¬     ªí«¥à®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ 1231.6. � §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ  1241.7. �¥«®ç¨á«¥® ¯à®áâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ 126
§2. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  ¨  «£¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  1262.1. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  1272.2. Ǒ®«ïà¨§ æ¨ï ®¤®à®¤®£® ¬®£®ç«¥  1302.3. �¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à, á¢ï§ ë© á ¬®£®£à ¨ª®¬ 1312.4. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  £à ¨ 1322.5. Ǒ®áâà®¥¨¥  «£¥¡àë ¯® ¬®£®ç«¥ã 1332.6. �«£¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  134
§3. �«¥¬¥â àë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ 1383.1. �«¥¬¥â àë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ (ips) 1383.2. �®¬¡¨ â®à®¥ ®¯¨á ¨¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ 1403.3. Ǒà¥®¡à §®¢ ¨¥ h-¢¥ªâ®à  ¯à¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥ 1413.4. �¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨   £à ïå 1423.5. Ǒ¥à¥å®¤ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ (transition polytopes) 142
§4. Ǒ¥à¥áâà®©ª¨ ¨ ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  1444.1. �§¬¥¥¨¥ ¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬  1444.2. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  á¨¬¯«¥ªá  1474.3. �§¬¥¥¨¥  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª  ¯à¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥ 149
§5. � «®£ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬   1505.1. � «®£ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬   1505.2. Ǒ«  ¤®ª § â¥«ìáâ¢  1515.3. � «®£ à §«®�¥¨ï �¥äè¥æ  1535.4. �¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï 1545.5. �¨«ì ï â¥®à¥¬  �¥äè¥æ  1565.6. �¨£ âãà  ä®à¬ë�®¤� {�¨¬   1585.7. �¬¥è ë¥ á®®â®è¥¨ï �®¤� {�¨¬   161�¯¨á®ª «¨â¥à âãàë 162© �.�. �¨¬®à¨ 1999



114 �.�. ��������¢¥¤¥¨¥�ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rd  §ë¢ ¥âáï ¯à®áâë¬, ¥á«¨ ¢ ª �¤®©¥£® ¢¥àè¨¥ áå®¤¨âáï à®¢® d à¥¡¥à. �®£¨¥ ¢®¯à®áë £¥®¬¥âà¨¨ ¨ ª®¬¡¨ â®à¨ª¨¯à®áâëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ®ª § «¨áì â¥á® á¢ï§ ë¬¨ á  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¥©¨, ¢ ç áâ®áâ¨, á â¥®à¨¥© â®à¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨© [1℄{[4℄.Ǒãáâì � { æ¥«®ç¨á«¥ë© ¬®£®£à ¨ª ¢R
d. �¥«®ç¨á«¥®áâì ®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª � ï¢«ïîâáï í«¥¬¥â ¬¨ æ¥«®ç¨á«¥®© à¥è¥âª¨ Zd. � ¬®Ä£®£à ¨ª®¬ � á¢ï§ ® ¥ª®â®à®¥ ª®¬¯«¥ªá®¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ X(�),  ª®â®à®¬ ¤¥©áâ¢ã¥â ª®¬¯«¥ªáë© â®à (C \ {0})n. �®£®®¡à §¨¥ X(�) á®¤¥à�¨âà®¢® ®¤ã ¯«®âãî ®à¡¨âã. �à ¨æ  íâ®© ®à¡¨âë à á¯ ¤ ¥âáï ¢ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ®à¡¨â¬¥ìè¨å à §¬¥à®áâ¥©.�«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ¢¬¥áâ¥ á  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ª®¬¯«¥ªá®£®â®à , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬ ãá«®¢¨ï¬,  §ë¢ ¥âáï â®à¨ç¥áª¨¬ ¬®£®Ä®¡à §¨¥¬ (¨«¨ â®à¨ç¥áª¨¬ ¢«®�¥¨¥¬). �â ª, á ª �¤ë¬ æ¥«®ç¨á«¥ë¬ ¬®£®Ä£à ¨ª®¬ � á¢ï§ ® â®à¨ç¥áª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥X(�). �  ¬®£®®¡à §¨¨X(�) ¤¥©áâÄ¢ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, ª®¬¯ ªâë© â®à Tn ⊆ (C \ {0}), § ¤ ë© ãà ¢¥¨ï¬¨ |zj | = 1.� ªâ®à¯à®áâà áâ¢® â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ïX(�) ¯® ¤¥©áâ¢¨î ª®¬¯ ªâ®£® â®à ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®â®�¤¥áâ¢«ï¥âáï á á ¬¨¬ ¬®£®£à ¨ª®¬�.�£à ¨ç¨¬áï ¤«ï ¯à®áâ®âë á«ãç ¥¬, ª®£¤  ¬®£®®¡à §¨¥ X(�) ï¢«ï¥âáï ¥®á®Ä¡ë¬. � íâ®¬ á«ãç ¥X(�) ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ª®¬¯«¥ªá®-  «¨â¨ç¥áª®¥ ¯®¤Ä¬®£®®¡à §¨¥ ¢ CP

N . �¥®á®¡®áâì â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï íª¢¨¢ «¥â  á«¥¤ãîÄé¥¬ã £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¬ã ãá«®¢¨î   ¬®£®£à ¨ª. �®£®£à ¨ª�  §ë¢ ¥âáï æ¥«®Äç¨á«¥® ¯à®áâë¬, ¥á«¨ ¤«ï ª �¤®© ¢¥àè¨ë v ¯à¨¬¨â¨¢ë¥ æ¥«®ç¨á«¥ë¥ ¢¥ªâ®Äàë à¥¡¥à, ¢ëå®¤ïé¨å ¨§ v, á®áâ ¢«ïîâ ¡ §¨á æ¥«®ç¨á«¥®© à¥è¥âª¨. �®£®®¡à §¨¥X(�) ï¢«ï¥âáï ¥®á®¡ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬®£®£à ¨ª � æ¥«®ç¨á«¥®¯à®áâ®©.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª� æ¥«®ç¨á«¥® ¯à®áâ®©,   § ç¨â, ¬®£®®¡à §¨¥X(�) £« ¤ª®¥. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§hk = dimH2k(X(�);C)ç¥â®¬¥àë¥ ç¨á«  �¥ââ¨ ¬®£®®¡à §¨ïX(�). �á¥ ¥ç¥â®¬¥àë¥ ç¨á«  �¥ââ¨ à ¢Äë ã«î. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ç¨á«  hk { íâ® ¢ �ë¥ ª®¬¡¨ â®àë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨¬®£®£à ¨ª �. Ǒãáâì fi { íâ® ç¨á«® £à ¥©¬®£®£à ¨ª �à §¬¥à®áâ¨ i. �®£¤ hk = ∑i>k fi(−1)i−k( ik):�®£®®¡à §¨¥X(�) ª®¬¯ ªâ®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â®è¥¨ï ¤¢®©Äáâ¢¥®áâ¨ Ǒã ª à¥ hk = hd−k:�â¨ á®®â®è¥¨ï ¡ë«¨ ¨§¢¥áâë § ¤®«£® ¤® ®¡ àã�¥¨ï á¢ï§¨ ¬¥�¤ã £¥®¬¥âà¨¥©¬®£®£à ¨ª®¢ ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¥©. �«ï à §¬¥à®áâ¥© d = 4 ¨ d = 5 ¨å� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ç áâ¨ç®© ¯®¤¤¥à�ª¥�®áá¨©áª®£®ä®¤ äã¤ ¬¥â «ìëå¨áá«¥¤®¢ Ä¨© (£à â ò 98-01-00455), INTAS (£à â ò 93-570ext) ¨ ¯à®£à ¬¬ë \�®à®á®¢áª¨¥ áâã¤¥âë"(£à â ò s98-1682).



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 115¢ë¯¨á « ¢ 1905 £®¤ã �. �¥. �á¥ á®®â®è¥¨ï ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì®¬ d  è¥« ¢ 1927 £®¤ã�. �®¬¬¥à¢¨«ì.�à®¬¥ á®®â®è¥¨©�¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï, ¨¬¥îâáï ¥ª®â®àë¥ á®®â®è¥¨ï   ç¨á« hk â¨¯  ¥à ¢¥áâ¢. � ¯à¨¬¥à, á®£« á® á¨«ì®© â¥®à¥¬¥ �¥äè¥æ , ¯à¨¬¥¥®© ªâ®à¨ç¥áª®¬ã ¬®£®®¡à §¨îX(�), ç¨á«  hk ®¡à §ãîâ £®àªã, â.¥. ¤® á¥à¥¤¨ë ¢®§à áÄâ îâ,   ¯®â®¬ ã¡ë¢ îâ: hk 6 hk+1; k < d+ 12 :�áâì ¥é¥ ¥ª®â®àë¥ ãá«®¢¨ï â¨¯  ¥à ¢¥áâ¢, á¢ï§ ë¥ á â¥¬, çâ® ç¨á«  hk+1 − hk,k < n=2, ï¢«ïîâáï à §¬¥à®áâï¬¨ ®¤®à®¤ëå ª®¬¯®¥â ¥ª®â®à®© ª®¬¬ãâ â¨¢®©£à ¤ã¨à®¢ ®©  «£¥¡àë, ¯®à®�¤¥®© í«¥¬¥â ¬¨ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥¨. �â   «£¥¡à  ¯®Ä«ãç ¥âáï ª ª ä ªâ®à ª®«ìæ  ª®£®¬®«®£¨© â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï ¯® ¥ª®â®à®¬ã£« ¢®¬ã ¨¤¥ «ã (¯®¤à®¡®áâ¨ á¬. ¢ [5℄).Ǒ.� ª¬î««¥ ¢ 1971 £. ¢ë¤¢¨ã« £¨¯®â¥§ã ® ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨ïå  ç¨á« hk ¤«ï ¯à®áâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . �. �â¥«¨ ¢ 1980 £. ¤®ª § « ¥®¡Äå®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨© � ª¬î««¥ ,   �. �¨««¥à  ¨ �. �¨ ¢ 1981 £. ¤®ª § «¨ ¤®áâ â®çÄ®áâì. �®ª § â¥«ìáâ¢® �â¥«¨ ®¯¨à ¥âáï   â¥®à¨î â®à¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨©, ¢ â®¢à¥¬ï ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤®áâ â®ç®áâ¨, ¯à¥¤«®�¥®¥�¨««¥à  ¨�¨, ç¨áâ® £¥®¬¥âÄà¨ç¥áª®¥. � 1993 £. � ª¬î««¥ ¯à¥¤«®�¨« £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë�â¥«¨. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥å¨ç¥áª¨ á«®�®. �¤  ¨§ ¯à®¡«¥¬ { ®¯¨á ¨¥   «®£ ª®«ìæ  ª®£®¬®«®£¨© â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï ¢ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥à¬¨ å.� ¤ ç  £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë �â¥«¨ á¢ï§   á § ¤ ç¥© ®¯¨á Ä¨ï   £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ï§ëª¥ á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬   ¢ ª®«ìæ¥ ª®£®¬®«®£¨© â®Äà¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨©. �¥ª®â®àë© ç áâë© á«ãç © á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬   ¢¯¥à¥¢®¤¥   £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© ï§ëª ¤ ¥â ¨§¢¥áâë¥ ¥à ¢¥áâ¢ �«¥ªá ¤à®¢ {�¥å¥«ï  á¬¥è ë¥ ®¡ê¥¬ë.�ë¯ãª«ë¬ â¥«®¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ R
d  §ë¢ ¥âáï ª®¬¯ ªâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬®�¥áâ¢®.ǑãáâìA ¨B { ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« . �ã¬¬®© �¨ª®¢áª®£® ¢ë¯ãª«ëåâ¥«A ¨B  §ë¢ ¥âáï¬®�¥áâ¢® C = {a+ b | a ∈ A; b ∈ B}:�¥âàã¤® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¬®�¥áâ¢® C â®�¥ ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ â¥«®¬. �ë¯ãª«ë¥â¥«  ¬®�® ã¬®� âì   ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á« . �¬®�¥¨¥   ®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á« á«¥¤ã¥â § ¯à¥â¨âì. �¥¬ á ¬ë¬   ¬®�¥áâ¢¥ ¢ë¯ãª«ëå â¥« ®¯à¥¤¥«¥  áâàãªâãà ¢ë¯ãª«®£® ª®ãá  { â¥«  ¬®�® áª« ¤ë¢ âì ¨ ã¬®� âì   ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á« .�â®â ª®ãá ¬®�® ¤®¯®«¨âì ¤® ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¯à¨ ¯®¬®é¨ áâ ¤ àâ®©ª®áâàãªæ¨¨ £àã¯¯ë �à®â¥¤¨ª . �«¥¬¥âë íâ®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¡ã¤¥¬ §ë¢ âì ¢¨àâã «ìë¬¨ ¢ë¯ãª«ë¬¨ â¥« ¬¨.�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® äãªæ¨ï ®¡ê¥¬ , á®¯®áâ ¢«ïîé ï ª �¤®¬ã ¢ë¯ãª«®¬ã â¥«ã¥£® ®¡ê¥¬, ¯à®¤®«� ¥âáï ¤® ¥ª®â®à®£® ®¤®à®¤®£® ¬®£®ç«¥  áâ¥¯¥¨ d  ¯à®áâà áâ¢¥ ¢¨àâã «ìëå ¢ë¯ãª«ëå â¥«. �¤ ª® ¢áïª®¬ã ®¤®à®¤®¬ã ¬®£®ç«¥ãá®®â¢¥âáâ¢ã¥â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¯®«¨«¨¥© ïä®à¬ { ¥£® ¯®«ïà¨§ æ¨ï. Ǒ®«ïà¨§ æ¨ï¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬   §ë¢ ¥âáï á¬¥è ë¬ ®¡ê¥¬®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ª �¤®£® ¡®à  ¢¨àâã «ìëå ¢ë¯ãª«ëå â¥« A1; A2; : : : ; Ad ®¯à¥¤¥«¥ ¨å á¬¥è ë© ®¡ê¥¬Vol(A1; A2; : : : ; Ad).



116 �.�. ��������.�. �«¥ªá ¤à®¢ ¢ 1937 £. ¤®ª § « á«¥¤ãîé¨¥ § ¬¥ç â¥«ìë¥ ¥à ¢¥áâ¢ , á¢ïÄ§ë¢ îé¨¥ á¬¥è ë¥ ®¡ê¥¬ë ¢ë¯ãª«ëå â¥«:Vol(A1; A2; A3; : : : ; Ad)2 > Vol(A1; A1; A3; : : : ; Ad) · Vol(A2; A2; A3; : : : ; Ad)(¥à ¢¥áâ¢  �«¥ªá ¤à®¢ {�¥å¥«ï).�á«¨ § ä¨ªá¨à®¢ âì ¢ë¯ãª«ë¥ â¥«  A3; : : : ; Ad, â® á¬¥è ë© ®¡ê¥¬Vol(A1; A2; A3; : : : ; Ad)®ª §ë¢ ¥âáï ª¢ ¤à â¨ç®©ä®à¬®©®â®á¨â¥«ì® ¢¨àâã «ìëå ¢ë¯ãª«ëåâ¥«A1¨A2.�¥à ¢¥áâ¢  �«¥ªá ¤à®¢ {�¥å¥«ï £®¢®àïâ ® â®¬, çâ® ¤«ï  áâ®ïé¨å ¢ë¯ãª«ëå â¥«íâ  ª¢ ¤à â¨ç ï ä®à¬  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¡à é¥®¬ã ¥à ¢¥áâ¢ã �®è¨{�ãïª®¢Äáª®£®. �®¥ç®, íâ® á¢ï§ ® á â¥¬, çâ® ¯®«®�¨â¥«ìë© ¨¤¥ªá ¨¥àæ¨¨ ª¢ ¤à â¨ç®©ä®à¬ë à ¢¥ ¥¤¨¨æ¥. �âà¨æ â¥«ìë© ¨¤¥ªá ¨¥àæ¨¨ à ¢¥ ¡¥áª®¥ç®áâ¨ { ä®à¬ ®¯à¥¤¥«¥    ¡¥áª®¥ç®¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨ ¨¬¥¥â d-¬¥à®¥ ï¤à®. �¤à® ä®à¬ëá¬¥è ®£® ®¡ê¥¬  á®áâ ¢«ïîâ ¯à®áâ® ¢á¥ â®çª¨ ¯à®áâà áâ¢ Rd, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ª ª ¢ë¯ãª«ë¥ â¥« .�ç¥ì ¢ �®¥ ª®¥ç®¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¡¥áª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢ ¢¨àâã «ìëå ¢ë¯ãª«ëå â¥« á®áâ ¢«ïîâ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨,   «®£¨çë¥ ¤ Ä®¬ã ¯à®áâ®¬ã ¢ë¯ãª«®¬ã ¬®£®£à ¨ªã. � ¤¨¬ ¨¤ãªâ¨¢®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥   «®Ä£¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �¢  ¬®£®£à ¨ª   §ë¢ îâáï   «®£¨çë¬¨, ¥á«¨ ¬¥�Ä¤ã ¨å £¨¯¥à¯«®áª¨¬¨ £à ï¬¨ ¬®�® ãáâ ®¢¨âì â ª®¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âÄáâ¢¨¥, ¯à¨ ª®â®à®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £à ¨ ¡ã¤ãâ ¯ à ««¥«ìë, ®¤¨ ª®¢® ®à¨¥â¨Äà®¢ ë ¨   «®£¨çë. �à¨¥â æ¨ï £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  ¯à ¢«¥¨¥¬¢¥è¥© ®à¬ «¨. �î¡ë¥ ¤¢  ®âà¥§ª    ¯àï¬®© áç¨â îâáï   «®£¨çë¬¨.�¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®àë© ¯à®áâ®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª �. � ¬¥â¨¬, çâ® áã¬¬  ¯®�¨ª®¢áª®¬ã ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢,   «®£¨çëå ¬®£®£à ¨ªã �, â®�¥ï¢«ï¥âáï ¬®£®£à ¨ª®¬,   «®£¨çë¬ ¬®£®£à ¨ªã �. � âïã¢ «¨¥©ãî ®¡®Ä«®çªã ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢¨àâã «ìëå ¢ë¯ãª«ëåâ¥«   ¢á¥ ¬®£®£à ¨ª¨,   «®£¨çë¥¬®£®£à ¨ªã �, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ª®¥ç®¬¥à®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®P∗(�). � §Ä¬¥à®áâì íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  à ¢  ç¨á«ã £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  �.� ¯à®áâà áâ¢¥ P∗(�) ¬®�® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢¥áâ¨ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨ â.�áïª¨©¬®£®£à ¨ª,   «®£¨çë©¬®£®£à ¨ªã�, ¨¬¥¥â â¥�¥  ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®Ä¢¥ªâ®àë (¢¥è¨¥ ®à¬ «¨) �1; : : : ; �n £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥©. � áá¬®âà¨¬ ¬®£®£à Ä¨ª P ,   «®£¨çë© ¬®£®£à ¨ªã �. �®£®£à ¨ª P ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáïá¢®¨¬¨ ®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ Hi = maxp∈P (�i; p):� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯®àë¥ ç¨á«  § ¤ îâ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨ â ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ P∗(�).�¡®§ ç¨¬ íâ¨ ª®®à¤¨ âë ç¥à¥§ x1; : : : ; xn.�®£®ç«¥ ®¡ê¥¬ , ®£à ¨ç¥ë©   ¯®¤¯à®áâà áâ¢®P∗(�), ¢ ª®®à¤¨ â å § Ä¯¨áë¢ ¥âáï ª ª V (x1; : : : ; xn). � �¤®¬ã ¬®£®£à ¨ªã P ∈ P∗(�) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â«¨¥©ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨:LP = n∑i=1Hi ��xi ;



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 117£¤¥Hi { ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  P . �¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª  P ¢ëà � ¥âáï ä®àÄ¬ã«®© Vol(P ) = 1d! LdPV:�¬¥è ë© ®¡ê¥¬ á¨áâ¥¬ë ¬®£®£à ¨ª®¢ P1; : : : ; Pd à ¢¥ á®®â¢¥âáâ¢¥®Vol(P1; : : : ; Pd) = 1d! LP1 · · ·LPdV:� áá¬®âà¨¬ «¨¥©ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à � á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥Äâ ¬¨   ¯à®áâà áâ¢¥P∗(�). Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® íâ®â ®¯¥à â®à ®¤®à®¤ë© áâ¥¯¥¨k. �¯¥à â®à �  §ë¢ ¥âáï ¯à¨¬¨â¨¢ë¬ ®â®á¨â¥«ì® ¬®£®£à ¨ª  �, ¥á«¨�Ld−2k+1� V = 0:�«ï ¯à¨¬¨â¨¢ëå ®¯¥à â®à®¢ á¯à ¢¥¤«¨¢ á«¥¤ãîé¨©   «®£ á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬  : (−1)k�2Ld−2k� V > 0;¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï, â®«ìª® ¥á«¨ �V = 0. Ǒà¨ k = 1 ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ç áâë©á«ãç © ¥à ¢¥áâ¢ �«¥ªá ¤à®¢ {�¥å¥«ï:Vol(P1; P2;�; : : : ;�)2 > Vol(P1; P1;�; : : : ;�) ·Vol(P2; P2;�; : : : ;�):�â® ª« áá¨ç¥áª¨¥ ¥à ¢¥áâ¢  �àã {�¨ª®¢áª®£®.�¬¥¥âáï á¬¥è ë©   «®£ á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬  . Ǒãáâì � { ¤¨ää¥à¥æ¨Ä «ìë© ®¯¥à â®à á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨   ¯à®áâà áâ¢¥P∗(�), ®¤®à®¤Äë© áâ¥¯¥¨ k. �¯¥à â®à �  §ë¢ ¥âáï ¯à¨¬¨â¨¢ë¬ ®â®á¨â¥«ì® ¬®£®£à ¨ª � ¨ á¥¬¥©áâ¢  ¬®£®£à ¨ª®¢ P1; : : : ; Pd−2k ∈P∗(�), ¥á«¨�L�LP1 · · ·LPd−2kV = 0:Ǒà¨¬¨â¨¢ë¥ ®¯¥à â®àë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¥¬ã á¬¥è ®¬ã   «®£ã á®®â®Äè¥¨© �®¤� {�¨¬  : (−1)k�2LP1 · · ·LPd−2kV > 0;¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï, â®«ìª® ¥á«¨ �V = 0. Ǒà¨ k = 1 ¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢ �«¥ªá ¤à®¢ {�¥å¥«ï.�  áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¯à¨¢¥¤¥ ®¡§®à ¥ª®â®àëå ¬¥â®¤®¢ ¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ª®¬¡¨ â®àÄ®© â¥®à¨¨ ¯à®áâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �á®¡®¥ ¢¨¬ ¨¥ ã¤¥«ï¥âáï â¥¬ £¥®Ä¬¥âà¨ç¥áª¨¬ áâàãªâãà ¬, ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ª®â®àëå ¡ë«® ¬®â¨¢¨à®¢ ®   «®£¨çëÄ¬¨ áâàãªâãà ¬¨ ¢ £¥®¬¥âà¨¨ â®à¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨©. � ç áâ®áâ¨, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  «®£ ª®«ìæ  ª®£®¬®«®£¨© â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï. �â®â   «®£ ¡ë« ¯®áâà®¥�.�. Ǒãå«¨ª®¢ë¬ ¨ �.�. �®¢ áª¨¬ [6℄ ¢ á¢ï§¨ á ¬®£®¬¥àë¬ ®¡®¡é¥¨¥¬ ä®à¬ã«ë�©«¥à {� ª«®à¥ . �¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥   «®£  ª®«ìæ  ª®£®¬®«®£¨© ¯®§¢®Ä«ï¥â áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤®ª § âì ¢ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥à¬¨ å â ª¨¥ à¥§ã«ìâ âë, ª ªá¨«ì ï â¥®à¥¬ �¥äè¥æ  ¨ á®®â®è¥¨ï �®¤� {�¨¬  . �§   «®£  á¨«ì®© â¥®à¥Ä¬ë �¥äè¥æ  ¢ëâ¥ª ¥â â¥®à¥¬  �â¥«¨. Ǒà¨¢¥¤¥®¥ §¤¥áì ®¢®¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¤®Äª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë�â¥«¨ ®á®¢ ®   à ááã�¤¥¨ïå � ª¬î««¥  [7℄ ¨   ®¯¨á Ä¨¨  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª , ¯à¥¤«®�¥®¬ Ǒãå«¨ª®¢ë¬ ¨ �®¢ áª¨¬. �®ª § â¥«ìÄáâ¢®   «®£  á®®â®è¥¨©�®¤� {�¨¬   ®¯¨à ¥âáï  ¬¥â®¤ £®¬®â®¯¨¨, ¢®áå®¤ïé¨©



118 �.�. �������¥é¥ ª �.�. �«¥ªá ¤à®¢ã [8℄, ª®â®àë© ¯®«ì§ã¥âáï íâ¨¬ ¬¥â®¤®¬ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¥à ¢¥áâ¢ �«¥ªá ¤à®¢ {�¥å¥«ï.� ¡« £®¤ à¥ �.�. �®¢ áª®¬ã §  ¯®«¥§ë¥ ®¡áã�¤¥¨ï ¨ ¢¨¬ ¨¥ ª à ¡®â¥.
§1. �®¬¡¨ â®à¨ª  ¯à®áâëå ¬®£®£à ¨ª®¢� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ®á®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ®â®áïé¨¥áï ª ª®¬¡¨ â®à¨ª¥¯à®áâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢. � ë ®¯à¥¤¥«¥¨ï f -¢¥ªâ®à  ¨ h-¢¥ªâ®à  ¯à®áÄâ®£® ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª , áä®à¬ã«¨à®¢ ë¨¤®ª § ë á®®â®è¥¨ï�¥ {�®¬-¬¥à¢¨«ï, áä®à¬ã«¨à®¢   â¥®à¥¬  �â¥«¨.1.1. Ǒà®áâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨. Ǒãáâì � { ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ ¯à®áâà Äáâ¢¥Rd. �®£®£à ¨ª�  §ë¢ ¥âáï ¯à®áâë¬, ¥á«¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ª �¤®© ¢¥àè¨ë® ¢ë£«ï¤¨â ª ª ª®ãá  ¤ (d − 1)-¬¥àë¬ á¨¬¯«¥ªá®¬ (â.¥. ¢ ª �¤®© ¢¥àè¨¥ áå®Ä¤ïâáï à®¢® d £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥©). �ç¥¢¨¤®, ¬®£®£à ¨ª, £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ª®â®à®£®  å®¤ïâáï ¢ ®¡é¥¬ ¯®«®�¥¨¨, ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ £à ¨¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  á«¥£ª  ¯®è¥¢¥«¨âì, â® ¬®£®£à ¨ª ®áâ ¥âáï ¯à®áâë¬.Ǒãáâì � { ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ fi ç¨á«® £à ¥© à §¬¥à®áÄâ¨ i ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ � (á ¬ ¬®£®£à ¨ª áç¨â ¥âáï £à ìî à §¬¥à®áâ¨ d, â ª çâ®fd = 1).�¯à¥¤¥«¥¨¥. � ¡®à ç¨á¥« f0; : : : ; fd  §ë¢ ¥âáï f-¢¥ªâ®à®¬ ¬®£®£à ¨ª �(®â á«®¢  \fae" { £à ì).�¯à¥¤¥«¥¨¥. F -¯®«¨®¬®¬ ¬®£®£à ¨ª  �  §ë¢ ¥âáï ¯à®¨§¢®¤ïé ï äãªÄæ¨ï ç¨á«  £à ¥©, â.¥. ¬®£®ç«¥ F (t) = d∑i=0 fiti:�® ¬®£¨å á«ãç ïå ¡ë¢ ¥â ã¤®¡¥© à áá¬ âà¨¢ âì ¤àã£®© ¬®£®ç«¥, ¯® ª®â®à®¬ãF -¯®«¨®¬ ¢®ááâ  ¢«¨¢ ¥âáï ®¤®§ ç®:H(t) = F (t− 1) = d∑k=0hktk; hk = ∑i>k fi(−1)i−k( ik):�¯à¥¤¥«¥¨¥. �¨á«  h0; : : : ; hd ®¡à §ãîâ h-¢¥ªâ®à ¬®£®£à ¨ª � (®â á«®¢ \homology" { £®¬®«®£¨ï).�§ ¢ë¯¨á ëåä®à¬ã«áâ ®¢¨âáï ïá®, çâ® § ¤ ¨¥h-¢¥ªâ®à  íª¢¨¢ «¥â® § ¤ Ä¨î f -¢¥ªâ®à . �¬¥®, f -¢¥ªâ®à ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ h-¢¥ª-â®à ¯® ä®à¬ã«¥ F (t) = H(t+ 1); fi = ∑k>ihk(ki):



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 119Ǒà¨¬¥à. Ǒãáâì � { á¨¬¯«¥ªá à §¬¥à®áâ¨ d. �®£¤ fi = (d+ 1i+ 1); i 6 d:�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢áïª ï i-¬¥à ï £à ì á¨¬¯«¥ªá  á®¤¥à�¨â à®¢® i + 1 ¢¥àè¨ã.�¤àã£®© áâ®à®ë, ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¢áïª®£®  ¡®à ¨§ i+1¢¥àè¨ë¬®£®£à ¨ª � ï¢«ï¥âáï £à ìî à §¬¥à®áâ¨ i.� ª¨¬ ®¡à §®¬, F -¯®«¨®¬ á¨¬¯«¥ªá  à ¢¥F (t) = (d+ 1) +(d+ 12 )t+(d+ 13 )t3 + · · ·+ td = (t+ 1)d+1 − 1t :�âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëà �¥¨¥ ¤«ïH-¯®«¨®¬  á¨¬¯«¥ªá :H(t) = F (t− 1) = td+1 − 1t− 1 = 1 + t+ · · ·+ td−1 + td:�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ ª®¬¯®¥âë h-¢¥ªâ®à  á¨¬¯«¥ªá  à ¢ë ¥¤¨¨æ¥.Ǒà¨¬¥à. Ǒãáâì�1 ¨�2 { ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ à §¬¥à®áâ¥©m ¨ d−m á®®âÄ¢¥âáâ¢¥®. �ëà §¨¬ h-¢¥ªâ®à ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï � = �1 ×�2 ç¥à¥§ h-¢¥ªâ®àë¬®£®£à ¨ª®¢ �1 ¨ �2. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢áïª ï k-¬¥à ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  � ï¢Ä«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ �1 × �2 £à ¨ �1 ¬®£®£à ¨ª  �1 ¨ £à ¨ �2 ¬®£®Ä£à ¨ª  �2 â ª¨å, çâ® dim(�1) + dim(�2) = k. �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬:fk(�1 ×�2) = k∑i=0 fi(�1)fk−i(�2):�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, á¯à ¢¥¤«¨¢® á«¥¤ãîé¥¥ á®®â®è¥¨¥   F -¯®«¨®¬ë:F�1×�2(t) = F�1(t)F�2 (t):�® â®£¤  â®ç® â ª¨¬ �¥ á®®â®è¥¨¥¬ á¢ï§ ëH-¯®«¨®¬ë:H�1×�2(t) = H�1(t)H�2(t):Ǒà¨¬¥à. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª � ¨¬¥¥â à®¢® d + 2£¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ (â.¥.   ®¤ã £à ì ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã á¨¬¯«¥ªá  â®©�¥ à §¬¥à®áâ¨).Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 1.1.1. �áïª¨© d-¬¥àë© ¯à®áâ®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª � ád+ 2 £¨¯¥à¯«®áª¨¬¨ £à ï¬¨ ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥â¥ ¯àï¬®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥Ä¨î ¤¢ãå á¨¬¯«¥ªá®¢.



120 �.�. ��������®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£®£à ¨ª � ®£à ¨ç¥ d + 2 £¨¯¥à¯«®áª®áâï¬¨. �®�®áç¨â âì, çâ® íâ¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨  å®¤ïâáï ¢ ®¡é¥¬ ¯®«®�¥¨¨. �á«¨ ¨å á«¥£ª  ¯®è¥Ä¢¥«¨âì, ª®¬¡¨ â®àë© â¨¯ ¬®£®£à ¨ª  ¥ ¨§¬¥¨âáï. �§ d + 2 £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©¢ë¡¥à¥¬ d + 1. �ë¡à ë¥ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ ®£à ¨ç¨¢ îâ á¨¬¯«¥ªá S. �áâ ¢èãîáï£¨¯¥à¯«®áª®áâì ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§H .�¨¯¥à¯«®áª®áâìH à §¡¨¢ ¥â ¬®�¥áâ¢® ¢¥àè¨ á¨¬¯«¥ªá S   ¤¢  ¯®¤¬®�¥áâ¢ { m + 1 ¢¥àè¨  «¥�¨â ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ H ,   d − m ¢¥àè¨ { ¯®¤àã£ãî.Ǒãáâì H+ { ¯®«ã¯à®áâà áâ¢®, ®£à ¨ç¥®¥ £¨¯¥à¯«®áª®áâìî H ¨ á®¤¥à� é¥¥¬®£®£à ¨ª �. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® m + 1 ¢¥àè¨  á¨¬¯«¥ªá  S ¯®¯ «  ¢ ¯®«ã¯à®Äáâà áâ¢®H+. �®£¤  ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª F íâ¨å ¢¥àè¨ ï¢«ï¥âáï £à ìî¬®£®£à Ä¨ª  �. �ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ®áâ «ìëå ¢¥àè¨ á¨¬¯«¥ªá  S ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§G.�®£®£à ¨ª � à áá« ¨¢ ¥âáï   (d−m)-¬¥àë¥ á¨¬¯«¥ªáë ¢¨¤ onv({x} ∪G) ∩H+; x ∈ F;(ç¥à¥§ onv(X) ¬ë ®¡®§ ç ¥¬ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ¬®�¥áâ¢  X). �â¨ á¨¬¯«¥ªáë§ ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ë â®çª®© x ∈ F . �ª § ®¥ à áá«®¥¨¥ § ¤ ¥â ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ �áâàãªâãàã ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®£®£à ¨ª � ®â®�¤¥áâ¢«ï¥âáïá ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬m-¬¥à®£® á¨¬¯«¥ªá F   ¥ª®â®àë© (d−m)-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá. �â®®â®�¤¥áâ¢«¥¨¥, ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, § ¤ ¥â ª®¬¡¨ â®àãî íª¢¨¢ «¥â®áâì.�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Sm á¨¬¯«¥ªá à §¬¥à®áâ¨m. � ª ¬ë â®«ìª® çâ® ¤®ª § «¨, ¢áïÄª¨© ¯à®áâ®© d-¬¥àë© ¬®£®£à ¨ª � á d+2 £¨¯¥à¯«®áª¨¬¨ £à ï¬¨ ª®¬¡¨ â®à®íª¢¨¢ «¥â¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î Sm × Sd−m:�«¥¤®¢ â¥«ì®,H-¯®«¨®¬ ¬®£®£à ¨ª  � ¬®�® ¯®áç¨â âì ¯® ä®à¬ã«¥H�(t) = HSm(t)HSd−m(t) = (tm+1 − 1)(td−m+1 − 1)(1− t)2 :�âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, ¢¨¤®, çâ® à §«¨çë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á¨¬¯«¥ªá®¢ ¥ ï¢«ïîâáïª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥âë¬¨ (¯à®¨§¢¥¤¥¨ï, ®â«¨ç îé¨¥áï «¨èì ¯®àï¤ª®¬ á®¬®Ä�¨â¥«¥©, ¬ë áç¨â ¥¬ ®¤¨ ª®¢ë¬¨).1.2. �®®â®è¥¨ï �¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï. �®§¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á: ª Äª¨¥  ¡®àë æ¥«ëå ç¨á¥« ï¢«ïîâáï f -¢¥ªâ®à ¬¨ ¯à®áâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢.�¥ª®â®àë¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ¬®�® ¢ë¯¨á âì áà §ã. � ¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬  �©«¥à ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® d∑i=0(−1)ifi = 1:�â® ¢¥à®¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢,¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¯à®áâëå. �«ï¯à®¨§¢®«ìëå ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢ íâ®© â¥®à¥¬®©¨áç¥à¯ë¢ îâáï ¢á¥ «¨¥©ë¥á®®â®è¥¨ï   f -¢¥ªâ®à. �¤ ª® ¤«ï ¯à®áâëå ¬®£®£à ¨ª®¢ ¥áâì ¨ ¤àã£¨¥ «¨¥©Äë¥ á®®â®è¥¨ï. � ¯à¨¬¥à, ¥âàã¤® ¯®«ãç¨âì á®®â®è¥¨¥ ¬¥�¤ã ª®«¨ç¥áâ¢®¬



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 121à¥¡¥à ¨ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨: f1 = d · f02 . �¡  ¢ë¯¨á ëå á®®â®è¥¨ï ®¡®¡é îâÄáï á®®â®è¥¨ï¬¨ �¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï, ª®â®àë¥ ã¤®¡¥© ¢á¥£® ä®à¬ã«¨à®¢ âì ¤«ïh-¢¥ªâ®à®¢: hk = hn−k; h0 = hd = 1:�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, h-¢¥ªâ®à á¨¬¬¥âà¨ç¥ ®â®á¨â¥«ì® á¥à¥¤¨ë.Ǒà¨¢¥¤¥®¥ ¨�¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á®®â®è¥¨© �¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï á«¥¤ã¥â à ¡®Äâ¥ [9℄. � ¬ �¥ ®¡êïáï¥âáï ¢¥è¥¥ áå®¤áâ¢® ¯à¨¢®¤¨¬ëå à ááã�¤¥¨© á® áâ ¤ àâÄë¬¨à ááã�¤¥¨ï¬¨ â¥®à¨¨�®àá . �¥«® ¢ â®¬, çâ® á®®â®è¥¨ï�¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï®â¢¥ç îâ ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ Ǒã ª à¥ ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à Ä§¨ï. �®áâàãªæ¨ï ¨§ â¥®à¨¨�®àá , ¤®ª §ë¢ îé ï â¥®à¥¬ã ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ Ǒã ª Äà¥, ¯¥à¥®á¨âáï   ¬®£®£à ¨ª ¯à¨ ¯®¬®é¨ ®â®¡à �¥¨ï ¬®¬¥â .Ǒãáâì � { ¯à®áâ®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ Rd. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî «¨Ä¥©ãîäãªæ¨î l   ¯à®áâà áâ¢¥Rd, ¥ ¯®áâ®ïãî¨   ª ª®© £à ¨¬®£®£à ¨Äª � ¯®«®�¨â¥«ì®© à §¬¥à®áâ¨. � ªãîäãªæ¨î¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®¡é¥© «¨¥©Ä®© äãªæ¨¥©   ¬®£®£à ¨ª¥. �¥àè¨  ¬®£®£à ¨ª  ¨¤¥ªá  m (®â®á¨â¥«ì®®¡é¥© «¨¥©®© äãªæ¨¨ l) { íâ® â ª ï ¢¥àè¨ , ¨§ ª®â®à®© à®¢®m à¥¡¥à ¨¤ãâ ¢¨§(â.¥. äãªæ¨ï l, ®£à ¨ç¥ ï   íâ¨ à¥¡à , ã¡ë¢ ¥â). �áâ «ìë¥ à¥¡à  ¨¤ãâ ¢¢¥àå.�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ B(l;m) ç¨á«® ¢¥àè¨ ¨¤¥ªá m ¬®£®£à ¨ª  � ®â®á¨â¥«ì®®¡é¥© «¨¥©®© äãªæ¨¨ l.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 1.2.1. �¨á«® B(l;m) ¥ § ¢¨á¨â ®â ª®ªà¥â®£® ¢ë¡®à  ®¡Äé¥© «¨¥©®© äãªæ¨¨ l ¨ ï¢® ¢ëà � ¥âáï ç¥à¥§ ª®¬¯®¥âë f-¢¥ªâ®à  ¬®Ä£®£à ¨ª . �¬¥®, B(l;m) = hm:�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï § ¬¥â¨¬, çâ® ¢¥àè¨Ä  ¨¤¥ªá  m ¥áâì â®çª  ¬ ªá¨¬ã¬   è¥© «¨¥©®© äãªæ¨¨, ®£à ¨ç¥®©   ª Äªãî-â® £à ì à §¬¥à®áâ¨ 6 m. Ǒ®áç¨â ¥¬ â¥¯¥àì ç¨á«® fi á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.� �¤®© i-¬¥à®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  � á®¯®áâ ¢¨¬ ¢¥àè¨ã, ¢ ª®â®à®© ®£à ¨ç¥Ä¨¥ äãªæ¨¨ l   à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî £à ì ¯à¨¨¬ ¥â  ¨¡®«ìè¥¥ § ç¥¨¥. Ǒ®«ãç¨¬¢¥àè¨ã ¨¤¥ªá  m > i. �¤ ª® ¨§ ª �¤®© â ª®© ¢¥àè¨ë ¢ëå®¤¨â ¢¨§ à®¢® (mi )i-¬¥àëå £à ¥©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï â®£® çâ®¡ë ¯®áç¨â âì ç¨á«® £à ¥© à §¬¥à®áÄâ¨ i ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ �, ã�® ¯®áç¨â âì ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¨¤¥ªá  > i, ¯à¨ç¥¬ ¢¥àè¨ã¨¤¥ªá m á«¥¤ã¥â ¯®áç¨â âì (mi ) à §. � ª¨¬ ®¡à §®¬,fi = ∑m>iB(l;m)(mi ):�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î h-¢¥ªâ®à , B(l;m) = hm. �âáî¤  ¢¨¤®, çâ® ç¨á«®B(l;m) ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «¨¥©®© äãªæ¨¨ l.�¬¥¨¬ § ª ã «¨¥©®© äãªæ¨¨ l. � ®¤®© áâ®à®ë, á®£« á® ¤®ª § ®¬ã ¯à¥¤Ä«®�¥¨î, ç¨á«® B(l;m) ¥ ¨§¬¥¨âáï. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢á¥ â®çª¨ ¨¤¥ªá  m ¯à¥Ä¢à âïâáï ¢ â®çª¨ ¨¤¥ªá  d−m. Ǒ®íâ®¬ãhm = B(l;m) = B(−l; d−m) = hd−m:�®®â®è¥¨ï �¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï ¤®ª § ë.



122 �.�. �������1.3. �¥®à¥¬  �â¥«¨. �®®â®è¥¨ï¬¨ �¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï ¨áç¥à¯ë¢ îâáï ¢á¥«¨¥©ë¥ á®®â®è¥¨ï   h-¢¥ªâ®à ¯à®áâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª . �® ¥áâì ¥é¥¥ª®â®àë¥ á®®â®è¥¨ï â¨¯  ¥à ¢¥áâ¢. �¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï  h-¢¥ªâ®à ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ¡ë«¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ë� ª¬î««¥®¬,   ¤®ª § ë�â¥«¨ [5℄ (¥®¡å®¤¨¬®áâì), �¨««¥à  ¨ �¨ [10℄ (¤®áâ â®ç®áâì).Ǒà¥�¤¥ ç¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ âì ãá«®¢¨ï � ª¬î««¥ , ¤ ¤¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥Ä¨¥: ¯ãáâì a ¨ r {  âãà «ìë¥ ç¨á« . � ®¨ç¥áª¨¬ r-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ ç¨á«  a §ë¢ ¥âáï à §«®�¥¨¥a = (arr )+(ar−1r − 1) + · · ·+(aii ); ar > ar−1 > · · · > ai > i > 1:�®�® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ëå a ¨ r â ª®¥ à §«®�¥¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨Äáâ¢¥®. Ǒãáâì s { ¥é¥ ®¤®  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �®£¤  ç áâ¨ç ï áâ¥¯¥ì ®¯à¥¤¥Ä«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:a〈s|r〉 = (ar + s− rs ) +(ar−1 + s− rs− 1 )+ · · ·+(ai + s− ri+ s− r ):�¡ëç® ¯®« £ îâ 0〈s|r〉 = 0.�¯à¥¤¥«¥¨¥. Ǒ®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì æ¥«ëå ç¨á¥« (g0; g1; : : :)  §ë¢ ¥âáï M-¯®-á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:g0 = 1; (∀ r > 0) 0 6 gr+1 6 g〈r+1|r〉r :�§¢¥áâ®, çâ® à §¬¥à®áâ¨ ®¤®à®¤ëå ª®¬¯®¥â ª®¬¬ãâ â¨¢®© £à ¤ã¨à®¢ Ä®©  «£¥¡àë, ¯®à®�¤¥®© í«¥¬¥â ¬¨ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥¨, ®¡à §ãîâM -¯®á«¥¤®¢ â¥«ìÄ®áâì. �¥¯¥àì ¬ë ¬®�¥¬,  ª®¥æ, áä®à¬ã«¨à®¢ âì ãá«®¢¨ï � ª¬î««¥ :
• h-¢¥ªâ®à ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨ï¬ �¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï.
• h-¢¥ªâ®à ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â¥®à¥¬¥ ® £®àª¥, â.¥. ª®¬¯®¥âë h-¢¥ªâ®à  ¤® á¥à¥¤¨Äë ¢®§à áâ îâ,   ¯®â®¬ ã¡ë¢ îâ:hi 6 hi+1; i < d=2:
• �¨á« g0 = 1; g1 = h1 − h0; g2 = h2 − h1; : : : ; gr = hr − hr−1; : : :®¡à §ãîâM -¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì.�®ª § â¥«ìáâ¢® �â¥«¨ á¢®¤¨â â¥®à¥¬ã ® £®àª¥ ª à §«®�¥¨î �¥äè¥æ  ¢ ª®«ìæ¥ª®£®¬®«®£¨© â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï. �¨�¥ ¡ã¤ãâ  ¬¥ç¥ë ®á®¢ë¥ ¨¤¥¨ íâ®£®¤®ª § â¥«ìáâ¢ .� 1993 £. � ª¬î««¥ ®¯ã¡«¨ª®¢ « ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ® £®àª¥ [7℄, ¥ ¨á¯®«ìÄ§ãîé¥¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨. � áâà®¨â ¯® ¬®£®£à ¨ªã ¥ª®â®àãî ª®¬¬ãÄâ â¨¢ãî  «£¥¡àã ¨ ¤«ï íâ®©  «£¥¡àë ¤®ª §ë¢ ¥â   «®£¨ à §«®�¥¨ï �¥äè¥æ  ¨á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬  .



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 123�  áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬   ¤«ï¯à®áâëå ¢ë¯ãª«ëå¬®£®£à ¨ª®¢, ¨á¯®«ì§ãîé¥¥ ¡®«¥¥ ¯à®§à ç®¥ ®¯¨á ¨¥  «£¥¡Äàë ¬®£®£à ¨ª  (íâ® ®¯¨á ¨¥ ¯à¥¤«®�¥® �.�. Ǒãå«¨ª®¢ë¬ ¨ �.�. �®¢ áª¨¬¢ [6℄). Ǒà¥¤« £ ¥¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®«ãç¥® § ¬¥®© ¢ à ááã�¤¥¨ïå � ª¬î««¥ ®¤®©  «£¥¡àë   ¤àã£ãî. �¤ ª® íâ  § ¬¥  ¯®§¢®«ï¥â, á ®¤®© áâ®à®ë, ¨§¡¥� âì¥ª®â®àëå âàã¤®áâ¥© â¥å¨ç¥áª®£® å à ªâ¥à ,   á ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤¥« ¥â ¤®ª § Äâ¥«ìáâ¢® ¡®«¥¥ £¥®¬¥âà¨çë¬.�áâ «ìë¥ à §¤¥«ë  áâ®ïé¥£® ¯ à £à ä  á«ã� â ¤«ï ¬®â¨¢¨à®¢ª¨ ®á®¢ëå à¥Ä§ã«ìâ â®¢ ¨ ¥ ï¢«ïîâáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ ¤«ï ¯®¨¬ ¨ï ¤ «ì¥©è¥£®.1.4. �í«¥à®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï. �« áá¨ç¥áª¨¥ á®®â®è¥¨ï �®¤� {�¨¬   ®¯-à¥¤¥«¥ë ¢ ª®«ìæ¥ ª®£®¬®«®£¨© ªí«¥à®¢  ¬®£®®¡à §¨ï. �¨�¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ®á®¢ë¥®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨§ â¥®à¨¨ ªí«¥à®¢ëå ¬®£®®¡à §¨©, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ á®Ä®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬  .ǑãáâìM { ª®¬¯ ªâ®¥ ª®¬¯«¥ªá®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ à §¬¥à®áâ¨ d. �®£¤  ¯à®áâà Äáâ¢® � ¢á¥å £« ¤ª¨å ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ä®à¬  M ¬®�® à §«®�¨âì ¢ á«¥¤ãîéãî¯àï¬ãî áã¬¬ã: � = ⊕p;q6d�p;q:�¨®¤®à®¤ ï ª®¬¯®¥â �p;q ¯®à®�¤ ¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬¨ p £®«®¬®àäëå¨ q  â¨Ä£®«®¬®àäëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¢. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ä¨ªá¨à®¢   § ¬ªãâ ï 2-ä®à¬ ! ∈ �1;1;ª®â®à ï ¢ ª �¤®© â®çª¥ ¯®«®�¨â¥«ì . Ǒ®«®�¨â¥«ì®áâì ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï ¢áïª®£®¥ã«¥¢®£® ª á â¥«ì®£® ¢¥ªâ®à  � ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢®(1.4.1) !(�; i�) > 0:�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯à¨ ®£à ¨ç¥¨¨   «î¡ãî ª®¬¯«¥ªáãî ¯«®é ¤ªã  è  ä®à¬ ¤ ¥â ä®à¬ã ®¡ê¥¬  ¯«®é ¤ª¨ á ¯®«®�¨â¥«ìë¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬. �¥à ¢¥áâ¢® (1.4.1)íª¢¨¢ «¥â® â®¬ã, çâ® ä®à¬  ! ï¢«ï¥âáï ¬¨¬®© ç áâìî ¥ª®â®à®© ¯®«®�¨â¥«ì®®¯à¥¤¥«¥®© íà¬¨â®¢®© ¬¥âà¨ª¨. �á«®¢¨¥ ! ∈ �1;1 ®§ ç ¥â, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ïä®à¬  ¨¢ à¨ â  ®â®á¨â¥«ì® ã¬®�¥¨ï   ¬¨¬ãî ¥¤¨¨æã:!(i�; i�) = !(�; �):�®£®®¡à §¨¥M , á ¡�¥®¥ ä®à¬®© ! á ®¯¨á ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨,  §ë¢ ¥âáï ªí«¥Äà®¢ë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬.1.5. �®à¬  �®¤� {�¨¬     ªí«¥à®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨.�¯à¥¤¥«¥¨¥. �®à¬  � ∈ �p;q   ªí«¥à®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨  §ë¢ ¥âáï ¯à¨¬¨Äâ¨¢®©, ¥á«¨ [� ∧ !d−p−q+1℄ = 0(ª¢ ¤à âë¥ áª®¡ª¨ ®§ ç îâ ª« áá ª®£®¬®«®£¨©).Ǒ®ïâ¨¥ ¯à¨¬¨â¨¢®áâ¨ § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ª« áá  ª®£®¬®«®£¨© ä®à¬ë �, ¯®íâ®¬ã¨¬¥¥â á¬ëá« £®¢®à¨âì ® ¯à¨¬¨â¨¢ëå ª« áá å ª®£®¬®«®£¨©. � ª« áá å ª®£®¬®«®£¨©¨¬¥¥âáï â ª®¥ �¥ à §«®�¥¨¥   ¡¨®¤®à®¤ë¥ ª®¬¯®¥âë, ª ª ¨ ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìÄëå ä®à¬ å (à §«®�¥¨¥ �®¤� ):H∗(M;C) = ⊕p;q6dHp;q(M;C):



124 �.�. ��������¯à¥¤¥«¥¨¥. �  ¡¨®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥ Hp;q ®¯à¥¤¥«¥  â ª  §ë¢ ¥¬ ïä®à¬  �®¤� {�¨¬  :q(�) = ip−q(−1) (d−p−q)(d−p−q−1)2 ∫M � ∧ � ∧ !d−p−q:�¥®à¥¬  1.5.1 (á®®â®è¥¨ï�®¤� {�¨¬  ). �®à¬  �®¤� {�¨¬   ¯®«®�¨Äâ¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥    ¯à¨¬¨â¨¢ëå ª« áá å ª®£®¬®«®£¨©.�®ª § â¥«ìáâ¢® á®®â®è¥¨©�®¤� {�¨¬   ¯à¨¢¥¤¥®,  ¯à¨¬¥à, ¢ [11℄. � ª ¨«¨¨ ç¥, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® à §¡¨¢ ¥âáï   ¤¢¥ ç áâ¨. Ǒ¥à¢ ï ç áâì { íâ® «®ª «ìë© («¨Ä¥©ë©) ¢ à¨ â á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬  , ¢ ª®â®à®¬ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¯®áâ®ïÄë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ä®à¬ë ¢ Cn. �â®à ï ç áâì { £«®¡ «¨§ æ¨ï. �¤¥áì ¨á¯®«ì§ãÄ¥âáï â¥®à¨ï £ à¬®¨ç¥áª¨å ä®à¬. �á®¢ ï ¨¤¥ï á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® áà¥¤¨ ¢á¥å ¤¨ää¥Äà¥æ¨ «ìëå ä®à¬   ª®¬¯ ªâ®¬ ªí«¥à®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ ¢ë¤¥«ï¥âáï ª®¥ç®¬¥àÄ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® £ à¬®¨ç¥áª¨å ä®à¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:
• ¢ ª �¤®¬ ª« áá¥ ª®£®¬®«®£¨©  ©¤¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë© £ à¬®¨ç¥áª¨© ¯à¥¤áâ Ä¢¨â¥«ì { ä®à¬   ¨¬¥ìè¥© ¤«¨ë ®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®© ¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âÄà¨ª¨   ¯à®áâà áâ¢¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ä®à¬,
• ¥á«¨ £ à¬®¨ç¥áª ï ä®à¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ã«¥¢®© ª« áá ª®£®¬®«®£¨©, â® ® á ¬  â®�¤¥áâ¢¥® à ¢  ã«î,
• áã¬¬ ¨ ¢¥è¥¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ £ à¬®¨ç¥áª¨åä®à¬{ á®¢  £ à¬®¨ç¥áª¨¥ä®àÄ¬ë,
• ! { £ à¬®¨ç¥áª ï ä®à¬ .Ǒà¨¯®¬®é¨¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¢ëè¥ á¢®©áâ¢ £ à¬®¨ç¥áª¨åä®à¬¥âàã¤® á¢¥áâ¨ ®¡Äé¨¥ á®®â®è¥¨ï �®¤� {�¨¬   ª ¨å «®ª «ì®¬ã ¢ à¨ âã. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ¥á«¨ � {£ à¬®¨ç¥áª ïä®à¬ ,ª« áá ª®£®¬®«®£¨©ª®â®à®© ¯à¨¬¨â¨¢¥,â.¥. [�∧!d−p−q+1℄ = 0,â® à ¢¥áâ¢® � ∧ !d−p−q+1 = 0 ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ ª �¤®© â®çª¥.1.6. � §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ . Ǒãáâì M { ª®¬¯ ªâ®¥ ªí«¥à®¢® ¬®£®®¡à §¨¥.�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ L ®¯¥à â®à ã¬®�¥¨ï   ª« áá ä®à¬ë ! ¢ ª®«ìæ¥ ª®£®¬®«®£¨©.�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ®¯¥à â®à L ¯¥à¥¢®¤¨â ª« áá [�℄ ∈ Hp;q (� { ¥ª®â®à ï § ¬ªãâ ï(p; q)-ä®à¬ ) ¢ ª« áá [! ∧ �℄ ∈ Hp+1;q+1. Ǒà®¢¥àª  ª®àà¥ªâ®áâ¨ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ . �ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥¯¥àì á¨«ìãî â¥®à¥¬ã �¥äè¥æ :�¥®à¥¬  1.6.1 (�¥äè¥æ). �¯¥à â®à Ld−p−q ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥�Ä¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ Hp;q ¨ Hd−q;d−p.�®¢à¥¬¥®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¨á¯®«ì§ã¥â â®â ä ªâ, çâ®   ª®«ìæ¥ ª®Ä£®¬®«®£¨© ªí«¥à®¢  ¬®£®®¡à §¨ï ®¯à¥¤¥«¥® ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥  «£¥¡àësl2, ¯à¨ç¥¬ ¬ âà¨æ  ( 0 01 0)¤¥©áâ¢ã¥â ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®¯¥à â®à  L. Ǒ®¤à®¡®áâ¨ á¬. ¢ [12℄.�«¥¤áâ¢¨¥ 1.6.2. � ®£à ¨ç¥¨¨   ª �¤ãî ª®¬¯®¥âã Hp;q ª®«ìæ  ª®£®Ä¬®«®£¨© ª®¬¯ ªâ®£® ªí«¥à®¢  ¬®£®®¡à §¨ï â ªãî, çâ® p+ q 6 d, ä®à¬  �®¤Ä� {�¨¬   ¥¢ëà®�¤¥ .



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 125�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬ ¤®áâ â®ç® ¤«ï ª �¤®© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ä®à¬ë � ∈�p;q, § ¤ îé¥© ¥ã«¥¢®© ª« áá ª®£®¬®«®£¨©, ¯à¥¤êï¢¨âì â ªãî ä®à¬ã � ∈ �p;q,çâ® ∫M � ∧ � ∧ !d−p−q 6= 0:�¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®£« á® á¨«ì®© â¥®à¥¬¥ �¥äè¥æ  ä®à¬  � ∧ !d−p−q § ¤ ¥â ¥ãÄ«¥¢®© ª« áá ª®£®¬®«®£¨©. �ë ¬®�¥¬ áç¨â âì ¡¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨, çâ® ä®à¬ � ï¢«ï¥âáï £ à¬®¨ç¥áª®©. � íâ®¬ á«ãç ¥ ä®à¬ � = ∗(� ∧ !d−p−q)â®�¥ ¡ã¤¥â £ à¬®¨ç¥áª®© (¨§¢¥áâ®, çâ® ®¯¥à â®à \§¢¥§¤®çª " ¯¥à¥¢®¤¨â £ à¬®¨Äç¥áª¨¥ ä®à¬ë ¢ £ à¬®¨ç¥áª¨¥),   ¯®â®¬ã § ¬ªãâ®©. �¥¯¥àì ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨§¢¥áâÄë¬ à ¢¥áâ¢®¬ �1 ∧ ∗�2 = (�1; �2) · vol :�¤¥áì � ¨ � { ¡¨®¤®à®¤ë¥ ä®à¬ë ®¤®© ¨ â®© �¥ ¡¨áâ¥¯¥¨, vol { ä®à¬  ®¡ê¥¬ .�®£« á® ãª § ®¬ã à ¢¥áâ¢ã ¢  è¥¬ á«ãç ¥
±

∫M � ∧ � ∧ !d−p−q > 0;çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�«¥¤áâ¢¨¥ 1.6.3 (à §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ ). �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ à §«®�¥Ä¨¥ ¢ ®àâ®£® «ìãî ¯àï¬ãî áã¬¬ã :Hp;q = Im(L)⊕Ker(Ld−p−q+1) (p+ q > 0):�àâ®£® «ì®áâì ¯®¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  . � ç áâ®áâ¨,«î¡®© ¡¨®¤®à®¤ë© ª« áá ª®£®¬®«®£¨© ¬®�® ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ Ä¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ª« áá , ªà â®£® [!℄, ¨ ¯à¨¬¨â¨¢®£® ª« áá . Ǒà¨ íâ®¬á« £ ¥¬ë¥ ®ª �ãâáï ®àâ®£® «ìë¬¨ ¢ á¬ëá«¥ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª �¥¬ á ç « , çâ® ¨¬¥¥âáï à §«®�¥¨¥ ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã.�«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ®¯¥à â®à Ld−p−q+1 ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¢®£à ¨ç¥¨¨   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Im(L). �â® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á¨«ì®© â¥®à¥¬ë �¥äè¥æ ,¯à¨¬¥¥®© ª ®¯¥à â®àãLd−p−q+2 :Hp−1;q−1 → Hd−q+1;d−p+1:�áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¯àï¬ ï áã¬¬  ®àâ®£® «ì . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâìL� ∈ Im(L); � ∈ Ker(Ld−p−q+1):� ç¥¨¥ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬     ¢ë¡à ëå í«¥¬¥â å à ¢®
±

∫M(! ∧ �)
∧ �!d−p−q = ±

∫M � ∧
(!d−p−q+1 ∧ �) = 0;â ª çâ® ¢ë¡à ë¥ í«¥¬¥âë ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ®àâ®£® «ìë.



126 �.�. ��������«¥¤áâ¢¨¥ 1.6.4. � §¬¥à®áâì ¯à¨¬¨â¨¢®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ®¤®à®¤®©ª®¬¯®¥âë Hp;q ª®«ìæ  ª®£®¬®«®£¨© ª®¬¯ ªâ®£® ªí«¥à®¢  ¬®£®®¡à §¨ï à ¢Ä  dimKer(Ld−p−q+1) = dimHp;q − dimHp−1;q−1:�«¥¤áâ¢¨¥ 1.6.4 ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1.6.3 ¨ á¨«ì®© â¥®à¥¬ë�¥äè¥æ .�«¥¤áâ¢¨¥ 1.6.5. �®à¬  �®¤� {�¨¬   ¥¢ëà®�¤¥  ¢ ®£à ¨ç¥¨¨  ª �¤®¥ ¯à¨¬¨â¨¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Ker(Ld−p−q+1), p+ q 6 d.�â® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨© 1.6.2 ¨ 1.6.3. �®ª § ®¥ á«¥¤áâ¢¨¥£®¢®à¨â, ¢ ç áâ®áâ¨, ® â®¬, çâ® ç¨á«  �®¤�  hp;p = dimHp;p ®¡à §ãîâ £®àªã (¤®á¥à¥¤¨ë ¢®§à áâ îâ,   ¯®â®¬ ã¡ë¢ îâ).1.7. �¥«®ç¨á«¥® ¯à®áâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨. �®£®£à ¨ª ¢ Rn  §ë¢ ¥âÄáï æ¥«®ç¨á«¥ë¬, ¥á«¨ ¢á¥ ¥£® ¢¥àè¨ë ¨¬¥îâ æ¥«ë¥ ª®®à¤¨ âë, â.¥. «¥� â ¢ Zn.� ª �¤ë¬æ¥«®ç¨á«¥ë¬¬®£®£à ¨ª®¬�á¢ï§ ®â ª  §ë¢ ¥¬®¥ â®à¨ç¥áª®¥¬®Ä£®®¡à §¨¥ X(�). �â®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ª®â®Äà®£® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª®¬¡¨ â®àë¬ á¢®©áâ¢ ¬ ¬®£®£à ¨ª  �. �®£®£à ¨ª  Ä§ë¢ ¥âáï æ¥«®ç¨á«¥® ¯à®áâë¬, ¥á«¨ ¤«ï ª �¤®© ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª   ¯à ¢Ä«ïîé¨¥ æ¥«®ç¨á«¥ë¥ ¢¥ªâ®àë à¥¡¥à, ¢ëå®¤ïé¨å ¨§ íâ®© ¢¥àè¨ë, ®¡à §ãîâ ¡ §¨áæ¥«®ç¨á«¥®© à¥è¥âª¨. Ǒà¨ íâ®¬  ¯à ¢«ïîé¨¥ æ¥«®ç¨á«¥ë¥ ¢¥ªâ®àë, ª®¥ç®,á«¥¤ã¥â ¢ë¡¨à âì â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ®¨ ¨¬¥«¨ ¬¨¨¬ «ìãî ¤«¨ã.�«ï æ¥«®ç¨á«¥® ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  � ¬®£®®¡à §¨¥ X(�) ®ª §ë¢ ¥âáï£« ¤ª¨¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬, ¢«®�¥ë¬ ¢ ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®,  ¯®â®¬ã  ¤¥«¥ë¬ ¨¤ãæ¨à®¢ ®© ªí«¥à®¢®© ¬¥âà¨ª®©. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ç¨á« hp;p(X(�)) á®¢¯ ¤ îâ á ç¨á« ¬¨ �¥ {�®¬¬¥à¢¨«ï hp(�). � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬ ® £®àª¥ ¤«ï ¬®£®£à ¨ª � ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ à §«®�¥¨ï �¥äè¥æ    á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬â®à¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨X(�).�¥«®ç¨á«¥®¬ã¬®£®£à ¨ªã, ¥ ï¢«ïîé¥¬ãáï æ¥«®ç¨á«¥® ¯à®áâë¬, á®®â¢¥âÄáâ¢ã¥â ®á®¡®¥ â®à¨ç¥áª®¥¬®£®®¡à §¨¥ á ¯à®áâ¥©è¨¬¨ ®á®¡¥®áâï¬¨. � ª®£®¬®«®£¨Äïå � ªä¥àá®  â ª¨å ¬®£®®¡à §¨© â®�¥ ¥áâì à §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ . �á¯®«ì§ãï íâ®âä ªâ, ¬®�® ¤®ª § âì â¥®à¥¬ã ® £®àª¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª .�¥«® ¢ â®¬, çâ® ¢áïª¨© ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥â¥ æ¥«®ç¨áÄ«¥®¬ã. Ǒà®é¥ ¢á¥£® íâ® ã¢¨¤¥âì, ¥á«¨ à áá¬®âà¥âì ¤¢®©áâ¢¥ë© á¨¬¯«¨æ¨ «ìë©¬®£®£à ¨ª. �á«¨ á«¥£ª  ¯®è¥¢¥«¨âì ¢¥àè¨ë á¨¬¯«¨æ¨ «ì®£® ¬®£®£à ¨ª ,â® ¬®�® ¨å á¤¥« âì à æ¨® «ìë¬¨, ¥ ¨§¬¥¨¢ ª®¬¡¨ â®à®£® â¨¯ . Ǒà®áâ®© ¬®Ä£®£à ¨ª, ¤¢®©áâ¢¥ë© ª á¨¬¯«¨æ¨ «ì®¬ã ¬®£®£à ¨ªã á à æ¨® «ìë¬¨ ¢¥àÄè¨ ¬¨, â®�¥ ¨¬¥¥â à æ¨® «ìë¥ ¢¥àè¨ë. Ǒ®á«¥ £®¬®â¥â¨¨ á ¯®¤å®¤ïé¨¬ æ¥«ë¬ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¬®£®£à ¨ª áâ ¥â æ¥«®ç¨á«¥ë¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  ® £®àÄª¥ ¤«ï ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  á¢®¤¨âáï ª à §«®�¥¨î �¥äè¥æ  ¢ ª®£®¬®«®£¨ïå â®Äà¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï. � íâ®¬ ¨ á®áâ®¨â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �â¥«¨ (á¬. [5℄).
§2. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  ¨  «£¥¡à  ¬®£®£à ¨ª � áâ®ïé¨© ¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ®¯¨á ¨î¢ ã¤®¡®©¤«ï  á ä®à¬¥  «£¥¡àë ¯à®áâ®Ä£® ¢ë¯ãª«®£®¬®£®£à ¨ª . �â   «£¥¡à  ¯®«ãç ¥âáï ¨§  «£¥¡àë¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 127®¯¥à â®à®¢ á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¯ãâ¥¬ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯® ¨¤¥ «ã,  ã«¨Äàãîé¥¬ã ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬ . �ë¯¨á ë ï¢® ®¡à §ãîé¨¥ íâ®£® ¨¤¥ « . �®ª § ®,çâ® à §¬¥à®áâ¨ ®¤®à®¤ëå ª®¬¯®¥â  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª  á®¢¯ ¤ îâ á ª®¬¯®Ä¥â ¬¨ h-¢¥ªâ®à  ¬®£®£à ¨ª .2.1. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬ .�¯à¥¤¥«¥¨¥. Ǒãáâì � { ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª ¢ Rd,   � { ¥£® £¨¯¥à¯«®áª ï£à ì. � ¯à ¢«ïîé¨¬ ª®¢¥ªâ®à®¬ (¨«¨ ¢¥è¥© ®à¬ «ìî) £à ¨ �  §ë¢ ¥âáï«¨¥©ë© äãªæ¨® « �   ¯à®áâà áâ¢¥ Rd, ª®â®àë©, ¢ ®£à ¨ç¥¨¨   ¬®£®£à Ä¨ª �, ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ «ì®£® § ç¥¨ï ¢ â®ç®áâ¨   £à ¨ �. � ¯à ¢«ïîé¨©ª®¢¥ªâ®à £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨ ®¯à¥¤¥«¥ ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤® ã¬®�¥¨ï   ¯®Ä«®�¨â¥«ìãî ¯®áâ®ïãî.�ëà � ïáì ¥ä®à¬ «ì®, ¤¢  ¬®£®£à ¨ª    «®£¨çë, ¥á«¨ ¨å £à ¨ ¨¬¥îâ®¤¨ ª®¢ãî ª®¬¡¨ â®à¨ªã ¨ ®¤¨ ª®¢® ®à¨¥â¨à®¢ ë ¢ ¯à®áâà áâ¢¥. �¢  ¬®£®Ä£à ¨ª  ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥âë, ¥á«¨ ¨å £à ¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî ª®¬¡¨ Äâ®à¨ªã (¢ ç áâ®áâ¨, á®¢¯ ¤ îâ f -¢¥ªâ®àë). � ¤¨¬ â¥¯¥àì â®çë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®¨¤ãªæ¨¨.�¯à¥¤¥«¥¨¥. �¢  ¬®£®£à ¨ª   §ë¢ îâáï   «®£¨çë¬¨, ¥á«¨ ¬¥�¤ã ¨å£¨¯¥à¯«®áª¨¬¨ £à ï¬¨ ¬®�® ãáâ ®¢¨âì â ª®¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥,¯à¨ ª®â®à®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £à ¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ë¥  ¯à ¢«¥¨ï ¢¥è¨å ®à¬ Ä«¥© ¨   «®£¨çë. �®¢¯ ¤¥¨¥ ¢¥è¨å ®à¬ «¥© ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ £¨¯¥à¯«®áª¨¬£à ï¬ ¯à®áâ® ®§ ç ¥â, çâ® íâ¨ £à ¨ ¯ à ««¥«ìë¨ ®¤¨ ª®¢® ®à¨¥â¨à®¢ ë. �¢ ¬®£®£à ¨ª   §ë¢ îâáï ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ ¬¥�¤ã ¨å £¨¯¥àÄ¯«®áª¨¬¨ £à ï¬¨ ¬®�® ãáâ ®¢¨âì â ª®¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ¯à¨ª®â®à®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £à ¨ ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥âë. �î¡ë¥ ¤¢  ®âà¥§ª   ¯àï¬®© ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥âë ¨   «®£¨çë.�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥âë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ Äª®¢ë¥ f -¢¥ªâ®àë. �¢    «®£¨çëå ¬®£®£à ¨ª , ª®¥ç®, ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ Ä«¥âë.� áá¬®âà¨¬ ¯à®áâ®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª P ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rd. �¡®§ ç¨¬ç¥à¥§P(P ) ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å ¬®£®£à ¨ª®¢,   «®£¨çëå ¬®£®£à ¨ªã P . Ǒãáâì¬®£®£à ¨ª¨ P ′; P ′′ ∈ P(P )   «®£¨çë ¬®£®£à ¨ªã P . �®£¤  ¨å áã¬¬  ¯®�¨ª®¢áª®¬ã P ′ + P ′′ = {p′ + p′′ | p′ ∈ P ′; p′′ ∈ P ′′}â®�¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª,   «®£¨çë© P . � «¥¥, ¥á«¨¬®£®£à ¨ª P ′   «®£¨ç¥ ¬®£®£à ¨ªã P , â® ¬®£®£à ¨ª�P ′ = {�p′ | p′ ∈ P ′}; � > 0;â ª�¥   «®£¨ç¥ P . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢® ¬®�¥áâ¢¥P(P ) ®¯à¥¤¥«¥ë ¥áâ¥áâ¢¥ë¥®¯¥à æ¨¨ á«®�¥¨ï ¨ ã¬®�¥¨ï   ¯®«®�¨â¥«ìë¥ ç¨á« . �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬®Ä�¥áâ¢®P(P )  ¤¥«¥® áâàãªâãà®© ¢ë¯ãª«®£® ª®ãá .�®ãá P(P ) ¬®�® ¤®¯®«¨âì ¤® ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢ , à áá¬ âà¨¢ ï ä®àÄ¬ «ìë¥ à §®áâ¨. �¡®§ ç¨¬ íâ® ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ç¥à¥§P∗(P ). Ǒà®áâà Äáâ¢® P∗(P ) ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯à®áâà áâ¢®¬ ¢¨àâã «ìëå ¬®£®£à ¨ª®¢,



128 �.�. �������  «®£¨çëå ¬®£®£à ¨ªã P . �«¥¬¥âë ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  P∗(P ), ¥ï¢«ïîé¨¥áï  áâ®ïé¨¬¨ ¬®£®£à ¨ª ¬¨, ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢¨àâã «ìë¬¨¬®£®£à ¨ª ¬¨. � [13℄ á®¤¥à�¨âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¨àâã «ìëå¬®£®£à ¨ª®¢.�¥®à¥¬  2.1.1. �ãªæ¨î, á®¯®áâ ¢«ïîéãî ª �¤®¬ã ¬®£®£à ¨ªã ¨§P(P )¥£® ®¡ê¥¬, ¬®�® ¯à®¤®«�¨âì ¤® ®¤®à®¤®£® ¬®£®ç«¥  áâ¥¯¥¨ d   ¯à®Äáâà áâ¢¥ P∗(P ).�â®â ¬®£®ç«¥ ¬ë  §ë¢ ¥¬¬®£®ç«¥®¬ ®¡ê¥¬ . �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  ®¡®§ ç Ä¥âáï ç¥à¥§ V .�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2.1.1. �ã¤¥¬ ¢¥áâ¨ ¨¤ãªæ¨î ¯® à §¬¥à®áâ¨ d.� á«ãç ¥ d = 1 â¥®à¥¬  ®ç¥¢¨¤ . Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¤«ï ¢á¥å ¬®£®£à ¨ª®¢à §¬¥à®áâ¨ d− 1 â¥®à¥¬  ã�¥ ¤®ª §  . � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ªP à §¬¥à®áâ¨ d. �ë¡¥à¥¬  ç «® ª®®à¤¨ âO ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª  P .Ǒãáâì P1; : : : ; Pn { £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P . �®£¤  ¬®£®£à ¨ª Pï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬ ª®ãá®¢C1 = onv({O} ∪ P1); : : : ; Cn = onv({O} ∪ Pn):� ¬¥â¨¬, çâ® ®¡ê¥¬ë íâ¨å ª®ãá®¢ ¬®�® ¢ëç¨á«¨âì ¯® ä®à¬ã«¥Vol(Ci) = 1d Vol(Pi):� ¯à ¢®© ç áâ¨ áâ®¨â (d − 1)-¬¥àë© ®¡ê¥¬ £à ¨ Pi. �¥¯¥àì ¬ë ¬®�¥¬ § ¯¨á âìá«¥¤ãîéãî ä®à¬ã«ã ¤«ï ®¡ê¥¬  ¬®£®£à ¨ª  P :(2.1.1) Vol(P ) = 1d ∑HiVol(Pi):�¥âàã¤® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  Pi, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£®¢ãâà¨ á¢®¥©  ää¨®© ®¡®«®çª¨, «¨¥©ë¬ ®¡à §®¬ ¢ëà � îâáï ç¥à¥§ ®¯®àÄë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  P . �¥®à¥¬  2.1.1 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á¤¥« ®£® § ¬¥ç ¨ï,ä®à¬ã«ë (2.1.1) ¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨ï ¨¤ãªæ¨¨.�¡®§ ç¨¬ £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨¬®£®£à ¨ª P ç¥à¥§P1; : : : ; Pn. Ǒãáâì �1; : : : ; �n{  ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®¢¥ªâ®àë £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥©. � áá¬®âà¨¬ ¥ª®â®àë©¬®£®£à Ä¨ª P ′ ∈ P(P ),   «®£¨çë© ¬®£®£à ¨ªã P . �®£®£à ¨ª P ′ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨ (¨«¨ ®¯®àë¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨)Hi(P ′) = maxp∈P ′
(�i; p):�¨¥©ë© äãªæ¨® « �i, ®£à ¨ç¥ë©   ¬®£®£à ¨ª P ′, ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ «ìÄ®£® § ç¥¨ï Hi(P ′)   £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨ P ′i . �à ì P ′i á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £à ¨ Pi ¢á¨«ã   «®£¨ç®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª®¢ P ′ ¨ P .� ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ P∗(P ) ¬®�® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢¥áâ¨ á¨áâ¥¬ãª®®à¤¨ â. �¬¥®, äãªæ¨ï, á®¯®áâ ¢«ïîé ï ¬®£®£à ¨ªã P ′,   «®£¨ç®¬ã P ,®¯®à®¥ ç¨á«® ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¤ ®£® ª®¢¥ªâ®à  �i, ¯à®¤®«� ¥âáï ¤® «¨¥©®£® äãªÄæ¨® «    ¯à®áâà áâ¢¥P∗(P ).
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Ǒ®«ãç¥ë¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ «¨¥©ë¥ äãªæ¨® «ë ®¡à §ãîâ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨ â¢ P∗(P ). �®®à¤¨ âë ¢¨àâã «ì®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬ë ¨®£¤  ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥£®®¯®àë¬¨ ç¨á« ¬¨. �¥âàã¤® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢áïª¨©  ¡®à ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«H1; : : : ; Hn à¥ «¨§ã¥âáï ª ª  ¡®à ®¯®àëå ¯ à ¬¥âà®¢ ¥ª®â®à®£® (¡ëâì ¬®�¥â, ¢¨àÄâã «ì®£®) ¬®£®£à ¨ª .�¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ ª®®à¤¨ âë   ¯à®áâà áâ¢¥P∗(P ) ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ x1; : : : ; xn.�¥á¬®âàï   â®, çâ® ª®®à¤¨ âë ¨¬¥îâ á¬ëá« ®¯®àëå ¯ à ¬¥âà®¢, ¬ë ¢® ¨§¡¥� ¨¥¯ãâ ¨æë ¨§®¡à � ¥¬ à §ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨ á ¬¨ ª®®à¤¨ âë ¨ ®¯®àë¥ ç¨á«  ª®ªà¥âÄëå ¬®£®£à ¨ª®¢ (â.¥. § ç¥¨ï íâ¨å ª®®à¤¨ â).�®£®ç«¥ ®¡ê¥¬    ¯à®áâà áâ¢¥ P∗(P ) § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ª®®à¤¨ â å ª ªV (x1; : : : ; xn). Ǒà¨ íâ®¬ ¤«ï ¢áïª®£® ¬®£®£à ¨ª P ′,   «®£¨ç®£® ¬®£®£à ¨ªãP , ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®V (H1(P ′); : : : ; Hn(P ′)) = Vol(P ′):Ǒà¨¬¥à (¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  á¨¬¯«¥ªá ). � áá¬®âà¨¬ d-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá S ¢ ¯à®Äáâà áâ¢¥Rd. �¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à®áâà áâ¢®P∗(S) ¢¨àâã «ìëå á¨¬¯«¥ªá®¢,   Ä«®£¨çëåS. �¨àâã «ìë© á¨¬¯«¥ªáS′,   «®£¨çë©S, ¬®�® á¥¡¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ª ªá¨¬¯«¥ªá,   «®£¨çë© (â.¥. £®¬®â¥â¨çë©) á¨¬¯«¥ªáã−S ¨ ¢§ïâë© á® § ª®¬ ¬¨ãá.�  ¯à®áâà áâ¢¥P∗(S) ¥áâì ª®®à¤¨ âë x1; : : : ; xd+1.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 2.1.2. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  á¨¬¯«¥ªá  S à ¢¥V = (a1x1 + · · ·+ ad+1xd+1)d;£¤¥ ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥âë a1; : : : ; ad+1 ¯®«®�¨â¥«ìë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯®áâ ¢¨¬ á¨¬¯«¥ªáã S′ ∈ P(S) ¤«¨ã ¢ëá®âë íâ®£® á¨¬Ä¯«¥ªá , ®¯ãé¥®©   £¨¯¥à¯«®áªãî £à ì ä¨ªá¨à®¢ ®£®  ¯à ¢«¥¨ï ¨§ ¯à®â¨¢®Ä¯®«®�®© ¢¥àè¨ë. �¯à¥¤¥«¥ ï â ª¨¬ ®¡à §®¬ äãªæ¨ï ¯à®¤®«� ¥âáï ¤® «¨¥©Ä®£® äãªæ¨® «     ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥P∗(S).�ãªæ¨® «  ¨¢ à¨ â¥ ®â®á¨â¥«ì® ¯ à ««¥«ìëå ¯¥à¥®á®¢ á¨¬¯«¥ªá .�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤«ï ¢áïª®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ Rd ¨ ¢áïª®£® (¡ëâì ¬®�¥â, ¢¨àâã «ì®£®)á¨¬¯«¥ªá  S′ ∈ P∗(S) á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®  (S′ + a) =  (S′). Ǒ®áª®«ìªãäãªæ¨® «  § ¢¨á¨â ®â d + 1 ¯¥à¥¬¥®©,   £àã¯¯  ¯ à ««¥«ìëå ¯¥à¥®á®¢d-¬¥à , â®  § ¢¨á¨â ä ªâ¨ç¥áª¨ â®«ìª® ®â ®¤®£® ¯ à ¬¥âà . �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨,«î¡ë¥ ¤¢  «¨¥©ëå äãªæ¨® «    P∗(S), ¥ ¬¥ïîé¨¥áï ¯à¨ ¯ à ««¥«ìëå¯¥à¥®á å, ¯à®¯®àæ¨® «ìë.� áá¬®âà¨¬®â®è¥¨¥VS= d. �â® ®â®è¥¨¥ ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ªäãªæ¨î®â ¢¨àâã «ì®£® á¨¬¯«¥ªá ,   «®£¨ç®£® S, ¥ ¬¥ïîéãîáï ¨ ¯à¨ ¯ à ««¥«ìëå¯¥à¥®á å, ¨ ¯à¨ £®¬®â¥â¨ïå. �® ¢áïª¨© ¢¨àâã «ìë© á¨¬¯«¥ªá,   «®£¨çë© S, ¯®Ä«ãç ¥âáï ¨§ S ¨¬¥® ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á  ¨ £®¬®â¥â¨¨ (¡ëâì ¬®�¥â,á ®âà¨æ â¥«ìë¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬). �«¥¤®¢ â¥«ì®, VS= d = onst.�®áâ â  ¡®«ìè¥ ã«ï (¥á«¨ ¢ëá®â  ¯à¨¨¬ ¥â ¯®«®�¨â¥«ì®¥ § ç¥¨¥,â® ¨ ®¡êÄ¥¬ â®�¥ ¯à¨¨¬ ¥â ¯®«®�¨â¥«ì®¥ § ç¥¨¥). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ã¬®�¨¢ äãªæ¨® «   ¯®¤å®¤ïé¨© ¯®«®�¨â¥«ìë© ª®íää¨æ¨¥â, ¬®�® ¤®¡¨âìáï, çâ®¡ë ª®áâ â à ¢ï« áì ¥¤¨¨æ¥.



130 �.�. �������� ¬ ®áâ «®áì â®«ìª® ¤®ª § âì, çâ® äãªæ¨® «  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© «¨¥©ãîª®¬¡¨ æ¨î á ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ®¯®àëå ¯ à ¬¥âà®¢ x1; : : : ; xd+1.�® íâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® ¥á«¨ ¢á¥ ®¯®àë¥ ¯ à ¬¥âàë ¯®«®�¨â¥«ìë, â® ¨ äãªÄæ¨® «  â®�¥ ¯à¨¨¬ ¥â ¯®«®�¨â¥«ì®¥ § ç¥¨¥.2.2. Ǒ®«ïà¨§ æ¨ï ®¤®à®¤®£® ¬®£®ç«¥ . � ª ¬ë ¢¨¤¥«¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬à §¤¥«¥, ¢ ¯à®áâà áâ¢¥P∗(P ) ¨¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨ â x1; : : : ; xn.�¯¥à â®à ��xi ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯®  ¯à ¢«¥¨î ¯¥à¥¬¥®© xi ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ Äç âì ¤«ï ªà âª®áâ¨ ç¥à¥§ �i.�¥¬¬  2.2.1. Ǒãáâì V { ®¤®à®¤ë© ¬®£®ç«¥ áâ¥¯¥¨ d ®â®á¨â¥«ì®¯¥à¥¬¥ëå x1; : : : ; xn. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ La ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯®  Ä¯à ¢«¥¨î a = (a1; : : : ; an): La = n∑i=1 ai�i:�®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®: V (a) = 1d! LdaV:�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¬®£®ç«¥ '(t) = V (at). �â® ®¤®à®¤ë© ¬®£®Äç«¥ áâ¥¯¥¨ d. Ǒ®íâ®¬ã ¯® ä®à¬ã«¥ � ª«®à¥ V (a) = '(1) = 1d! '(d)(0):�¥¯¥àì ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ¯® ¯à ¢¨«ã ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï á«®�®© äãªæ¨¨'(k)(t) = LkaV (at). � ç áâ®áâ¨,'(d)(t) ≡ '(d)(0) = LdaV;çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�¥¬¬  2.2.2. � ãá«®¢¨ïå ¯à¥¤ë¤ãé¥© «¥¬¬ë áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë©á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© n-«¨¥©ë© äãªæ¨® « V (a1; : : : ; an) â ª®©, çâ® ¤«ï ¢áïª®£®a ∈ Rn ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®V (a; : : : ; a) = V (a):�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª �¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâì. �«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ã¡¥¤¨âìáï ¢â®¬, çâ® ¥á«¨ V (a1; : : : ; an) { â ª®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© ¯®«¨«¨¥©ë© äãªæ¨® «, çâ®(2.2.1) V (a; : : : ; a) = 0¤«ï ¢áïª®£® a ∈ Rn, â® äãªæ¨® « V (a1; : : : ; an) â®�¤¥áâ¢¥® à ¢¥ ã«î. �¥©áâÄ¢¨â¥«ì®, § ä¨ªá¨àã¥¬ ¢¥ªâ®àë a1; : : : ; an ¨ à áá¬®âà¨¬ ®¤®à®¤ë© ¬®£®ç«¥V (�1a1 + · · ·+ �nan; : : : ; �1a1 + · · ·+ �nan)
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®â ¯¥à¥¬¥ëå �1; : : : ; �n. �®£« á® ãá«®¢¨î (2.2.1) íâ®â ¬®£®ç«¥ â®�¤¥áâ¢¥®à ¢¥ ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ ¥£® ª®íää¨æ¨¥âë à ¢ë ã«î. �®, á ¤àã£®© áâ®Äà®ë, ¥âàã¤® § ¬¥â¨âì, çâ® ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ ¬®®¬¥ �1 · · ·�n à ¢¥ ¢ â®ç®áâ¨V (a1; : : : ; an). �«¥¤®¢ â¥«ì®, V (a1; : : : ; an) = 0, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�áâ «®áì ¤®ª § âì áãé¥áâ¢®¢ ¨¥. �«ï íâ®£® ¯®«®�¨¬V (a1; : : : ; an) = 1d! La1 · · ·Lan(V ):�¯à¥¤¥«¥ ï â ª¨¬ ®¡à §®¬ ä®à¬ , ®ç¥¢¨¤®, ¯®«¨«¨¥©  ¨ á¨¬¬¥âà¨ç . � ª®Ä¥æ, á®£« á® «¥¬¬¥ 2.2.1 V (a; : : : ; a) = V (a).�¯à¥¤¥«¥¨¥. �®à¬  V (a1; : : : ; an)  §ë¢ ¥âáï ¯®«ïà¨§ æ¨¥© ®¤®à®¤®£® ¬®Ä£®ç«¥  V .2.3. �¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à, á¢ï§ ë© á¬®£®£à ¨ª®¬. �ª �Ä¤ë¬ ¯à®áâë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ P á¢ï§  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à, ª®íää¨æ¨¥âëª®â®à®£® { ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  P :LP = n∑i=1Hi�i:� ¤¨¬ â¥¯¥àì ¨¢ à¨ â®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¬®£®£à ¨ª P ª ª ¢¥ªâ®à¢ ¯à®áâà áâ¢¥P∗(P ). �¯¥à â®à LP ¥áâì ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®Ä¢ ¨ï ¯® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã  ¯à ¢«¥¨î.�¥¯¥àì ¬ë ¬®�¥¬ ¯à¨¬¥¨âì à¥§ã«ìâ âë ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥«  ª ¬®£®ç«¥ã ®¡êÄ¥¬ :�«¥¤áâ¢¨¥ 2.3.1. �¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª  Q,   «®£¨ç®£® ¬®£®£à ¨ªã P ,¢ëà � ¥âáï á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®©:Vol(Q) = 1d! LdQVP :�¯à¥¤¥«¥¨¥. Ǒ®«ïà¨§ æ¨ï ¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬    ¯à®áâà áâ¢¥ P∗(P )  §ëÄ¢ ¥âáï ä®à¬®© á¬¥è ®£® ®¡ê¥¬ . �¬¥è ë© ®¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1; : : : ; Pd®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ Vol(P1; : : : ; Pd). �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®«ïà¨§ æ¨¨¢ëâ¥ª îâ á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  á¬¥è ®£® ®¡ê¥¬ :
• á¬¥è ë©®¡ê¥¬ ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©¯®«¨«¨¥©®©äãªæ¨¥© á¢®¨å  àÄ£ã¬¥â®¢;
• ä®à¬  á¬¥è ®£® ®¡ê¥¬  ¢ ®£à ¨ç¥¨¨   ¤¨ £® «ì ¤ ¥â ®¡ëçë© ¬®£®Äç«¥ ®¡ê¥¬ : Vol(P; : : : ; P ) = Vol(P ):�«¥¤áâ¢¨¥ 2.3.2. �¬¥è ë© ®¡ê¥¬ ¬®£®£à ¨ª®¢ P1; : : : ; Pd,   «®£¨çëå¬®£®£à ¨ªã P , ¢ëà � ¥âáï á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®©:Vol(P1; : : : ; Pd) = 1d! LP1 · · ·LPdVP :



132 �.�. �������2.4. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  £à ¨. �ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¤¨ í«¥¬¥â àë© ä ªâ ¨§ª®¬¡¨ â®à¨ª¨ ¯à®áâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®£®£à ¨ª®¢:�¥¬¬  2.4.1. Ǒãáâì Pi1 ; : : : ; Pik { à §«¨çë¥ £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ ¯à®áâ®£®¬®£®£à ¨ª  P . �®£¤  ¥á«¨(∗) F = Pi1 ∩ · · · ∩ Pik 6= ∅;â® F ï¢«ï¥âáï £à ìî ¬®£®£à ¨ª  P ª®à §¬¥à®áâ¨ k (¥á«¨ ¡ë ¬®£®£à ¨ªP ¥ ¡ë« ¯à®áâë¬, £à ì F ¬®£«  ¡ë ¨¬¥âì ¬¥ìèãî ª®à §¬¥à®áâì). �¡à â®,¢áïª ï £à ì ¬®£®£à ¨ª  P ª®à §¬¥à®áâ¨ k ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  ¢¢¨¤¥ (∗).Ǒãáâì F { £à ì ¬®£®£à ¨ª P ª®à §¬¥à®áâ¨ k. � áá¬®âà¨¬¬®£®£à ¨ª P ′,  «®£¨çë© ¬®£®£à ¨ªã P . �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ F ′ £à ì ¬®£®£à ¨ª  P ′, á®®âÄ¢¥âáâ¢ãîéãî £à ¨ F . �®£¤  ¬ë ¬®�¥¬ § £ âì ¯ à ««¥«ìë¬ ¯¥à¥®á®¬ £à ì F ′¢ ¯«®áª®áâì £à ¨ F . �¥¬ á ¬ë¬ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ®â®¡à �¥¨¥ P(P ) → P(F ), ª®â®Äà®¥ ¯à®¤®«� ¥âáï ¤® í¯¨¬®àä¨§¬  YF :P∗(P ) → P∗(F ). �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  VF ,®¯à¥¤¥«¥ë©   ¯à®áâà áâ¢¥P∗(F ), ¬ë ¬®�¥¬ ¯¥à¥¥áâ¨ ¯à¨ ¯®¬®é¨ ®¯¨á ®£®í¯¨¬®àä¨§¬    ¯à®áâà áâ¢®P∗(P ). Ǒ®«ãç¥ë© ¬®£®ç«¥ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ṼF .Ǒãáâì H1; : : : ; Hn { ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  P . �¡ê¥¬ £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨Pi ¢ëà � ¥âáï â®£¤  á«¥¤ãîé¥© ®ç¥¢¨¤®© ä®à¬ã«®©:Vol(Pi) = �VP�xi (H1; : : : ; Hn):�âáî¤  ¥¬¥¤«¥® ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ṼPi = �iV:Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 2.4.2. �¡ê¥¬ ¯à®áâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  P à ¢¥Vol(P ) = 1dLPVP (H1; : : : ; Hn) = 1d n∑i=1HiVol(Pi):�â® ¯à¥¤«®�¥¨¥ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë �©«¥à  ®¡ ®¤®à®¤ëåäãªæ¨ïå.�¥®à¥¬  2.4.3. Ǒãáâì Pi1 ; : : : ; Pik { à §«¨çë¥ £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ ¯à®áâ®£®¬®£®£à ¨ª  P . �®£¤ 
• ¥á«¨ Pi1 ∩ · · · ∩ Pik = ∅, â® �i1 · · · �ikV = 0,
• ¥á«¨ F = Pi1 ∩ · · · ∩ Pik { £à ì ¬®£®£à ¨ª  P ª®à §¬¥à®áâ¨ k, â®�i1 · · ·�ikV = CṼF , £¤¥ C { ¯®«®�¨â¥«ìë© ª®íää¨æ¨¥â, ¥ § ¢¨áïé¨©®â ¯¥à¥¬¥ëå xi.



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 133�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ ¢¥áâ¨ ¨¤ãªæ¨î ¯® k. Ǒà¨ k = 1 â¥®à¥¬  ã�¥ ¤®ª § Ä . Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® â¥®à¥¬  ¤®ª §   ¤«ï ¥ª®â®à®£® k. � áá¬®âà¨¬ k + 1 £¨¯¥àÄ¯«®áªãî £à ì Pi1 ; : : : ; Pik ; Pik+1 . �á«¨ Pi1 ∩ · · · ∩ Pik = ∅, â® ¨ ¯®¤ ¢® Pi1 ∩ · · · ∩Pik ∩ Pik+1 = ∅. � «¥¥, á®£« á® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¤ãªæ¨¨, �i1 · · · �ikV = 0. �®â®£¤  ¨ ¯®¤ ¢® �i1 · · ·�ik�ik+1V = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®�® ®£à ¨ç¨âìáï á«ãç ¥¬Pi1 ∩ · · · ∩ Pik = F 6= ∅. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ á ç « , çâ® Pi1 ∩ · · · ∩ Pik ∩ Pik+1 = ∅. �â®®§ ç ¥â, çâ® £¨¯¥à¯«®áª ï £à ì Pik+1 ¥ ¨¬¥¥â ®¡é¨å â®ç¥ª á £à ìî F . �«¥¤®Ä¢ â¥«ì®, ¯à¨ ¬ «®¬ á¬¥é¥¨¨ £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨ Pik+1 ®¡ê¥¬ F ¥ ¬¥ï¥âáï. � Äª¨¬ ®¡à §®¬, �ik+1VF = 0. �âáî¤  ¨ ¨§ ¯à¥¤¯®«®�¥¨ï ¨¤ãªæ¨¨ ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®�i1 · · · �ik�ik+1V = 0.�¥¯¥àì ¯à¥¤¯®«®�¨¬, çâ® Pi1 ∩· · ·∩Pik ∩Pik+1 = Fik+1 6= ∅. Ǒà¨ ¤¢¨�¥¨¨ £¨¯¥àÄ¯«®áª®© £à ¨ Pik+1 ¢ ¯®«®�¨â¥«ì®¬  ¯à ¢«¥¨¨ £¨¯¥à¯«®áª ï £à ì Fik+1 ¬®£®Ä£à ¨ª  F ¤¢¨�¥âáï ¢ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª F â®�¥ ¢ ¯®«®�¨â¥«ì®¬  ¯à ¢«¥Ä¨¨ (®, ¡ëâì¬®�¥â, á ¤àã£®© áª®à®áâìî). �áâ «ìë¥ £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨¬®£®£à Ä¨ª  F ®áâ îâáï   ¬¥áâ¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®¨§¢®¤ ï �ik+1 ṼF ¯à®¯®àæ¨® «ì  á¯®«®�¨â¥«ìë¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¬®£®ç«¥ã ṼFik+1 . �«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ë ®áâ «®áì â®«ìª® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥¬ ¨¤ãªæ¨¨.2.5. Ǒ®áâà®¥¨¥  «£¥¡àë ¯® ¬®£®ç«¥ã. Ǒãáâì V { ¯à®¨§¢®«ìë© ®¤®à®¤Äë© ¬®£®ç«¥ áâ¥¯¥¨ d   ª®¥ç®¬¥à®¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn. �¡®§ ç¨¬ç¥à¥§ Di�  «£¥¡àã ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ®¯¥à â®à®¢ á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨  ¯à®áâà áâ¢¥ Rn. �â   «£¥¡à  ¨¬¥¥â ¥áâ¥áâ¢¥ãî £à ¤ã¨à®¢ªã:Di� = ⊕k∈N

Di�k :�¤®à®¤ ï ª®¬¯®¥â  Di�k á®áâ®¨â ¨§ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ®¯¥à â®à®¢ áâ¥¯¥¨ k.�¯à¥¤¥«¨¬ ¨¤¥ « I(V ) = Ann(V ) = {� ∈ Di� | �V = 0}:�¯à¥¤¥«¥¨¥. �«£¥¡à®©, ¯®áâà®¥®© ¯® ¬®£®ç«¥ã V ,  §ë¢ ¥âáï ä ªâ®Äà «£¥¡à  A(V ) = Di� =I(V ):�â   «£¥¡à  § ¨¬áâ¢ã¥â £à ¤ã¨à®¢ªã ¨§  «£¥¡àë ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ®¯¥à â®à®¢:A(V ) = d⊕k=0Ak(V ):Ǒãáâì � ∈ Di� { ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ [�℄ ª« áá ®¯¥à Äâ®à  � ¢ ä ªâ®à «£¥¡à¥A(V ).Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 2.5.1. �®à¬ã«  ([�℄; [�℄) = ��V ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥¢ëà®�¤¥®¥á¯ à¨¢ ¨¥ Ak(V )⊗Ad−k(V ) → R:



134 �.�. ��������®ª § â¥«ìáâ¢®. �®àà¥ªâ®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®ç¥¢¨¤ . �®ª �¥¬ ¥¢ëà®�Ä¤¥®áâì: ¤«ï ª �¤®£® ¥ã«¥¢®£® � ∈ Ad−k  ©¤¥âáï í«¥¬¥â � ∈ Ak â ª®©, çâ®(�; �) 6= 0. � ¬¥â¨¬, çâ® �V ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥ã«¥¢®© ®¤®à®¤ë© ¬®£®ç«¥áâ¥¯¥¨ k. Ǒ®íâ®¬ã  ©¤¥âáï ®¯¥à â®à � áâ¥¯¥¨ k, ¥ ®¡à é îé¨© ¢ ã«ì ¬®£®ç«¥�V , çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�«¥¤áâ¢¨¥ 2.5.2. �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ á®®â®è¥¨¥ ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨:dimAk(V ) = dimAd−k(V ).Ǒà¨ ¥ª®â®àëå ãá«®¢¨ïå ¬ë ¡ã¤¥¬ ®â®�¤¥áâ¢«ïâì  «£¥¡àë, ¯®áâà®¥ë¥ ¯® à §Äë¬ ¬®£®ç«¥ ¬   à §ëå ¯à®áâà áâ¢ å. �¨�¥ ¯®¤à®¡® ®¯¨áë¢ îâáï íâ¨ ãá«®Ä¢¨ï. Ǒãáâì   ¯à®áâà áâ¢¥ Rs § ¤  ®¤®à®¤ë© ¬®£®ç«¥ V . � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§Ä¢®«ìë© «¨¥©ë© í¯¨¬®àä¨§¬ Y : Rn → Rs. Ǒà¨ ¯®¬®é¨ íâ®£® «¨¥©®£® ®â®¡à Ä�¥¨ï ¬ë ¬®�¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì   ¯à®áâà áâ¢¥ Rn ¬®£®ç«¥ Ṽ = Y ∗V . �àã£¨¬¨á«®¢ ¬¨, Ṽ (x) = V (Y (x)).Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 2.5.3. � áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥â � ∈ A(V ). �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâÄ¢¥ë© í«¥¬¥â � ∈ A(Ṽ ) â ª®©, çâ®�Ṽ = Y ∗(�V ):�â®¡à �¥¨¥ � 7→ � ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥�¤ã  «£¥¡à ¬¨ A(V ) ¨A(Ṽ ). �«¥¬¥â LY (a) ∈ A(V ) ¯¥à¥å®¤¨â ¯à¨ ®¯¨á ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ¢ í«¥Ä¬¥â La ∈ A(Ṽ ).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®. �àã¡® £®¢®àï, ®® ®§ Äç ¥â, çâ®  «£¥¡à  A(V ) ¥ ¬¥ï¥âáï ¯à¨ ¤®¯¨áë¢ ¨¨ ¥áãé¥áâ¢¥ëå ¯¥à¥¬¥ëå ª¬®£®ç«¥ã V . Ǒà¨¢¥¤¥¬ ¢á¥ �¥  ªªãà â®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®.�ë¡¥à¥¬ á®£« á®¢ ë¥ á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â ¢ ¯à®áâà áâ¢ å Rn ¨ Rs. Ǒãáâìy = Y (x), xi { ª®®à¤¨ âë ¢¥ªâ®à  x ∈ Rn, yi { ª®®à¤¨ âë ¢¥ªâ®à  y ∈ Rs. �á«®¢¨¥á®£« á®¢ ®áâ¨ ª®®à¤¨ â ®§ ç ¥â, çâ® yi = xi, i = 1; : : : ; s. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨,®â®¡à �¥¨¥ Y ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª áâ ¤ àâãî ¯à®¥ªæ¨î ª®®à¤¨ â®£®¯à®áâà áâ¢    ª®®à¤¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®. �®£®ç«¥ Ṽ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬®£®Äç«¥  V \¤®¯¨áë¢ ¨¥¬ ä¨ªâ¨¢ëå ¯¥à¥¬¥ëå". �¥¯¥àì ¯à¥¤«®�¥¨¥ áâ ®¢¨âáï®ç¥¢¨¤ë¬: ®¯¥à â®à � ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ®¯¥à â®à  � § ¬¥®© ��yi   ��xi ¤«ï ¢á¥åi = 1; : : : ; s.�«£¥¡àëA(V ) ¨A(Ṽ ) ¬®�® ®â®�¤¥áâ¢¨âì ¯à¨ ¯®¬®é¨ ®¯¨á ®£® ¨§®¬®àä¨§¬ .2.6. �«£¥¡à  ¬®£®£à ¨ª . Ǒãáâì P { ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª, A = A(VP ) { «£¥¡à , ¯®áâà®¥ ï ¯® ¬®£®ç«¥ã ®¡ê¥¬  íâ®£® ¬®£®£à ¨ª . �«£¥¡àã A ¬ë  Ä§®¢¥¬  «£¥¡à®© ¬®£®£à ¨ª  P . �á«¨ ¬®£®£à ¨ª P æ¥«®ç¨á«¥® ¯à®áâ®©, â®,ª ª ¥âàã¤® ¯à®¢¥à¨âì,  «£¥¡à A ¨§®¬®àä   «£¥¡à¥ ª®£®¬®«®£¨© â®à¨ç¥áª®£® ¬®Ä£®®¡à §¨ïX(P ).�¥®à¥¬  2.6.1. � §¬¥à®áâ¨ ®¤®à®¤ëå ª®¬¯®¥â  «£¥¡àë ¯à®áâ®£® ¢ëÄ¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  à ¢ë dimAk = hk.�âã â¥®à¥¬ã ¬ë ¤®ª �¥¬ ¯®§�¥.



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 135�«£¥¡à  ¬®£®£à ¨ª  P ¯®«ãç ¥âáï ¨§  «£¥¡àë ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ®¯¥à â®à®¢  ¯à®áâà áâ¢¥P∗(P ) ä ªâ®à¨§ æ¨¥© ¯® ¨¤¥ «ã I = I(VP ). � §®¢¥¬ ¨¤¥ « I ¨¤¥ Ä«®¬ ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  P .�®�® ¢ë¯¨á âì ï¢® á¨áâ¥¬ã ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ëå ®¡à §ãîé¨å ¨¤¥ «  ¬®£®Ä£à ¨ª .Ǒãáâì a { ¥ª®â®àë© ¢¥ªâ®à (â®çª ) ¢ ¯à®áâà áâ¢¥Rd. �®£¤  í«¥¬¥â (P +a)−P¢ £àã¯¯¥ P∗(P ) ¬®�® ®â®�¤¥áâ¢¨âì á â®çª®© a. Ǒà¨¡ ¢«¥¨¥ â®çª¨ ª ¬®£®£à Ä¨ªã ¯à¨¢®¤¨â ¯à®áâ® ª ¯ à ««¥«ì®¬ã ¯¥à¥®áã ¬®£®£à ¨ª . � ç áâ®áâ¨, ®¡ê¥¬¬®£®£à ¨ª  ¯à¨ íâ®¬ ¥ ¨§¬¥ï¥âáï. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à®¨§¢®¤ ï ¯®  ¯à ¢«¥¨îâ®çª¨ (à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ª ª í«¥¬¥â ¢ P∗(P )) ®â ¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬  à ¢  ã«î.�â®â ä ªâ ¬®�® ¢ëà §¨âì ¢ ª®®à¤¨ â å á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. Ǒãáâì Hi { á¨áâ¥¬ ®¯®àëå ç¨á¥« â®çª¨ a (®â®á¨â¥«ì®  ¯à ¢«ïîé¨å ª®¢¥ªâ®à®¢ ¬®£®£à ¨ª  P ),â.¥.Hi = (a; �i). �®£¤  ®¯¥à â®à L = n∑i=1Hi�i¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à®¨§¢®¤ãî ¯®  ¯à ¢«¥¨î â®çª¨ ¢ P∗(P ). �«¥¤®¢ â¥«ì®,LV = 0, â.¥. L ∈ I .�¯à¥¤¥«¥¨¥. �®®â®è¥¨ï ¢¨¤  LVP = 0  §®¢¥¬ á®®â®è¥¨ï¬¨âà á«ïæ¨Ä®®© ¨¢ à¨ â®áâ¨. �â¨ á®®â®è¥¨ï £®¢®àïâ ® â®¬, çâ® ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  ¥¬¥ï¥âáï ¯à¨ á¤¢¨£ å ¬®£®£à ¨ª .� «¥¥, á®£« á® â¥®à¥¬¥ 2.2 ¨¤¥ « I á®¤¥à�¨â â ª�¥ á«¥¤ãîé¨¥ ®¯¥à â®àë:L = �i1 · · · �ir ;£¤¥ Pi1 ∩ · · · ∩ Pir = ∅.�¯à¥¤¥«¥¨¥. �®®â®è¥¨ï ¢¨¤ LVP = 0 §®¢¥¬ á®®â®è¥¨ï¬¨ ¨æ¨¤¥âÄ®áâ¨.�¥®à¥¬  2.6.2. �¤¥ « ¯à®áâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢Ä® ¯®à®�¤ ¥âáï á®®â®è¥¨ï¬¨ ¨æ¨¤¥â®áâ¨ ¨ âà á«ïæ¨®®© ¨¢ à¨Ä â®áâ¨.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ 2.6.1 ¨ 2.6.2 ®á®¢ ®   \â¥®à¨¨ �®àá  ¤«ï ¬®£®£à ¨Äª®¢".� ¬¥â¨¬, çâ® ª �¤ ï £à ì F ¬®£®£à ¨ª  P ¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á   ¢ ¢¨¤¥F = Pi1 ∩ · · · ∩ Pik , £¤¥ Pi1 ; · · · ; Pik { £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨. Ǒ®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥£à ¨ F ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¬®®¬�F = �i1 · · · �ik :�¥¬¬  2.6.3. �áïª¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨Ä¥â ¬¨ ¢ëà � ¥âáï ¯® ¬®¤ã«î ¨¤¥ «  I ç¥à¥§ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ¬®®¬ë, á®Ä®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P . �®«¥¥ â®£®, ¢áïª¨© ®¯¥à â®à á ¯®Äáâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¬®�® á¢¥áâ¨ ª «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¤¨ää¥à¥Äæ¨ «ìëå ¬®®¬®¢ ¢¨¤  �F â®«ìª® ¯à¨ ¯®¬®é¨ á®®â®è¥¨© ¨æ¨¤¥â®áâ¨¨ âà á«ïæ¨®®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.



136 �.�. ��������®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì íâ® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ â®«ìª® ¤«ï ¤¨ää¥Äà¥æ¨ «ì®£® ¬®®¬ . Ǒãáâì ¬®®¬ ¥ á®¤¥à�¨â ªà âëå ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨© ¯® ®¤Ä®© ¨ â®© �¥ ¯¥à¥¬¥®©. �®£¤  ® «¨¡® à ¢¥ ã«î ¢  «£¥¡à¥ A ¢ á¨«ã á®®â®è¥¨©¨æ¨¤¥â®áâ¨, «¨¡® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥ª®â®à®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  P . �®¯ãáâ¨¬,çâ® ¬®®¬ á®¤¥à�¨â ªà âë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï:� = �k1i1 · · · �ksis ; k1; : : : ; ks > 0:� §®¢¥¬ ªà â®áâìî ¬®®¬ � ç¨á«® (k1−1)+ · · ·+(ks−1). �á«¨ ªà â®áâì ¬®®¬ ¡®«ìè¥ ã«ï (â.¥. ¬®®¬ á®¤¥à�¨â ªà âë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï), â® ¥£® ¬®�® á¢¥áâ¨ª «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¬®®¬®¢ ¬¥ìè¥© ªà â®áâ¨ ¯à¨ ¯®¬®é¨ â®«ìª® á®®â®è¥¨©âà á«ïæ¨®®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì,  ¯à¨¬¥à, k1 > 1. �á«¨ � 6= 0 ¢  «£¥¡à¥A, â® Pi2 ∩ · · · ∩ Pis {£à ì ¯®«®�¨â¥«ì®© à §¬¥à®áâ¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®,  ©¤ãâáï ¤¢¥ à §«¨çë¥ ¢¥àè¨Äë O;X ∈ Pi2 ∩ · · · ∩ Pis â ª¨¥, çâ® (�i1 ;−−→OX) 6= 0.Ǒà¨¬¥¬ â®çªã O §   ç «® ª®®à¤¨ â. Ǒãáâì Hi = (�i;−−→OX) { ®¯®àë¥ ç¨á« â®çª¨ X . � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã ®âà¥§®ª OX ¯à¨ ¤«¥�¨â £¨¯¥à¯«®áª¨¬ £à ï¬Pi2 ; : : : ; Pis , â®Hi2 = · · · = His = 0.� áá¬®âà¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à L = ∑ni=1Hi�i, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© â®çÄª¥X . �§ á®®â®è¥¨ï L ≡ 0 (mod I)¬®�® ¢ëà §¨âì ®¯¥à â®à �i1 :�i1 ≡
1Hi1 ∑i6=i1(−Hi)�i = Li (mod I(P )):� ¬¥â¨¬, çâ® ®¯¥à â®àë �i1 ; : : : ; �is ¢å®¤ïâ ¢ ¯à ¢ãî ç áâì á ã«¥¢ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥Äâ ¬¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯¥à â®à Li�k1−1i1 �k2i2 · · · �ksisà ¢¥ ®¯¥à â®àã � ¯® ¬®¤ã«î ¨¤¥ «  I , ® ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï «¨¥©®© ª®¬Ä¡¨ æ¨¥© ®¯¥à â®à®¢¬¥ìè¥© ªà â®áâ¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®© ®¯¥à â®à á®¢¯ ¤ ¥â¯® ¬®¤ã«î ¨¤¥ «  I á ¥ª®â®à®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¥© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¬®®¬®¢,á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £à ï¬¬®£®£à ¨ª P . �â® á®¢¯ ¤¥¨¥ ¬®�® ®¡ àã�¨âì â®«ìÄª® ¯à¨ ¯®¬®é¨ á®®â®è¥¨© ¨æ¨¤¥â®áâ¨ ¨ âà á«ïæ¨®®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.�¯à¥¤¥«¥¨¥. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®àãî ®¡éãî «¨¥©ãî äãªæ¨î l   ¬®£®Ä£à ¨ª¥ P . �à ì ¬®£®£à ¨ª P à §¬¥à®áâ¨ k  §ë¢ ¥âáï á¥¯ à âà¨á®©, ¥á«¨¬ ªá¨¬ã¬ äãªæ¨¨ l ¢ ®£à ¨ç¥¨¨   íâã £à ì ¤®áâ¨£ ¥âáï ¢ ¢¥àè¨¥ ¨¤¥ªá  k.�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, á¥¯ à âà¨á ï £à ì { íâ® £à ì, \ âïãâ ï"   ¢á¥ à¥¡à , ¨¤ãÄé¨¥ ¢¨§ ¨§ ¢¥àè¨ë ¨¤¥ªá  k. �¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¬®®¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© á¥¯ Äà âà¨á®© £à ¨,  §®¢¥¬ á¥¯ à âà¨áë¬ ¬®®¬®¬.�¥¬¬  2.6.4. �®¬¯®¥â  Ak ¯®à®�¤ ¥âáï á¥¯ à âà¨áë¬¨ ¬®®¬ ¬¨.�®«¥¥ â®£®, ¢áïª¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à ¨§ Di� ¬®�® á¢¥áâ¨ ª«¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¥¯ à âà¨áëå ¬®®¬®¢ â®«ìª® ¯à¨ ¯®¬®é¨ á®®â®è¥¨©¨æ¨¤¥â®áâ¨ ¨ âà á«ïæ¨®®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 137�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª    £à ïå ¬®£®£à ¨ª  P .�ª �¥¬, çâ® ®¤  £à ì ¬¥ìè¥ ¤àã£®©, ¥á«¨ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ äãªæ¨¨ l  ¯¥à¢®© £à ¨ ¬¥ìè¥ ¬ ªá¨¬ «ì®£® § ç¥¨ï äãªæ¨¨ l   ¢â®à®© £à ¨.�®ª �¥¬, çâ® ¥á«¨ £à ì F ¥ ï¢«ï¥âáï á¥¯ à âà¨á®©, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ®¯¥Äà â®à �F ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥ ç¥à¥§ ¬®®¬ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬¥ìè¨¬ £à ï¬, ¯à¨¯®¬®é¨ á®®â®è¥¨© âà á«ïæ¨®®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ O ¬ ªá¨¬ «ìãî ¢¥àè¨ã £à ¨ F . Ǒãáâì Pi1 ; : : : ; Pid { £¨¯¥àÄ¯«®áª¨¥ £à ¨, á®¤¥à� é¨¥ â®çªã O, G { ¨�ïï á¥¯ à âà¨á , ¢ëå®¤ïé ï ¨§ ¢¥àè¨Äë O. �®£¤  F ï¢«ï¥âáï £à ìî G. �à¥¤¨ £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥© Pi1 ; : : : ; Pid ®¡ï§ Äâ¥«ì®  ©¤¥âáï å®âï ¡ë ®¤  £à ì, á®¤¥à� é ï F , ® ¥ á®¤¥à� é ï G. �®�®¯à¥¤¯®« £ âì ¡¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨, çâ® íâ  £à ì { Pi1 . � íâ®¬ á«ãç ¥�F = �G��i1 ;£¤¥ � { ¥ª®â®àë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¬®®¬.� áá¬®âà¨¬ à¥¡à® OX = Pi2 ∩ · · · ∩ Pid . Ǒà¨¬¥¬ â®çªã O §   ç «® ª®®à¤¨ â.ǑãáâìHi = (�i;−−→OX) { ®¯®àë¥ ç¨á«  â®çª¨X . � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã ®âà¥§®ªOX¯à¨ ¤«¥�¨â £¨¯¥à¯«®áª¨¬ £à ï¬ Pi2 ; : : : ; Pid , â®Hi2 = · · · = Hid = 0.� áá¬®âà¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à L = ∑ni=1Hi�i, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© â®çÄª¥X . �§ á®®â®è¥¨ï L = 0 (mod I)¬®�® ¢ëà §¨âì ®¯¥à â®à �i1 :�i1 ≡
1Hi1 ∑i6=i1(−Hi)�i = Li (mod I):� ¬¥â¨¬, çâ® ®¯¥à â®àë �i1 ; : : : ; �id ¢å®¤ïâ ¢ ¯à ¢ãî ç áâì á ã«¥¢ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥Äâ ¬¨. �¯¥à â®à �G�Lià ¢¥ �F ¯® ¬®¤ã«î ¨¤¥ «  I . � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢ ¥£® à §«®�¥¨¨ ¯à¨áãâáâ¢ãîâ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ¬®®¬ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â®«ìª® â¥¬ £à ï¬ G, ª®â®àë¥ ¥ á®Ä¤¥à� â ¢¥àè¨ë O. �® ¢á¥ â ª¨¥ £à ¨ ¬¥ìè¥ F . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¢ëà §¨«¨®¯¥à â®à �F ç¥à¥§ ¬¥ìè¨¥ £à ¨ ¯® ¬®¤ã«î ¨¤¥ «  I .�¥¬¬  2.6.5. �¥¯ à âà¨áë¥ ¬®®¬ë «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¢  «£¥¡à¥ ¬®£®Ä£à ¨ª .�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î (á ¥ã«¥¢ë¬¨ ª®íää¨æ¨Ä¥â ¬¨) á¥¯ à âà¨áëå ¬®®¬®¢:� = �1�F1 + · · ·+ �s�Fs :�®�® áç¨â âì, çâ® ¢á¥ ¬®®¬ë¨¬¥îâ ®¤ã¨ âã�¥ áâ¥¯¥ì. � ª¨¬®¡à §®¬, á¥¯ à âÄà¨áë F1; : : : ; Fs ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî à §¬¥à®áâì. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® � = 0 ¢  «£¥¡à¥¬®£®£à ¨ª . � áá¬®âà¨¬ ¬ ªá¨¬ «ìãî á¥¯ à âà¨áã, ä¨£ãà¨àãîéãî ¢ «¨¥©Ä®© ª®¬¡¨ æ¨¨ �. �®�® áç¨â âì, çâ® íâ® F1. Ǒãáâì G1 { \¢¥àåïï á¥¯ à âà¨á ",



138 �.�. �������á®®â¢¥âáâ¢ãîé ïF1. �à ìG1  âïãâ    ¢á¥ à¥¡à , ¨¤ãé¨¥ ¢¢¥àå ¨§¬ ªá¨¬ «ì®©¢¥àè¨ë £à ¨ F1.�¬®�¨¬ «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î �   ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¬®®¬ �G1 . �®£« á®â¥®à¥¬¥ 2.4.3 ¢á¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢¨¤  �G1�F2 , : : : , �G1�Fs à ¢ë ã«î ¢  «£¥¡à¥ ¬®Ä£®£à ¨ª . �¥«® ¢ â®¬, çâ® ¢ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ � ¢á¥ ¬®®¬ë, ªà®¬¥ ¯¥à¢®£®,á®®â¢¥âáâ¢ãîâ £à ï¬ ¬®£®£à ¨ª  P , «¥� é¨¬ æ¥«¨ª®¬ ¨�¥ £à ¨ G1. � ª¨¬®¡à §®¬,G1 ∩ F2 = · · · = G1 ∩ Fs = ∅. � ¯à®â¨¢, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ �G1�F1 ®â«¨ç® ®âã«ï. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨§ á®®â®è¥¨ï �G1� = 0 ¯®«ãç ¥¬ �1 = 0. Ǒà®â¨¢®à¥ç¨¥ áâ¥¬, çâ® ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥âë ¥ã«¥¢ë¥.� ¬¥â¨¬â¥¯¥àì, çâ® ¨§ ¤®ª § ëå«¥¬¬ ¢ëâ¥ª îâ â¥®à¥¬ë2.6.1 ¨ 2.6.2. �®£« á®«¥¬¬ ¬ 2.6.4 ¨ 2.6.5 ¡ §¨á ¢ ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Ak á®áâ ¢«ïîâ á¥¯ à âà¨áë¥¬®®¬ë. �® á¥¯ à âà¨áëå ¬®®¬®¢ à §¬¥à®áâ¨ k áâ®«ìª® �¥, áª®«ìª® ¢¥àè¨ ¨Ä¤¥ªá  k, â.¥. hk. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â â¥®à¥¬  2.6.1. � ¤àã£®© áâ®à®ë, á®®â®è¥¨© ¨Äæ¨¤¥â®áâ¨¨ âà á«ïæ¨®®©¨¢ à¨ â®áâ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ¤®áâ â®ç®¤«ï á¢¥¤¥¨ï«î¡®£® ®¯¥à â®à  ª «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¥¯ à âà¨áëå ¬®®¬®¢. �«¥¤®¢ â¥«ì®,¢á¥ á®®â®è¥¨ï ¢  «£¥¡à¥ A ¨áç¥à¯ë¢ îâáï á®®â®è¥¨ï¬¨ ¨æ¨¤¥â®áâ¨, âà áÄ«ïæ¨®®© ¨¢ à¨ â®áâ¨ ¨ á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ ¨§ ¨å. �® á®®â®è¥¨ï ¢  «£¥¡à¥ A { íâ®í«¥¬¥âë ¨¤¥ «  I . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¤¥ « I ¯®à®�¤ ¥âáï á®®â®è¥¨ï¬¨ ¨æ¨¤¥âÄ®áâ¨ ¨ âà á«ïæ¨®®© ¨¢ à¨ â®áâ¨. �¬¥® íâ® ãâ¢¥à�¤ ¥â â¥®à¥¬  2.6.2.
§3. �«¥¬¥â àë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨� áâ®ïé¥¬¯ à £à ä¥ ¯à¨¢¥¤¥ë¢á¯®¬®£ â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥¤«ï ¯®Ä¨¬ ¨ï ¤ «ì¥©è¥£®. �á¥ ãª § ë¥ §¤¥áì à¥§ã«ìâ âë ¨§«®�¥ë ¢ [7℄. �¥çì ¨¤¥â®¡ í«¥¬¥â àëå ¯¥à¥áâà®©ª å ¯à®áâëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �á«¨  ç âì ¤¢¨£ âì £¨Ä¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ®¡é¨¬ ®¡à §®¬, â® ¢ ¥ª®â®àë© ¬®¬¥â¯à®¨§®©¤¥â ¯¥à¥áâà®©ª  ª®¬¡¨ â®à®£® â¨¯  ¬®£®£à ¨ª . �â® { í«¥¬¥â à ï¯¥à¥áâà®©ª . �á¥£® ¡ë¢ ¥â d+ 2 â¨¯  í«¥¬¥â àëå ¯¥à¥áâà®¥ª (¥á«¨ áç¨â âì ¯¥à¥Äáâà®©ª¨, ¢ å®¤¥ ª®â®àëå ¯®ï¢«ï¥âáï ¨«¨ ¨áç¥§ ¥â á¨¬¯«¥ªá). �áïª¨© ¯à®áâ®© ¬®£®Ä£à ¨ª ¬®�¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥ ¨§ á¨¬¯«¥ªá  ¥¯à¥àë¢®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥©, ¤®¯ãáª îé¥©«¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â àëå ¯¥à¥áâà®¥ª.3.1. �«¥¬¥â àë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ (ips). Ǒãáâì P { ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª¢ Rd. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª � ¢ Rd+1 ¨ ®¡é ï «¨¥© ïäãªæ¨ï l, çâ® ¥ª®â®à®¥ á¥ç¥¨¥ ¬®£®£à ¨ª � £®à¨§®â «ì®© £¨¯¥à¯«®áª®áâìîl = onst á®¢¯ ¤ ¥â á P . � ç¥¬ ¯®¤¨¬ âì íâã £¨¯¥à¯«®áª®áâì. Ǒ®ª  ®  ¥ ¯¥à¥á¥Äª ¥â ¢¥àè¨ ¬®£®£à ¨ª  �, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¢ á¥ç¥¨¨   «®£¨çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨.Ǒãáâì ¢ ¥ª®â®àë©¬®¬¥â £¨¯¥à¯«®áª®áâì ¯à®è«  ç¥à¥§ ¢¥àè¨ã (¬®�® áç¨â âì ¡¥§®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨, çâ® ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë ¥ «¥� â   ®¤®© ¨ â®©�¥ £®à¨§®Äâ «ì®© £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨, ¨ ç¥ ¤®áâ â®ç® á«¥£ª  ¯®è¥¢¥«¨âì «¨¥©ãî äãªæ¨î l).�®£¤  ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª P ¯®¤¢¥à£áï í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥ ¯®Äàï¤ª  m, ¥á«¨ ¯à®©¤¥ ï ¢¥àè¨  ¨¬¥«  ¨¤¥ªá m. � ª¨¬ ®¡à §®¬, d-¬¥àë¥ ¬®Ä£®£à ¨ª¨ ¤®¯ãáª îâ d+ 2 â¨¯  í«¥¬¥â àëå ¯¥à¥áâà®¥ª.Ǒà¨¬¥à 1 (¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯à®áâ¥©è¨å â¨¯®¢). Ǒ¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  0 { íâ® ¯à®áâ®à®�¤¥¨¥ á¨¬¯«¥ªá , ¯¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  d + 1 { íâ® ã¨çâ®�¥¨¥ á¨¬¯«¥ªá . Ǒ¥Äà¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  1 { íâ® ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ®¢®© £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨. Ǒà¨ ¯¥à¥áâà®©Äª¥ íâ®£® â¨¯  \®âà¥§ ¥âáï ¢¥àè¨ ", â.¥.   ¬¥áâ¥ ¢¥àè¨ë ¯®ï¢«ï¥âáï £¨¯¥à¯«®áª ï



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 139á¨¬¯«¨æ¨ «ì ï £à ì. Ǒ¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  d { íâ® áâï£¨¢ ¨¥ á¨¬¯«¨æ¨ «ì®© £¨Ä¯¥à¯«®áª®© £à ¨ ¢ â®çªã.
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�¨á. 1. Ǒ¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  1 âà¥å¬¥à®£® ¬®£®£à ¨ª �  à¨á. 1 ¨§®¡à �¥  ¯¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  1 âà¥å¬¥à®£® ¬®£®£à ¨ª .
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�¨á. 2. Ǒ¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  2 âà¥å¬¥à®£® ¬®£®£à ¨ª Ǒà¨¬¥à 2 (¯¥à¥áâà®©ª¨ âà¥å¬¥àëå ¬®£®£à ¨ª®¢). �à¥å¬¥àë¥ ¬®£®£à ¨Äª¨, ªà®¬¥ ã�¥ ®¯¨á ëå ¯¥à¥áâà®¥ª ¯®àï¤ª®¢ 0, 1, 3, 4, ¤®¯ãáª îâ ¥¤¨áâ¢¥ãî¥âà¨¢¨ «ìãî ¯¥à¥áâà®©ªã ¯®àï¤ª  2. �â  ¯¥à¥áâà®©ª  ¨§®¡à �¥    à¨á. 2.�¥ £à ¨ (¯¥à¥¤ïï ¨ § ¤ïï), ª®â®àë¥ ¤® ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯¥à¥á¥ª «¨áì, ¯®á«¥ ¯¥à¥Äáâà®©ª¨ ã�¥ ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. � ®¡®à®â, ¡®ª®¢ë¥ £à ¨ ¤® ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª Ä«¨áì,   ¯à¨ ¯¥à¥áâà®©ª¥ ¯¥à¥á¥ª«¨áì. � ¬¥â¨¬, çâ® ®¯¨á  ï ¯¥à¥áâà®©ª  á®åà ï¥âª®«¨ç¥áâ¢® £à ¥© ¢ ª �¤®© à §¬¥à®áâ¨,   § ç¨â, á®åà ï¥â ¨ h-¢¥ªâ®à.�¥®à¥¬  3.1.1. �áïª¨© ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¨§ á¨¬¯«¥ªÄá  â ª®© ¥¯à¥àë¢®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥©, ¢ â¥ç¥¨¥ ª®â®à®© ¯à®¨áå®¤¨â «¨èì ª®Ä¥ç®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â àëå ¯¥à¥áâà®¥ª. �®«¥¥ â®ç®: áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¥Ä¯à¥àë¢ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï , ¯¥à¥¢®¤ïé ï ¤ ë© ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª ¢ á¨¬¯«¥ªá,¢ â¥ç¥¨¨ ª®â®à®©:
• á ç «  ¬®£®£à ¨ª á«¥£ª  è¥¢¥«¨âáï , ¥ ¬¥ïï ª®¬¡¨ â®à®£® â¨Ä¯ ,
• ¯®â®¬ ¢á¥ £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ ¤¢¨�ãâáï ¯ à ««¥«ì®,   ¢á¥ ¨§¬¥¥¨ïª®¬¡¨ â®à®£® â¨¯  (¨ ¤ �¥ ª« áá    «®£¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢) ¯à®Ä¨áå®¤ïâ §  áç¥â í«¥¬¥â àëå ¯¥à¥áâà®¥ª.



140 �.�. ��������®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì P { ¯à®¨§¢®«ìë© ¯à®áâ®© d-¬¥àë©¬®£®£à ¨ª. Ǒ®¬¥áâ¨¬ íâ®â ¬®£®£à ¨ª ¢ ¯à®áâà áâ¢® Rd+1   ¥¤¨¨æã ¡®«ìÄè¥© à §¬¥à®áâ¨.
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�¨á. 3. � §à¥è¥¨¥ ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª �®�® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì á¥¡¥ ¬®£®£à ¨ª P «¥� é¨¬ ¢ £®à¨§®â «ì®© £¨¯¥à¯«®áÄª®áâ¨. �®§ì¬¥¬ â®çªã ¢¥ íâ®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¯®áâà®¨¬ ª®ãá  ¤ ¬®£®£à ¨ª®¬ P á¢¥àè¨®© ¢ íâ®© â®çª¥ (á¬. à¨á. 3). �¥¯¥àì ¯®è¥¢¥«¨¬ £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ ¯®áâà®¥Ä®£® ª®ãá . Ǒ®«ãç¨âáï ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª, ¨�ïï £¨¯¥à¯«®áª ï £à ì ª®â®à®£®¯®«ãç ¥âáï ¬ «ë¬ è¥¢¥«¥¨¥¬ P ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥â  P .3.2. �®¬¡¨ â®à®¥ ®¯¨á ¨¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨. � ¤¨¬ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¥ ª®¬Ä¡¨ â®à®¥ ®¯¨á ¨¥ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ¯®«ãç ¥âáï¨§ ¬®£®£à ¨ª Q ¯ãâ¥¬ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª  0 < m < d+ 1. �®£¤ ¬ë¬®�¥¬à áá¬®âà¥âì ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª� ∈ Rd+1 ¨ ®¡éãî«¨¥©ãî äãªæ¨îl â ª¨¥, çâ®:
• ¨�ïï £à ì ¬®£®£à ¨ª  � á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®£®£à ¨ª®¬ P (â®ç¥¥, áãÄé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¢«®�¥¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¢ Rd+1, çâ® ®¡à § ¬®Ä£®£à ¨ª  P ¯à¨ íâ®¬ ¢«®�¥¨¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ¨�¥© £à ìî ¬®£®£à ¨ª � ®â®á¨â¥«ì® äãªæ¨¨ l);
• ¢¥àåïï £à ì ¬®£®£à ¨ª  � á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®£®£à ¨ª®¬Q;
• ¬®£®£à ¨ª � á®¤¥à�¨â à®¢® ®¤ã ¢¥àè¨ã, ¥ «¥� éãî ¨   P , ¨   Q(íâ  ¢¥àè¨  ¨¬¥¥â ¨¤¥ªám; ®¡®§ ç¨¬ íâã ¢¥àè¨ã ç¥à¥§ O).
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��SQ XXXXX �2�1 �3O�¨á. 4. �«¥¬¥â à ï ¯¥à¥áâà®©ª  ¤¢ã¬¥à®£® ¬®£®£à ¨ª  ¯®àï¤ª m = 2�¯¨á  ï ª®áâàãªæ¨ï¨§®¡à �¥   à¨á. 4. Ǒ®áª®«ìªã¬®£®£à ¨ª�¯à®áâ®©,¢ ¢¥àè¨¥ O áå®¤¨âáï à®¢® d+ 1 £¨¯¥à¯«®áª ï £à ì. �¡®§ ç¨¬ íâ¨ £¨¯¥à¯«®áª¨¥



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 141£à ¨ ç¥à¥§ �1; : : : ;�d+1. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ã¬¥à æ¨ï ãáâà®¥  â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®£à ¨�1; : : : ;�m á®¤¥à� â \¢¥àåîî á¥¯ à âà¨áã" (â.¥. á®¤¥à� â ¢á¥ à¥¡à , ¨¤ãé¨¥¨§ ¢¥àè¨ëO ¢¢¥àå),   £à ¨�m+1; : : : ;�d+1 á®¤¥à� â \¨�îî á¥¯ à âà¨áã" (â.¥.á®¤¥à� â ¢á¥ à¥¡à , ¨¤ãé¨¥ ¨§ O ¢¨§). �¥«® ¢ â®¬, çâ® ª �¤ ï £à ì �1; : : : ;�d+1á®¤¥à�¨â «¨¡® ¢¥àåîî, «¨¡® ¨�îî á¥¯ à âà¨áã. �â® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® ª �Ä¤ ï ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå £à ¥© á®¤¥à�¨â ¢á¥ à¥¡à , ¢ëå®¤ïé¨¥ ¨§ O, ªà®¬¥ ®¤®£®.�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï:SP = P ∩ �m+1 ∩ · · · ∩ �d+1;SQ = Q ∩ �1 ∩ · · · ∩ �m:�à ìSP ¬®£®£à ¨ª P ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© (m−1)-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá. �¨¯¥à¯«®áÄª¨¬¨ £à ï¬¨ íâ®£® á¨¬¯«¥ªá  ï¢«ïîâáï £à ¨ SP ∩ �1; : : : ; SP ∩ �m. � «®£¨ç®,£à ì SQ ¬®£®£à ¨ª Q ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© (d−m)-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá, £à ¨ ª®â®Äà®£® {SQ∩�m+1; : : : ; SQ∩�d+1. � å®¤¥ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£®â¨¯  á¨¬¯«¥ªá SP ã¨çâ®� ¥âáï,   \  ¥£® ¬¥áâ¥" à®�¤ ¥âáï á¨¬¯«¥ªá SQ.�â¬¥â¨¬ á«¥¤ãîé¨© ®ç¥¢¨¤ë© ä ªâ:Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 3.2.1. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª Q ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬®£®£à ¨ª  P¯ãâ¥¬ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª  m. �®£¤  ¬®£®£à ¨ª P ¬®�¥â¡ëâì ¯®«ãç¥ ¨§ ¬®£®£à ¨ª  Q í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª®© ¯®àï¤ª  d+1−m.� ¬¥â¨¬, çâ® í«¥¬¥â àë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢, ªà®¬¥ 0, 1, d, d + 1, ¥ã¨çâ®� îâ ¨ ¥ ¤®¡ ¢«ïîâ £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥©.3.3. Ǒà¥®¡à §®¢ ¨¥ h-¢¥ªâ®à  ¯à¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥.�¥®à¥¬  3.3.1. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª Q ¯®«ãç¥ ¨§ ¬®£®£à Ä¨ª  P í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª®© ¯®àï¤ª  m 6
d+12 . �®£¤ hk(Q) = 




hk(P ); ¥á«¨ k < m;hk(P ) + 1; ¥á«¨ m 6 k 6 d−m;hk(P ); ¥á«¨ k > d−m:�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ®á¬®âà¨¬ á ç « , çâ® ¯à®¨áå®¤¨â á f -¢¥ªâ®à®¬ ¯à¨ í«¥Ä¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® â¨¯ . � ª ¬ë § ¬¥â¨«¨ ¢ëè¥, ¢ å®¤¥ ¯¥Äà¥áâà®©ª¨ ¨áç¥§ ¥â á¨¬¯«¥ªá SP ¨ ¯®ï¢«ï¥âáï á¨¬¯«¥ªá SQ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ ¬ë¯¥à¥áç¨â ¥¬ ¢á¥ £à ¨ ¤® ¨ ¯®á«¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨, â® ¯®á«¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¬ë ¥ ¤®áç¨Äâ ¥¬áï £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  SP , ® § â® ¯®áç¨â ¥¬ £à ¨ â®«ìª® çâ® ¯®ï¢¨¢è¥£®áï¬®£®£à ¨ª  SQ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, F -¯®«¨®¬ë ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ Q á¢ï§ ë á«¥Ä¤ãîé¨¬ á®®â®è¥¨¥¬: FQ = FP − FSP + FSQ :�® â®£¤  â®ç® â ª¨¬ �¥ á®®â®è¥¨¥¬ á¢ï§ ë ¨H-¯®«¨®¬ë, â.¥.HQ = HP −HSP +HSQ :� à §¤¥«¥ 1.1 ¬ë ãáâ ®¢¨«¨, çâ®H-¯®«¨®¬ k-¬¥à®£® á¨¬¯«¥ªá  ¨¬¥¥â ¢¨¤tk + tk−1 + · · ·+ 1 = tk+1 − 1t− 1 :



142 �.�. ��������«¥¤®¢ â¥«ì®, HQ(t) = HP (t) + tm + · · ·+ td−m:Ǒà¨à ¢¨¢ ï ª®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å áâ¥¯¥ïå, ¯®«ãç ¥¬ ãâ¢¥à�¤¥¨¥â¥®à¥¬ë.� ¬¥ç ¨¥. �«¥¬¥â àë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¢ëá®ª¨å ¯®àï¤ª®¢ m > d+12 ï¢«ïîâáï®¡à âë¬¨ ª ¯¥à¥áâà®©ª ¬ ¨§ª¨å ¯®àï¤ª®¢m 6
d+12 . Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï á«ãç ïm > d+12¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï ä®à¬ã« :hk(Q) = 





hk(P ); ¥á«¨ k < d−m+ 1;hk(P )− 1; ¥á«¨ d−m+ 1 6 k 6 m− 1;hk(P ); ¥á«¨ k > m− 1:3.4. �¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨   £à ïå. �ë ¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®Ä§ ç¥¨ï¬¨ à §¤¥«  3.2. �¯¨è¥¬ ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨   £¨¯¥à¯«®áÄª¨å £à ïå.�¥®à¥¬  3.4.1. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ¯®¤¢¥à£ ¥âáï í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥Äáâà®©ª¥ ¯®àï¤ª  m. �®£¤ 
• £à ¨ P∩�1; : : : ; P∩�m ¯®¤¢¥à£ îâáï í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥ ¯®àï¤ª m− 1,
• £à ¨ P ∩ �m+1; : : : ; P ∩ �d+1 ¯®¤¢¥à£ îâáï í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥¯®àï¤ª  m,
• ®áâ «ìë¥ £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ ®áâ îâáï   «®£¨çë¬¨ á¥¡¥.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ®â®á¨â¥«ì® £à ¥© �1; : : : ;�m ¢¥àè¨  O¨¬¥¥â ¨¤¥ªám− 1. � á ¬®¬ ¤¥«¥, íâ¨ £à ¨ ¥ á®¤¥à� â ¨�¥© á¥¯ à âà¨áë. �«¥Ä¤®¢ â¥«ì®, ª �¤ ï â ª ï £à ì á®¤¥à�¨â ¢á¥ à¥¡à , ¨¤ãé¨¥ ¢¨§, ªà®¬¥ ®¤®£®. � Ä«¥¥, £à ¨ �m+1; : : : ;�d+1 á®¤¥à� â ¨�îî á¥¯ à âà¨áã. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â®á¨Äâ¥«ì® íâ¨å £à ¥© ¢¥àè¨  O ¨¬¥¥â ¨¤¥ªám. �á¥ ®áâ «ìë¥ £à ¨ ¬®£®£à ¨ª � ¥ á®¤¥à� â ¢¥àè¨ã O. � ¨å £¨¯¥à¯«®áª¨¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ ¨ç¥£® ¥ ¯à®¨áå®¤¨â ¯à¨¯à®å®�¤¥¨¨ íâ®© ¢¥àè¨ë.3.5. Ǒ¥à¥å®¤ë¥¬®£®£à ¨ª¨ (transitionpolytopes). Ǒãáâì ¯à®áâ®©¬®Ä£®£à ¨ª Q ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨ ¯®¬®é¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥Äà¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª  0 < m < d + 1. �®£¤  ¬®�® áç¨â âì, çâ® P ¨ Q ï¢«ïîâáï £®à¨Ä§®â «ìë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ ¥ª®â®à®£® (d+1)-¬¥à®£® ¬®£®£à ¨ª  �, ¯à¨ç¥¬ ¬¥�¤ã¨¬¨  å®¤¨âáï à®¢® ®¤  ¢¥àè¨  ¬®£®£à ¨ª �, ¨ íâ  ¢¥àè¨  ¨¬¥¥â ¨¤¥ªám.� áá¬®âà¨¬ á¥ç¥¨¥ T ¬®£®£à ¨ª  � £®à¨§®â «ì®© £¨¯¥à¯«®áª®áâìî, ¯à®å®¤ïÄé¥© ç¥à¥§ íâã ¢¥àè¨ã. �®£®£à ¨ª T  §ë¢ ¥âáï ¯¥à¥å®¤ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬.Ǒà¨ 1 < m < d íâ®â ¬®£®£à ¨ª ã�¥ ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬: ¢ ®¤®© ¢¥àè¨¥ áå®¤ïâÄáï d + 1 £¨¯¥à¯«®áª ï £à ì. �áª«îç¥¨ï á®áâ ¢«ïîâ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª®¢m = 1¨m = d. � íâ¨å á«ãç ïå ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª ®ª §ë¢ ¥âáï ¯à®áâë¬.� ¬  í«¥¬¥â à ï ¯¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  1 < m < d ¯à®¨áå®¤¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à Ä§®¬. � ç «  ¬®£®£à ¨ª P ¨§¬¥ï¥âáï, ¥ ¢ëå®¤ï ¨§ á¢®¥£® ª« áá    «®£¨çëå¬®£®£à ¨ª®¢, ¯®â®¬ ¢ ¥ª®â®àë© ¬®¬¥â ® ¢ëà®�¤ ¥âáï, áâ ®¢ïáì ¯¥à¥å®¤ë¬



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 143¬®£®£à ¨ª®¬ T , ¯®á«¥ ç¥£® ¨§ T ã�¥ ¢ á«¥¤ãîé¨© ¬®¬¥â ¯®«ãç ¥âáï ¬®£®£à Ä¨ª,   «®£¨çë© ¬®£®£à ¨ªã Q. � á«ãç ¥ m = 1 ¢ ¯¥à¥å®¤ë© ¬®¬¥â ¥ ¯à®Ä¨áå®¤¨â ¨ª ª®£® ¢ëà®�¤¥¨ï,   ã�¥ ¢ á«¥¤ãîé¨© ¬®¬¥â à §¢ «¨¢ ¥âáï ¥ª®â®à ï¢¥àè¨ . �  ¬¥áâ¥ íâ®© ¢¥àè¨ë ¢®§¨ª ¥â (d−1)-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá. � á«ãç ¥m = d¯à®¨áå®¤¨â â® �¥ á ¬®¥, ® ¢ ®¡à â®¬ ¯®àï¤ª¥. �¥ª®â®àë© (d− 1)-¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá¢ ¯¥à¥å®¤ë© ¬®¬¥â áå«®¯ë¢ ¥âáï ¢ ¢¥àè¨ã.�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª T åà ¨â ¨ä®à¬ æ¨î ® â®¬, ¢ å®¤¥ª ª®© ¨¬¥® í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ® ¡ë« ¯®«ãç¥ (ª®¥ç®, á â®ç®áâìî ¤® ¯¥Äà¥å®¤  ª ¯à®â¨¢®¯®«®�®© ¯¥à¥áâà®©ª¥ { ¢ â¥ç¥¨¥ ¯¥à¥áâà®¥ª ¯®àï¤ª®¢m ¨ d+1−m¬®�® ¯®«ãç¨âì ®¤¨ ¨ â®â �¥ ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª). �â  ¨ä®à¬ æ¨ï á®¤¥àÄ�¨âáï ¢ ª®¬¡¨ â®à¨ª¥à á¯®«®�¥¨ï £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥©, áå®¤ïé¨åáï ¢ ®á®¡®© ¢¥àÄè¨¥.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 3.5.1. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª T ¯®«ãÄç¥ ¢ å®¤¥ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª  m 6
d+12 . �®£¤  ç¨á«® m ¬®�®¢®ááâ ®¢¨âì ¯® á ¬®¬ã ¬®£®£à ¨ªã T (â®ç¥¥, ¨áå®¤ï ¨§ ¢§ ¨¬®£® à á¯®Ä«®�¥¨ï £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥©, áå®¤ïé¨åáï ¢ ®á®¡®© ¢¥àè¨¥).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¬®£®£à ¨ª T ®ª § «áï ¯à®áâë¬, â® m = 1. �¥¯¥àì¯à¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¢ ¬®£®£à ¨ª¥ T ¨¬¥¥âáï ®á®¡ ï ¢¥àè¨ , ¢ ª®â®à®© áå®¤¨âáïd+ 1 £¨¯¥à¯«®áª ï £à ì. �®£¤  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ®á®¡®© ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª T ¢ëÄ£«ï¤¨â ª ª ª®ãá  ¤ ¥ª®â®àë¬ ¯à®áâë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ U à §¬¥à®áâ¨ d − 1. � Ä¬¥â¨¬, çâ® ¬®£®£à ¨ª U ¨¬¥¥â à®¢® d + 1 £¨¯¥à¯«®áªãî £à ì. �®£« á® ¯à¥¤Ä«®�¥¨î 1.1.1 ¬®£®£à ¨ª U ª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥â¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ¤¢ãå á¨¬Ä¯«¥ªá®¢ Sm−1 × Sd−m. Ǒ®áª®«ìªã à §«¨çë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á¨¬¯«¥ªá®¢ ¥ ï¢«ïîâáïª®¬¡¨ â®à® íª¢¨¢ «¥âë¬¨ (á¬. ª®¥æ à §¤¥«  1.1), ®âáî¤  ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ïÄ¥âáï ç¨á«®m.� ¬¥â¨¬, çâ® ª �¤®© £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  U á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £¨¯¥àÄ¯«®áª ï £à ì ¯¥à¥å®¤®£® ¬®£®£à ¨ª . �® £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ U ¤¥«ïâáï   ¤¢¥ª â¥£®à¨¨: ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨ ¯à¨ ¤«¥� â £à ¨ ¢¨¤ Sm−1 × (£¨¯¥à¯«®áª ï £à ì Sd−m);  ¢â®à®© ª â¥£®à¨¨ ¯à¨ ¤«¥� â £à ¨ ¢¨¤ (£¨¯¥à¯«®áª ï £à ì Sm−1)× Sd−m:� á«ãç ¥, ª®£¤  m < d+12 , £à ¨ à §ëå ª â¥£®à¨© ¨¬¥îâ à §ë¥ ª®¬¡¨ â®àë¥â¨¯ë, ¨ ¯®íâ®¬ã ª â¥£®à¨¨ ¢ë¤¥«ïîâáï ¯® ¢ãâà¥¨¬ ¯à¨§ ª ¬.� á«ãç ¥ m = d+12 £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨ â®�¥ ¬®�® à §¡¨âì   ¤¢¥ ª â¥£®à¨¨,â®«ìª® íâ¨ ª â¥£®à¨¨ ®ª �ãâáï á®¢¥àè¥® à ¢®¯à ¢ë¬¨. �â ª, ¬ë à áá¬ âà¨¢ Ä¥¬ ¬®£®£à ¨ª U = Sm−1 × Sm−1:�¯à¥¤¥«¨¬ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨   (m − 1)-¬¥àëå á¨¬¯«¨æ¨ «ìëå £à ïå¬®£®£à ¨ª U . �¢¥ £à ¨  §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ ®¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï.�¥âàã¤® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ¨ ®® ¨¤ãÄæ¨àã¥â à §¡¨¥¨¥ ¬®�¥áâ¢  (m − 1)-¬¥àëå á¨¬¯«¨æ¨ «ìëå £à ¥©   ¤¢  ª« áá 



144 �.�. �������íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®áâ®ïé¨å ¨§ ®¤®£® ¨ â®£®�¥ ç¨á«  í«¥¬¥â®¢. �«¥¬¥âë à §«¨çÄëå ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ®¡ï§ â¥«ì® ¯¥à¥á¥ª îâáï ¯® â®çª¥ ¨ ¤ îâ ¢ ¯àï¬®¬¯à®¨§¢¥¤¥¨¨ ¢¥áì ¬®£®£à ¨ª U . �¥¯¥àì à §¡¨¥¨¥ £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥© U   ¤¢¥ª â¥£®à¨¨ ¬®�® ®à£ ¨§®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
• ª ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨ ®â¥á¥¬ £à ¨ ¢¨¤  (í«¥¬¥â ¯¥à¢®£® ª« áá  íª¢¨¢ «¥âÄ®áâ¨) × (£¨¯¥à¯«®áª ï £à ì í«¥¬¥â  ¢â®à®£® ª« áá  íª¢¨¢ «¥â®áâ¨),
• ª® ¢â®à®© ª â¥£®à¨¨ ®â¥á¥¬ £à ¨ ¢¨¤  (£¨¯¥à¯«®áª ï £à ì í«¥¬¥â  ¯¥à¢®Ä£® ª« áá  íª¢¨¢ «¥â®áâ¨)× (í«¥¬¥â ¢â®à®£® ª« áá  íª¢¨¢ «¥â®áâ¨).Ǒãáâì T1; : : : ; Tm { £à ¨ ¯¥à¥å®¤®£® ¬®£®£à ¨ª , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £à ï¬U ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨,   £à ¨ Tm+1; : : : ; Td+1 á®®â¢¥âáâ¢ãîâ £à ï¬ ¢â®à®© ª â¥£®Äà¨¨. �«ï â®£® çâ®¡ë ¯® ¯¥à¥å®¤®¬ã ¬®£®£à ¨ªã T ¯®áâà®¨âì \¬®£®£à ¨ª ¤®¯¥à¥áâà®©ª¨", ã�® ¥¬®£® ®¯ãáâ¨âì (â.¥. á¤¢¨ãâì ¢ãâàì ¬®£®£à ¨ª ) £à ¨Tm+1; : : : ; Td+1. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¤®áâ â®ç® á«¥£ª  á¤¢¨ãâì â®«ìª® ®¤ã ¨§ íâ¨å £à Ä¥©.Ǒ®«ãç¥ë© ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª  §®¢¥¬ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¥© ¬®£®£à ¨ª  T ¨®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ regT . � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥ m < d+12 «î¡ë¥ ¤¢¥ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨®¤®£® ¨ â®£® �¥ ¯¥à¥å®¤®£® ¬®£®£à ¨ª    «®£¨çë. �¤ ª® ¢ ¨áª«îç¨â¥«ì®¬á«ãç ¥m = d+12 íâ® ¥ â ª. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥m− 1 = d−m = d− 12¨ ¥¯®ïâ®, ª ªãî ¨§ ¤¢ãå ª â¥£®à¨© £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥© áç¨â âì ¯¥à¢®©,   ª ªãî{ ¢â®à®©. � à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª ®¡« ¤ ¥â ¤¢ã¬ï ¥ Ä «®£¨çë¬¨ à¥£ã«ïà¨§ æ¨ï¬¨. �«¥¬¥â à ï ¯¥à¥áâà®©ª  â¨¯  m = d+12 § ¬¥ç Äâ¥«ì  ¥é¥ ¢ ®¤®¬ ®â®è¥¨¨: ®  á®¢á¥¬ ¥ ¬¥ï¥â h-¢¥ªâ®à  (®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï,¬¥ï¥â ª®¬¡¨ â®àë© â¨¯ ¬®£®£à ¨ª ).

§4. Ǒ¥à¥áâà®©ª¨ ¨ ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬ �  áâ®ïé¥¬ ¯ à £à ä¥ ®¯¨á ë ¨§¬¥¥¨ï ¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬  ¨  «£¥¡àë ¬®£®Ä£à ¨ª  ¯à¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥. �«¥¬¥â à ï ¯¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª m ¯à¨Ä¡ ¢«ï¥â ª ¬®£®ç«¥ã ®¡ê¥¬  áâ¥¯¥ì  ää¨®£® äãªæ¨® «  á® § ª®¬, § ¢¨áïé¨¬®â m. �¢® ®¯¨á ® ¨§¬¥¥¨¥ ¨¤¥ « ,  ã«¨àãîé¥£® ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬ , ¯à¨ í«¥Ä¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥. �¥§ã«ìâ âë, ¤®ª § ë¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥, ¨á¯®«ì§ãîâáï¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥   «®£  á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬  , ® ¬®£ãâ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¨á ¬®áâ®ïâ¥«ìë© ¨â¥à¥á.4.1. �§¬¥¥¨¥ ¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬ . Ǒãáâì ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ªQ ¯®«ãç Ä¥âáï ¨§ ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª P ¯à¨ ¯®¬®é¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª m.�®åà ï¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï à §¤¥«  3.2. �à ¨ �1; : : : ;�d+1 ¬®£®£à ¨ª  � ¢ëá¥ª îâ¢ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¥ª®â®àë© á¨¬¯«¥ªá S. �â®â á¨¬¯«¥ªá ¨§®¡à �¥  à¨á. 5 ¢ãâà¨  ää¨®© ®¡®«®çª¨ ¬®£®£à ¨ª  P .�¥¬¬ 4.1.1. Ǒãáâì �1; : : : ; �d+1 {  ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®¢¥ªâ®àë £¨¯¥à¯«®áª¨å £à Ä¥© P ∩ �1; : : : ; P ∩ �d+1 ¬®£®£à ¨ª  P . �®£¤   ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®¢¥ªâ®àë £¨Ä¯¥à¯«®áª¨å £à ¥© á¨¬¯«¥ªá  S â ª®¢ë:�′1 = �1; : : : ; �′m = �m; �′m+1 = −�m+1; : : : ; �′d+1 = −�d+1:
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�¨á. 5. �®£®£à ¨ª P ¨ á¨¬¯«¥ªá S�®®â¢¥âáâ¢¥® ®¯®àë¥ ç¨á«  H ′1; : : : ; H ′d+1 á¨¬¯«¥ªá  S á¢ï§ ë á ®¯®àë¬¨ç¨á« ¬¨ ¬®£®£à ¨ª  P á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:H ′1 = H1; : : : ; H ′m = Hm; H ′m+1 = −Hm+1; : : : ; H ′d+1 = −Hd+1:�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§ ç¥¨ï¬¨ à §¤¥«  3.2. Ǒãáâì e1; : : : ; em{  ¯à ¢«ïîé¨¥ ¢¥ªâ®àë à¥¡¥à ¬®£®£à ¨ª  �, ¨¤ãé¨å ¨§ ¢¥àè¨ë O ¢¨§,  em+1; : : : ; ed+1 {  ¯à ¢«ïîé¨¥ ¢¥ªâ®àë à¥¡¥à, ¨¤ãé¨å ¨§ ¢¥àè¨ë O ¢¢¥àå. �®£¤ ,¢ë¡¨à ï ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡à §®¬ ¤«¨ë ¢¥ªâ®à®¢ e1; : : : ; ed+1 (â.¥. ã¬®� ï íâ¨ ¢¥ªâ®àë  ¥ª®â®àë¥ ¯®¤å®¤ïé¨¥ ¥ã«¥¢ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë), ¬®�® ¤®¡¨âìáï â®£®, çâ®¡ëâ®çª¨ O + e1; : : : ; O + em; O − em+1; : : : ; O − ed+1ï¢«ï«¨áì ¢¥àè¨ ¬¨ á¨¬¯«¥ªá  S (¨, â¥¬ á ¬ë¬, «¥� «¨ ¡ë ¢ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£®£à Ä¨ª  P ). �¢¥¤¥¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rd+1 â ªãî ¥¢ª«¨¤®¢ã ¬¥âà¨ªã, çâ® (e1; : : : ; ed+1){ ®à¨¥â¨à®¢ ë© ¡ §¨á ¢ á¬ëá«¥ íâ®© ¬¥âà¨ª¨. �®£¤  á¨¬¯«¥ªá S á®áâ®¨â ¨§ â Äª¨å ¢¥ªâ®à®¢ v, ª®â®àë¥ «¥� â ¢ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâá«¥¤ãîé¨¬ ¥à ¢¥áâ¢ ¬:(v; e1) > 0; : : : ; (v; em) > 0; (v; em+1) 6 0; : : : ; (v; ed+1) 6 0:�«ï áà ¢¥¨ï § ¬¥â¨¬, çâ® ¢¥ªâ®àë w ∈ P ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ ¬(w; e1) > 0; : : : ; (w; em) > 0; (w; em+1) > 0; : : : ; (w; ed+1) > 0:�¥¯¥àì ®áâ «®áì â®«ìª® § ¬¥â¨âì, çâ®  ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®¢¥ªâ®àë �1; : : : ; �d+1 £¨¯¥àÄ¯«®áª¨å £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P ï¢«ïîâáï ®àâ®£® «ìë¬¨ ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¢¥ªâ®à®¢

−e1; : : : ;−ed+1   ¯«®áª®áâì ¬®£®£à ¨ª  P (¯à¨ ¯®¬®é¨ ¬¥âà¨ª¨ ¬ë, ª®¥ç®,®â®�¤¥áâ¢¨¬ ¢¥ªâ®àë á ª®¢¥ªâ®à ¬¨).Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª P ′   «®£¨ç¥ ¬®£®£à ¨ªã P . �®£¤  ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«¥á¨¬¯«¥ªá S′, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© á¨¬¯«¥ªáã S. �¨¬¯«¥ªá S′ ®£à ¨ç¥ £¨¯¥à¯«®áª¨¬¨£à ï¬¨¬®£®£à ¨ª P ′, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨â¥¬ £à ï¬¬®£®£à ¨ª P , ª®â®àë¥®£à ¨ç¨¢ îâ á¨¬¯«¥ªá S. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á ª �¤ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ P ′ ∈ P(P )á¢ï§  á¨¬¯«¥ªá S′ = S(P ′), ¯à¨ç¥¬ «¨¥©ë¬ ®¡à §®¬:S(P ′ + P ′′) = S(P ′) + S(P ′′); S(�P ′) = �S(P ′):



146 �.�. �������Ǒ®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬®£®£à ¨ªã P ′ ∈ P(P ) ®¡ê¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á¨¬Ä¯«¥ªá  S′. Ǒ®«ãç¨¬ äãªæ¨î   ª®ãá¥   «®£¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢, ª®â®à ï, ®ç¥Ä¢¨¤®, ¯à®¤®«� ¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¤® ¬®£®ç«¥    ¯à®áâà áâ¢¥P∗(P ).�¡®§ ç¨¬ ¯®«ãç¥ë© ¬®£®ç«¥ ç¥à¥§ VS . Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥¨î,VS(H1; : : : ; Hn) = Vol(S);£¤¥H1; : : : ; Hn { ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  P .� ¬¥â¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¥á«¨ 1 < m < d, â®  ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®¢¥ªâ®àë £¨¯¥à¯«®áª¨å£à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ Q á®¢¯ ¤ îâ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ë ¬®�¥¬ ®â®�¤¥áâ¢¨âìí«¥¬¥âë ¯à®áâà áâ¢ P∗(P ) ¨ P∗(Q), ¨¬¥îé¨¥ ®¤¨ ª®¢ë¥ ®¯®àë¥ ¯ à ¬¥âàë(â.¥. ®¤¨ ª®¢ë¥ ª®®à¤¨ âë). �¥¬ á ¬ë¬ ¬ë ®â®�¤¥áâ¢¨«¨ ¯à®áâà áâ¢®P∗(P ) á¯à®áâà áâ¢®¬P∗(Q). �¤ ª®  áâ®ïé¥¬ã ¬®£®£à ¨ªã ¯à¨ â ª®¬ ®â®�¤¥áâ¢«¥Ä¨¨ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢á¥£¤  ¢¨àâã «ìë© ¬®£®£à ¨ª.�á«¨ �¥ m = 1, â® ¬®£®£à ¨ª Q ¨¬¥¥â   ®¤ã ¡®«ìè¥ £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥©,ç¥¬ ¬®£®£à ¨ª P . � íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥ë© í¯¨¬®àä¨§¬ ¯à®áâà áâ¢ P∗(Q)   ¯à®áâà áâ¢®P∗(P ) { ®â®¡à �¥¨¥, \§ ¡ë¢ îé¥¥" ¯à® ®¯®àë©¯ à ¬¥âà,á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¤®¯®«¨â¥«ì®© £¨¯¥à¯«®áª®©£à ¨¬®£®£à ¨ª Q. �¯¨á ë©í¯¨¬®àä¨§¬ ¯®§¢®«ï¥â ¯¥à¥®á¨âì ¬®£®ç«¥ë á ¯à®áâà áâ¢ P∗(P )   ¯à®áâà áâÄ¢® P∗(Q). �®£« á® ¯à¥¤«®�¥¨î 2.5.3 ¯à¨ ¯¥à¥¥á¥¨¨ ¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬  á ¯à®Äáâà áâ¢  P∗(P )   ¯à®áâà áâ¢®P∗(Q) ¢®§¨ª ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å «£¥¡à.�á«¨m = 1, â® ¬®�® ¯®áâà®¨âì,  ®¡®à®â, í¯¨¬®àä¨§¬ ¯à®áâà áâ¢ P∗(P )  ¯à®áâà áâ¢®P∗(Q), ¯®§¢®«ïîé¨© ¯¥à¥®á¨âì  P∗(P ) ¬®£®ç«¥ë, ®¯à¥¤¥«¥ë¥  ¯à®áâà áâ¢¥P∗(Q).Ǒà¨¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ à ááã�¤¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ª Q ¯®«ãç¥¨§ ¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨ ¯®¬®é¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª  0 < m < d + 1,â® ¬®£®ç«¥ë VP , VQ ¨ VS ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¬®£®ç«¥ë, ®¯à¥¤¥«¥ë¥  ®¤®¬ ¨ â®¬ �¥ ¯à®áâà áâ¢¥.�¥®à¥¬  4.1.2. Ǒãáâì ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª Q ¯®«ãç¥ ¨§ ¯à®áâ®£® ¬®£®Ä£à ¨ª  P ¯à¨ ¯®¬®é¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª  m. �®£¤  ¬®£®Äç«¥ë ®¡ê¥¬  ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ Q á¢ï§ ë á«¥¤ãîé¨¬ á®®â®è¥¨¥¬:(4.1.1) VQ = VP + (−1)d−mVS :� ¬¥ç ¨¥. � ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë ¬ë ¨á¯®«ì§®¢ «¨ ®¯¨á ®¥ ¢ëè¥ ®â®�Ä¤¥áâ¢«¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ P∗(P ) ¨ P∗(Q) (¨«¨ í¯¨¬®àä¨§¬ ®¤®£® ¯à®áâà áâ¢   ¤àã£®¥). � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨  ¡®à ¯¥à¥¬¥ëå x á®áâ®¨â ¨§ ®¯®àëå ç¨á¥« ¥ª®â®à®£® áâ®ïé¥£® ¬®£®£à ¨ª P ′,   «®£¨ç®£®P , â® ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ¢ë¯¨á ®£® à ¢¥Äáâ¢  áâ®¨â ®¡ê¥¬ ¢¨àâã «ì®£® ¬®£®£à ¨ª  ¨§ ¯à®áâà áâ¢ P∗(Q). � ®¡®à®â,¥á«¨ ¯¥à¥¬¥ë¥ x à ¢ë ®¯®àë¬ ç¨á« ¬  áâ®ïé¥£® ¬®£®£à ¨ª ,   «®£¨ç®£®Q, â® ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¢ë¯¨á ®£® à ¢¥áâ¢  áâ®ïâ ®¡ê¥¬ ¢¨àâã «ì®£® ¬®£®£à ¨Äª  P ′,   «®£¨ç®£® P , ¨ ¢¨àâã «ì®£® á¨¬¯«¥ªá  S′ = S(P ).



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 147�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 4.1.2. �ã¤¥¬ ¢¥áâ¨ ¨¤ãªæ¨î ¯® d−m. �á«¨ d = m,â® ¬®£®£à ¨ªQ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬®£®£à ¨ª P ¯ãâ¥¬ ®âà¥§ ¨ï á¨¬¯«¥ªá S. �®Ä¢¥àè¥® ¥áâ¥áâ¢¥®, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ®¡ê¥¬¬®£®£à ¨ª Q à ¢¥ ®¡ê¥¬ã¬®£®£à Ä¨ª  P ¬¨ãá ®¡ê¥¬ á¨¬¯«¥ªá  S. �®¯ãáâ¨¬ â¥¯¥àì, çâ® d > m. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë¬®�¥¬ ã¬¥ìè¨âì à §¬¥à®áâì d, ¯à®¤¥« ¢ â¥¬ á ¬ë¬ ¨¤ãªæ¨®ë© ¯¥à¥å®¤.�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Si £à ì á¨¬¯«¥ªá  S, «¥� éãî ¢  ää¨®© ®¡®«®çª¥ £à ¨P ∩ �i. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 3.4.1 ¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ ¨¬¥¥¬:¤«ï i = 1; : : : ;m �iVQ = �iVP + (−1)d−mVSi ;(4.1.2) ¤«ï i = m+ 1; : : : ; d+ 1 �iVQ = �iVP + (−1)d−1−mVSi ;(4.1.3) ¤«ï ®áâ «ìëå i �iVQ = �iVP(4.1.4)(¬ë áç¨â ¥¬, çâ® xi { íâ® ¯¥à¥¬¥ ï ¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï £¨¯¥àÄ¯«®áª®© £à ¨ P ∩ �i). � ¬¥â¨¬, çâ® ã¢¥«¨ç¥¨¥ ª®®à¤¨ âë xi ¯à¨ i = 1; : : : ;má®®â¢¥âáâ¢ã¥â ã¢¥«¨ç¥¨î á¨¬¯«¥ªá  S,   ã¢¥«¨ç¥¨¥ ª®®à¤¨ âë xi ¯à¨ i = m + 1;: : : ; d+ 1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ã¬¥ìè¥¨î á¨¬¯«¥ªá  S.�®£« á® «¥¬¬¥ 4.1.1¤«ï i = 1; : : : ;m VSi = �iVS ;(4.1.5) ¤«ï i = m+ 1; : : : ; d+ 1 VSi = −�iVS :(4.1.6)Ǒ®¤áâ ¢¨¢ (4.1.5) ¨ (4.1.6) ¢ ä®à¬ã«ë (4.1.2) ¨ (4.1.3) á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¯®«ãç¨¬, çâ®¯à®¨§¢®¤ ï «¥¢®© ç áâ¨ á®®â®è¥¨ï (4.1.1) ¯® «î¡®© ¯¥à¥¬¥®© à ¢  á®®â¢¥âÄáâ¢ãîé¥© ¯à®¨§¢®¤®© ¯à ¢®© ç áâ¨ (4.1.1). �® ®¤®à®¤ë© ¬®£®ç«¥ ¢®ááâ  Ä¢«¨¢ ¥âáï ¯® á¢®¨¬ ¯¥à¢ë¬ ¯à®¨§¢®¤ë¬ (â¥®à¥¬  �©«¥à  ®¡ ®¤®à®¤ëå äãªæ¨ïå).�«¥¤®¢ â¥«ì®, á®®â®è¥¨¥ (4.1.1) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®.4.2. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  á¨¬¯«¥ªá . �ëïá¨¬ â¥¯¥àì, ª ª ¢ë£«ï¤¨â ¬®£®Äç«¥ VS .Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 4.2.1. �®£®ç«¥ VS à ¢¥ 'd, £¤¥ ' { «¨¥©ë© äãªæ¨® «á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ :'(x) = a1x1 + · · ·+ amxm − am+1xm+1 − · · · − ad+1xd+1:�®íää¨æ¨¥âë a1; : : : ; ad+1 ¯®«®�¨â¥«ìë. Ǒ¥à¥¬¥ë¥ x1; : : : ; xd+1 { íâ® ª®Ä®à¤¨ âë ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ P∗(P ), ¨¬¥îé¨¥ á¬ëá« ®¯®àëå ¯ à ¬¥âà®¢, á®®âÄ¢¥âáâ¢ãîé¨å £à ï¬ P ∩ �1; : : : ; P ∩ �d+1 ¬®£®£à ¨ª  P .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£®ç«¥VS § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ¯¥à¥¬¥ëåx1; : : : ; xd+1. � Ä¬¥â¨¬, çâ® íâ¨ ¯¥à¥¬¥ë¥ á®¢¯ ¤ îâ (á â®ç®áâìî ¤® § ª ) á ®¯®àë¬¨ ¯ à ¬¥âà Ä¬¨   ¯à®áâà áâ¢¥P∗(S). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®£®ç«¥ VS ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬    ¯à®áâà áâ¢¥ ¢¨àâã «ìëå á¨¬¯«¥ªá®¢,   «®£¨çëå S. �¤¨Äáâ¢¥ ï â®ª®áâì § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® íâ®â ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  ¢ëà �¥ ¥ ç¥à¥§®¯®àë¥ ¯ à ¬¥âàë á¨¬¯«¥ªá ,   ç¥à¥§ ¯¥à¥¬¥ë¥, á®¢¯ ¤ îé¨¥ á íâ¨¬¨ ®¯®àë¬¨¯ à ¬¥âà ¬¨ «¨èì á â®ç®áâìî ¤® § ª .



148 �.�. ��������¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ x′1; : : : ; x′d+1 ª®®à¤¨ âë ¢ ¯à®áâà áâ¢¥P∗(S), ¨¬¥îé¨¥ á¬ëá«®¯®àëå ¯ à ¬¥âà®¢ á¨¬¯«¥ªá  S. �®£¤  á®£« á® «¥¬¬¥ 4.1.1 ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â®Äè¥¨ï x1 = x′1; : : : ; xm = x′m; xm+1 = −x′m+1; : : : ; xd+1 = −x′d+1:�¥¯¥àì ¤®áâ â®ç® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤«®�¥¨¥¬ 2.1.2.�¥®à¥¬ã 4.2.1 ¬®�® ¯¥à¥¯¨á âì â¥¯¥àì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:(4.2.1) VQ = VP + (−1)d−m'd:�â® à ¢¥áâ¢® ¡ã¤¥â ¨£à âì ª«îç¥¢ãî à®«ì ¢ ¤ «ì¥©è¨å à ááã�¤¥¨ïå.� ¢¥áâ¢® (4.2.1) ¥ ®¢®. �® ¢áâà¥ç ¥âáï,  ¯à¨¬¥à, ¢ [14℄.Ǒ¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª T ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¢¨àâã «ìë© ¬®£®£à Ä¨ª ¢ ¯à®áâà áâ¢¥P∗(P ) (à ¢®, ª ª ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥P∗(Q)). �á«¨ 1 < m < d,â®  ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®¢¥ªâ®àë £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥© ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨Q á®¢¯ ¤ îâ.�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à®áâà áâ¢ P∗(P ) ¨P∗(Q) ®â®�¤¥áâ¢«ïîâáï ¯® à ¢¥áâ¢ã ª®®àÄ¤¨ â. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®£®£à ¨ª¨ P , T ¨ Q ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª í«¥¬¥âë®¤®£® ¨ â®£® �¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢ . �«¥¤®¢ â¥«ì®,   ®¤®¬ ¨ â®¬ �¥ ¯à®Äáâà áâ¢¥ ®¯à¥¤¥«¥ë ®¯¥à â®àë LP , LQ ¨ LT ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯®  ¯à ¢«¥¨ï¬¬®£®£à ¨ª®¢ P , Q ¨ T á®®â¢¥âáâ¢¥®.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 4.2.2. �¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï :LP' > 0; LT' = 0; LQ' < 0:�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®. �¥à ¢¥áâ¢® LP' > 0 £®Ä¢®à¨â ® â®¬, çâ® á¨¬¯«¥ªá S {  áâ®ïé¨©. �¥«¨ç¨  LP' ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© å Äà ªâ¥àë© «¨¥©ë© à §¬¥à á¨¬¯«¥ªá  S. � ¢¥áâ¢® LT' = 0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ãä ªâã, çâ® ¢ ¯¥à¥å®¤ë© ¬®¬¥â á¨¬¯«¥ªá á«¨¢ ¥âáï ¢ â®çªã. � ª®¥æ, ¥à ¢¥áâ¢®LQ' < 0 ¬®�¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥® ¨§ á®®¡à �¥¨© «¨¥©®áâ¨. �¬¥®, ¬®�® áç¨â âì,çâ® ¬®£®£à ¨ª T «¥�¨â   ®âà¥§ª¥ ¬¥�¤ã P ¨Q ¢ ¯à®áâà áâ¢¥P∗(P ) =P∗(Q).�ãªæ¨ï ' «¨¥© , ¯à¨¨¬ ¥â ¯®«®�¨â¥«ì®¥ § ç¥¨¥   ®¤®¬ ª®æ¥ íâ®£® ®âà¥§Äª  ¨ ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì ¢ãâà¨ ®âà¥§ª . �«¥¤®¢ â¥«ì®,   ¤àã£®¬ ª®æ¥ äãªæ¨ï '¯à¨¨¬ ¥â ®âà¨æ â¥«ì®¥ § ç¥¨¥.Ǒà¥¤«®�¥¨î 4.2.2 ¬®�® ¯à¨¤ âì á¬ëá« ¨ ¢ á«ãç ïåm = 1 ¨«¨m = d.� á«ãç ¥ m = 1 ®¯¥à â®à LP ®¯à¥¤¥«¥ ¥ ¢¯®«¥ ®¤®§ ç®. �®£®ç«¥ë ®¡êÄ¥¬  ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬   ¯à®áâà áâ¢¥P∗(Q), ª®â®à®¥ í¯¨¬®àä® ®â®¡à � ¥âáï  ¯à®áâà áâ¢® P∗(P ). �¤ ª® ¬®£®£à ¨ª P ¯à¨ íâ®¬ í¯¨¬®àä¨§¬¥ ¨¬¥¥â ¬®£®¯à®®¡à §®¢. �âî¤ì ¥ «î¡®© ¯à®®¡à §  ¬ ¯®¤å®¤¨â. �ã�® ¢§ïâì ª ª à § â ª®©¯à®®¡à §, ¤«ï ª®â®à®£® LP' > 0. � «®£¨ç®, ®¯¥à â®à LQ ¢ á«ãç ¥m = d ®¯à¥¤¥Ä«ï¥âáï ãá«®¢¨¥¬ LQ' < 0.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®�¥¨ï 4.2.2 ¢ á«ãç ïåm = 1 ¨ m = d ¤®áâ â®ç® ¢®áÄ¯®«ì§®¢ âìáï á®®¡à �¥¨ï¬¨ «¨¥©®áâ¨.�¥¬¬  4.2.3. Ǒãáâì «¨¥©ë© äãªæ¨® « ' ¨ «¨¥©ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë©®¯¥à â®à L â ª®¢ë, çâ® L' = 0. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå r; s > 0 ¨¬¥¥â ¬¥áâ®à ¢¥áâ¢® Lr's = 0:



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 149�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ r > s, â® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®. �á«¨ r 6 s, â® ¯®ä®à¬ã«¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï áâ¥¯¥¨Lr's = s!(s− r)! (L')r's−r = 0:�«¥¤áâ¢¨¥ 4.2.4. Ǒãáâì ' { «¨¥©ë© äãªæ¨® «, ®¯à¥¤¥«¥ë© ¢ ¯à¥¤«®Ä�¥¨¨ 4:2:1. �®£¤  LrT's = 0, ¥á«¨ â®«ìª® r; s > 0.4.3. �§¬¥¥¨¥  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª  ¯à¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©Äª¥. Ǒà®á«¥¤¨¬ â¥¯¥àì §  â¥¬, çâ® ¯à®¨áå®¤¨â ¯à¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¥ á ª �Ä¤®© ª®¬¯®¥â®© Ak  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª . �«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ¯à®á«¥¤¨âì § ¨§¬¥¥¨¥¬ ª®¬¯®¥âë Ik ¨¤¥ «  I , ¯®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© 2.6.2. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®Ä§ ç¥¨ï¬¨ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à §¤¥«®¢.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 4.3.1. �á«¨ k < m, â® Ik(P ) = Ik(Q).�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 2.6.2  ¬ ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì á«¥¤ãîé¥¥ãâ¢¥à�¤¥¨¥:P ∩ �i1 ∩ · · · ∩ �ik = ∅ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ Q ∩ �i1 ∩ · · · ∩ �ik = ∅:�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì,  ¯à¨¬¥à,(4.3.1) P ∩ �i1 ∩ · · · ∩ �ik = ∅:�®£¤  ã� ¨ ¯®¤ ¢®P ∩ �i1 ∩ · · · ∩ �ik ∩ �m+1 ∩ · · · ∩ �d+1 = ∅:�àã¯¯¨àãï ç«¥ë ¢ ¯®á«¥¤¥¬ à ¢¥áâ¢¥, ¢¨¤¨¬, çâ® «¥¢ ï ç áâì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥áª®«ìª¨å £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥© á¨¬¯«¥ªá  SP . �® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ £¨¯¥àÄ¯«®áª¨å £à ¥© á¨¬¯«¥ªá  ¬®�¥â ¡ëâì ¯ãáâë¬ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢ ¯¥à¥á¥ç¥Ä¨¨ ãç áâ¢ãîâ ¢á¥ £¨¯¥à¯«®áª¨¥ £à ¨. � ª çâ® ¯à¨ k < m à ¢¥áâ¢® (4.3.1) ¨ª®£¤ ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï. Ǒ® â¥¬ �¥ á ¬ë¬ ¯à¨ç¨ ¬ ¥¢®§¬®�® ¨ à ¢¥áâ¢®(4.3.2) Q ∩ �i1 ∩ · · · ∩ �ik = ∅(â®«ìª® ¢¬¥áâ® á¨¬¯«¥ªá  SP §¤¥áì ã�® à áá¬ âà¨¢ âì á¨¬¯«¥ªá SQ, ª®â®àë© ¨¬¥Ä¥â ¥é¥ ¡®«ìèãî à §¬¥à®áâì).Ǒà¨ k = m à ¢¥áâ¢® (4.3.1) ã�¥ à¥ «¨§ã¥âáï. � ¯à¨¬¥à,P ∩ �1 ∩ · · · ∩ �m = ∅:�â® à ¢¥áâ¢® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã ä ªâã, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥å £¨¯¥à¯«®áª¨å £à ¥©á¨¬¯«¥ªá  SP ¯ãáâ®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à�k = �m�x1 · · ·�xmDk−m(Dk−m { ¯à®¨§¢®«ìë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à áâ¥¯¥¨ k − m á ¯®áâ®ïë¬¨ª®íää¨æ¨¥â ¬¨) «¥�¨â ¢ ª®¬¯®¥â¥ Ik(P ) ¨¤¥ «  I(P ). �  ®¯¥à â®àDk−m ¬ë  Äª« ¤ë¢ ¥¬ â®«ìª® ®¤® ãá«®¢¨¥: Dk−m'k−m 6= 0:�¥¯¥àì ¬ë ¬®�¥¬ áª § âì, çâ® ¯à®¨áå®¤¨â á® áâ àè¨¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨ Ik(P ).



150 �.�. �������Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 4.3.2. �á«¨ m 6 k 6 d=2, â® Ik(P ) = Ik(Q)⊕ 〈�k〉.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã ¢ë¯¨á ®£® ¢ëè¥ ãá«®¢¨ï   Dk−m ¨ à ¢¥áâ¢ (4.2.1) ®¯¥à â®à �k ¥ «¥�¨â ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Ik(Q), ® «¥�¨â ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Ik(P ).�à®¬¥ â®£®, ¯à®áâà áâ¢® Ik(Q) ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  Ik(P ),¯®áª®«ìªã à ¢¥áâ¢® (4.3.2) ¥ à¥ «¨§ã¥âáï ¨ ¯à¨ ª ª®¬ k < d − m (â ª çâ® ¢¯à®áâà áâ¢¥ Ik(Q) ¥ ¬®�¥â ¡ëâì «¨è¨å ®¡à §ãîé¨å). �â ª,Ik(P ) ⊃ Ik(Q)⊕ 〈�k〉 :�¤ ª® á®®¡à �¥¨ï à §¬¥à®áâ¨ (á¬. à §¤¥« 3.3) ¯®ª §ë¢ îâ, çâ®   á ¬®¬ ¤¥«¥ à¥Ä «¨§ã¥âáï à ¢¥áâ¢®.
§5. � «®£ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¤®ª §ë¢ îâáï   «®£¨ á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬   ¨ à §«®�¥Ä¨ï �¥äè¥æ  ¢  «£¥¡à¥ ¯à®áâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª  (¯® ¯®¢®¤ã  áâ®ïé¨å á®Ä®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬   ¨ à §«®�¥¨ï�¥äè¥æ  ¢ ª®£®¬®«®£¨ïå ª®¬¯ ªâ®£® ªí«¥Äà®¢  ¬®£®®¡à §¨ï á¬. à §¤¥«ë 1.5 ¨ 1.6).5.1. � «®£ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  . � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á®¢Äë¥ à¥§ã«ìâ âë  áâ®ïé¥© à ¡®âë.�¯à¥¤¥«¥¨¥. Ǒãáâì P { ¯à®áâ®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª à §¬¥à®áâ¨ d ¢ Rd.� áá¬®âà¨¬ ®¤®à®¤ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à � áâ¥¯¥¨ k á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®Äíää¨æ¨¥â ¬¨. Ǒãáâì VP { ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬    ¯à®áâà áâ¢¥ P∗(P ),   LP { ®¯¥Äà â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯®  ¯à ¢«¥¨î ¬®£®£à ¨ª  P (®¯à¥¤¥«¥¨¥ á¬. ¢ à §Ä¤¥«¥ 2.3). �¯¥à â®à �  §ë¢ ¥âáï ¯à¨¬¨â¨¢ë¬ (®â®á¨â¥«ì® ¬®£®£à ¨ª  P ),¥á«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® �Ld−2k+1P VP = 0:�ë¯¨á ®¥ ãá«®¢¨¥ ®§ ç ¥â ®¡à é¥¨¥ ¢ ã«ì ¥ª®â®à®£® ®¤®à®¤®£® ¬®£®ç«¥ áâ¥¯¥¨ k − 1. �áïª¨© í«¥¬¥â ¨¤¥ «  I(P ) ¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨¬¨â¨¢¥. Ǒ®íâ®¬ã¬®�® £®¢®à¨âì ® ¯à¨¬¨â¨¢ëå í«¥¬¥â å  «£¥¡àë A(P ) ¬®£®£à ¨ª  P .�¯à¥¤¥«¥¨¥. �®à¬®© �®¤� {�¨¬     ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥ Ak(P ),k 6 d=2,  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª  P  §ë¢ ¥âáï ª¢ ¤à â¨ç ï ä®à¬ q(�) = (−1)k�2Ld−2kP VP ; � ∈ Ak(P ):� ¯à ¢®© ç áâ¨ áâ®¨â à¥§ã«ìâ â ¯à¨¬¥¥¨ï ®¤®à®¤®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à Äâ®à  áâ¥¯¥¨ d ª ®¤®à®¤®¬ã ¬®£®ç«¥ã áâ¥¯¥¨ d. �â® ç¨á«®.�¥®à¥¬  5.1.1 (á®®â®è¥¨ï�®¤� {�¨¬  ). �®à¬  �®¤� {�¨¬   ¯®«®�¨Äâ¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥    ¯à¨¬¨â¨¢ëå í«¥¬¥â å  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª .�®®â®è¥¨ï �®¤� {�¨¬   ¬®�® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¡¥§ ¯à¨¢«¥ç¥¨ï  «£¥¡àë¬®£®£à ¨ª :



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 151Ǒãáâì � { ®¤®à®¤ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à áâ¥¯¥¨ k á ¯®áâ®ïëÄ¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. �á«¨ ®¯¥à â®à � ¯à¨¬¨â¨¢¥ ®â®á¨â¥«ì® ¬®£®£à Ä¨ª  P , â® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®q(�) = (−1)k�2Ld−2kP VP > 0;¯à¨ç¥¬ à ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ �VP = 0.�¥©ç á ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¥ª®â®àë©   «®£ á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬   ¤«ï ¯¥Äà¥å®¤ëå¬®£®£à ¨ª®¢. �®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  ( «£¥¡à ) ¯¥à¥å®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  {íâ® ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  ( «£¥¡à ) ¥£® à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨. �á«¨ ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª¤®¯ãáª ¥â ¤¢¥ ¥  «®£¨çë¥ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨, â® ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¤¢  ¬®£®Äç«¥  ®¡ê¥¬  ¨ ¤¢¥  «£¥¡àë, á¢ï§ ë¥ á íâ¨¬ ¯¥à¥å®¤ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬.�¯à¥¤¥«¥¨¥. Ǒãáâì T { ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª,   P { ¥£® à¥£ã«ïà¨§ æ¨ï.� áá¬®âà¨¬ ®¤®à®¤ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à � áâ¥¯¥¨ k á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®Äíää¨æ¨¥â ¬¨. �¯¥à â®à�  §ë¢ ¥âáï¯à¨¬¨â¨¢ë¬ (®â®á¨â¥«ì®¬®£®£à ¨ª T ¨ ¥£® à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ P ), ¥á«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®�Ld−2k+1T VP = 0:� ¯®¬¨¬, çâ® ®¯¥à â®à LT ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ á¯®á®¡®¬:LT = n∑i=1Hi(T ) ��xi ;£¤¥Hi(T ) = max(�i; T ) { ®¯®àë¥ ç¨á«  ¬®£®£à ¨ª  T ¢  ¯à ¢«¥¨ïå £¨¯¥à¯«®áÄª¨å £à ¥© ¬®£®£à ¨ª  P (�i {  ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®¢¥ªâ®àë íâ¨å £¨¯¥à¯«®áª¨å £à Ä¥©).�¯à¥¤¥«¥¨¥. �®à¬®© �®¤� {�¨¬     ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥ Ak(T ) =Ak(P )  «£¥¡àë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯¥à¥å®¤®¬ã ¬®£®£à ¨ªã T ,  §ë¢ ¥âáï ª¢ ¤Äà â¨ç ï ä®à¬  q(�) = (−1)k�2Ld−2kT VP ; � ∈ Ak(P ):�¥®à¥¬  5.1.2 (á®®â®è¥¨ï�®¤� {�¨¬  ). �®à¬  �®¤� {�¨¬   ¤«ï ¯à®áÄâ®£® ¨«¨ ¯¥à¥å®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  ¯®«®�¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥    ¯à¨¬¨â¨¢Äëå í«¥¬¥â å  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª .�á«¨ ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª ¨¬¥¥â ¤¢¥ ¥  «®£¨çë¥ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨, â® â¥®à¥Ä¬  ¢¥à  ¤«ï ®¡¥¨å à¥£ã«ïà¨§ æ¨©.5.2. Ǒ«  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . �ë¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì á®®â®è¥¨ï�®¤� {�¨¬  ¨¤ãªæ¨¥© ¯®à §¬¥à®áâ¨¬®£®£à ¨ª . �¤ãªæ¨®ë©¯¥à¥å®¤ ¯à®å®¤¨â ¢ ¤¢  íâ Ä¯ . �  ¯¥à¢®¬ íâ ¯¥ ¨§ á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬   ¢ à §¬¥à®áâ¨ d − 1 ¢ë¢®¤¨âáïà §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ  ¢ à §¬¥à®áâ¨ d. �®ªà¥â®, ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ ¨¤ãªæ¨¨ ¨á¯®«ìÄ§ã¥âáï ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á«¥¤ãîé¥© ª«îç¥¢®© â¥®à¥¬ë (á¬. à §¤¥« 5.5).



152 �.�. ��������¨«ì ï â¥®à¥¬ �¥äè¥æ . Ǒãáâì P { ¯à®áâ®© ¨«¨ ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à Ä¨ª. �®£¤  ®¯¥à â®à ã¬®�¥¨ï   í«¥¬¥â Ld−2kP ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬¬¥�¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ Ak(P ) ¨ Ad−k(P ).�§ á¨«ì®© â¥®à¥¬ë�¥äè¥æ  ¯à¨ ¯®¬®é¨ áâ ¤ àâëå à ááã�¤¥¨© ç¨áâ®  «£¥¡Äà ¨ç¥áª®£® å à ªâ¥à  (ãª § ëå ¥é¥ ¢ à §¤¥«¥ 1.6) ¢ë¢®¤¨âáï à §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ (á¬. à §¤¥« 5.3).� §«®�¥¨¥�¥äè¥æ . �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ à §«®�¥¨¥ ¢ ®àâ®£® «ìÄãî ¯àï¬ãî áã¬¬ã :Ak(P ) = Im(LP )⊕Ker(Ld−2k+1P ) (k > 0):�àâ®£® «ì®áâì ¯®¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  .� §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ  ¯®§¢®«ï¥â, § ï á¨£ âãàã ä®à¬ë �®¤� {�¨¬     ª �Ä¤®© ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª , ¯®áç¨â âì ¥¥ á¨£ âãàã   ¢áïÄª®¬ ¯à¨¬¨â¨¢®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥. Ǒ®íâ®¬ã   ¢â®à®¬ íâ ¯¥ ¤®áâ â®ç® ¯®áç¨â âìá¨£ âãàã ä®à¬ë �®¤� {�¨¬     ª �¤®© ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥.�  «£¥¡à¥ á¨¬¯«¥ªá  ¥â ¥âà¨¢¨ «ìëå ¯à¨¬¨â¨¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢. �á¥ ®¤®Äà®¤ë¥ ª®¬¯®¥âë  «£¥¡àë á¨¬¯«¥ªá  ®¤®¬¥àë. �®à¬  �®¤� {�¨¬     ®¤®Äà®¤®© ª®¬¯®¥â¥ áâ¥¯¥¨ k ¨¬¥¥â § ª (−1)k.�¥¯¥àì ¬ë ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥®à¥¬®© 3.1.1. �®£« á® íâ®© â¥®à¥¬¥ «î¡®© ¯à®áâ®©¬®£®£à ¨ª ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¨§ á¨¬¯«¥ªá  ¥¯à¥àë¢®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥©, ¢ å®¤¥ ª®â®Äà®© ¯à®¨áå®¤¨â «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â àëå ¯¥à¥áâà®¥ª.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ á ç « , çâ® ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª P ª ª¨¬-â® ®¡à §®¬ ¤¥ä®à¬¨Äàã¥âáï, ®áâ ¢ ïáì ¢á¥ ¢à¥¬ï ¢ á¢®¥¬ ª« áá¥   «®£¨çëå¬®£®£à ¨ª®¢. � íâ®¬ á«ãÄç ¥  «£¥¡à  A(P ) ¥ ¬¥ï¥âáï ¢®®¡é¥,   ®¯¥à â®à LP ¬¥ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®. Ǒ®íâ®Ä¬ã ¯à¨¬¨â¨¢ë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  â®�¥ ¬¥ïîâáï ¥¯à¥àë¢® (íâ® á¢ï§ ® á â¥¬, çâ®¯à¨¬¨â¨¢ë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ , ®â¢¥ç îé¨¥ à §«¨çë¬ ®¯¥à â®à ¬LP , ¨¬¥îâ ®¤ã¨ âã �¥ à §¬¥à®áâì { íâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ à §«®�¥¨ï �¥äè¥æ , á¬. à §¤¥« 5.3). �®à¬ �®¤� {�¨¬   â®�¥ ¬¥ï¥âáï ¥¯à¥àë¢® ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¨ª®£¤  ¥ ¢ëà®�¤ ¥âáï (íâ®á«¥¤ã¥â ¨§ á¨«ì®© â¥®à¥¬ë �¥äè¥æ , á¬. à §¤¥« 5.3). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ å®¤¥ ®¯¨á Ä®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ á¨£ âãà  ä®à¬ë �®¤� {�¨¬   ¥ ¬¥ï¥âáï.� «¥¥, á¨£ âãà  ¥ ¬®�¥â ¯®¬¥ïâìáï, ¤ �¥ ¥á«¨ ¬®£®£à ¨ªP ¥ ®áâ ¥âáï   Ä«®£¨çë¬ á ¬®¬ã á¥¡¥,   ¥¯à¥àë¢® ¤¥ä®à¬¨àã¥âáï, ¥ ¬¥ïï «¨èì ª®¬¡¨ â®à®Ä£® â¨¯  (â.¥. ¥ ¯®¤¢¥à£ ïáì ¨ª ª¨¬ ¯¥à¥áâà®©ª ¬). �â®â ¢ à¨ â â®�¥ ¯à¥¤ãá¬®âÄà¥ â¥®à¥¬®© 3.1.1. �  è¥¬ á«ãç ¥  «£¥¡à  Ak(P ) ¬¥ï¥âáï, ® ¢ ¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥¬¥ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¤«ï ª �¤®£® k ª®¬¯®¥â  Ik(P ) ¬¥ï¥âáï ¥Ä¯à¥àë¢® (ª ª ª®¥ç®¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  Di�k).�â¢¥à�¤¥¨î ® â®¬, çâ® ¢áïª ï ¯à¨¬¨â¨¢ ï ª®¬¯®¥â  ¢¬¥áâ¥ á ®¯à¥¤¥«¥®©  ¥© ä®à¬®© �®¤� {�¨¬   â®�¥ ¬¥ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®, «¥£ª® ¯à¨¤ âì á¬ëá«. Ǒ®ªà ©¥© ¬¥à¥, ®âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® á¨£ âãà  ä®à¬ë �®¤� {�¨¬   ¥ ¬¥ï¥âáï¨ ¯à¨ â ª®¬ á¯®á®¡¥ è¥¢¥«¥¨ï ¬®£®£à ¨ª .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® á¨£ âãà  ä®à¬ë �®¤� {�¨¬   ¬®�¥â ¯®¬¥ïâìÄáï â®«ìª® ¢ å®¤¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨. �â ª,  ¬ ®áâ «®áì ¯à®á«¥¤¨âì §  ¨§¬¥¥¨¥¬ á¨£ Äâãàë ¢ â¥ç¥¨¥ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª m. �â® ¯à®¤¥« ® ¢ à §¤¥«¥ 5.6.�«îç¥¢ë¬ á®®â®è¥¨¥¬ §¤¥áì ï¢«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® (4.2.1). � ¥¬ á®¤¥à�¨âáï ¢áï ¨Ää®à¬ æ¨ï ® á¨£ âãà¥ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  .



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 1535.3. � «®£ à §«®�¥¨ï �¥äè¥æ .�¥®à¥¬  5.3.1 (á¨«ì ï â¥®à¥¬ �¥äè¥æ ). Ǒãáâì P { ¯à®áâ®© ¨«¨ ¯¥à¥å®¤ë©¬®£®£à ¨ª. �®£¤  ®¯¥à â®à ã¬®�¥¨ï   í«¥¬¥â Ld−2kP ®áãé¥áâ¢«ï¥â¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥�¤ã Ak(P ) ¨ Ad−k(P ).�âã â¥®à¥¬ã ¬ë ¤®ª �¥¬ ¯®§�¥,   á¥©ç á ¢ë¢¥¤¥¬ ¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ ¥¥. Ǒà¨¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï á¨«ì®© â¥®à¥¬®© �¥äè¥æ  ¢ â®© �¥ à §¬¥àÄ®áâ¨, ¢ ª ª®© áä®à¬ã«¨à®¢ ë á«¥¤áâ¢¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á«¥¤áâ¢¨ï, ¤®ª § ë¥ ¢ áâ®ïé¥¬ à §¤¥«¥, ¬ë á¬®�¥¬ ¯à¨¬¥ïâì ¢ å®¤¥ ¨¤ãªæ¨®ëå à ááã�¤¥¨© (¢ ç áâÄ®áâ¨, ®¨  ¬ ¯à¨£®¤ïâáï ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á ¬®© á¨«ì®© â¥®à¥¬ë �¥äè¥æ ).�«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.2. �®à¬  �®¤� {�¨¬   ¥¢ëà®�¤¥  ¢ ®£à ¨ç¥¨¨  ª �¤ãî ª®¬¯®¥âã Ak(P ).�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬ ¤®áâ â®ç® ¤«ï ª �¤®£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â � ∈ Ak(P )¯à¥¤êï¢¨âì â ª®© í«¥¬¥â � ∈ Ak(P ), çâ®(5.3.1) ��Ld−2kP VP 6= 0:�«¥¬¥â � ∈ Ak(P ) ¬®�® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à, ¥ ®¡à Äé îé¨© ¢ ã«ì ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬ . �®£¤  �VP (x) { íâ® ¥ã«¥¢®© ®¤®à®¤ë© ¬®£®Äç«¥ áâ¥¯¥¨ d− k. � ©¤¥âáï â ª®© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à  áâ¥¯¥¨ d− k, çâ®�VP 6= 0. �®£« á® á¨«ì®© â¥®à¥¬¥ �¥äè¥æ  = Ld−2kP � (mod I(P ));£¤¥ � { ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à áâ¥¯¥¨ k, ®ç¥¢¨¤®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á®®â®Äè¥¨î (5.3.1). �«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.2 ¤®ª § ®.�«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.3 (à §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ ). �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ à §«®�¥Ä¨¥ ¢ ®àâ®£® «ìãî ¯àï¬ãî áã¬¬ã :Ak(P ) = Im(LP )⊕Ker(Ld−2k+1P ) (k > 0):�àâ®£® «ì®áâì ¯®¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª �¥¬ á ç « , çâ® ¨¬¥¥âáï à §«®�¥¨¥ ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã.�«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ®¯¥à â®à Ld−2k+1P ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¢ ®£-à ¨ç¥¨¨   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Im(LP ). �â® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á¨«ì®© â¥®à¥¬ë �¥äè¥æ ,¯à¨¬¥¥®© ª ®¯¥à â®àãLd−2k+2P : Ak−1(P ) → Ad−k+1(P ):�áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢ë¯¨á  ï ¯àï¬ ï áã¬¬  ®àâ®£® «ì . �¥©áâ¢¨â¥«ì®,¯ãáâì LP� ∈ Im(LP ); � ∈ Ker(Ld−2k+1P ):� ç¥¨¥ ä®à¬ë �®¤� {�¨¬     ¢ë¡à ëå í«¥¬¥â å à ¢®(LP�)�Ld−2kP VP = �(Ld−2k+1P �)VP = 0;â ª çâ® ¢ë¡à ë¥ í«¥¬¥âë ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ®àâ®£® «ìë.



154 �.�. ��������«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.4. � §¬¥à®áâì ¯à¨¬¨â¨¢®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâà Äáâ¢  Ak(P ) à ¢  dimKer(Ld−2k+1P ) = hk − hk−1:� ç áâ®áâ¨, íâ  à §¬¥à®áâì ¥ § ¢¨á¨â ®â ª®ªà¥â®£® ¢ë¡®à  ¬®£®£à ¨ª  P¢ á¢®¥¬ ª« áá¥   «®£¨çëå ¬®£®£à ¨ª®¢. �«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.4 ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥Äª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 5.3.3 ¨ á¨«ì®© â¥®à¥¬ë �¥äè¥æ .�«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.5. �®à¬  �®¤� {�¨¬   ¥¢ëà®�¤¥  ¢ ®£à ¨ç¥¨¨  ª �¤®¥ ¯à¨¬¨â¨¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Ker(Ld−2k+1P ).�â® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨© 5.3.2 ¨ 5.3.3.5.4. �¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï. �¥©ç á ¬ë ¢ë¢¥¤¥¬ ¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ á®®â®Äè¥¨© �®¤� {�¨¬  . Ǒà¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï á®®â®è¥¨ï¬¨�®¤� {�¨¬   ¢ â®©�¥ à §¬¥à®áâ¨, ¢ ª ª®© áä®à¬ã«¨à®¢ ë á«¥¤áâ¢¨ï (á¬.   «®Ä£¨ç®¥ § ¬¥ç ¨¥ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥« ).Ǒãáâì P ¨ Q { ¯à®áâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ d-¬¥àë¥ ¬®£®£à ¨ª¨ ¢ Rd. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬,çâ® ¬®£®£à ¨ªQ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨ ¯®¬®é¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥Äáâà®©ª¨ ¯®àï¤ª m. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ T á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª.� áá¬®âà¨¬ ®¤®à®¤ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à � áâ¥¯¥¨ k á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®Äíää¨æ¨¥â ¬¨.�¥¬¬  5.4.1. �á«¨ k 6 d=2, â® �Ld−2k+1T VP = �Ld−2k+1T VQ.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¥¬¬ë 4.2.3 ¨ à ¢¥áâ¢  (4.2.1).�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®�¥¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥ª®â®àë© ¢ à¨ â á®®â®è¥¨©�®¤� {�¨¬   ¤«ï ¯¥à¥å®¤ëå ¬®£®£à ¨ª®¢.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 5.4.2. Ǒãáâì ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª Q ¯®«ãç¥ ¨§ ¯à®áâ®£®¬®£®£à ¨ª  P ¯à¨ ¯®¬®é¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª  m 6
d+12 .�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ T á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª. �®£¤ (−1)k�2Ld−2kT VQ > 0¤«ï ¢áïª®£® ®¤®à®¤®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  � áâ¥¯¥¨ k < d=2 á ¯®Äáâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ â ª®£®, çâ® �Ld−2k+1T VQ = 0.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à � áâ¥¯¥¨ kã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î �Ld−2k+1T VQ = 0:�®£¤  á®£« á® «¥¬¬¥ 5.4.1 ¢ë¯®«ï¥âáï â ª�¥ à ¢¥áâ¢®:�Ld−2k+1T VP = 0(â.¥. ®¯¥à â®à � ï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¨â¨¢ë¬ ®â®á¨â¥«ì® ¬®£®£à ¨ª  T ). �¥¯¥àì¬ë ¬®�¥¬ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï áâ ¤ àâë¬¨ á®®â®è¥¨ï¬¨ �®¤� {�¨¬   (â¥®à¥Ä¬  5.1.1): (−1)k�2Ld−2kT VP > 0:



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 155�¤ ª® â®ç® â ª �¥, ª ª ¨ «¥¬¬  5.4.1, ¤®ª §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ à ¢¥áâ¢®:(−1)k�2Ld−2kT VP = (−1)k�2Ld−2kT VQ(§¤¥áì áãé¥áâ¢¥¥ â®â ä ªâ, çâ® k < d=2). � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ áâ Ä¤ àâëå á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬  .�®ª �¥¬ ¥é¥ ®¤¨ ¢ à¨ â á®®â®è¥¨© �®¤� {�¨¬   ¤«ï ¯¥à¥å®¤ëå ¬®£®Ä£à ¨ª®¢.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 5.4.3. Ǒãáâì ¯à®áâ®© ¬®£®£à ¨ª Q ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯à®áâ®Ä£® ¬®£®£à ¨ª  P í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª®© ¯®àï¤ª  m. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§T á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯¥à¥å®¤ë© ¬®£®£à ¨ª. �®£¤ (−1)k�2Ld−2kT VQ > 0¤«ï ¢áïª®£® ®¤®à®¤®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  � áâ¥¯¥¨ k = m â ª®£®,çâ® �Ld−2k+1T = 0.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ¬®£®£à ¨ª®¢Q� = (1− �)Q+ �T:�á«¨ � < 1, â® ¬®£®£à ¨ª Q�   «®£¨ç¥ ¬®£®£à ¨ªã Q. �®«ìª® ¢ á ¬ë©¯®á«¥¤¨© ¬®¬¥â � = 1 ¬®£®£à ¨ª Q� ¢ëà®�¤ ¥âáï ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ¯¥à¥å®¤ë¬¬®£®£à ¨ª®¬ T . � áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ã á¥¬¥©áâ¢ã ¬®£®£à ¨ª®¢ ®â¢¥ç ¥â á¥¬¥©áâÄ¢® ä®à¬ �®¤� {�¨¬   q�(�) = (−1)k�2Ld−2kQ� VQ� :�¯«®âì ¤® á ¬®£® ¯®á«¥¤¥£® ¬®¬¥â  � = 1 ¢á¥ íâ¨ ä®à¬ë ¥¢ëà®�¤¥ë ¨ ¯®«®�¨Äâ¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ë. �¤ ª® ª �¤ ï ä®à¬  q� ®¯à¥¤¥«¥    á¢®¥¬ á®¡áâ¢¥®¬ ¯à¨Ä¬¨â¨¢®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥. �á«¨ ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ® ¢á¥ ¯à¨¬¨â¨¢ë¥ ¯®¤¯à®áâà áâÄ¢  (¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨ á ¬®¥ ¯®á«¥¤¥¥) ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî à §¬¥à®áâì, â® ¬ë á¬®�¥¬ãâ¢¥à�¤ âì (¯®«ì§ãïáì á®®¡à �¥¨ï¬¨ ¥¯à¥àë¢®áâ¨), çâ®   ¯®á«¥¤¥¬ ¯à¨¬¨â¨¢Ä®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ �Qk = {� ∈ Ak(Q) | �Ld−2k+1T VQ = 0}¯à¥¤¥«ì ï ä®à¬  q1(�) = (−1)k�2Ld−2kT VQ ¥®âà¨æ â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ . � §¬¥àÄ®áâì ¯à¨¬¨â¨¢®£® ¯à®áâà áâ¢ �Pk = {� ∈ Ak(P ) | �Ld−2k+1T VP = 0}¬®�® ¢ëç¨á«¨âì, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì á«¥¤áâ¢¨¥¬ 5.3.4:dim(�Pk ) = hk(P )− hk−1(P ):� áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà áâ¢®�k = {� ∈ Di�k | �Ld−2k+1T VQ = �Ld−2k+1T VP = 0}:� ¬¥â¨¬, çâ® ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë:�Pk = �kIk(P ) ; �Qk = �kIk(Q) :�«¥¤®¢ â¥«ì®,dim(�Qk ) = dim(�Pk ) + dim(Ik(P ))− dim(Ik(Q))= hk(P )− hk−1(P ) + hk(Q)− hk(P ) = hk(Q)− hk−1(P ):�¥¯¥àì ¬ë ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ãá«®¢¨¥¬ k = m. �â® ãá«®¢¨¥ £®¢®à¨â  ¬ ® â®¬, çâ®hk−1(P ) = hk−1(Q). �«¥¤®¢ â¥«ì®, dim(�Qk ) = hk(Q)− hk−1(Q).



156 �.�. ��������«¥¤áâ¢¨¥ 5.4.4. Ǒãáâì ¬®£®£à ¨ª Q ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬®£®£à ¨ª  P¯à¨ ¯®¬®é¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®àï¤ª  m = d=2. �®£¤ (−1)k�2Ld−2kT VQ > 0¤«ï ¢áïª®£® ®¤®à®¤®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  � áâ¥¯¥¨ k á ¯®áâ®ïÄë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ â ª®£®, çâ® �Ld−2k+1T VQ = 0.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒà¨ k < d=2 íâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®�¥¨ï 5.4.2,   ¯à¨ k = d=2{ ¨§ ¯à¥¤«®�¥¨ï 5.4.3.5.5. �¨«ì ï â¥®à¥¬  �¥äè¥æ . � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯à¨¢¥¤¥® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®á¨«ì®© â¥®à¥¬ë �¥äè¥æ  5.3.1.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¤«ï ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª . �¥©ç á ¬ë ¤ ¤¨¬ ¤®ª § Äâ¥«ìáâ¢® á¨«ì®© â¥®à¥¬ë �¥äè¥æ  ¤«ï á«ãç ï ¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª . � á«ãç ¥¯¥à¥å®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  ¯®âà¥¡ãîâáï ¥ª®â®àë¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ á®®¡à �¥¨ï.Ǒà®áâà áâ¢ Ak(P ) ¨ Ad−k(P ) ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî à §¬¥à®áâì. �«¥¤®¢ â¥«ì®,¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì ¨ê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à �¥¨ïLd−2kP : Ak(P ) → Ad−k(P ):Ǒãáâì � { ®¤®à®¤ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à áâ¥¯¥¨ k á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íäÄä¨æ¨¥â ¬¨ â ª®©, çâ®(5.5.1) �Ld−2kP VP = 0:� ¬ ã�® ¤®ª § âì, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ �VP = 0. Ǒà¨¬¥¨¬ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ à ¢¥áâÄ¢  (5.5.1) ®¯¥à â®à �i:(5.5.2) �Ld−2kP ṼPi = 0:Ǒãáâì VPi { ¬®£®ç«¥ ®¡ê¥¬  £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨ Pi, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¢ãâà¨á¢®¥© ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨. �®£« á® ¯à¥¤«®�¥¨î 2.5.3 ¬ë ¬®�¥¬ ®â®�¤¥áâ¢¨âì  «Ä£¥¡àë A(ṼPi ) ¨ A(VPi). � ª ¬ë ¨ á¤¥« ¥¬. Ǒà¨ íâ®¬ á®¯®áâ ¢«¥¨¨ ®¯¥à â®àã LPá®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®¯¥à â®à LPi .�®£®£à ¨ª Pi ¨¬¥¥â   ¥¤¨¨æã ¬¥ìèãî à §¬¥à®áâì, ç¥¬ ¬®£®£à ¨ª P .�«¥¤®¢ â¥«ì®, à ¢¥áâ¢® (5.5.2) £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ®¯¥à â®à � ï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¨â¨¢Äë¬ ®â®á¨â¥«ì® ¬®£®£à ¨ª  Pi. �® â®£¤  ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ ¨¬¥¥â¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ �®¤� {�¨¬  :(5.5.3) (−1)k�2Ld−1−2kPi ṼPi > 0:�¥¯¥àì § ¬¥â¨¬, çâ®Ld−2kP VP = n∑i=1Hi(P )Ld−1−2kP ��xiVP = n∑i=1Hi(P )Ld−1−2kP ṼPi :�âáî¤  ¯®ïâ®, çâ® ä®à¬ã �®¤� {�¨¬   ¤«ï ¬®£®£à ¨ª  P ¬®�® ¯®«ãç¨âì,áã¬¬¨àãï «¥¢ë¥ ç áâ¨ ä®à¬ã«ë (5.5.3) á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨Hi(P ). �¤ ª® ¢á¥£¤  ¬®�Ä® ¢ë¡à âì  ç «® ª®®à¤¨ â ¢ãâà¨ ¬®£®£à ¨ª  P , â ª çâ® ¢á¥ ®¯®àë¥ ç¨á« 



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 157Hi(P ) ®ª �ãâáï ¯®«®�¨â¥«ìë¬¨. �â ª, áã¬¬¨àãï ¥à ¢¥áâ¢  (5.5.3) á ¯®«®�¨Äâ¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢®:(−1)k�2Ld−2kP VP > 0:�® ¢ íâ®¬ ¥à ¢¥áâ¢¥   á ¬®¬ ¤¥«¥ à¥ «¨§ã¥âáï à ¢¥áâ¢® (á®£« á® á®®â®è¥¨î(5.5.1)). �«¥¤®¢ â¥«ì®, à ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¨ ¢® ¢á¥å ¥à ¢¥áâ¢ å (5.5.3). �®â®£¤  á®£« á® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¤ãªæ¨¨�ṼPi = � ��xiVP = 0 (1 6 i 6 n):�®£®ç«¥ �VP (x) ï¢«ï¥âáï ®¤®à®¤ë¬ áâ¥¯¥¨ d − k. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® â¥®à¥¬¥�©«¥à  ®¡ ®¤®à®¤ëå äãªæ¨ïå�VP = 1d− k n∑i=1 ��xi�VP = 1d− k n∑i=1� ��xi VP = 0;çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�®ª § â¥«ìáâ¢® ¤«ï ¯¥à¥å®¤®£® ¬®£®£à ¨ª . �®ª �¥¬ á¨«ìãî â¥Ä®à¥¬ã �¥äè¥æ  ¤«ï ¯¥à¥å®¤®£® ¬®£®£à ¨ª  T . Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ á ç « , çâ® ¨Ä¤¥ªá ¬®£®£à ¨ª  T ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã m < d+12 . �®£¤  ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢ëÄè¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®å®¤¨â ¤®á«®¢®. �«¥¤ã¥â ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã â®«ìª® â®â ä ªâ, çâ®£¨¯¥à¯«®áª ï £à ì à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ regT á«ã�¨â à¥£ã«ïà¨§ æ¨¥© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©£¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  T .� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¨áª«îç¨â¥«ìë© á«ãç © m = d+12 . � íâ®¬ á«ãç ¥ ã ¬®£®Ä£à ¨ª  T ¨¬¥¥âáï æ¥«ëå ¤¢  ¬®£®ç«¥  ®¡ê¥¬  VP ¨ VQ, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤¢ã¬à §«¨çë¬à¥£ã«ïà¨§ æ¨ï¬ P ¨Q. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ã ¬®£®£à ¨ª T ¨¬¥¥âáïáà §ã ¤¢¥ à §«¨çë¥  «£¥¡àëA(P ) ¨A(Q). �®ª �¥¬ á¨«ìãî â¥®à¥¬ã �¥äè¥æ  ¤«ï «£¥¡àë A(P ). Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® �Ld−2kP VP = 0:�«ãç © k = d=2 ®ç¥¢¨¤¥ (¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¥«® á â®�¤¥áâ¢¥ë¬ ®â®¡à �¥Ä¨¥¬). Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ®£à ¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥¨¥¬ á«ãç ï k < d=2. Ǒà¨¬¥¨¬ ª ®¡¥¨¬ç áâï¬ à ¢¥áâ¢  (4.2.1) ®¯¥à â®à �Ld−2kT ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï «¥¬¬®© 4.2.3. Ǒ®«ãç¨¬:�Ld−2kT (VQ) = �Ld−2kT (VP ) = 0:�®£« á® â¥®à¥¬¥ 5.1.1 ¨ á«¥¤áâ¢¨î 5.4.4 ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ¥áâà®£¨¥ ¥à ¢¥Äáâ¢ : (−1)k�2Ld−1−2kT ṼPi > 0;(5.5.4) (−1)k�2Ld−1−2kT ṼQi > 0:(5.5.5)�â¨ ¥à ¢¥áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¥à ¢¥áâ¢ ¬ (5.5.3) ¤«ï á«ãç ï ¯à®áâ®£® ¬®£®£à Ä¨ª . �®¥ç®, ¬ë ã�¥ ¥ ¬®�¥¬ £®¢®à¨âì ® ¥¢ëà®�¤¥®áâ¨ ª¢ ¤à â¨çëå ä®à¬ ¢«¥¢ëå ç áâïå ¥à ¢¥áâ¢ (5.5.4) ¨ (5.5.5). � ¯®«®©   «®£¨¨ á ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ ¤«ï



158 �.�. �������¯à®áâ®£® ¬®£®£à ¨ª  ¬ë ¬®�¥¬ § ª«îç¨âì, çâ® ®¡  ¢ë¯¨á ëå â®«ìª® çâ® ¥à Ä¢¥áâ¢  (5.5.4) ¨ (5.5.5) ®¡à é îâáï ¢ à ¢¥áâ¢®:(−1)k�2Ld−1−2kT ṼPi =0;(5.5.6) (−1)k�2Ld−1−2kT ṼQi =0:(5.5.7)� ¢¥áâ¢  (5.5.6) ¨ (5.5.7) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¡à é¥¨î ¥à ¢¥áâ¢  (5.5.3) ¢ à ¢¥áâ¢®.� ¬¥â¨¬, çâ® à¥£ã«ïà¨§ æ¨¥© £¨¯¥à¯«®áª®© £à ¨ Ti ¬®£®£à ¨ª  T ï¢«ï¥âáï «¨¡®£à ì Pi, «¨¡® £à ìQi. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï ª �¤®£® i«¨¡® �ṼPi = 0;(5.5.8) «¨¡® �ṼQi = 0:(5.5.9)Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® k < d−12 . � íâ®¬ á«ãç ¥Ak(Pi) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, à ¢¥áâ¢  (5.5.8)¨ (5.5.9) íª¢¨¢ «¥âë. �® â®£¤  ®¨ ®¡  á¯à ¢¥¤«¨¢ë (¯®áª®«ìªã ¨§¢¥áâ®, çâ® ¢ëÄ¯®«¥® å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ¨å). � «¥¥,   «®£¨ç® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¤«ï ¯à®áâ®£® ¬®£®Ä£à ¨ª  § ª«îç ¥¬, çâ® �VP = 0 ¨ �VQ = 0, â.¥. á¨«ì ï â¥®à¥¬  �¥äè¥æ  ¤®ª § Ä . �áâ «®áì à áá¬®âà¥âì á«ãç © k = d−12 . � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¡¥ ª¢ ¤à â¨çë¥ ä®à¬ë,áâ®ïé¨¥ ¢ «¥¢ëå ç áâïå à ¢¥áâ¢ (5.5.6) ¨ (5.5.7), ¥¢ëà®�¤¥ë. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ¨Äª ª®© ®¯¥à â®à L ¢ íâ¨å ä®à¬ å ¥ ä¨£ãà¨àã¥â. �® â®£¤  à ¢¥áâ¢® (5.5.6) ¢«¥ç¥âà ¢¥áâ¢® (5.5.8),   à ¢¥áâ¢® (5.5.7) ¢«¥ç¥â à ¢¥áâ¢® (5.5.9), â ª çâ® ®¯ïâì à ¢¥Äáâ¢  (5.5.8) ¨ (5.5.9) ¢ë¯®«¥ë ®¤®¢à¥¬¥®. �¨«ì ï â¥®à¥¬  �¥äè¥æ  â¥¬ á ¬ë¬¯®«®áâìî ¤®ª §  .5.6. �¨£ âãà  ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  .�¯à¥¤¥«¥¨¥. Ǒãáâì q { ª¢ ¤à â¨ç ï ä®à¬    ª®¥ç®¬¥à®¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®Äáâà áâ¢¥, ª®â®à ï ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥q(�) = �21 + · · ·+ �2a − �2a+1 − · · · − �2a+b;£¤¥ �1; : : : ; �a+b; : : : ; �N { ª®®à¤¨ âë ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¡ §¨á¥. �®£¤  à §®áâìa− b  §ë¢ ¥âáï á¨£ âãà®© ª¢ ¤à â¨ç®© ä®à¬ë q.Ǒà®á«¥¤¨¬ §  ¨§¬¥¥¨¥¬ á¨£ âãàë ä®à¬ë�®¤� {�¨¬   ¯à¨ í«¥¬¥â à®© ¯¥Äà¥áâà®©ª¥.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 5.6.1. Ǒ¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  m ¥ ¬¥ï¥â á¨£ âãàë ä®à¬ë�®¤� {�¨¬     ®¤®à®¤ëå ª®¬¯®¥â å Ak(P ), k < m,  «£¥¡àë ¯à®áâ®£®¢ë¯ãª«®£® ¬®£®£à ¨ª .�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒà¨¬¥¨¬ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ à ¢¥áâ¢  (4.2.1) ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìÄë© ®¯¥à â®à (−1)k�2Ld−2kT , � ∈ Ak(P ):(5.6.1) (−1)k�2Ld−2kT VQ = (−1)k�2Ld−2kT VP :(Ǒ®áª®«ìªã k < m 6 (d + 1)=2, â® k 6 m − 1 6 (d − 1)=2 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, 2k < d.�âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 4.2.4, çâ® Ld−2kT 'd = 0.)



������ ����������� �����{������ ��� �������������� 159� ¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬  ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ¨¬¥¥â âã �¥ á¨£ âãàã, çâ® ¨ ä®à¬ �®¤� {�¨-¬  ¤«ï ¬®£®£à ¨ª P . �«ï â®£® çâ®¡ë ¢ íâ®¬ ã¡¥¤¨âìáï, à áá¬®âà¨¬¯à®æ¥áá ¤¥Ää®à¬ æ¨¨ ¬®£®£à ¨ª  P ¢ ¬®£®£à ¨ª T . Ǒà¨ íâ®¬ ä®à¬  �®¤� {�¨¬   ¤«ï¬®£®£à ¨ª  P ¯à®¤¥ä®à¬¨àã¥âáï ¢ ä®à¬ã �®¤� {�¨¬   ¤«ï ¬®£®£à ¨ª  T ,â.¥. ¢ ä®à¬ã, áâ®ïéãî ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  (5.6.1). � â¥ç¥¨¥ íâ®£® ¯à®æ¥áá ª®¬¯®¥â  Ak ¢®®¡é¥ ¥ ¡ã¤¥â ¬¥ïâìáï,   ®¯¥à â®à L ¡ã¤¥â ¬¥ïâìáï ¥¯à¥àë¢®.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ä®à¬ �®¤� {�¨¬  ,¥¯à¥àë¢® § ¢¨áïé¨å ®â ¯ à ¬¥âà . � á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 5.3.2 ¢á¥ íâ¨ ä®à¬ë ¥¢ëÄà®�¤¥ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á¨£ âãàë ¢á¥å íâ¨å ä®à¬ á®¢¯ ¤ îâ. Ǒ®áª®«ìªã ä®à¬  ¢¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  (5.6.1) ¥¢ëà®�¤¥ , â® �¥ á ¬®¥ ¬®�® áª § âì ¨ ¯à® ä®à¬ã¢ «¥¢®© ç áâ¨. �® â®£¤  ¥¥ á¨£ âãà  (¯® ¨§«®�¥ë¬ ¢ëè¥ á®®¡à �¥¨ï¬) á®¢¯ ¤ Ä¥â á á¨£ âãà®© ä®à¬ë�®¤� {�¨¬   ¤«ï ¬®£®£à ¨ª Q. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ä®à¬ë�®¤� {�¨¬   ¤«ï ¬®£®£à ¨ª®¢ P ¨ Q ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ á¨£ âãàë, çâ® ¨ âà¥Ä¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�«¥¤áâ¢¨¥ 5.6.2. �«¥¬¥â à ï ¯¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  m > d=2 ¥ ¬¥ï¥âá¨£ âãàë ä®à¬ë �®¤� {�¨¬     ª®¬¯®¥â¥ Ak(P ), k > d−m.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 5.6.3. Ǒ¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  m ¤®¡ ¢«ï¥â ª á¨£ âãà¥ ä®à¬ë�®¤� {�¨¬     ª®¬¯®¥â¥ Ak(P ), m 6 k 6 d=2, ç¨á«® (−1)k−m.Ǒà¨¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ íâ®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï¬ë¢®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãîé¨¬¯à®áâë¬®¡Äé¨¬ ä ªâ®¬ ¨§ «¨¥©®©  «£¥¡àë.�¥¬¬  5.6.4. Ǒãáâì   ª®¥ç®¬¥à®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ § ¤ ë âà¨ª¢ ¤à â¨çë¥ ä®à¬ë q, q1, q2, ¯à¨ç¥¬q = q1 + q2:Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® à £ ä®à¬ë q2 á®¢¯ ¤ ¥â á à §¬¥à®áâìî ï¤à  ä®à¬ë q1,  á ¬  ä®à¬  q2 ¥¢ëà®�¤¥  ¢ ®£à ¨ç¥¨¨   íâ® ï¤à®. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ a, a1¨ a2 á¨£ âãàë ä®à¬ q, q1, q2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤ a = a1 + a2:�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®�¥¨ï 5.6.3. Ǒà¨¬¥¨¬ â¥¯¥àì ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ à Ä¢¥áâ¢  (4.2.1) ®¯¥à â®à (−1)k�2Ld−2kP . Ǒ®«ãç¨¬:(5.6.2) qP (�) = qP1 (�) + qP2 (�);£¤¥ ®¡®§ ç¥® qP (�) = (−1)k�2Ld−2kP VQ;qP1 (�) = (−1)k�2Ld−2kP VP ;qP2 (�) = (−1)k�2Ld−2kP ((−1)d−m'd):�®�® áç¨â âì, çâ® � ∈ Ak(Q). � á ¬®¬ ¤¥«¥, á®£« á® ¯à¥¤«®�¥¨î 4.3.2 ¯à®Äáâà áâ¢® Ak(P ) ï¢«ï¥âáï ä ªâ®à¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  Ak(Q).� ¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬  qP1 ¨¬¥¥â   ¯à®áâà áâ¢¥Ak(Q) ®¤®¬¥à®¥ ï¤à®, ¯®à®�¤¥Ä®¥ í«¥¬¥â®¬ �k. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à®ä ªâ®à¨§ã¥¬ ¯à®áâà áâ¢® Ak(Q) ¯® íâ®¬ã



160 �.�. �������í«¥¬¥âã. Ǒ®«ãç¨¬ ¯à®áâà áâ¢® Ak(P ),   ª®â®à®¬ ä®à¬  qP1 ¥¢ëà®�¤¥  (¢ á¨«ãá«¥¤áâ¢¨ï 5.3.2).�®à¬  qP2 ¨¬¥¥â ¥¤¨¨çë© à £ ¨ ¥¢ëà®�¤¥  ¢ ®£à ¨ç¥¨¨   ¯àï¬ãî, ¯®à®�Ä¤¥ãî í«¥¬¥â®¬ �k. �®£« á® «¥¬¬¥ 5.6.4 á¨£ âãà  ä®à¬ë qP à ¢  áã¬¬¥ á¨£ Äâãà ä®à¬ qP1 ¨ qP2 .� ç¥¬ ¤¥ä®à¬¨à®¢ âì ¬®£®£à ¨ª P ª ¬®£®£à ¨ªã Q. Ǒ®á«¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨à ¢¥áâ¢® (5.6.2) § ¯¨è¥âáï ¢ ¢¨¤¥(5.6.3) qQ(�) = qQ1 (�) + qQ2 (�);£¤¥ qQ(�) = (−1)k�2Ld−2kQ VQ;qQ1 (�) = (−1)k�2Ld−2kQ VP ;qQ2 (�) = (−1)k�2Ld−2kQ ((−1)d−m'd):� ¯à®æ¥áá¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ï¤à® ä®à¬ë q1 ®áâ ¥âáï ¥¨§¬¥ë¬. �®à¬  q2 ¢ ¯¥à¥å®¤Äë© ¬®¬¥â ¢ëà®�¤ ¥âáï ¨, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬¥ï¥â § ª. �¤ ª® ¯®á«¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨®  á®¢  ¥¢ëà®�¤¥ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¨£ âãà  ä®à¬ë qQ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ á¨£ âãÄàë ä®à¬ë qQ1 ¤®¡ ¢«¥¨¥¬ § ª  ç¨á«  qQ2 (�k).� ¬ ®áâ «®áì â®«ìª® ¯®áç¨â âì íâ®â § ª. �¬¥¥¬:qQ2 (�k) = (−1)k�2kLd−2kQ ((−1)d−m'd) = (−1)k−m d!(d− 2k)! (−LQ')d−2k�2k('2k):� ª ¯®á«¥¤¥£® ¢ëà �¥¨ï à ¢¥ (−1)k−m. �¥«® ¢ â®¬, çâ® −LQ' > 0 á®£« á®¯à¥¤«®�¥¨î 4.2.2,   �2k('2k) = (2kk )(�k'k)2.�«¥¤áâ¢¨¥ 5.6.5. �«¥¬¥â à ï ¯¥à¥áâà®©ª  ¯®àï¤ª  d+1−m, m 6 k 6 d=2,ã¬¥ìè ¥â á¨£ âãàã ä®à¬ë �®¤� {�¨¬     ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥ Ak «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª    ¢¥«¨ç¨ã (−1)k−m.�¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¥ª®â®àë¥ ®¡®§ ç¥¨ï:gk = hk − hk−1:�â® ¯à®áâ® à §¬¥à®áâ¨ ¯à¨¬¨â¨¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢. Ǒ®«ì§ãïáì ¤®ª § ë¬¨ ¢ëÄè¥ ¯à¥¤«®�¥¨ï¬¨, ¥âàã¤® ¢ëç¨á«¨âì á¨£ âãàã ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  :�¥®à¥¬  5.6.6. �¨£ âãà  ä®à¬ë �®¤� {�¨¬     ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥Äâ¥ Ak(P )  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª  P (¯à®áâ®£® ¨«¨ ¯¥à¥å®¤®£®) à ¢ sk = gk − gk−1 + gk−2 − gk−3 + · · · :�¥¯¥àì ¬ë ¬®�¥¬ ¯®áç¨â âì á¨£ âãàã ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  , ®£à ¨ç¥®©  ¯à¨¬¨â¨¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Ker(Ld−2k+1P ) ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥âë Ak(P )  «£¥¡Äàë ¬®£®£à ¨ª  P . Ǒãáâì qk { ä®à¬  �®¤� {�¨¬     ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥Ak(P ),   � { ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â Ak(P ). �®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 5.3.3 ¨¬¥¥â ¬¥áÄâ® ®àâ®£® «ì®¥ à §«®�¥¨¥ �¥äè¥æ  � = � + LP , ¢ ª®â®à®¬ í«¥¬¥â � ¯à¨Ä ¤«¥�¨â ¯à¨¬¨â¨¢®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã. �¬®�¨¬ ®¡¥ ç áâ¨ ¯®á«¥¤¥£® à ¢¥áâÄ¢    (−1)kLd−2kP ¨ ¯à¨¬¥¨¬ ¨å ª ¬®£®ç«¥ã ®¡ê¥¬ . � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬, çâ®qk(�) = qk(�)− qk−1().
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�«¥¤®¢ â¥«ì®, ä®à¬  � 7→ qk(�) (íâ® ¯à®áâ® ®£à ¨ç¥¨¥ ä®à¬ë qk   ¯à¨¬¨â¨¢Ä®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥âë Ak(P )  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª ) ¨¬¥¥âá¨£ âãàã sk + sk−1 = gk:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬  �®¤� {�¨¬   ¯®«®�¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥    ¯à¨¬¨â¨¢®¬¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ ¢ ª �¤®© ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.5.7. �¬¥è ë¥ á®®â®è¥¨ï �®¤� {�¨¬  .�¯à¥¤¥«¥¨¥. Ǒãáâì P { ¯à®áâ®© ¢ë¯ãª«ë© ¬®£®£à ¨ª,   P1; : : : ; Pd−2k {¯à®áâë¥ ¬®£®£à ¨ª¨,   «®£¨çë¥ P . � áá¬®âà¨¬ ®¤®à®¤ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìÄë© ®¯¥à â®à � áâ¥¯¥¨ k á ¯®áâ®ïë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. �¯¥à â®à �  §ë¢ ¥âáï¯à¨¬¨â¨¢ë¬ (®â®á¨â¥«ì® á¨áâ¥¬ë ¬®£®£à ¨ª®¢ P; P1; : : : ; Pd−2k), ¥á«¨�LP
(VP ) = 0; £¤¥ 
 = LP1 · · ·LPd−2k :�áïª¨© í«¥¬¥â ¨¤¥ «  I(P ) ¯à¨¬¨â¨¢¥. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�® £®¢®à¨âì ® ¯à¨¬¨â¨¢ëåí«¥¬¥â å  «£¥¡àë A(P ).�¯à¥¤¥«¥¨¥. �¬¥è ®© ä®à¬®© �®¤� {�¨¬     ®¤®à®¤®© ª®¬¯®¥â¥Ak(P ), k 6 d=2,  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª   §ë¢ ¥âáï ª¢ ¤à â¨ç ï ä®à¬ q(�) = (−1)k�2
(VP ); � ∈ Ak(P ):�¥¯¥àì ¬ë ¬®�¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ âì á¬¥è ë©   «®£ ¡¨«¨¥©ëå á®®â®è¥¨©�®¤� {�¨¬   ¤«ï ¯à®áâëå ¬®£®£à ¨ª®¢.�¥®à¥¬  5.7.1. �¬¥è  ï ä®à¬  �®¤� {�¨¬   ¯®«®�¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥Ä    ¯à¨¬¨â¨¢ëå í«¥¬¥â å  «£¥¡àë ¬®£®£à ¨ª .�¬¥è ë¥ á®®â®è¥¨ï ¤®ª §ë¢ îâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: á ç «  ãáâ  ¢«¨Ä¢ ¥âáï á¬¥è ë© ¢ à¨ â á¨«ì®© â¥®à¥¬ë �¥äè¥æ  (â®ç® â ª �¥, ª ª ¨ ®¡ëçÄë© ¢ à¨ â), ¯®â®¬ ¤®ª §ë¢ îâáï ä®à¬ «ìë¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ íâ®© â¥®à¥¬ë ( ¡á®Ä«îâ®   «®£¨çë¥ á«¥¤áâ¢¨ï¬ ¨§ à §¤¥«  5.3), ¯®á«¥ ç¥£® á¬¥è ãî ä®à¬ã �®¤Ä� {�¨¬   ¬®�® ¯à®¤¥ä®à¬¨à®¢ âì ª ®¡ëç®© ä®à¬¥ �®¤� {�¨¬  , ¯à¨ç¥¬ á®Ä£« á®   «®£ã á«¥¤áâ¢¨ï 5.3.2 ¢ å®¤¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ä®à¬  ¥ ¢ëà®¤¨âáï. �«¥¤®¢ â¥«ìÄ®, á¬¥è  ï ä®à¬  �®¤� {�¨¬   ¨¬¥¥â âã �¥ á¨£ âãàã, çâ® ¨ ®¡ëç ï. �¥¯¥àì¬®�® ¯®áç¨â âì § ª¨, ¯®«ì§ãïáì á¬¥è ë¬ à §«®�¥¨¥¬ �¥äè¥æ , ¨ ãáâ ®¢¨âìâ¥¬ á ¬ë¬á¬¥è ë¥ á®®â®è¥¨ï�®¤� {�¨¬  . � ¬¥â¨¬, çâ® áä®à¬ã«¨à®¢ ë¥á®®â®è¥¨ï ®¡®¡é îâª« áá¨ç¥áª®¥ ¥à ¢¥áâ¢®�«¥ªá ¤à®¢ {�¥å¥«ï ¤«ï ¬®£®Ä£à ¨ª®¢:�«¥¤áâ¢¨¥ 5.7.2. Ǒãáâì P1; : : : ; Pd { ¯à®áâë¥   «®£¨çë¥ ¬®£®£à ¨ª¨.�®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢®   á¬¥è ë¥ ®¡ê¥¬ë:Vol(P1; P2; : : : ; Pd)2 > Vol(P1; P1; : : : ; Pd) · Vol(P2; P2; : : : ; Pd):�¥à ¢¥áâ¢ �«¥ªá ¤à®¢ {�¥å¥«ï ¢ëâ¥ª îâ¨§ â®£®,çâ® ¯®«®�¨â¥«ìë©¨¤¥ªá¨¥àæ¨¨ á¬¥è ®© ä®à¬ë �®¤� {�¨¬     ª®¬¯®¥â¥ A1 à ¢¥ ¥¤¨¨æ¥. �«ï â Äª¨å ª¢ ¤à â¨çëå ä®à¬ ¢® ¢ãâà¥®áâ¨ ¨§®âà®¯®£® ª®ãá  ¢ë¯®«ï¥âáï ®¡à é¥Ä®¥ ¥à ¢¥áâ¢® �®è¨{�ãïª®¢áª®£®. �¡à é¥®¥ ¥à ¢¥áâ¢® �®è¨{�ãïª®¢áª®£®,§ ¯¨á ®¥ ¤«ï á¬¥è ®© ä®à¬ë �®¤� {�¨¬  , á®¢¯ ¤ ¥â á ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ �«¥ªÄá ¤à®¢ {�¥å¥«ï.
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