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Ej\tèQ��è
õ�ìLèvI>ÿ!ò"ævíoþ"è
çoívævâvïLî@û�è
è�âLè$ê�ÿ�â"ê�õL÷�ëævü
â"äoõLìLóLè
õLì�ï"ë¼ìÏævü
âLäoõLìLóLè
õLì�ï"ë¼ôLâLè�ò���è$ê�çoívæví�äoõLì�ï�I�åvÿ!ò"è$ë¢õ"äoð
÷�í�äoç���ò"ævôLÿ�ê�çoì"ët÷�ë:E
�Õæ��,è$ë ôLâLè�òpê�ç�äoívìLç��×ê�çoâLÿ�ýLçoÿ�âLÿCôLâLævè
ýLç�ä.ý�äoýk;=<L5!l294m�04>#?A@'EUm4EUm�5X<'n�?�>'0�oéævâLìLè
õLçoìLâLæ��í�äoõLõLævü
æéü
â"ä�%�ä

G = (V,A)
IZümò"èÕý�ä��.ò"ævøöívè
â	��ìLõLèÕìLð

V = {1, . . . , n} ê�ævævçoívè
çvê�çoívÿvè
çõLè
ý�ævçoævâLævè�çoâLè
åvæví�äoõLìLè�ëtõLæ@�,è$ê�çoí�ä
N = {1, . . . , n} I"ä�ëtõ�æ��,è$ê�çoívæ.ò"ÿ�ü A = {(i, j) | i, j ∈

∈ V : i→ j} ê�ævævçoívè
çvê�çoívÿoè
ç�ævü
â"äoõLìLó�è
õLì�ï"ëéôLâLè�ò���è$ê�çoívæví�äoõLì�ï�E , óLè
ívì�ò"õLæ"IvóLçoæ�ò"ævôLÿvê�çoì��ëtævè�âLèQ��è
õLìLè�ê�ÿ�û�è$ê�çoívÿvè
ç,çoæoþ��vý�æ.ý�ævümòpä,ü
â"ä�% ôLâLè�ò���è$ê�çvívæví�äoõ�ì�ïÏäoúLìLý�þ"ìLóLè
õ�E
k4p



, åv÷�óLõLæöíöâ"ävê
ê
ëtævçoâLè
õLìLèÍívívæ!òLïLç¼ò"í�ä4%�ìLýLçoìLívõL÷�� çoâLè
åvæví�äoõLì�ï
0
ì
n + 1

�éôLâLæ��ò"æoþ	�dìLçoè�þ��võLæ�ê�ç$ï"ëtì ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ï
p0 = pn+1 = 0

E , çoõLæ���è
õLì�ï5ôLâLè�ò���è$ê�çvívæví�äoõ�ì�ï
0 → j → n+ 1

I
j = 1, . . . , n

I
q0k = qn+1k = 0

I
k = 1, . . . ,K

E
dfÿ!ò"è$ëéævåvævð
õ"ä$ó"äoç���óLè
âLè
ð

UB
ívè
â���õLî@î ü
â"äoõLìLúLÿ�òLþLï�ævôLçoì"ë�ä�þ��võLævü
æ�ð
õ"ä$óLè
õLì�ï

Cmax
E

�*ôLâ�ì"ëtè
âLÿ�I"ëtæ@�,è$ë¼ôLâLìLõ�ïLç��
UB =

n∑
i=1

pi
E


�þLï ý�ä��.ò"ævü
æ¢çoâLè
åvæví�äoõLì�ï
i ∈ N

ævôLâLè�ò"è�þ"ì"ë ívâLè$ëtè
õLõ��ævè�ævýLõLæ
[ri, di]

Ifí¼ý�ævçoævâLæ�ëçoâLè
åvæví�äoõLìLè
i
ò"æoþ	�dõLæ.åv÷�ç��.ævå�ê�þ"ÿ��,è
õLæ,ôLâLìCþ"î@åvæ�ëÍò"ævôLÿ�ê�çoì"ëtæ�ë¼â"ävê�ôLì"ê
äoõLìLì

S
+

r0 = 0; ri = max
j|(j,i)∈A

{rj + pj}, i = 1, . . . , n+ 1;

dn+1 = UB; di = min
j|(i,j)∈A

dj − pj , i = n, n− 1, . . . , 0.
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1 � @K.�0�12043�? �#�! �"	 

�ä�þ"è
è�ôLâLìLívè�ò"è$ë¼ôLævôLÿ!þLïLâLõL÷�øÕä�þ"ü
ævâLì�ç�ë¼ôLæ�ê�çoâLævè
õLì�ïCâ"ävê�ôLì"ê
äoõLì�ïÏív÷�ôLæoþ"õLè�õLì�ïÏôLâLæ��è
ýLç�ä/] e4_ E
����������������� ù $�þ"ü
ævâLìLçvë �	� PUT@A����������� � ��� ù

LS
�F��E

KvE#*�ÿvê�ç��
EL

��ê�ôLì"ê�ævýCí�ê�è��×çoâLè
åvæví�äoõLìLø×åvè
ð�ôLâLè�ò���è$ê�çoívè
õLõLìLý�æví"E
Qk(τ) = Qk ∀τ, k = 1, . . . ,K.

J�E"!Zê�þ"ì
EL = ∅ I�çoædôLè
âLè���æ$ò"ì"ë¼ý �,äoü
ÿÕK$B�-eLE"áf÷�åvè
âLè$ë¢çoâLè
åvæví�äoõLìLè

j ∈ EL
-

("E
t := max

i|(i,j)∈A
{Si + pi}

E"!Zê�þ"ìCòLþLïÏçoâLè
åvæví�äoõLì�ï
j
ôLâLè�ò���è$ê�çoívè
õLõLìLýLìÏõLè�ævôLâLè�ò"è�þ"è
õL÷�I

çoævümòpä
Sj = 0

-
F�E#!Zê�þ"ì×ê�ÿ�û�è$ê�çoívÿvè
ç�ç�äoý�ævødâLè$ê�ÿ�â"ê

k
I�ó�çvæ

qjk > Qk(τ)
òLþLï�õLè
ý�ævçoævâLævü
æ

τ ∈ [t, t+ pj)
Içoævümòpädív÷�óLì"ê�þ"ì"ëÖëtìLõLì"ë�ä�þ��võLævè�ð
õ"ä$óLè
õLìLè

tk > t
Ipç!äoý�ævèvI"óLçoæ×â"äoåvævç�ä

j
ëtæ���è
ç×åv÷�ç���ív÷��ôLæoþ"õLè
õ"ä�õ"ä@ìLõLçoè
âLí�ä�þ"è

[tk, tk+pj)
I!è$ê�þ"ì�âLävê
ê
ë�äoçoâLìLí�äoè
çvê�ï�çoæoþ��vý�æ@âLè$ê�ÿ�â"ê

k
E$!Zê�þ"ì�ç�äoý�ævü
æâLè$ê�ÿ�â"ê
ä

k
õLè
ç!ILçoædôLè
âLè��væ!ò"ì"ë¼ý �,äoü
ÿÏDA-

�LE#*�æoþ"æ@�dì"ë
t := tk

E#*�è
âLè��væ!ò"ì"ë¢ý �,äoü
ÿ×F�-
D�E���äoð
õ"ä$óLì"ë¢ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLìLè�çoâLè
åvæví�äoõLì�ï

j
õ"ä,ìLõLçoè
âLí�ä�þ

[Sj , Cj) = [t, t+ pj)
-

% E \tè
ð
è
âLívìLâLÿoè$ë âLè$ê�ÿ�â"ê�÷ ôLæ$ò�çoâLè
åvæví�äoõLìLè
Qk(τ) = Qk(τ) − qjk

I
k = 1, . . . , r

I
τ ∈

∈ [t, t+ pj)
-

& E
EL = EL \ {j} EO
�ævå�äoíoþLïLè$ëÖí EL ôLæ�ê�þ"è�ò"æví�äoçoè�þ"è
øÐçoâLè
åvæví�äoõLì�ï j I>òLþLïéý�ævçoævâL÷��í�ê�è�ôLâLè�ò���è$ê�çoívè
õLõLìLýLìÏâ"ävê
ê�ç�äoíoþ"è
õL÷�E�*�è
âLè��væ!ò"ì"ë¢ý �,äoü
ÿCJ�-

K$BLE"��ævõLè
úÏä�þ"ü
ævâLìLçvë�äLE
*�æoþ"ÿ�óLè
õLõLævè�âLèQ��è
õLìLè@ð$äoívì"ê�ìLç�ævç�ív÷�åvævâ"ä�çoâLè
åvæví�äoõLì�ï

j
õ"ä �,äoü
è=e�ä�þ"ü�ævâLìLçvë�äLE�'�ò"è�ïòpäoõLõLævü
æÐä�þ"ü
ævâLìLçvë�ä�ð$äoý�þ"î@ó"äoè
çvê�ï¼íËçoæ�ë:ItóLçoæÐçoâLè
åvæví�äoõLìLè
j
ê�ç!äoívìLçvê�ï¼íËâ"ävê�ôLì"ê
äoõLìLèCêõ"äoìLåvæoþ"è
è@â"äoõLõLè
ü
æ,ëtæ�ëtè
õLç!ä�ívâLè$ëtè
õLì�I�ôLâLì×ý�ævçoævâLæ�ëéõLè�õ"äoâLÿ��,äoî@çvê�ï�âLè$ê�ÿ�â"ê�õL÷�è@ævü
â"äoõLì��óLè
õLì�ïdìdævü
â"äoõLìLóLè
õLì�ï.ôLâLè�ò���è$ê�çoívæví�äoõLì�ï�E��fâLÿ$ò"ævè$ëtý�æ�ê�ç���ä�þ"ü
ævâLìLçvë�ä

O(n2K)
ævôLè
â"äoúLìLø�E

	 C�;�?'m4>#M F õ"äoð
ævívè$ëCç�äoý�ævèuò"ævô�ÿ�ê�çoì"ëtævèZâ"ävê�ôLì"ê
äoõLìLè ù âLèQ��è
õLìLè��
S = (S1, . . . , Sn)

I
òLþLïý�ævçoævâLævü
æ×õLèdê�ÿ�û�è$ê�çoívÿoè
ç×òLâLÿ�ü
ævü
æ×ò"ævôLÿ�ê�çoì"ëÂævü
æCâ"ävê�ôLì"ê
äoõLì�ï
S′ = (S′

1, . . . , S
′
n)
I>ç�äoý�ævü
æ"IóLçoæ

S′
j 6 Sj ∀j ∈ N

I	��ævç
ï�åv÷ æ!ò"õLæ�ìLð�õLè
â"äoívè
õ"ê�çoí�ê�çoâLævü
ævèvE�$�þ"ü
ævâLìLçvëtæ�ë
LS

ê�çoâLæ!ïLçvê�ïçoæoþ��vý�æ�äoýLçoìLívõL÷�èuâ"ävê�ôLì"ê
äoõLì�ï�E , óLè
ívì�ò"õLæ"I�óLçoæ�ævôLçoì"ë�ä�þ��võLævè�â"ävê�ôLì"ê
äoõLìLèuê�þ"è�ò"ÿvè
ç�ì"ê�ý�äoç��ê�âLè�ò"ìÕëtõLæ���è$ê�çoí�ädäoýLçoìLívõL÷��>E
áÖê�þ"è�ò"ÿ�î@û�è
ø×çoè
ævâLè$ëtè�òLævý�äoð$äoõLæ"I�óLçoæ.äoýLçoìLívõLæ�ëtÿ.â"ävê�ôLì"ê
äoõLìLî

(S1, . . . , Sn)
ê�ævævçoívè
ç��ê�çoívÿvè
ç.õLè
ý�ævçoævâ"ä�ïCôLè
âLè$ê�ç!äoõLævívý�ä ��þ"è$ëtè
õLçoævídëtõLæ��,è$ê�çoí�ä

N
ILý�ævçoævâLÿ�î5åvÿ!ò"è
ë¼ævåvævð
õ"ä!ó"ä�ç��óLè
âLè
ð

π = (j1, . . . , jn)
E

k@k
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1
2

2
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3
3
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4
2

4

1
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 = 4

 

Q
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q
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ÑÓÔÛÒÚËÏÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ

 

C

 

max

 

 = 4 + 3 + 4 = 11
éÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ

 

C

 

max

 

 = 2 + 3 + 4 = 9
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π = (j1, . . . , jn)

?�.
n
;=<L5!l294m�04>#?#6 �

*�è
âLè$ê�ç�äoõLævívý�ä
π
ð$ä�òpäoè
ç�ôLæ�ê�þ"è�ò"æví�äoçoè�þ��võLæ�ê�ç���ív÷�åvævâ"ä�çoâLè�åvæví�äoõLì�ï

j
õ"ä#�,äoü
è e,ä�þ"ü
æ��âLìLçvë�äLE

*�æ!ò"ævåvõL÷�ø�ä�þ"ü
ævâLìLçvëÍð$ä$ó"ävê�çoÿ�î õ"äoð
÷�í�äoî@ç `Uý�ævõLýLÿ�â"ê�æ�ëcbmIvç�äoý×ý�äoý×çoâLè
åvæví�äoõLìLè�õ"ä��,ä��ü
è e.ëtæ���è
ç.ív÷�åvìLâ"äoç���ê�ïCê�ævümþpävê�õLæ,õLè
ý�ævçoævâLæ�ëtÿ�`UôLâLìLævâLìLçoè
çoÿ�bmE
���Là	�uÝ
� Ú E

\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ë ôLâLì"ëtè
â�I>ôLâLè�òpê�ç�äoíoþ"è
õLõL÷�øÐõ"ä×âLì"êoE�KvE	*�âLævè
ýLçCê�æ�ê�çoævìLçCìLð (�� ��çoâLè
åvæví�ä��õLìLø�E���ädê�è
çoè
ívæ�ë¼ü
â"ä�%�ìLý�è�ê�ívè
â���ÿ�õ"ä�òÕÿ�ð�þpävëtì ù ò�þLï
i
� ü
æ.çoâLè
åvæví�äoõLì�ï��fÿ�ý�äoð$äoõ"ä�ôLâLæ!ò"æoþ	�

�dìLçoè�þ��võLæ�ê�ç���ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ïCçoâLè
åvæví�äoõLìLø
pi
I"ê�õLìLð
ÿ ��õLè
ævå��væ!ò"ì"ëtævè�òLþLïÕævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ïçoâLè
åvæví�äoõLì�ï¼ý�æoþ"ìLóLè$ê�çoívæ

qi1
ívævð
ævåvõLæoíoþLïLè$ëtævü�æËâLè$ê�ÿ�â"ê
ä

1
Euá:ê�è
ü
æ�ò"æ�ê�çoÿ�ôLõLæ*(Ðè�ò"ìLõLìLúL÷âLè$ê�ÿ�â"ê
ä

1
ù ýÏôLâLì"ëtè
âLÿvILò"æ�ê�çoÿ�ôLõLæ (dëtævõLç�ä��dõLìLý�ä���E

��ä�âLìLêoEpK�ôLâLè�òpê�ç�äoíoþ"è
õLæ�J�ò"ævôLÿ�ê�çoì"ët÷��.â"ävê�ôLì"ê
äoõLì�ï�IoôLâLì�ý�ævçoævâL÷��dê�ævåoþ"î:ò"è
õL÷ ævçoõLæ��
��è
õLì�ïÍôLâLè�ò���è$ê�çoívæví�äoõLì�ï�I�ævü
â"äoõLìLóLè
õLì�ïÍõ"äÏâLè$ê�ÿ�â"ê�÷ ìÍôLâLæ!ò"æoþ	�dìLçoè�þ��võLæ�ê�ç���ævå�ê�þ"ÿ��dì��í�äoõLì�ïCçoâLè
åvæví�äoõLìLø�E
*�âLæ!ò"è$ëtævõ"ê�çoâLìLâLÿoè$ë¼â"äoåvævçoÿ×ä�þ"ü
ævâLìLçvë�ä,õ"ä,ôLâLì"ëtè
âLèvE
� ����� � � ������������

EL = {1, 4} -��������������� *�ÿvê�ç��
j = 1

ESffävëtævè�â"äoõLõLè
è×ívâLè$ëÂï¢ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ïÍçoâLè
åvæví�äoõLì�ï
1
+
[0, 2)

E
EL = {4, 2} -��������������� *�ÿvê�ç��

j = 4
ESffävëtævè�â"äoõLõLè
è×ívâLè$ëÂï¢ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ïÍçoâLè
åvæví�äoõLì�ï

4
+
[0, 4)

E
EL = {2} -���������������

j = 2
E ffävëtævè�â"äoõLõLè
è,ívâLè$ëÂï�ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ïÕçoâLè
åvæví�äoõLì�ï

3
+
[4, 7)

IÀç�äoý�ý�äoýõ"ä�ìLõ�çvè�âLí�ä�þ"è
[2, 4)

ò�þLï×çoâLè
åvæví�äoõLì�ïCJ�ÿ���è�õLè ��í�äoç�äoè
ç�âLè$ê�ÿ�â"ê�æví ù ð$äoâLè
ð
è
âLívìLâLæví�äoõL÷öôLæ$òçoâLè
åvæví�äoõLìLè
4
��E
EL = {3};���������������

j = 3
E ffävëtævèdâ"äoõLõLè
è�ívâLè$ëÂïÍív÷�ôLæoþ"õLè�õLì�ïÍçoâLè
åvæví�äoõLì�ï

3
+
[7, 11)

IÂç!äoýÍý�äoýævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLìLè�çoâLè
åvæví�äoõLì�ï
2
ð$äoý�äoõLóLìLí�äoè
çvê�ï×í�ëÂæ�ëtè
õLçdívâLè$ëtè
õLì�D�E

EL = ∅ E
áÐìLçoævü
èuôLæoþ"ÿ�ó"äoè$ëCâ"ävê�ôLì"ê
äoõLì�èvI
ôLâLì�ý�ævçoævâLæ�ëCívâLè$ëÂï�ív÷�ôLæoþ"õLè
õLì�ï�ôLâLævè
ýLç!ä

Cmax = 11
E

�Õæ��dõLæËôLâLè�òpê�ç�äoívìLç��ËôLæ�ê�þ"è�ò"æví�äoçoè�þ��võLæ�ê�ç��ÕôLæ�ê�ç�äoõLævívýLìÍçoâLè
åvæví�äoõLìLø¢íËâ"ävê�ôLì"ê
äoõLìLè×ý�äoýôLè
âLè$ê�ç�äoõLævívýLÿ
π = (1, 4, 2, 3)

E
!Zê�þ"ì,åv÷¢ôLæ�ê�ç�äoívì�þ"ì�çoâLè
åvæví�äoõLì�ï�í�ôLævâ�ï�ò"ý�è

(1, 2, 4, 3)
ì�þ"ì

(1, 2, 3, 4)
I�çoæ�ôLæoþ"ÿ�óLì�þ"ì�åv÷â"ävê�ôLì"ê
äoõLìLèvIpôLâLìËý�ævçoævâLæ�ë

Cmax = 9
IÀç!E èvEÀâ"ävê�ôLì"ê
äoõLìLèvIÀê�ævævçoívè
çvê�çoívÿ�î@û�è
è�ôLè
âLè$ê�ç!äoõLævívý�è

π = (1, 2, 4, 3)
I�þ"ÿ�ó	��è�ê�çoævóLýLìÏð
âLè
õLì�ïÏúLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õ�ýLúLìLì�E

��ä�æ�ê�õLæví�äoõLìLì.òpäoõLõLævü
æ�ä�þ"ü
ævâLìLçvë�ä�ò"ì"ê�ô�è
çoóLè
âLìLð$äoúLìLìÏëtæ@�dõLæ,ôLæ�ê�çoâLævìLç���çoævóLõL÷�øCä�þ	�ü
ævâLìLçvë ívè
çoívè
ø ì ü
â"äoõLìLú�E�áfè
çoíoþ"è
õLìLèÐí¼õLè$ë0ôLâLævì"êB��æ$ò"ìLç¼ôLâLì ív÷�åvævâLèËçoâLè
åvæví�äoõLì�ï
j
E

k��
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1 4 2
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çoâLè
åvæví�äoõLìLèvE�*�âLævívè�ò"è$ëÐê�þ"è�ò"ÿ�î@û�è
è�ô�âLè
ævåvâ"äoð
æví�äoõLìLè:âLèQ��è
õLì�ï�E4`�fuò"ívìLõLè$ëcbg%�â"äoü$ëtè
õLç
l
ýôLæ�ê�þ"è�ò"ÿ�î@û�è$ëtÿ %�â"äoü$ëtè
õLçoÿ

l+ 1
ù ì�þ"ìCý×ôLâLè�ò"÷:ò"ÿ�û�è$ëtÿ %�â"äoü$ëtè
õLçoÿ

l− 1
�ZçoâLè
åvæví�äoõLì�ï

iù ê
ë:E>âLì"êoEj� ù Jdì8e��F��Ej*�âLìX�
çoæ�ëÖçoâLè
åvæví�äoõLì�ï�I"ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoè$ët÷�è `�ëtè��.ò"ÿ�b %�â"äoü$ëtè
õ�ç�ävëtì
lì

l + 1
I\ê
ëtè$ê�çoì"ë `Uíoþ"è
ívæ�b ù ê�ævævçoívè
çvê�çoívè
õLõLæB`UívôLâ"äoívæ�b;�@õ"äÏívè�þ"ìLóLìLõLÿ

cil − sil
Ec*�ævívçoævâ�ï�ïç�äoýLÿ�î�ævôLè
â"äoúLìLî�IÂôLæoþ"ÿ�óLì"ëñâ"ävê�ôLì"ê�äoõLìLèvIÂôLâLì¢ý�ævçoævâLæ�ë çoâLè
åvæví�äoõLìLè

i
õLè×ôLâLè
âL÷�í�äoè
çvê�ï�IôLâLìLóLè$ëéð
õ"ä!óLè
õLìLè�úLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLìLìdõLè@ÿ�ívè�þ"ìLóLì�ç�êwï�E�á¼ôLâLævúLè
ê
ê�è�ív÷�ôLæoþ"õLè
õLì�ïdævôLè
â"äoúLìLìõLè�ôLæ!ïLíoþLïLî@çvêwïCò"âLÿ�ü
ìLè=`UôLâLè
âLí�äoõLõL÷�è!b�çoâLè
åvæví�äoõLì�ï�E

áfævð$ëtæ��dõ"äÍê�ìLçoÿ�äoúLì�ï�IZý�ævü�òpäÍôLè
âLè$ëtè
û,äoè
çvêwïÖõLèËívè$ê���%�â"äoü$ëtè
õLç
l
IfäÍçoæoþ��vý�æÍç�äÍè
ü
æó"ävê�ç��"I�ý�ævçoævâ"ä�ï `UõLè�ôLævýLâL÷�í�äoè
çvêwï�b�ò"âLÿ�ü
ì"ëtìCçoâLè
åvæví�äoõLì�ï"ëtì�E�*�âLì �
çoæ,ôL÷�ç�äoè$ë�ê�ï×ôLè
âLè$ëtè��ê�çoìLç�� �
çoÿ×ó"ävê�ç�� %�â"äoü$ëÂè
õLç�ä,ýÏôLæ�ê�þ"è�ò"õLè$ëtÿ %�â"äoü
ëtè
õLçoÿ

mi

ù ê
ë:ELâLì"êoE#� ù (dìÕF��B��E
��è$ë�ë�ä,õLè�ævå���æ!ò"ìLë�ä�ô�âLìCævåvæ�ê�õLæví�ä�õLìLì×ê�þ"è�ò"ÿ�î@û�è
øCü�ìLôLævçoè
ð
÷�E�
�ä�þ"è
è@åvÿ!ò"è$ëÍâ"ävê
ê
ë�äoç��âLìLí�äoç��.çoæoþ��vý�æ.â"ävê�ôLì"ê
äoõLì�ï�I�ÿ$ò"ævíoþ"è
çoívævâ�ïLî@û�ìLè@þ"è$ë�ëtèdKvE

��ìLôLævçoè
ð$ä�KvE � � @ � ( l294H�9 7�<'?AF 5X<�0 �#�! �"	 ?k:!9292;�m�5!;�:!;�m4D,($)�5�H�9 7�<'?AF 5X<A0
PRCPSPm4M 7#9 � >A@L5!;�:�@�+

Cmax(S
∗) 6 2 · Cmax(S

′)
�

$�ívçoævâL÷ ív÷:ò"ívìLü�äoî@ç�ü
ìLôLævçoè
ð
ÿvI�óLçoæ�ævôLçoì"ë�ä�þ��võLævè:ð
õ"ä$óLè
õLìLè:úLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLìLì ù ævåvû�è
èívâLè$ëÂïÕív÷�ôLæoþ"õLè
õLì�ïÕôLâLævè
ýLç�ä��:í�ð$ä�òpä$óLè�åvè
ð�ôLâLè
âL÷�í�äoõLì�ïÕævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ïCçoâLè
åvæví�äoõLìLøÏõLèåvæoþ"è
è×óLè$ë í�ò"í�äËâ"äoð$ä�ôLâLè
ív÷g�,äoè
ç�ð
õ"ä!óLè
õLìLè
Cmax

íéê�ævævçoívè
çvê�çoívÿ�î@û�è
ø¢ð$ä�òpä!óLèoItý�ævümòpäôLâLè
âL÷�í�äoõLì�ïCâ"äoð
âLèQ��è
õL÷�E
� �Y$Là#%fÞ'��$�"4%�"4 !Ý����A�! $Ü�" Û *�ÿ�ê�ç���ì"ëtè
è$ëËævôLçoì"ë�ä�þ��võLævè:âLèQ��è
õLìLè

S′ ì.ð
õ"ä$óLè
õLìLè Cmax(S
′)òLþLïdôLâLì"ëtè
âLä

PRCPSP
ù ê:ôLâLè
âL÷�í�äoõLì�ï"ëtì���E�*�âLè
ævåvâ"äoð
ÿoè$ë�ôLæoþ"ÿ�óLè
õLõLævè:âLèQ��è
õLìLè

S′ ç�äoý�IóLçoævåv÷*ôLæoþ"ÿ�óLìLç��Cò"ævô�ÿ�ê�çoì"ëtævè.âLèQ��è
õLìLè
S
ìÐð
õ"ä!óLè
õLìLè

Cmax(S)
òLþLïéê�ævævçoívè
çvê�çoívÿ�î@û�è
ü
æôLâLì"ëtè
â"ä �#�! �"	 5ù åvè
ð:ôLâLè
âL÷�í�äoõLìLø���E�)Àõ"ä!óLè
õLìLè

Cmax(S)
ïLíoþLïLè
çvê�ï,ívè
â���õLè
ø,ævúLè
õ�ý�ævø�òLþLïævôLçoì"ë�ä�þ��võLævü
æ.ð
õ"ä$óLè
õLì�ï

Cmax(S
∗)
E

*�ævý�ä��,è$ë:I�óLçoæ
Cmax(S) 6 2 · Cmax(S

′)
E���ævümòpä.ív÷�ôLæoþ"õ�ïLè
çvêwï

Cmax(S
∗) 6 Cmax(S) 6

6 2 · Cmax(S
′)
ìCü
ìLôLævçoè
ð$ä,åvÿ!ò"è
ç�ò"ævý�äoð$äoõ"äLE

*�âLè
ævåvâ"äoð
ævíväoõLìLè�âLèQ��è
õLì�ï
S′ ý ò"ævôLÿ�ê�çoì"ëtæ�ëtÿÖâLèQ��è
õLìLî S

ôLâLævívè�ò"è$ë ê�þ"è�ò"ÿ�î@û�ì"ëævåvâ"äoð
æ�ë:E
�ZÞ"ß#�h� �uÝ��dÝ$ßLà"Ý Û # D�:!;&%h7�<'?K<�0�:!7#?':R04>#?#?

S′ 92l4: � D��J?'m�04>#?'5 ;�9 � %�C�9
941�>#94H�9K;=<L5!l294m�04E
>#?A@

i
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¥>«�§$Å p Å��Z°�´�³�§m¨�mÒ��´�«�$Å
��äoð
õ"ä!óLì"ë�ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLìLèi�
çoævü
æ�çoâLè
åvæví�äoõLì�ï `Uú�è�þ"ìLý�æ�ëcbfí�ìLõLçoè
âLí�ä�þ"è

[simi
, simi

+pi)
E

*�âLì �
çoæ�ë í�ê�èCçoâLè
åvæví�äoõLì�ï
j
ItòLþLï¼ý�ævçoævâL÷��

sj1 6 cimi

Ic`Uæ�ê�ç!äoî@çvê�ï�b×õ"äËê�ívævì��¼ëtè$ê�ç!ä��>E
, ê�ç�ä�þ��võL÷�è.çoâLè
åvæví�äoõLì�ïéê
ëtè
û,äoî@çvê�ïh`UívôLâ"äoívæ�b�õ"äÏívè�þ"ìLóLìLõLÿËâ"äoívõLÿ�î

pi − (cimi
− simi

)ù ê
ë:E"âLì"ê�EÀD���E
á¢âLè
ð
ÿ!þ��!ç�äoçoè�ç!äoý�ævø.ævôLè
â"äoú�ìLì.ð
õ"ä!óLè
õ�ìLè

Cmax
ÿ�ívè�þ"ìLóLì�þ"æ�ê���õ"ä�ívè�þ"ìLóLìLõLÿ

pi−(cimi
−

− simi
)
I�ç�E èvE"ëtè
õLè
è�ó�è$ë¼í×J�â"äoð$äLE

# <'941�9 � �J?#;�5 � %�>#94:!;&%h92l4: � D��J?'m�04>#?�@ � >'5�:UF 5+)�5!>�>#94H�9�� *j<A0�HUF 5!>#;�0/7�<L5�m4M n�0�5!;
pim :!? � D �"Ý
� � 
 Ú E

$�õ"ä�þ"ævü
ìLóLõLæ×ò"ævý�äoð
÷�í�äoè
çvêwïËê�þ"ÿ�ó"äoø�IÀý�ævümòpä×ôLâLìËâ"ävê�ôLì"ê
äoõLìLì
S′ ôLâLè
âL÷�í�äoè
çvê�ïËævå�ê�þ"ÿ��

�dìLí�äoõLìLè�çoæoþ��vý�æ,ò"ívÿ��×çoâLè
åvæví�äoõLìLø ù Þ"Ü�"�� �uÝ��dÝ$ßLà��	��E
� �LàÕà �����"Ý!Ý � �uÝ��dÝ$ßLà��ÕäoívçoævâL÷ ôLævý�ä,õLè�â"ävê
ê
ëtäoçvâ�ìLí�ä�þ"ì�E

�ævý�äoð$äoçoè�þ���ê�çoívæÐì�þ"ì ævôLâLævívè
â��,è
õLìLèÕì"ê
ê�þ"è�ò"ÿoè$ëtævøÖü
ìLôLævçoè
ð
÷ ôLâLìLívè�ò"ÿ�çÍý ê�þ"è�ò"ÿ�î@û�ì"ëâLè
ð
ÿ!þ��!ç�äoç�ävëa+

��è$ê�þ"ì�ü
ìLôLævçoè
ð$ä�ívè
âLõ"äLI!çoæ"I!âLèQ��ìLí@ð$ä�òpä!óLÿ�êZôLâLè
âL÷�í�äoõLì�ï"ëtì�I!ôLæoþ"ÿ�óLì"ëÕõLì��dõLî@îöævúLè
õ��ýLÿ
LB = Cmax(S

′)
ìÕõLè�ò"æ�ê�çoì��dì"ëtÿ�î�ívè
â���õLî@î ævúLè
õLýLÿ

UB = 2 · Cmax(S
′)
òLþLïÕð$ä�òpä!óLì

�#�! �"	 åvè
ð×ôLâLè
âL÷�í�äoõLìLø>Etáfè
â���õLî@î�ævúLè
õ�ýLÿÍëtæ��dõLæËì"ê�ôLæoþ��vð
æví�ä�ç���íËëtè
çoæ!ò"èCívè
çoívè
øÍìü
â"äoõLìLú�I��@% %�è�ýLçoìLívõLæÍævçvê�è
ý�ä�ïg`Uô�þ"æ@��ìLè!bÏâLèQ��è
õLì�ï�E���äoævåvæoâLævç!IuôLæoþ"ÿ�óLìLí
Cmax(S

∗)
òLþLïð$ä�òpä!óLì �#�! �"	 ILõ"äoø�ò"è$ë¢ívè
â���õLî@î5ævúLè
õLýLÿdòLþLïÏð$ä�òpä$óLì

PRCPSP
-

�Õè$ê�þ"ìÐü
ìLôLævçoè
ð$äCævý�ä��,è
çvê�ïËõLè
ívè
âLõ"äCìÐôLæoþ"ÿ�óLìLçvê�ï
Cmax(S

∗) ≈ O(n) · Cmax(S
′)
ù ç�E èvEâ"äoð
õLìLú"ädí×ôLævâvï�ò"ý�ä

n
â"äoð���Ipçoæ�` þ"ÿ�ó	�,ä�ïÕìLð
ívè$ê�çoõ"ä�ï�b�õLì��dõ�ï�ï�ævúLè
õLý�ä

LBM
Ipì"ê�ôLæoþ��vð
ÿvè��ë�ä�ïËíCëtè
çoæ!ò"è,ívè
çoívè
øËìËü
âLäoõLìLú�I>ëtæ��,è
ç×ævçoý�þ"ævõ�ïLç���ê�ï�ævç

Cmax(S
∗)
í
O(n)

â"äoðvEÀáD�
çoæ�ëê�þ"ÿ�ó"äoèZì"ê�ôLæoþ��vð
æví�äoõLìLèZëtè
çoæ!ò"ä@çoìLô"ä@ívè
çoívè
ø�ì�ü
â"äoõLìLú ù Z������#�� � Z'Q����#��P
Iv?SQ��#PUT������ ��TÂ<V��Q��
������[�[�� ����ìdç!E ô�E �V��õLì��dõLè
ø�ævúLè
õLý�ævø

LBM
ævý�ä���è
çvê�ïdõLèQ�@% %�è
ýLçoìLívõL÷�ëËí�ævåvû�è$ëÐê�þ"ÿ�ó"äoèvE

� ����� � 92C�0�.�04;�5 � %�:!;�m49 H�?#7#92;�5�.4M 1 � @8: � D�3�0�@
.�0�12043�? �#�! �"	 :�941�>#?AF <L5�:!D!<L:!9�F
\�ävê
ê
ë�äoçoâLìLí�äoè
çvê�ïÕó"ävê�çoõL÷�øËê�þ"ÿ�ó"äoøÕð$ä�òpä$óLì �#�! �"	 ê�æ!òLõLì"ëöýLÿ�ëtÿ!þLïLçoìLívõL÷�ëöâLè$ê�ÿ�â��ê�æ�ë ëÂævû�õLæ�ê�çoì

Q1
ì ôLÿvê�ço÷�ë0ü
â"ä�%�æ�ë ævçoõLæ���è
õLìLø ôLâLè�ò���è$ê�çoívæví�äoõLì�ï�E ' çoævç¼ó"ävê�çoõL÷�øê�þ"ÿ�ó"äoøÐïLíoþLïLè
çvêwï

NP
� çoâLÿ$ò"õL÷�ë:Ec*�âLì

qj1 = 1
ì
Q1 = m

ôLæoþ"ÿ�ó"äoè$ë ý�þpävê�ê�ìLóLè$ê�ýLÿ�î0ð$ä��òpä!óLÿ��
m
� â"äoð
åvìLè
õ�ìLè�] KQ(�_ E�)>ävëtè
çoõLæ.õLè
ý�ævçoævâLævè�êB��æ$òpê�çoívæ�òpäoõLõLævü
æ�ó"ävê�çoõLævü
æ.ê�þ"ÿ�ó"ä�ïCê�ð$ä��òpä!óLè
ø�ÿ�ô"äoý�ævívýLìÕí×ôLæoþ"æ�ê�ÿ ù A�<u<i��EO��è$ë õLè,ëtè
õLè
è�ì"ëtè
î@çvêwïÐê�ÿ�û�è$ê�çoívè
õLõL÷�è�ævç
þ"ìLóLì�ï ù ê
ë:EôLæ!ò"â"äoð�ò"è�þ eLE ����E �0ôLâLì"ëtè
âLÿvI>ôLâLìËívìLð
ÿ�ä�þ��võLæ�ë ôLâLè�òpê�ç�äoíoþ"è
õLìLìËð$ä�òpä!óLì �#�! �"	 `UôLâ�ï"ëtæ��
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ÿ�ü
æoþ��võLìLýLì�bmIfê�ævævçoívè
çvê�çoívÿ�î@û�ìLèÕçoâLè
åvæví�äoõLì�ï"ë:Ifëtævü
ÿ�çÍåv÷�ç��¢â"äoð
ævâLí�äoõL÷�ôLæ¢ívè
âLçoìLý�ä�þ"ì�IóLçoædõLè�ò"ævôLÿ�ê�çoì"ëtæ.í.ð$ä�òpä!óLè�A�<u<tE

\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ë ä�þ"ü
ævâLìLçvëÖò"ì"ê�ôLè�çvó�è
âLìLð$äoúLìLì
LS

ê�æÏê�þ"è�ò"ÿ�î@û�ì"ë ôLâ"äoívì�þ"æ�ëÖò"æ�ëtìLõLìLâLæ��í�äoõLì�ï	+!ìLð:ëtõ�æ��,è$ê�çoí�ä
EL
I!è
û�èZõLèfôLæ�ê�ç�äoíoþ"è
õLõL÷���í�â"ävê�ô�ì"ê
äoõLìLèfçoâLè
åvæví�äoõLìLø�I$ív÷�åvìLâ"äoè
çvêwïçoæCçoâLè
åvæví�äoõLìLèvI"ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLìLè�ý�ævçoævâLævü
æ×ëtæ��,è
ç×õ"ä!ó"äoç���êwï�â"äoõ	����è�ò"âLÿ�ü
ì��ÕçoâLè
åvæví�äoõLìLøìLð

EL
åvè
ðdõ"äoâLÿ���è
õLì�ïÍâLè$ê�ÿ�â"ê�õL÷��Ðævü
â"äoõLìLóLè
õLìLø�E7
�âLÿ�ü
ì"ëtì¢ê�þ"æví�ävëtì�I�õ"ä �,äoü
è×JÕä�þ"ü
æ��âLìLçvë�ä
LS

ý�ä��.ò"æ�ëtÿÏçoâLè
åvæví�äoõLìLî
j ∈ EL

ê�ç�äoívìLçvê�ï�íCê�ævævçoívè
çvê�çoívìLè�`Uívævð$ëtæ��dõLævè�ívâLè$ëÂïõ"ä!ó"ä�þpä4b
rj
IÀê�ý�ævçoævâLævü
æ�çoâLè
åvæví�äoõLìLè�ëtæ���è
ç�ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoç���ê�ïÏåvè
ð�õ"äoâLÿ���è
õLì�ïÕâLè$ê�ÿ�â"ê�õL÷��ævü
â"äoõLìLóLè
õLìLø�E�áf÷�åvìLâ"äoè
çvê�ï�çoâLè
åvæví�äoõLìLè

j ∈ EL
êfõ"äoì"ëtè
õ	����ì"ëÕð
õ"ä!óLè
õLìLè$ë

rj
E�$�þ"ü
ævâLìLçvëò"ì"ê�ôLè
çoóLè
âLìLð$äoúLìLì�ê�ç�äoýLì"ë¼ôLâ"äoívì�þ"æ�ëÍò"æ�ëtìLõLìLâLæví�äoõLì�ïCåvÿ$ò"è$ë¢ævåvævð
õ"ä!ó"äoç��

LSt
E

���Là	�uÝ
� � E
\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ë�ìLð
ívè$ê�çoõL÷�ø äoívçoævâ"ävë*ôLâLì"ëtè
â ù çoæoþ��vý�æÍåvè
ðÕævçoõLæ���è
õLìLøöôLâLè�ò���è$ê�çoívæví�ä��õLì�ï���I>ôLâLè�òpê�ç�äoíoþ"è
õLõL÷�øËõ"ä�âLì"êoE % Ej*�âLæ$ò"è$ëtævõ"ê�çoâLìLâLÿvè$ëÖâ"äoåvævçoÿÏä�þ"ü
ævâLìLçvë�ä

LSt
õ"ä�ôLâLì��ëtè
âLèvE

����� ��
EL = {1, 2, 3, 4} -���������������

r1 = r2 = r3 = r4 = 0
E *�ÿ�ê�ç��

j = 1
E�ffävëtævè.â"äoõLõLè
èdívâLè$ëÂïéív÷�ôLæoþ"õLè
õLì�ïçoâLè
åvæví�äoõLì�ï

1
+
[0, 2)

E
EL = {2, 3, 4} -������� �������

r3 = r4 = 0
I
r2 = 2

ES*�ÿ�ê�ç��
j = 4

EaffävëtævèÏâ"äoõLõLè
èÏívâLè$ëÂïöív÷�ôLæoþ"õLè
õLì�ïçoâLè
åvæví�äoõLì�ï
4
+
[0, 4)

E
EL = {2, 3} -������� �������

r3 = 0
I
r2 = 4

E7��ævümòpä
j = 3

E ffävëtævè,â"äoõLõLè
è,ívâLè$ëÂïËív÷�ôLæoþ"õLè
õLì�ïËçoâLè
åvæví�ä��õLì�ï
3
+
[2, 6)

E
EL = {2} -������� �������
r2 = 6

I
j = 2

EaffävëtævèÏâ"äoõLõLè
èÏívâLè$ëÂïöív÷�ôLæoþ"õLè
õLì�ï çoâLè
åvæví�äoõLì�ï
2
+
[6, 9)

E
EL = ∅ E

��äÏâLì"êoE % êB��è$ë�äoçoìLóLõLæÕôLâLè�òpê�ç�äoíoþLè
õLæÕôLæoþ"ÿ�óLè
õLõLævèdâ"ävê�ôLì"ê
äoõLìLè.ì¢ê�ævævçoívè
çvê�çoívÿ�î@û�ìLøè$ëtÿ×ÿ�âLævívè
õ	�,ð$äoü
âLÿ�ð
ýLìCâLè$ê�ÿ�â"ê
äLE
��� ��� � ��� � �

Cmax(LSt) − pmax < 2 · C∗
max

'SHY125
pmax = max

j∈N
pj
�

7 �98 �;: � � � �$<�=��.2�� � *�ÿ�ê�ç��×òLþLïÐõLè
ý�ævçoævâLævü
æCôLâLì"ëtè�â"ä
I
I>ÿ$ò"ævíoþ"è
çoívævâ�ïLî@û�è
ü
æ×â"ävê1�ê
ë�äoçoâLìLí�äoè$ëtæ�ëtÿËó"ävê�çoõLæ�ëÂÿÐê�þ"ÿ�ó"äoî�I\ä�þ"ü
ævâLìLçvëtæ�ë

LSt
ôLæ�ê�çoâLævè
õLæCò"ævôLÿ�ê�çoì"ëtævè.â"ävê�ôLì"ê
ä��õLìLè

S = (S1, S2, . . . , Sn)
ìÏõ"äoø�ò"è
õLæ.ð
õ"ä!óLè
õLìLè�úLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLìLì

Cmax(LSt)
E

\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ëéÿ�âLævívè
õ	��ð$äoü
âLÿ�ð
ýLì.ýLÿ�ëtÿ!þLïLçoìLívõLævü
æ�âLè$ê�ÿ�â"ê
ä�í�ý�ä��.ò"÷�ø�ëtæ�ëtè
õLç�ívâLè$ëtè
õLì
t ∈ [0, Cmax(LSt))

E , åvævð
õ"ä$óLì"ë
N(t) ⊆ N

�×ëtõLæ@�,è$ê�çoívæ.çoâLè
åvæví�äoõLìLø�I�ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoè$ët÷���íëtæ�ëtè
õLç�ívâ�è$ëtè
õLì
t
E�dfÿ$ò"è$ëÐõ"äoð
÷�í�äoç���D!<'94m4>'5XF .�0�HI<'D4.4C�?�<L5�:!D!<L:R0�í�ëtæ�ëtè
õLç�ívâLè$ëtè
õLì

t
ívè��þ"ìLóLìLõLÿ

ρ(t) =
∑

j∈N(t)

qj1
E4\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ëËð
õ"ä$óLè
õLì�ï

t
I!òLþLï,ý�ævçoævâL÷��

ρ(t) < Q1/2
E�*�ævý�ä��,è$ë:I

� 
�
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óLçoæ�õ"ä@ìLõLçoè
âLí�ä�þ"è

[0, Cmax(LSt))
ëtæ@�,è
ç�ê�ÿ�û�è$ê�çvívæví�ä�ç���õLèfåvæoþ"è
èuò"ívÿ���ç!äoýLì���ìLõLçoè
âLí�ä�þ"æví

[t1, t2)
I
[t3, t4)

I
0 6 t1 < t2 < t3 < t4 6 Cmax(LSt)

ILõ"ä,ý�ævçoævâL÷��
ρ(t) < Q1/2

E
*�âLè�ò"ôLæoþ"æ��dì"ëñævåvâ"äoçoõLævèvE�*�ÿ�ê�ç��Ðê�ÿ�û�è$ê�çoívÿvè�ç8e�ìLõLçoè
âLí�ä�þpä

[t1, t2)
I
[t3, t4)

ì
[t5, t6)

I
0 6 t1 < t2 < t3 < t4 < t5 < t6 6 Cmax(LSt)

IÀõ"ä×ý�ævçoævâL÷��Õív÷�ôLæoþ"õ�ïLè
çvê�ï
ρ(t) < Q1/2

E
\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ë¢ò"í�ä.ê�þ"ÿ�ó"ä�ï	+
KvE *�ÿ�ê�ç��,í.õLè
ý�ævçoævâLævø×çoævóLý�è

t′ ∈ [t3, t4)
I�ÿ�âLævívè
õ	�,ð
äoü
âLÿ�ð
ýLìCí.ý�ævçoævâLævø

ρ(t′) < Q1/2
Iævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoè
çvê�ïÐçoâLè
åvæví�äoõLìLè

j ∈ N(t′)
E *�âLìLóLè$ë

t2 6 Sj < t4
I\ç!E èvE\çoâLè�åvæví�äoõLìLè

jõLè×ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoè
çvêwïéõLì¢íÕæ!ò"õLævøÍçoævóLý�è�ìLõLçoè
âLí�ä�þpä
[t1, t2)

E��\äoý¢ý�äoý
ρ(t′) < Q1/2

Içoæ
qj1 < Q1/2

IÀõLæCçoævü�òpä�ôLæÏä�þ"ü
ævâLìLçvëtÿ
LSt

çoâLè
åvæví�äoõLìLè
j
ò"æoþ	�dõLæ×åv÷:þ"æ×õ"ä!ó"äoç��ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoç���ê�ïdõLè�ôLævð�ò"õLè
è�ëtæ�ëtè
õLç!ä

t1
I�ç�äoý×ý�äoý

ρ(t1) < Q1/2
E�*�æoþ"ÿ�óLì�þ"ì�ôLâLævçoì��ívævâLè
óLìLèvE

$�õ"ä�þ"ævü
ìLóLõL÷�è:â"ävê
ê�ÿ��.ò"è
õLì�ï,ôLâLævívæ!òLïLçvêwï�òLþLï,çoævóLýLì
t′ ∈ [t5, t6)

êfÿ�âLævívõLè$ëÕð$äoü
âLÿ�ð��ýLì
ρ(t′) < Q1/2

òLþLïÏçoâLè
åvæví�äoõLì�ï
j ∈ N(t′)

ILümò"è
t2 6 Sj < t6

-
J�E *�ÿ�ê�ç��.õLè�ê�ÿ�û�è$ê�çoívÿoè
ç.çoâLè�åvæví�äoõLì�ï

j
I�ý�ævçoævâLævè�ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoè
çvêwïCí.õLè
ý�ævçoævâLævøCçoævóLý�è

t′ ∈ [t3, t4)
ILòLþLï�ý�ævçoævâLævü
æ

t2 6 Sj < t4
E '�õLè,ê�ÿ�û�è$ê�çoívÿoè
çdçoâLè
åvæví�äoõLì�ï

i
I"ý�ævçoævâLævèævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoè
çvê�ï¼íÍõLè
ý�ævçoævâLævø çoævóLý�è

t′ ∈ [t5, t6)
ì òLþLïöý�ævçoævâLævü
æ

t2 6 Si < t6
E

'�õ"ä!óLè�ê
ë:ELô�E�KvE
��ævümòpäéê�ÿ�û�è$ê�çoívÿvè�çÐçoævóLý�ä

t∗ ∈ [t1, t2)
I�ç!äoý�ä�ï¼óLçoæéív÷�ôLæoþ"õ�ïLè
çvê�ï

N(t′) = N(t∗)
∀t′ ∈ [t3, t4),

ì
N(t′′) ⊆ N(t∗)

òLþLïÏõLè
ý�ævçoævâLævøÏçoævóLýLì
t′′ ∈ [t5, t6)

ù ê
ë:ELâLì"êoE & ��E
\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ëöçoâLè
åvæví�äoõLì�è

j ∈ N(t′)
I
t′ ∈ [t4, t5)

I
j /∈ N(t∗)

E��\äoý�ævè�çoâLè
åvæví�äoõLìLè�ê�ÿ��û�è$ê�çoívÿvè
ç!I�ç!äoý×ý�äoý�ôLæ,õ"ä���è$ëtÿ,ò"ævôLÿ�û�è
õLìLî
ρ(t′) > Q1/2

E���æ�çoævümòpä�ôLæ,ä�þ"ü
ævâLìLçvëtÿ
LSt

çoâLè
åvæví�äoõLìLè
j
ò"æoþ	�dõLæCåv÷:þ"æ×õ"ä$ó"äoç��×ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoç���ê�ïÕõLè,ôLævð�ò"õLè
è,ëtæ�ëtè
õLç�ä

t3ù ê
ë:E"âLì"ê�E & ��E#*�æoþ"ÿ�óLì�þ"ìCôLâLævçoìLívævâLè
óLìLèvE
'�ç�äoý�IpäoívçoævâL÷ ôLævý�äoð$ä�þ"ì�ILóLçoæ�õ"ädìLõLçoè
âLí�ä�þ"è

[0, Cmax(LSt))
ëtæ��,è�ç×ê�ÿ�û�è$ê�çoívæví�äoç��.õLèåvæoþ"è
è�ò"ívÿ��CìLõ�çvè�âLí�ä�þ"æví

[t1, t2)
I
[t3, t4)

I
0 6 t1 < t2 < t3 < t4 6 Cmax(LSt)

ILõ"ä.ý�ævçoævâL÷��ív÷�ôLæoþ"õ�ïLè
çvê�ï
ρ(t) < Q1/2

E
dfæoþ"è
è�çoævü
æ"ILè$ê�þ"ìÏê�ÿ�û�è$ê�çoívÿvè
ç.ívçoævâLævøCìLõLçoè
â�í�ä�þ

[t3, t4)
ILçoæ ∀t ∈ [t3, t4)

ív÷�ôLæoþ"õ�ïLè
çvê�ï
N(t) ⊆ N(t∗)

òLþ�ï�õLè
ý�ævçoævâLævødçoævóLýLì
t∗ ∈ [t1, t2)

E�á¼òpä�þ��võLè
ø	��è$ëÐìLõLçoè
âLí�ä�þ
[t1, t4)

åvÿ!ò"è$ëâ"ävê
ê
ë�äoçoâLìLí�äoç��&`UúLè�þ"ìLý�æ�ëcbmE
*�ævý�ä��,è$ë:I"óLçoæ×òLþ"ìLõ"ä�ç�äoý�ævü
æ×ìLõLçoè
âLí�ä�þpä

t2 − t1 6 pmax
EL*�âLè�ò"ôLæoþ"æ��dì"ëöôLâLævçoìLívõLævèvIóLçoæ

t2 − t1 > pmax
E

�\ævü�òpäÏê�ÿ�û�è$ê�çoívÿvè
ç×çoâLè
åvæví�äoõLìLè
j
I
Fj = Sj + pj = t2

IÀòLþLïÐý�ævçoævâLævü
æ
Sj = t2 − pj >

> t2 − pmax > t2 − (t2 − t1) = t1
I�ç!E èvE

Sj > t1
E��\äoýCý�äoý

ρ(Sj) < Q1/2
I�çoæ

qj1 < Q1/2
I�õLæçoævümòpä�ôLæ�ä�þ"ü
ævâLì�ç�ëÂÿ

LSt
çoâLè�åvæví�äoõLìLè

j
ò"æoþ	�dõLæ@åv÷:þ"æ�õ"ä!ó"äoç��@ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoç���êwï�õLèfôLævð�ò"õLè
èëtæ�ëtè
õLç�ä

t1
I\ç!äoý¢ý�äoý

ρ(t1) < Q1/2
Ec*�æoþ"ÿ�óLì�þ"ìéôLâLævçoìLívævâLè
óLìLèvE fuþ"è�ò"æví�äoçoè�þ��võLæ"IÀòLþ"ìLõ"äìLõLçoè
âLí�ä�þpä

t2 − t1 6 pmax

ù ív÷�ôLæoþ"õ�ïLè
çvê�ïCìCòLþLïÏìLõLçoè
âLí�ä�þpä
[t1, t4) : t4 − t1 6 pmax

��E
fM��è$ë�äoçoìLóLõLæ�ôLâLè�òpê�ç�äoívì"ë ôLæoþ"ÿ�óLè
õLõLÿ�î ð$äoü
âLÿ�ð
ýLÿ×ævåvævâLÿ!ò"ævíväoõLì�ïCí�ívì�ò"è�çoâLè��Ïåoþ"ævý�æví

X1
I
X2
I
X3

ù ê
ë:E!âLì"êoE�K$B���E���â"äoü$ëtè�õLç
X1

`Uõ"ä��væ!ò"ìLçvê�ï�buí�ìLõLçoè
âLí�ä�þ"è
[0, t1)

I�%�â"äoü$ëtè
õLç
X2

�ídì�õLçoè
âLí�ä�þ"è
[t1, t2)

ì %�â"äoü$ëtè
õLç
X3

�dídìLõLçoè
âLí�ä�þLè
[t2, Cmax(LSt))

E
� 
 �
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1
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fZÿ�ë�ë�äoâLõLÿ�îãô�þ"ævû,ä�ò��éí�ê�è�� çoâLè�� %�ìLü
ÿ�â

X1, X2
ì
X3

åvÿ!ò"è$ë*õ"äoð
÷�í�äoç�� ?':!7#9 � %4.492E
m�04>#>#M F 92l���5UF�9�F <L5�:!D!<L:�0ÕìÍævåvævð
õ"ä!ó"ä�ç��ÏóLè
âLè
ð

V
E , óLè
ívì�ò"õLæ"I�óLçoæ

V =
n∑

j:=1

p1qj1
E fZæ��

ævçoívè
çvê�çoívè
õLõLæ^>'5!?':!7#9 � %4.494m�04>#>'M	F 92l��45UF�9�F <L5�:!D!<L:�0¢åvÿ$ò"è$ë õ"äoð
÷�í�äoç��Íívè�þ"ìLóLìLõLÿ
Ve =

= Q1 · Cmax(LSt) − V
E

, óLè
ívì�ò"õLæ"I\ôLæoþ"ÿ�óLè
õLõLævèCä�þLü
ævâLìLçvëtæ�ë
LSt

âLèQ��è
õLìLèCëtæ��dõLæ�ÿ!þ"ÿ�ó	��ìLç��Ëê�çoævóLýLì¼ð
âLè��õLì�ï¢úLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLìLì�IÂè$ê�þ"ìÍâLè$ê�ÿ�â"ê�÷ ì"ê�ôLæoþ��vð
æví�äoç�� `Uâ"äoúLìLævõ"ä�þ��võLè
è!bmI>õLè�ò"ævôLÿvê�ý�ä�ïéì��ôLâLæ�ê�çoæ!ï�I�ç!E èvEpê�ævýLâ"äoçoìLç��.ívè�þ"ìLóLìLõLÿ
Ve

ù ìÕê�ævævçoívè
çvê�çoívè
õLõLæ
Cmax

��E
\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ëéôLâLì"ëtè
â

I ′
I�ôLæoþ"ÿ�óLè
õLõL÷�ø�ì�ð@ì"êB��æ$ò"õLævü
æ�ôLâLì"ëtè
â"ä

I
ÿ�ëtè
õ	����è
õLìLè$ë

pj
òLþLïõLè
ý�ævçoævâL÷��¼çvâ�è
åvæví�äoõLìLø

j ∈ N
E !Zê�þ"ì òLþLïÖõLè�ý�ævçoævâLævü
æéçoâLè
åvæví�äoõLì�ï

j ∈ N
ìöõLè
ý�ævçoæ��âLævø¼çoævóLýLì

t′ ∈ [t1, t2)
ív÷�ôLæoþ"õ�ïLè
çvêwï

j ∈ N(t′)
ItçoæÐôLâLì"ëtè$ë

p′j = pj − (max(t1, Sj) −
−min(Fj , t2))

E�
�þLïCæ�ê�ç�ä�þ��võL÷��×çoâLè
åvæví�äoõLìLø×ôLæoþ"æ��dì"ë
p′j = pj

E
\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ë¼â"ävê�ôLì"ê
äoõLìLè

S′ = (S′
1, S

′
2, . . . , S

′
n)
òLþLïÏôLâLì"ëtè
â"ä

I ′
+

S′
j = Sj , Sj < t1;

S′
j = t1, Sj ∈ [t1, t2];

S′
j = Sj − (t2 − t1), Sj > t2,ç!E èvE�ôLâLì×â"ävê�ôLì"ê
äoõLìLì

S′ ê�ævýLâ"äoû�è
õ %�â"äoü$ëtè
õLç X2

ù ê
ë:E�âLì"êoEÀK$B���ì×ê
ëtè$ê�û�è
õ %�â"äoü$ëtè
õLç
X3ýÏçoævóLý�è

t1
E

, óLè
ívì�ò"õLæ"I�óLçoæ�â"ävê�ôLì"ê
äoõLìLè
S′ ò"ævôLÿvê�çoì"ëtæ�òLþLï×ôLâLì"ëtè
â"ä I ′ ì�ôLæ�ê�çoâLævè
õLæ�ä�þ"ü
ævâLìLçvëtæ�ë

LSt
E , åvævð
õ"ä$óLì"ë

Cmax(LSt)
ð
õ"ä!óLè
õLìLè�úLè�þ"è
ívævø�%�ÿ�õLýLúLìLìéòLþLï¢ôLâLì"ëtè
â"ä

I ′
ôLâLì¢â"ävê�ôLì��

ê
äoõLìLì
S′ ì C∗

max

��ævôLçoì"ë�ä�þ��võLævèdð
õ"ä$óLè
õLìLèdúLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLìLìÐòLþLïéôLâLì"ëtè
â"ä
I ′
E ��ævü�òpä

Cmax(LSt) = Cmax(LSt) − (t2 − t1)
I
C

∗

max 6 C∗
max

Ipü�ò"è
C∗

max

�×ævôLçoì"ë�ä�þ��võLævè�ð
õ"ä!óLè
õLìLèúLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLìLìCòLþLïÏì"êF��æ!ò"õ�ævü
æ.ôLâLì"ëtè
â"ä
I
E

*�âLìéâ"ävê�ôLì"ê
äoõ�ìLì
S′ ∀t ∈ [0, Cmax(LSt))

ív÷�ôLæoþ"õ�ïLè
çvêwï
ρ(t) > Q1/2

I�çoævümòpä
V > VeòLþLïÏôLâLì"ëtè
â"ä

I ′
I"ä.ê�þ"è�ò"æví�äoçoè�þ��võLæ

2 · C∗

max > Cmax(LSt)
E

'�ëtè
è$ë
2 ·C∗

max > 2 ·C∗

max > Cmax(LSt) = Cmax(LSt)− (t2− t1) > Cmax(LSt)−pmax
E

, åvævð
õ"ä!óLì"ëéævôLçoì"ë�ä�þ��võLævè�ð
õ"ä!óLè
õLìLè�úLè�þ"è�ívævø %�ÿ�õLý�úLìLì×òLþLïCð$ä�òpä!óLìB�@ôLâLè
âL÷�í�äoõLì�ï"ëtìævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ï×çoâLè
åvæví�äoõLìLøCóLè
âLè
ð
C∗

max(pmtn)
E

��� ��� � ��� � �
2 · C∗

max(pmtn) > C∗
max − pmax
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ø,çoè
ævâLè$ët÷�E��\äoý,ý�äoý

2 · C∗
max(pmtn) > 2 · C∗

max(pmtn) > Cmax(LSt) > Cmax(LSt) − pmax
I"çoædævçvê�î:òpädì"ëtè
è$ë

2 · C∗
max(pmtn) > Cmax(LSt) − pmax > C∗

max − pmax
E

� 
 �
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çvê�ïÏó"ävê�çoõL÷�øÕê�þ"ÿ�ó"äoøÏð$ä�òpä!óLì �#�! �"	 ��ð$ä�òpä!ó"ä,ôLæ��ê�çoâLævè
õLì�ïdâ"ävê�ôLì"ê
äoõLì�ï,òLþLïdô"äoâ"ä�þLþ"è�þ��võL÷��.ë�ä���ìLõ�E�
�äoõLæ

n
çoâLè
åvæví�äoõLìLø�E�)>ä�òpäoõ.ü
â"ä�% ævç��õLæ���è
õLìLø�ôLâLè�ò���è$ê�çoívæví�äoõLì�ï�ì,ôLâLæ$ò"æoþ	�dìLçoè�þ��võLæ�ê�çoì,ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ï�çoâLè
åvæví�äoõLìLø

pj
E��fâLè��åvæví�äoõLì�ïdõLè
ævå���æ$ò"ì"ëtæ�ævå�ê�þLÿ��dì�ç���õ"ä

m
ô"äoâ"ä�þLþLè�þ��võL÷��dì�ò"è
õLçoìLóLõL÷��Cë�ä���ìLõ"ä��>E���è�þ"è
í�ä�ï

%�ÿ�õLýLúLì�ï
Cmax

�Cævåvû�ìLøËëtæ�ëtè
õLçCævý�ævõLó"äoõLì�ï�í�ê�è��ÕçoâLè
åvæví�äoõLìLø�E�
�þLï�òpäoõLõLævü
æ�ó"ävê�çoõLævü
æê�þ"ÿ�ó"ä�ïÕì"ëtè
è
çvê�ï�è�ò"ìLõ"ê�çoívè
õLõL÷�ø�ýLÿ�ëtÿ$þLïLçoìLívõL÷�ø�âLè$ê�ÿ�â"ê�ê�ëtævû�õLæ�ê�ç��vî
Q1 = m

IpôLâLì�óLè$ë
qj1 = 1

I
j = 1, . . . , n

E4dfÿ$ò"è$ëÕævåvævð
õ"ä!ó"äoç���òpäoõLõLÿ�î ð$ä�òpä$óLÿ�<S�ËA ù < ������� � ����[ ������ ���aP����������� �
� ������ì�þ"ì

Pm|prec|Cmax
I$ý�äoý�ôLâLìLõ�ïLçoæ�ævåvævð
õ"ä!ó"ä�ç���í@çoè
ævâLìLì�â"ävê�ôLì"ê
äoõ�ìLø�E@
�äoõLõ"ä�ï�ð$ä�òpä!ó"äïLíoþLïLè
çvê�ï

NP
� çoâLÿ!ò"õLævø�íÏê�ì�þ��võLæ�ëÖê
ët÷�ê�þ"èB] K!F2_ E ��â	�/�vè$ë ] K��4_tôLævý�äoð$ä�þ\I"óLçoæCôLâLæ�ê�çoævøÐä�þ	�ü
ævâLìLçvë ò"ì"ê�ôLè
çoóLè
âLìLð$äoúLìLìÕòpäoè
çdõLè
ô�þ"æ���ìLè�âLè
ð�ÿ!þ���ç!äoço÷�E , åvævð
õ"ä!óLì"ë

Cmax(LS)
ð
õ"ä!ó�è
õLìLèúLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLìLì�IvôLæoþ"ÿ�óLè
õLõLævè�ä�þ"ü
ævâLìLçvëtæ�ëËò"ì"ê�ôLè
çoóLè
âLìLð$äoúLìLì ù �	� PUT:A����������� � ������E���ævü�òpä

Cmax(LS)/C∗
max 6 2 − 1

m

ILü�ò"è
C∗

max

�dævôLçoì"ë�ä�þ��võLævè�ð
õ"ä$óLè
õLìLè�úLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLì�ì�E
\�ävê
ê
ëtævçoâLì"ë ð$ä�òpä!óLÿ <S�ËA ê ôLâLè
âL÷�í�äoõLì�ï"ëtì ævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLì�ï çoâLè
åvæví�äoõLìLø

Pm|prec, pmtn|Cmax
E , åvævð
õ"ä!óLì"ë ævôLçoì"ë�ä�þ��võLævèdð
õ"ä!óLè
õLìLèdúLè�þ"è
ívævø %�ÿ�õLýLúLìLìÐòLþLï �
çoævøð$ä�òpä!óLì

C∗
max(pmtn)

E
á ôLæoþ��vð
ÿdív÷:ò"ívìLõLÿ�çoævøÏäoívçoævâ"ävëtì���à�	#�� !Ý2% 
 Ú ü
ævívævâLìLç.ê�þ"è�ò"ÿ�î@û�ìLø %�äoýLç!E
��� ��� � ��� � �

C∗
max 6 2 · C∗

max(pmtn)
�

7 �98 �;: � � � �$<�=��.2�� � á ] K��4_>ò"ævý�äoð$äoõLæ"I�óLçoæ

Cmax(LS) 6

∑
pj

m
+ CP,

ümò"è
CP

�ÖòLþ"ìLõ"äÖýLâLìLçoìLóLè$ê�ý�ævü
æ ôLÿ�çoì�I@ç�E èvE@ívè
â���õ�ï�ïñü
â"äoõLìLú"ä
Cmax(LS)

òLþLï5ð$ä�òpä!óLì
Pm|prec|Cmax

ëtè
õ	����è�ê�ÿ�ë�ët÷ ò"ívÿ��×ôLâLæ�ê�ço÷��CõLì��dõLì��CævúLè
õLævý×òLþLï �
çoævø �,è�ð$ä�òpä$óLì�E
��è
çoâLÿ!ò"õLæ@ôLævý�äoð$äoç��"I
óLçoæ

C∗
max(pmtn) >

∑
pj

m

ì
C∗

max(pmtn) > CP
E�fuþ"è�ò"æví�äoçoè�þ��võLæ"I

Cmax(LS) 6 2 · C∗
max(pmtn).
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Pm|prec|Cmax
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õLìLø¼õ"äËâLè$ê�ÿ�â"ê�÷0ì¼è
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âL÷��í�äoõLì�ï"ëtì�E'*�âLè�òpê�ç�äoíoþ"è
õL÷ ò"ævý�äoð$äoçoè�þ���ê�çoí�ä.ü
ìLôLævçoè
ð
÷ òLþLïËê�þ"ÿ�ó"äoè
ídð$ä�òpä!óLìÕê�ô"äoâ"ä�þLþ"è�þ����õL÷�ëtì ë�ä���ìLõ"ävëtìÖìöåvè
ðÕævçoõLæ���è
õLìLøöôLâLè�ò���è$ê�çoívæví�äoõLì�ï íÍævå�ê�þ"ÿ��dìLí�äoõLìLì çoâLè
åvæví�äoõLìLø�E

�ævý�äoð$äoçoè�þ���ê�çoívæÐì�þ"ì ævôLâLævívè
â��,è
õLìLèÕì"ê
ê�þ"è�ò"ÿoè$ëtævøÖü
ìLôLævçoè
ð
÷ ôLâLìLívè�ò"ÿ�çÍý ê�þ"è�ò"ÿ�î@û�ì"ëâLè
ð
ÿ!þ��!ç�äoç�ävëa+

��è$ê�þ"ì�ü
ìLôLævçoè
ð$ä�ívè
âLõ"äLI!çoæ"I!âLèQ��ìLí@ð$ä�òpä!óLÿ�êZôLâLè
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LB = Cmax(S
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â���õLî@î ævúLè
õLýLÿ

UB = 2 · Cmax(S
′)
òLþLïÕð$ä�òpä!óLì
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õ�ýLÿÍëtæ��dõLæËì"ê�ôLæoþ��vð
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õLì�ï�E���äoævåvæoâLævç!IuôLæoþ"ÿ�óLìLí
Cmax(S

∗)
òLþLïð$ä�òpä!óLì �#�! �"	 ILõ"äoø�ò"è$ë¢ívè
â���õLî@î5ævúLè
õLýLÿdòLþLïÏð$ä�òpä$óLì

PRCPSP
-

�Õè$ê�þ"ìÐü
ìLôLævçoè
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