
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

17ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 2 • 2017

ÓÄÊ 519.816

ÑÎÃËÀÑÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß 
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÂÛÁÎÐÀ1

Â.Â. Ïîäèíîâñêèé

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Дëя реøения ìноãокритериаëüных заäа÷ при-
вëекается в той иëи иной форìе (в зависиìости от
приìеняеìоãо ìетоäа) инфорìаöия о преäпо÷те-
ниях ëиöа, приниìаþщеãо реøение (ЛПР), на ос-
нове которой строится ìатеìати÷еская ìоäеëü (еãо)
преäпо÷тений. Чаще всеãо äëя этоãо испоëüзуþт-
ся функöии öенности иëи бинарные отноøения
преäпо÷тения. Практи÷ески в сиëу ряäа объек-
тивных и субъективных при÷ин (наприìер, из-за
сëожности анаëизируеìой заäа÷и иëи неäостатка
вреìени) äаëеко не всеãäа уäается поëу÷итü äосто-
вернуþ инфорìаöиþ о преäпо÷тениях ЛПР в объ-
еìе, необхоäиìоì äëя форìирования реøения за-
äа÷и в соответствии с ее постановкой (наприìер,
äëя выäеëения оäной наиëу÷øей аëüтернативы).
Существует нескоëüко поäхоäов к реøениþ заäа÷
при непоëной инфорìаöии о преäпо÷тениях [1].
Частü таких поäхоäов основывается не тоëüко на
инфорìаöии о преäпо÷тениях ЛПР, но и на тех иëи
иных эвристи÷еских соображениях. Реøения, по-
ëу÷енные в раìках таких поäхоäов, назовеì согла-
сительными, так как äëя их принятия нужно осоз-
нанное соãëасие ЛПР.

К (непараìетри÷ескиì) соãëаситеëüныì реøе-
нияì ìоãут бытü отнесены поëные упоряäо÷ения
коне÷ноãо ìножества аëüтернатив, основанные на
÷асти÷ных их упоряäо÷ениях, построенных с ис-
поëüзованиеì накопëенной инфорìаöии о преä-
по÷тениях [2]. Параìетри÷еские соãëаситеëüные
реøения (поä названиеì суррогатные — сì. обзор
в работе [3] и § 2 äаëее) быëи ввеäены нескоëüко
äесятиëетий назаä в ряäе работ äëя ìноãокрите-
риаëüных заäа÷, в которых ìоäеëüþ преäпо÷те-
ний сëужит аääитивная функöия öенности, при-
÷еì зна÷ения весов критериев то÷но не известны.
Соãëаситеëüные реøения, основанные на испоëü-
зовании сурроãатных весов критериев, ìожно на-
зватü общиìи: они назна÷аþтся без у÷ета спеöи-
фики ìножества аëüтернатив и соответствуþщих
иì зна÷ений критериев. Это, с оäной стороны, их
äостоинство, так как их ìожно приìенятü, не оã-
ëяäываясü на указаннуþ спеöифику, и приìени-
теëüно к разëи÷ныì постановкаì заäа÷и (выбратü
оäну наиëу÷øуþ иëи нескоëüко ëу÷øих аëüтерна-
тив, упоряäо÷итü аëüтернативы по преäпо÷титеëü-
ности и äр.). С äруãой стороны, из общих сообра-
жений понятно, ÷то приìенение соãëаситеëüных
реøений, которые буäут у÷итыватü эту спеöифи-
ку, — такие реøения буäеì называтü ÷астныìи, —
äоëжно бытü боëее эффективныì. В äанной статüе
посëе краткоãо обзора ëитературы по сурроãатныì
реøенияì описывается общий поäхоä к опреäеëе-
ниþ (÷астноãо) соãëаситеëüноãо реøения ìноãо-
критериаëüных заäа÷ выбора, названноãо макси-
мально правдоподобно оптимальным, и указываþтся
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1 Статüя поäãотовëена в хоäе провеäения иссëеäований в
2016 ã., которые финансироваëисü в раìках Проãраììы фун-
äаìентаëüных иссëеäований Наöионаëüноãо иссëеäоватеëü-
скоãо университета «Высøая øкоëа эконоìики» и Проекта по-
выøения конкурентоспособности веäущих университетов Рос-
сийской Феäераöии среäи веäущих ìировых нау÷но-образова-
теëüных öентров (5-100).
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пути нахожäения таких реøений, конкретизиро-
ванные äëя нескоëüких известных параìетри÷ес-
ких ìоäеëей преäпо÷тений. Основные резуëüтаты
статüи быëи аннотированы в äокëаäе [4].

1. ÑÓÐÐÎÃÀÒÍÛÅ ÂÅÑÀ ÊÐÈÒÅÐÈÅÂ

В ìноãокритериаëüных заäа÷ах äëя принятия
реøения о выборе ëу÷øей аëüтернативы испоëü-
зуется ìатеìати÷еская ìоäеëü виäа

〈X, f, P〉. (1)

Зäесü X — ìножество аëüтернатив, f = ( f1, f2, ..., fm) —
векторный критерий, m > 1, f1, f2, …, fm — (÷астные)
критерии, т. е. функöии fi: X → Zi, ãäе Zi ⊆ Re =
= (–∞, +∞) — обëастü зна÷ений («øкаëа») крите-
рия fi. Кажäая аëüтернатива x поëностüþ харак-
теризуется ее векторной оöенкой y(x) = ( f1(x),
f2(x), ..., fm(x)), так ÷то сравнение аëüтернатив по
преäпо÷титеëüности осуществëяется путеì срав-
нения их векторных оöенок. Множество всех век-
торных оöенок (обëастü зна÷ений векторноãо кри-
терия) естü Z = Z1 Ѕ Z2 Ѕ ... Ѕ Zm. Множествоì äо-
стижиìых векторных оöенок явëяется Y = f(X ) =
= {y = f(x), x ∈ X }. Моäеëü преäпо÷тений P стро-
ится на основе инфорìаöии о преäпо÷тениях ЛПР.
Первона÷аëüно она конструируется на ìножест-
ве Z, а затеì инäуöируется на ìножество X.
Сурроãатные веса критериев преäëаãаëисü äëя

наибоëее распространенной ìоäеëи преäпо÷тений
в виäе аääитивной функöии öенности:

v(z|w) = wivi(zi). (2)

Зäесü vi(zi) — ÷астные функöии öенности с обëас-
тüþ зна÷ений Z0 = [0, 1] (эти функöии с÷итаþтся
известныìи, при÷еì всеìи иìи зна÷ения 0 и 1 äо-
стиãаþтся); wi — веса критериев — поëожитеëüные
(иëи неотриöатеëüные) ÷исëа, в суììе равные 1;
вектор весов w = (w1, w2, ..., wm) в функöии (2) иã-
рает роëü параìетра. В ка÷естве функöий vi(zi) ìо-
ãут выступатü норìированные зна÷ения критери-
ев. Есëи критерий fi жеëатеëüно ìаксиìизироватü
(т. е. еãо боëüøие зна÷ения преäпо÷титеëüнее
ìенüøих) иëи же, наоборот, ìиниìизироватü (еãо
ìенüøие зна÷ения преäпо÷титеëüнее боëüøих), то
÷асто испоëüзуþтся соответственно форìуëы:

vi(zi) = k ,  vi(zi) = k ,

ãäе  и fi* — ìаксиìаëüное и ìиниìаëüное зна÷е-

ния критерия fi на ìножестве аëüтернатив X соот-
ветственно, k > 0 — ìасøтабируþщий ìножитеëü

(обы÷но k = 1, но в статüе [5], наприìер, k = 100).
Есëи веса критериев wi известны то÷но, то кажäая
аëüтернатива x характеризуется ÷исëоì v(f(x)): ÷еì
оно боëüøе, теì аëüтернатива преäпо÷титеëüнее.
Поэтоìу, наприìер, наиëу÷øей буäет аëüтернати-
ва, äëя которой зна÷ение функöии v(f(x)) на ìно-
жестве X ìаксиìаëüно.
Есëи никаких свеäений о весоìости критериев

нет (Ξ = ∅), то ìножество W ∅ состоит из всех
векторов w = (w1, w2, ..., wm) с поëожитеëüныìи
(иëи неотриöатеëüныìи) коìпонентаìи wi, в суì-
ìе равныìи 1. Дëя этоãо сëу÷ая в работе [6] преä-
ëожено выбиратü равные веса (equal weights):
wi(EW) = 1/m, i = 1, 2, ..., m. Оäнако, как уже ука-
зываëосü, от ЛПР обы÷но уäается поëу÷итü неко-
торуþ инфорìаöиþ о еãо преäпо÷тениях Ξ, но она
ìожет бытü непоëна и позвоëит выäеëитü из ìно-

жества W ∅ ëиøü некоторое еãо поäìножество W Ξ.
Весüìа интересен äëя практики сëу÷ай, коãäа

инфорìаöия Ξ позвоëяет упоряäо÷итü критерии
по весоìости и (возìожно, посëе наäëежащей пе-
ренуìераöии критериев) записатü неравенства äëя
весов: w1 ≥ w2 ≥ ... ≥ wm. Еìу посвящено зна÷итеëü-
ное ÷исëо пубëикаöий (сì. обзоры в работах [3, 7]).

Пустü W ≥ — ìножество векторов весов w с указан-
ныì образоì упоряäо÷енныìи по веëи÷ине коì-
понентаìи. В работе [8] привеäено нескоëüко фор-
ìуë äëя сурроãатных зна÷ений весов, в тоì ÷исëе
ранãовых весов (rank-sum weights) wi(RS) (поëу÷а-
þтся норìаëизаöией ранãов) и обратно-ранãовых
весов (reciprocal of the ranks weights) wi(RR) (осно-
ваны на ÷исëах, обратных к ранãаì: 1, 1/2, ..., 1/m):

wi(RS) =  = , wi(RR) = ,

i = 1, ..., m.

Быëи преäëожены (ранãовые) öентроиäные ве-
са (rank-order centroid weights) [9, 10]:

wi(ROC) = ,  i = 1, ..., m. (3)

Иìеþтся нескоëüко соображений äëя ввеäения
иìенно öентроиäных весов [9—11]. Прежäе всеãо,

вектор w(ROC) преäставëяет все ìножество W ≥ в
тоì сìысëе, ÷то явëяется еãо öентроì тяжести
(centroid). Он также явëяется öентроì тяжести
верøин этоãо ìноãоìерноãо ìноãоãранника (т. е.
öентроì тяжести систеìы, состоящей из оäинако-
вых то÷е÷ных ìасс, поìещенных во все еãо вер-
øины). Поэтоìу он ìожет бытü расс÷итан сëеäу-
þщиì путеì: нужно найти все векторы-верøины

ìноãоìерноãо ìноãоãранника W ≥, а затеì найти
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их среäнее арифìети÷еское. Таких верøин всеãо

m — это w1 = (1, 0, ..., 0), w2 = (1/2, 1/2, 0, ..., 0),

w3 = (1/3, 1/3, 1/3, 0, ..., 0), ..., wm = (1/m, 1/m, ...,
1/m) (сì., наприìер, работу [5]). Поэтоìу

w(ROC) = wl.

Рассìотриì теперü вектор весов как сëу÷айный

вектор . Поскоëüку никакой äопоëнитеëüной
инфорìаöии об этоì векторе, кроìе еãо прина-

äëежности к ìножеству W ≥, нет, то, соãëасно при-
нöипу неäостато÷ноãо основания [12], пëотностü
распреäеëения вероятностей этоãо вектора ìожно

поëаãатü равноìерной на ìножестве W ≥. И тоãäа
ìатеìати÷еское ожиäание сëу÷айноãо вектора ве-

сов E[ ] буäет равно w(ROC). Наконеö, поскоëüку,
в сиëу известных свойств оператора нахожäения
ìатеìати÷ескоãо ожиäания функöии сëу÷айной ве-

ëи÷ины v(z| ) = vi(zi) (сì. форìуëу (2)), вер-

на öепо÷ка равенств

E[v(z| )] = E[ ]vi(zi) = wi(ROC)vi(zi),

то испоëüзование öентроиäных весов привоäит к
упоряäо÷иваниþ аëüтернатив x соãëасно соответст-
вуþщиì ìатеìати÷ескиì ожиäанияì сëу÷айных

веëи÷ин v(z| ) как функöий сëу÷айноãо вектора .
В работе [11] быë провеäен сравнитеëüный ана-

ëиз трех рассìотренных виäов сурроãатных весов
и показано, ÷то приìенение öентроиäных весов в
опреäеëенных сìысëах боëее эффективно. Таì же
указано, ÷то понятие öентроиäных весов о÷евиä-
ныì образоì обобщается на сëу÷ай, коãäа ìно-

жество W Ξ естü произвоëüный ìноãоìерный ìно-
ãоãранник. Оäнако эти веса обëаäаþт и заìетны-
ìи неäостаткаìи. Так, в работе [13] отìе÷ено, ÷то
öентроиäные веса наиìенее зна÷иìых критериев
оказываþтся во ìноãо раз ìенüøе весов наибоëее
зна÷иìых критериев и потоìу оказываþт весüìа
незна÷итеëüное вëияние на выбор реøений. (На-
приìер, уже при m = 5, соãëасно выражениþ (3),
иìееì w1(ROC) : w5(ROC) = 0,457 : 0,040 = 11,425.)
Таì же преäëожены äва пути сãëаживания указан-
ноãо «экстреìаëüноãо» эффекта:

— оãрани÷итü степени превосхоäства в весоìос-
ти некоторыì ÷исëоì h; наприìер, есëи m = 3 и
h = 9, то вìесто (1, 0, 0), (1/2, 1/2, 0), (1/3, 1/3, 1/3)
нужно взятü (9/11, 1/11, 1/11), (9/19, 9/19, 9/19),
(1/3, 1/3, 1/3) (ибо 9/11:1/11 = 9 и 9/19:1/19 = 9),
и тоãäа вìесто w(ROC) = (0,611; 0,278; 0,111) по-
ëу÷иì вектор весов w = (0,542; 0,299; 0,159), ãäе

w1 = (9/11 + 9/19 + 1/3) = 0,542, и т. ä.;

— принятü ãеоìетри÷еский закон убывания ве-
сов, т. е. wi: wi + 1 = τ < 1 (äëя öентроиäных весов
указанные äроби ëежат в преäеëах 0,4 — 0,45 при
m = 3 и в преäеëах 0,5 — 0,55 при m = 5); напри-
ìер, при r = 0,6 äëя m = 3 поëу÷аеì вектор весов
w = (0,510; 0,306; 0,184).
Преäëаãаëисü и äруãие сурроãатные веса. Так, в

работе [6] привеäена такая форìуëа äëя ранãовых
экспоненöиаëüных весов (ranks exponent weights):

wi(RE) = (m + 1 – i)τ/ (m + 1 – i)τ,

которые явëяþтся обобщениеì ранãовых весов.
Параìетр τ äоëжен оöениватüся ЛПР: с ростоì
этоãо параìетра убывание весов wi ускоряется.
В работе [14] быëи преäëожены веса, у÷итываþ-
щие распреäеëение вероятностей ранãов (rank order
distribution weights) wi(ROD), и выявëено, ÷то в не-
которых сëу÷аях они преäпо÷титеëüнее, ÷еì öент-
роиäные веса. В работах [3, 15] преäëожены фор-
ìуëы äëя сурроãатных весов äëя сëу÷ая, коãäа
иìеется поряäковая инфорìаöия не тоëüко об
упоряäо÷ении весоìостей критериев, но и интен-
сивностях весоìости.
Все преäëаãавøиеся форìуëы äëя сурроãатных

весов явëяþтся, по сути своей, эвристи÷ескиìи.
Выбиратü конкретнуþ форìуëу преäëаãается ЛПР
в соответствии с еãо преäставëенияìи о «скоро-
сти» убывания весоìости от первоãо критерия äо
посëеäнеãо [7].

2. ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ ÏÐÀÂÄÎÏÎÄÎÁÍÎ 
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÛ

Даëее рассìатривается заäа÷а выбора наиëу÷-
øей аëüтернативы из коне÷ноãо ìножества аëü-

тернатив X = {x1, x2, ..., xn}, n ≥ 2. Пустü ìоäеëü
преäпо÷тений P из выражения (1) явëяется пара-
ìетри÷еской: она вкëþ÷ает в себя параìетр γ (он
ìожет бытü векторныì иëи иìетü инуþ ìатеìа-
ти÷ескуþ прироäу) с обëастüþ зна÷ений Γ. В ка-
÷естве такой ìоäеëи на ìножестве Z ìожет высту-
патü ëибо параìетри÷еское сеìейство V(Γ) функ-
öий öенности v(z⎪γ), γ ∈ Γ, ëибо сеìейство ℜ(Γ)
отноøений нестроãоãо преäпо÷тения R(γ), γ ∈ Γ:
соотноøение yR(γ)z озна÷ает, ÷то при фиксиро-
ванноì зна÷ении параìетра γ векторная оöенка y
не ìенее преäпо÷титеëüна, ÷еì z. Приниìается,
÷то отноøение R(γ) естü квазипоряäок (оно реф-
ëексивно и транзитивно). Этот квазипоряäок яв-
ëяется связныì, есëи äëя ëþбых векторных оöе-
нок y и z верно yR(γ)z иëи zR(γ)y; в противноì сëу-
÷ае он называется несвязныì. Квазипоряäок R(γ)
порожäает на Z отноøения (строãоãо) преäпо÷те-
ния P(γ) и безразëи÷ия I(γ) сëеäуþщиì образоì:
yP(γ)z, коãäа yR(γ)z верно, но zR(γ)y неверно;

1
m
----

l 1=

m

∑

w̃

w̃

w̃
i 1=

m

∑ w̃i

w̃
i 1=

m

∑ w̃i
i 1=

m

∑

w̃ w̃

1
3
---

j 1=

m

∑
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yI(γ)z, коãäа верно yR(γ)z и zR(γ)y. Функöия öен-
ности v(z⎪γ) и квазипоряäок R(γ) инäуöируþт на X
функöиþ öенности v( f(x)⎪γ) и связный квазипоря-
äок RX(γ), опреäеëяеìый так: x'RX(γ)x'' верно тоãäа
и тоëüко тоãäа, коãäа выпоëнено f(x' )R(γ)f(x'' ).

Пустü ΓΞ — поäìножество ìножества Γ, выäе-
ëяеìое на основе накопëенной инфорìаöии о
преäпо÷тениях Ξ. Аëüтернатива x* (и ее векторная
оöенка f(x*)) называется потенöиаëüно оптиìаëü-

ной äëя V(ΓΞ) иëи, соответственно, äëя ℜ(ΓΞ), есëи

найäется такое зна÷ение параìетра γ ∈ ΓΞ, ÷то эта
аëüтернатива явëяется оптиìаëüной по vX(f(x)⎪γ)
иëи, соответственно, по RX(γ), т. е. äëя ëþбой аëü-
тернативы x ∈ X верно v( f(x *)⎪γ) ≥ v( f(x)⎪γ) иëи,
соответственно, f(x*)R(γ)f(x). В противноì сëу÷ае

она называется завеäоìо äоìинируеìой äëя V(ΓΞ)

иëи, соответственно, äëя ℜ(ΓΞ). Поскоëüку ìно-
жество X коне÷но, то ìножество потенöиаëüно оп-

тиìаëüных аëüтернатив äëя V(ΓΞ) иëи äëя ℜ(ΓΞ)
(есëи отноøения R(γ) связные) явëяется непустыì
и, боëее тоãо, покрываþщиì X, т. е. äëя ëþбой
аëüтернативы x найäется потенöиаëüно оптиìаëü-
ная аëüтернатива x* такая, ÷то äëя некотороãо зна-
÷ения параìетра γ* верно v(f(x*)⎪γ*) ≥ v(f(x)⎪γ*)
иëи, соответственно, f(x *)R(γ*)f(x) [16]. Дëя ìно-
ãокритериаëüных заäа÷ разработаны ìетоäы про-
верки потенöиаëüной оптиìаëüности аëüтернатив
[17—20]. Даëее преäпоëаãается, ÷то äаже есëи от-
ноøения R(γ) несвязны, потенöиаëüно оптиìаëü-

ные äëя ℜ(ΓΞ) аëüтернативы существуþт и, боëее
тоãо, ìножество таких аëüтернатив явëяется пок-
рываþщиì.

Обозна÷иì ÷ерез  ìножество зна÷ений пара-

ìетра γ ∈ ΓΞ, при которых аëüтернатива x j явëяется
оптиìаëüной по vX(x⎪γ) иëи, соответственно, по

RX(γ). Объеäинение всех ìножеств  равно ìно-

жеству ΓΞ, при÷еì ìножества  и , j ≠ k, ìоãут

пересекатüся. Пустü mes  — ìера ìножества 

(ее äëя разных ìоäеëей преäпо÷тений ìожно оп-
реäеëятü по-разноìу, с у÷етоì их спеöифики —
сì. äаëее). В рассìатриваеìоì сëу÷ае, коãäа ин-
форìаöия Ξ позвоëиëа ëиøü выäеëитü из ìножест-

ва ΓΞ поäìножества , преäставëяется ëоãи÷ныì

поëаãатü (принятü äопущение), ÷то ÷еì боëüøе ìе-

ра ìножества , теì боëее преäпо÷титеëüна аëü-

тернатива x j. Поэтоìу аëüтернативу x j, äëя кото-
рой соответствуþщая ìера ìаксиìаëüна, и сëеäу-
ет с÷итатü наиëу÷øей. Такая аëüтернатива буäет
называтüся максимально правдоподобно оптималь-
ной, иëи, кратко, мп-оптимальной. Дëя боëüøей

наãëяäности и уäобства ìожно вìесто абсоëþтной

веëи÷ины ìеры mes  испоëüзоватü относитеëü-

нуþ веëи÷ину Prj = mes /mesΓΞ. Преäëаãаеìое

обозна÷ение Prj ìожно объяснитü так. Буäеì рас-

сìатриватü параìетр γ как сëу÷айнуþ веëи÷ину .
Поскоëüку нет никаких оснований поëаãатü, ÷то
оäни зна÷ения параìетра γ боëее возìожны (веро-
ятны), ÷еì äруãие, то, в соответствии с принöи-
поì неäостато÷но основания [12], приìеì, ÷то

сëу÷айный вектор  иìеет равноìернуþ пëот-

ностü распреäеëения вероятностей на ΓΞ. Тоãäа тот

факт, ÷то аëüтернатива x j окажется оптиìаëüной
по vX(x⎪γ) иëи, соответственно, по RX(γ), ãäе γ —

реаëизаöия сëу÷айной веëи÷ины , явëяется сëу-
÷айныì событиеì, вероятностü котороãо, соãëас-
но ãеоìетри÷ескоìу опреäеëениþ вероятности,
равна как раз Prj. Поэтоìу наиëу÷øей сëеäует с÷и-
татü ту аëüтернативу, äëя которой указанная веро-
ятностü ìаксиìаëüна. Иныìи сëоваìи, наиëу÷øей
преäëаãается с÷итатü ту аëüтернативу x *, äëя кото-
рой вероятностü тоãо, ÷то она буäет оптиìаëüной

по vX(x| ) иëи RX( ), ìаксиìаëüна. С äруãой сто-
роны, важно отìетитü, ÷то веëи÷ины Prj ìожно
рассìатриватü как характеристики робастности

соãëаситеëüных реøений о выборе аëüтернатив x j.
При ìаëой разìерности заäа÷и ìп-оптиìаëü-

ные аëüтернативы ìожно найти анаëити÷ески.
Пример 1. В äвухкритериаëüной заäа÷е ìножество X

состоит из пяти аëüтернатив, äëя которых зна÷ения ÷аст-
ных функöий öенности vi(yi) заäаны табë. 1, а ãрафики

векторов ÷астных öенностей v j = ( , ) = ( ( ),

( ( )) преäставëены на рис. 1.

При упоряäо÷ении весов w1 > w2 иìееì (сì. форìу-
ëу (3)): w(ROC) = (0,75; 0,25). Соответствуþщие зна÷е-
ния функöии (2) äëя аëüтернатив записаны в посëеä-
нþþ строку табë. 1, откуäа виäно, ÷то оптиìаëüной

явëяется аëüтернатива x3. Рис. 1 показывает, ÷то потен-
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Таблица 1
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé öåííîñòè äëÿ àëüòåðíàòèâ

Аëüтернативы x j x1 x2 x3 x4 x5

Зна÷ения функöии 

v1( )

0 0,85 0,9 0,95 1

Зна÷ения функöии 

v2( )

1 0,8 0,7 0,53 0

Зна÷ения функöии v(y) 
äëя w(ROC))

0,25 0,8375 0,85 0,845 0,75

y1
j

y2
j

v1
j v2

j v1
j y1

j

v2
j y2

j
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öиаëüно оптиìаëüныìи явëяþтся все аëüтернативы,

кроìе x1. Дëя нахожäения обëастей  =  зна÷ений

параìетра w, при которых в ка÷естве оптиìаëüных вы-
äеëяþтся потенöиаëüно оптиìаëüные аëüтернативы,
зäесü, испоëüзуя форìуëу (2), äостато÷но найти зна-
÷ения веса w1, при которых выпоëняþтся равенства

v(y2⎪w) = v(y3⎪w), v(y3⎪w) = v(y4⎪w) и v(y4⎪w) = v(y5⎪w), так
как на ãраниöах сìежных обëастей зна÷ения функöии
öенности равны. Первое из этих равенств в развернутоì
виäе записывается так:

0,85w1 + 0,8(1 – w1) = 0,9w1 + 0,7(1 – w1).

Из этоãо уравнения поëу÷аеì w1 = 0,667. Из уравнений,
записываеìых на основе второãо и третüеãо равенств,
поëу÷аеì соответственно w1 = 0,773 и w1 = 0,914. Сëе-
äоватеëüно, с окруãëениеì äо трех знаков:

 = [(0,5; 0,5), (0,667; 0,333)],

 = [(0,667; 0,333), (0,773; 0,227)],

 = [(0,773; 0,227), (0,914; 0,086)],

 = [(0,914; 0,086), (1; 0)].

Наприìер,  — это отрезок с коорäинатаìи кон-
öов (0,5; 0,5) и (0,667; 0,333) — сì. рис. 2. Мераìи

этих отрезков сëужат их äëины. Поэтоìу  = 0,236,

= 0,150,  = 0,199,  = 0,122. Поскоëüку äëина
отрезка с конöаìи (0,5; 0,5) и (1; 0) равна 0,707, то ис-

коìые вероятности Prj = mes /mesW ≥

Pr2 = 0,334;  Pr3 = 0,212; Pr4 = 0,281;  Pr5 = 0,173.

Сëеäоватеëüно, соãëасно преäëаãаеìоìу поäхоäу, в
ка÷естве наиëу÷øей рекоìенäуется выбратü аëüтернати-

ву x2. Заìетиì, ÷то аëüтернатива x3 (выäеëяеìая с ис-
поëüзованиеì öентроиäных весов) уступает и ей, и аëü-

тернативе x4! ♦
В отäеëüных сëу÷аях äëя нахожäения ìп-опти-

ìаëüных стратеãий ìоãут оказатüся эффективны-
ìи аëãоритìи÷еские ìетоäы (сì. § 4). В общеì же
сëу÷ае ìожно воспоëüзоватüся ìетоäоì статисти-
÷ескоãо ìоäеëирования (ìетоäоì Монте-Карëо)
[21]. Соãëасно этоìу ìетоäу, сëеäует орãанизоватü

N реаëизаöий сëу÷айной веëи÷ины , иìеþщей
равноìерно распреäеëение вероятностей на ìно-

жестве ΓΞ, и äëя кажäой аëüтернативы x j поäс÷и-
татü ÷исëо Nj сëу÷аев, коãäа она оказываëасü оп-
тиìаëüной. Тоãäа оöенкаìи искоìых вероятнос-
тей Prj буäут äроби Nj/N. Дëя тоãо ÷тобы эти
оöенки быëи приеìëеìо то÷ныìи, ÷исëо N äоëж-
но бытü äостато÷но боëüøиì (наприìер, ìожно
взятü N = 10 000). С поìощüþ совреìенной вы-
÷исëитеëüной техники провеäение рас÷етов со-
ãëасно указанноìу ìетоäу труäностей не вызывает
äаже при äостато÷но боëüøой разìерности исхоä-
ной заäа÷и выбора.

Покажеì, как преäëоженный поäхоä ìожно
реаëизоватü приìенитеëüно к нескоëüкиì пара-
ìетри÷ескиì ìоäеëяì преäпо÷тений.

3. ÌÎÄÅËÜ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈÉ
Ñ ÀÄÄÈÒÈÂÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÖÅÍÍÎÑÒÈ

Пустü ìоäеëüþ преäпо÷тений сëужит аääитив-
ная функöия öенности (2), в которой функöии
vi(zi) с÷итаþтся известныìи, а роëü параìетра γ иã-

рает вектор весов w. Множества  =  опреäе-

ëяþтся так:

 = {w ∈ W Ξ|v(f(x j)|w) ≥ v(f(xk)|w), k ≠ j}. (4)

Поэтоìу äëя опреäеëения принаäëежности зна-

÷ения w сëу÷айноãо параìетра , которое поëу÷е-
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Рис. 1. Векторы частных ценностей альтернатив v j = ( , )v1
j v2
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Рис. 2. Области ; w(ROC) = (3/4, 1/4)Wj
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но при о÷ереäной реаëизаöии, к ìножеству 

нужно проверитü выпоëнение всех неравенств в
выражении (4). Но проще, как уже указываëосü,
при кажäой реаëизаöии k äëя поëу÷енноãо зна-

÷ения вектора весов w(k) ∈ W ≥ выäеëятü опти-

ìаëüнуþ аëüтернативу x j(k) при поìощи функöии
öенности v( f(x)⎪w(k)) (сì. форìуëу (2)) и в итоãе
поëу÷итü ÷исëа Nj, равные ÷исëу реаëизаöий, в

которых аëüтернативы x j оказываëисü оптиìаëü-
ныìи.
Пустü теперü ìоäеëüþ преäпо÷тений сëужит

аääитивная функöия öенности (2), в которой и ве-
са, и ÷астные функöии öенности неизвестны. Дëя
вектора весов w = (w1, w2, ..., wm) заäана обëастü

возìожных зна÷ений W Ξ, а äëя ÷астных функöий
öенности vi(zi) с общей обëастüþ зна÷ений [0, 1]
известны сеìейства функöий Vi(Ξ), к которыì они
принаäëежат. При указанной форìуëировке ìо-
äеëü преäпо÷тений не явëяется параìетри÷еской.
Привеäеì ее к параìетри÷ескоìу виäу. Дëя про-
извоëüноãо фиксированноãо ÷астноãо критерия fi

из ìножества еãо зна÷ений  = fi(x
1),  = fi(x

2), ...,

 = fi(x
n) сфорìируеì ìножество упоряäо÷енных

по возрастаниþ ÷исеë 〈 , , ..., 〉, ni ≤ n. Обоз-

на÷иì ÷ерез  то из ÷исеë , r = 1, 2, ..., ni – 1,

которое равно зна÷ениþ ÷астноãо критерия fi äëя

аëüтернативы x j, т. е. такое, ÷то  = . Пустü

 = vi( ). Соãëасно принятоìу äопущениþ

= 0 и  = 1. Ввеäеì в рассìотрение разности

 =  – , r = 1, 2, ..., ni – 1. Эти разности,

соãëасно принятоìу äопущениþ, уäовëетворяþт
усëовияì:

 > 0,  r = 1, 2, ..., ni – 1,

 = 1,  i = 1, 2, ..., m. (5)

Теперü ìожно записатü:

vi(fi(x
j)) = vi( ) = vi( ) = . (6)

Заìетиì, ÷то зäесü при r( j) = 1 суììа равно ну-
ëþ. С у÷етоì записи (6) аääитивная функöия öен-

ности (2) äëя z = f(x j) = y j приобретает виä:

v(f(x j)|γ) = wi . (7)

В функöии (7) в роëи параìетра γ выступает па-
ра 〈w, δ〉, ãäе поä δ пониìается совокупностü век-

торов разностей δi = ( , , ..., ), i = 1, 2, ..., m.

Есëи никаких äопоëнитеëüных оãрани÷ений на
зна÷ения ÷астных функöий öенности нет (т. е. они
явëяþтся поряäковыìи), то обëастüþ зна÷ений па-

раìетра γ явëяется ìножество W ΞЅΔ1ЅΔ2Ѕ...ЅΔm,

ãäе Δi — обëастü зна÷ений вектора δi, опреäеëяе-
ìая усëовияìи (5). Но этот сëу÷ай приìенитеëü-
но к функöии öенности (3) äëя практики неинте-
ресен [1].
Рассìотриì теперü сëу÷ай, коãäа на ÷астные

функöии öенности vi(zi) наëаãаþтся некоторые äо-
поëнитеëüные оãрани÷ения. Пустü известно, ÷то
функöии vi(zi) явëяþтся строãо воãнутыìи (это со-
ответствует сëу÷аþ убывания ìарãинаëüных, иëи
преäеëüных, öенностей). Усëовие воãнутости с ис-

поëüзованиеì разностей  ìожно преäставитü та-
киìи характеристи÷ескиìи неравенстваìи [22]:

 >  > ... > , 

i = 1, 2, ..., m. (8)

Пустü  — ìножество векторов разностей δi,
уäовëетворяþщих оãрани÷енияì (5) и (8). При
отыскании соãëаситеëüных реøений в соответс-
твии с преäëоженныì поäхоäоì сëеäует ввести в
рассìотрение m + 1 независиìых сëу÷айных век-

торов — вектор весов , иìеþщий равноìерное

распреäеëение вероятностей на W Ξ, и векторы

разностей δi, иìеþщих равновероятные распреäе-

ëения вероятностей на .

4. ÌÎÄÅËÜ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈÉ Ñ ÈÍÒÅÐÂÀËÀÌÈ 
ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ ÇÀÌÅÙÅÍÈÉ ÊÐÈÒÅÐÈÅÂ

Пустü ìоäеëüþ преäпо÷тений сëужит ìоäеëü из
теории параìетри÷еской важности и интерваëов
неопреäеëенности заìещений критериев [23], коã-
äа иìеется инфорìаöия Ξ об интерваëах неопре-
äеëенности заìещений (ИНЗ) кажäоãо из крите-
риев, кроìе первоãо, на первый критерий, назы-
ваеìый базисныì, которая преäставëяется в виäе
кортежа

λ = 〈λ21, ..., λm1〉, (9)

ãäе λi1 = ( , ) — ИНЗ критерия fi на f1,

0 < < . Пустü d = y – z, M' = {2, ..., m} и

M>(δ) = {i ∈ M' |δi > 0}, M <(δ) = {i ∈ M' |δi < 0}. Ре-
øаþщее правиëо, заäаþщее на Z = Z1 Ѕ Z2 Ѕ ... Ѕ Zm
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отноøение преäпо÷тения P λ, таково [24]: есëи y ≠ z,
то

yP λz ⇔ d1 + di  + di  ≥ 0. (10)

Это реøаþщее правиëо справеäëиво, есëи

Z = Rem иëи есëи выпоëнены некоторые оãрани-
÷ения на ìножества Zi [23]. Зäесü поä квазипоряä-

коì Rλ ìожно пониìатü объеäинение отноøений

P λ и отноøения равенства векторов.
Как правиëо, не все аëüтернативы сравниìы по

Rλ, и поэтоìу встает вопрос о сужении этих ИНЗ
äëя тоãо, ÷тобы выäеëитü наиëу÷øуþ аëüтернативу.
Зäесü параìетраìи явëяþтся конöы ИНЗ из выра-

жения (9), т. е. ÷исëа  и . Поэтоìу роëü ìно-

жества ΓΞ зäесü иãрает ìножество Λ ИНЗ , вëо-

женных в первона÷аëüные ИНЗ (9):  ⊂ λ, т. е. äëя

которых верны неравенства  ≤  <  ≤ ,

i = 2, 3, ..., m, ãäе хотя бы оäно из 2(m – 1) нестро-
ãих неравенств выпоëняется как строãое. Важно

иìетü в виäу, ÷то есëи  ⊂ , то  ⊇ . Есëи

форìаëüно поëожитü  =  äëя всех i ≠ 1, то не-

равенство из реøаþщеãо правиëа (10) буäет рав-

носиëüно неравенству y1 + yi ≥ z1 + zi,

так ÷то исхоäная ìоäеëü с ИНЗ выроäится в ìоäеëü
с аääитивной функöией öенности. А поскоëüку
ìножество аëüтернатив X коне÷но, то, как несëож-

но проверитü, при äостато÷но узких ИНЗ  найäут-

ся аëüтернативы, оптиìаëüные по , т. е. потен-
öиаëüно оптиìаëüные аëüтернативы. Понятно, ÷то

аëüтернатива, äоìинируеìая по P λ, не ìожет бытü
потенöиаëüно оптиìаëüной. Пустü N — ìножество

ноìеров неäоìинируеìых по P λ аëüтернатив.
Пустü Λ( j) — поäìножество Λ всех таких ИНЗ

λ(j) = (λ1(j), λ2(j), ..., λm(j)), ãäе λi(j) = ( (j), (j)),

при которых аëüтернатива x j буäет оптиìаëüной,
т. е. äëя ëþбоãо k ≠ j буäет, соãëасно (9), верно

y jRλ( j)yk. Поëожиì δi =  – , i = 2, 3, ..., m.
У÷итывая, ÷то критерии f2, f3, ..., fm ìоãут иìетü
разнуþ разìерностü, уäобно сразу ввести относи-
теëüнуþ ìеру ИНЗ λ( j) — веëи÷ину mesλ( j) =

= ( ( j) – ( j))/δi. Пустü mesλ*( j) — наибоëü-

øее из всех ÷исеë mesλ( j) äëя λ( j) ∈ Λ( j). Есëи ìно-
жество Λ( j) пусто, то mesλ*( j) = 0. Искоìые веро-
ятности Prj равны mesλ*( j).

Пример 2. В äвухкритериаëüной заäа÷е с Z = Re2

ìножество X состоит из трех аëüтернатив, зна÷ения кри-
териев äëя которых привеäены в табë. 2. Кортеж λ состо-
ит из еäинственноãо ИНЗ λ21 = (0,2; 2), так ÷то δ2 = 1,8.

Испоëüзуя реøаþщее правиëо (10), несëожно убе-
äитüся в тоì, ÷то нет пар векторных оöенок, сравниìых

по Rλ, так ÷то все аëüтернативы неäоìинируеìы по P λ.

Запиøеì усëовия, при которых аëüтернатива x1 бу-

äет оптиìаëüна по отноøениþ P λ(1), ãäе Λ(1) = {λ21(1)},

λ21(1) = ( (1), (1)),  ≤ (1) < (1) ≤ (1) ≤ :

äëя выпоëнения y1P λ(1)y2: –1 + 2 (1) ≥ 0, откуäа

(1) ≥ 0,5;

äëя выпоëнения y1P λ(1)y3: –6 + 6 (1) ≥ 0, откуäа

(1) ≥ 1.
Сëеäоватеëüно, наибоëее øирокиì искоìыì интер-

ваëоì явëяется λ21(1) = (1, 2), и поэтоìу mesλ*(1) =
= 1/1,8 ≈ 0,555.

Запиøеì усëовия, при которых аëüтернатива x2 бу-

äет оптиìаëüна по отноøениþ P λ(2), ãäе Λ(2) = {λ21(2)},

λ21(2) = ( (2), (2)),  ≤ (2) < (2) ≤ :

äëя выпоëнения y2P λ(2)y1: 1 – 2 (2) ≥ 0, откуäа

(2) ≤ 0,5;

äëя выпоëнения y2P Λ(2)y3: –5 + 4 (2) ≥ 0, откуäа

(2) ≥ 1,25.
Сëеäоватеëüно, искоìый интерваë пуст, mesλ*(2) = 0

и аëüтернатива x2 не явëяется потенöиаëüно оптиìаëü-
ной.

Запиøеì усëовия, при которых аëüтернатива x3 бу-

äет оптиìаëüна по отноøениþ P λ(3), ãäе Λ(3) = {λ21(3)},

λ21(3) = (3), (3)),  ≤ (3) < (3) ≤ :

äëя выпоëнения y3P λ(3)y1: 6 – 6 (3) ≥ 0, откуäа

(3) ≤ 1;

äëя выпоëнения y3P λ(3)y2: 5 – 4 (3) ≥ 0, откуäа

(2) ≤ 1,25.
Сëеäоватеëüно, наибоëее øирокиì искоìыì ИНЗ

явëяется λ21(3) = (0,2; 1), и поэтоìу mesλ*(3) = 0,8/1,8 ≈
≈ 0,444.

Поскоëüку mesλ*(1) = 0,555 > mesλ*(3) = 0,444, то, в
соответствии с преäëаãаеìыì поäхоäоì, наиëу÷øей сëе-

äует признатü ìп-оптиìаëüнуþ аëüтернативу x1. ♦

i M
> δ( )∈

∑ λi1
–

i M
< δ( )∈
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+
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+
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–
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+
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Таблица 2
Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ äëÿ àëüòåðíàòèâ

Аëüтернативы x j x1 x2 x3

Зна÷ения критерия f1(x
j) = 1 2 7

Зна÷ения критерия f2(x
j) = 10 8 4
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j
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В сëу÷ае рассìатриваеìой ìоäеëи веëи÷ины
Prj ìоãут бытü найäены аëãоритìи÷ески. Пустü

( j) =  + tjiδi и ( j) =  – sjiδi, ãäе неотри-

öатеëüные переìенные tji и sji уäовëетворяþт не-
равенству tji + sji ≤ 1 (поскоëüку справеäëиво не-

равенство (j) < ( j)). Поëожиì d jk = y j – yk,

M>(d jk) = {i ∈ M' |  > 0}, M>(d jk) = {i ∈ M' |  < 0}.

Нахожäение веëи÷ины mesΛ( j) своäится к реøе-
ниþ оптиìизаöионной заäа÷и:

(1 – (tij + sij)) → (11)

при оãрани÷ениях:

tji ≥ 0,  sji ≥ 0,  tji + sji ≤ 1,  i = 2, 3, ..., m; (12)

 + (  + tijδi) +

+ (  – sjiδi) ≥ 0,  k ∈ N,  k ≠ j. (13)

Есëи äëя некотороãо ноìера j оãрани÷ения (12),
(13) несовìестны, то соответствуþщая аëüтерна-

тива x j потенöиаëüно оптиìаëüной не явëяется и
из ÷исëа претенäентов на оптиìаëüнуþ искëþ÷а-
ется.
К сожаëениþ, заäа÷а (11)—(13) неëинейная и к

эквиваëентной заäа÷е ëинейноãо проãраììирова-
ния не своäится.
Ввеäеì ìеру mesλ*( j) ина÷е (она буäет вектор-

ной). Буäеì рассìатриватü совокупностü ε( j) ве-

ëи÷ин εi( j) = [ ( j) – ( j)]/δi = (1 – (tij + sij)),

i = 2, 3, ..., m, как набор m – 1 равноважных кри-
териев [25], которые жеëатеëüно ìаксиìизироватü.
Буäеì с÷итатü, ÷то увеëи÷ение боëüøих из веëи-
÷ин εi( j) не коìпенсируется уìенüøениеì ìенü-
øих из них. Ина÷е ãоворя, вна÷аëе жеëатеëüно
ìаксиìизироватü наиìенüøуþ из веëи÷ин εi( j),
затеì сëеäуþщуþ в поряäке возрастания (то÷нее,
неубывания) и т. ä. Заäа÷и такоãо роäа быëи на-
званы в работе [25] сиììетри÷ески-ëексикоãрафи-
÷ескиìи, иëи SL-заäа÷аìи ìаксиìизаöии, но рас-
пространенныì явëяется название «ëексиìинные
заäа÷и ìаксиìизаöии» [26]. Сфорìуëируеì поста-
новку такой заäа÷и форìаëизованно.
Обозна÷иì ÷ерез a↑ = (a[1], a[2], ..., a[q]) вектор,

поëу÷енный из вектора a = (a1, a2, ..., aq) переста-
новкой еãо коìпонент в поряäке неубывания. На-
приìер, есëи a = (3, 2, 7, 3, 5), то a↑ = (2, 3, 3, 5, 7)
и a[4] = 5. Ввеäеì на ìножестве q-ìерных векторов

отноøение нестроãоãо преäпо÷тения — квазипо-

ряäок R↑ сëеäуþщиì образоì:

aR↑b ⇔ (a[1] > b[1]) ∨ (a[1] = b[1], a[2] > b[2]) ∨ ...
∨ (a[i] = b[i], i = 1, 2, ..., q – 1, a[q] > b[q]) ∨ (a↑ = b↑).

Этот квазипоряäок явëяется связныì.
Теперü ìожно сказатü, ÷то mesλ*( j) естü ëекси-

ìинный ìаксиìуì вектор-функöии ε( j) от пере-
ìенной λ( j) на Λ( j), т. е. верно mesλ*( j)R↑mesλ( j)
äëя всех λ( j) ∈ Λ( j). Мп-оптиìаëüной сëеäует с÷и-

татü аëüтернативу x j*, äëя которой вектор mesλ*( j *)
явëяется ëексиìинныì ìаксиìуìоì среäи векто-

ров mesλ*( j), т. е. верно mesλ*( j *)R↑mesλ*( j), j ∈ N.
Нахожäение векторной веëи÷ины mesλ*( j) сво-

äится к посëеäоватеëüности заäа÷ ëинейноãо про-
ãраììирования [27]. С вы÷исëитеëüной то÷ки
зрения уäобнее перейти от ëексиìинной заäа÷и
ìаксиìизаöии по векторноìу критериþ ε( j), ãäе
εi( j) = (1 – (tji + sji), i = 2, 3, ..., m, к ëексиìаксной
заäа÷е ìиниìизаöии по векторноìу критериþ τ( j),
ãäе τi( j) = tji + sji, i = 2, 3, ..., m. Лексиìаксный ква-

зипоряäок R↓ опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

aR↓b ⇔ (a(1) < b(1)) ∨ (a(1) = b(1), a(2)] < b(2)) ∨ ...
∨ (a(i) = b(i), i = 1, 2, ..., q – 1, a(q) < b(q)) ∨ (a↓ = b↓),

ãäе a↓ = (a(1), a(2), ..., a(q)) — вектор, поëу÷енный из
вектора a = (a1, a2, ..., aq) перестановкой еãо коì-
понент в поряäке невозрастания. Пустü τ*( j) —
ëексиìаксный ìиниìуì вектор-функöии τ( j) от
переìенной λ( j) на Λ( j), т. е. верно τ*( j)R↓τ( j) äëя
всех λ( j) ∈ Λ( j). Мп-оптиìаëüной явëяется аëüтер-

натива x j*, äëя которой вектор τ*( j*) явëяется ëек-
сиìаксныì ìиниìуìоì среäи векторов τ*( j), т. е.

верно τ*( j*)R↓τ*( j), j ∈ N.
Первая из упоìянутой выøе посëеäоватеëü-

ности заäа÷ ëинейноãо проãраììирования äëя на-
хожäения τ*( j) äëя произвоëüноãо фиксированноãо
ноìера j ∈ N, состоящая в ìиниìизаöии max{τ2(j),
τ3(j), ..., τm(j)}, с испоëüзованиеì известноãо при-
еìа, основанноãо на ввеäении äопоëнитеëüной
переìенной, записывается сëеäуþщиì образоì
[27, 28]:

r1 → (14)

при оãрани÷ениях (12), (13) и

r1 ≥ tji + sji,  i = 2, 3, ..., m. (15)

Пустü , { , } — реøение этой заäа÷и, так

÷то  — ìиниìаëüное зна÷ение r1. Пустü äаëее
M1 — совокупностü ноìеров i таких, ÷то r1 = tji + sji
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и äвойственная переìенная соответствуþщеãо не-
равенства из форìуëы (15) отëи÷на от нуëя. Есëи
M1 = M' = {2, 3, ..., m}, так ÷то ìножество M1 со-
äержит m1 = m – 1 ÷исеë, то реøение заäа÷и на-

хожäения τ*( j) поëу÷ено: τ*( j) = ( , , ..., ).

В противноì сëу÷ае, коãäа m1 < m – 1, перехо-
äиì ко второй заäа÷е:

r2 → 

при оãрани÷ениях (12) и

r2 l tji + sji,  i ∈ M' \M1;

 + (  + δi) +

+ (  + tjiδi) + (  – δi) +

+ (  – sjiδi) ≥ 0,  k ∈ N, k ≠ j. (16)

Зäесü

(d jk) = {i ∈ M1|  > 0},

(d jk) = {i ∈ M1|  < 0},

(d jk) = {i ∈ M' \M1|  > 0},

(d jk) = {i ∈ M' \M1|  < 0}.

Пустü , { , } — реøение этой заäа÷и, так

÷то  — ìиниìаëüное зна÷ение r2. Пустü äаëее
M2 — совокупностü ноìеров i таких, ÷то r2 = tji + sji
и äвойственная переìенная соответствуþщеãо не-
равенства из форìуëы (16) отëи÷на от нуëя. Есëи
M1 ∪ M2 = M', то реøение заäа÷и нахожäения τ*( j)

поëу÷ено: первые m1 коìпонент вектора ( j) рав-

ны , а остаëüные равны .

В противноì сëу÷ае перехоäиì к третüей заäа÷е,
которая форìуëируется анаëоãи÷но второй, и т. ä.

Пример 3. В трехкритериаëüной заäа÷е с Z = Re3 ìно-
жество X состоит из трех аëüтернатив, зна÷ения крите-
риев äëя которых привеäены в табë. 3. Кортеж λ состоит
из äвух ИНЗ λ21 = (0,2; 2) и λ31 = (0,3; 1).

Испоëüзуя реøаþщее правиëо (9), несëожно убе-
äитüся в тоì, ÷то нет пар векторных оöенок, сравниìых

по Rλ, так ÷то все аëüтернативы неäоìинируеìы по P λ

и N = {1, 2, 3}.
Запиøеì заäа÷у (12)—(15) äëя j = 1, у÷тя, ÷то

δ = (1,8; 0,7), d12 = (–1, 2, –1), d13 = (–6, 6, 1):

r1 → 

при оãрани÷ениях

r1 ≥ t12 + s12,  r1 ≥ t13 + s13,

t12 ≥ 0,  s12 ≥ 0, t13 ≥ 0,  s13 ≥ 0, t12 + s12 ≤ 1,  t13 + s13 ≤ 1,

–1 + 2 (0,2 + 1,8t12) – (1 – 0,7s13) ≥ 0,

–6 + 6 (0,2 + 1,8t12) + (0,3 + 0,7t13) ≥ 0.

Реøив эту заäа÷у с поìощüþ ëþбоãо пакета проãраìì
ëинейноãо проãраììирования, наприìер, MS Excel,
поëу÷иì:  = 0,391304;  = 0,391304;  = 0;  = 0;

 = 0,391304, äвойственные переìенные äëя первых
äвух неравенств отëи÷ны от нуëя. Поэтоìу M1 = M' =
= {2, 3} и τ*(1) = (0,391; 0,391).

Запиøеì заäа÷у (12)—(15) äëя j = 2, у÷тя, ÷то d21 =

= (1, –2, 1), d23 = (–5, 4, 2):

r1 → 

при оãрани÷ениях

r1 ≥ t22 + s22,  r1 ≥ t23 + s23,

t22 ≥ 0,  s22 ≥ 0,  t23 ≥ 0,  s23 ≥ 0,  t22 + s22 ≤ 1,  t23 + s23 ≤ 1,

1 – 2 (2 – 1,8s22) + (0,3 + 0,7t23) ≥ 0,

–5 + 4 (0,2 + 1,8t22) + 2 (0,3 + 0,7t23) ≥ 0.

Реøение этой заäа÷и:  = 0,900000;  = 0,325000;

 = 0,575000;  = 0,900000;  = 0, äвойственные
оöенки äëя первых äвух неравенств отëи÷ны от нуëя.
Поэтоìу M1 = M' = {2, 3} и τ*(1) = (0,9; 0,9).

Запиøеì заäа÷у (12)—(15) äëя j = 3, у÷тя, ÷то d31 =

= (6, –6, –1), d23 = (5, –4, –2):

r1 → 

при оãрани÷ениях

r1 ≥ t32 + s32, r1 ≥ t33 + s33,

t32 ≥ 0,  s32 ≥ 0,  t33 ≥ 0,  s33 ≥ 0,  t32 + s32 ≤ 1,  t33 + s33 ≤ 1,

6 – 6 (2 – 1,8s32) – (1 – 0,7333) ≥ 0,

5 – 4 (2 – 1,8s32) – 2 (1 – 0,7s33) ≥ 0.

Реøение этой заäа÷и:  = 0,608696;  = 0;  =

= 0,608696;  = 0;  = 0,608696, äвойственные оöенки
äëя первых äвух неравенств отëи÷ны от нуëя. Поэтоìу
M1 = M' = {2, 3} и τ*(1) = (0,608; 0,608).

r1
* r1

* r1
*

min
r2 tji sji,{ },

d1
jk

i M1
>

d
kj( )∈

∑ di
jk λi1

– tji*

i M2
>

d
kj( )∈

∑ di
jk λi1

–

i M1
< δ( )∈

∑ di
jk λi1

+ sji
*

i M2
< δ( )∈

∑ di
jk λi1

+

M1
> di

jk

M1
< di

jk

M2
> di

jk

M2
< di

jk

r2
* tji* sji

*

r2
*

τ*
↓

r1
* r2

*

min
r1 t12 s12 t13 s13, , , ,

Таблица 3
Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ äëÿ àëüòåðíàòèâ

Аëüтернативы x j x1 x2 x3

Зна÷ения критерия f1(x
j) = 1 2 7

Зна÷ения критерия f2(x
j) = 10 8 4

Зна÷ения критерия f3(x
j) = 5 6 4

y1
j

y2
j

y3
j

r1
* t12

* s12
* t13

*

s13
*

min
r1 t22 s22 t23 s23, , , ,

r1
* t22

*

s22
* t23

* s23
*

min
r1 t32 s32 t33 s33, , , ,

r1
* t32

* s32
*

t33
* s33

*
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Поскоëüку (1) = 0,391 < (2) = 0,9 и (1) =

= 0,391 < (3) = 0,608, то ìп-оптиìаëüной сëеäует

с÷итатü аëüтернативу x1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Развит поäхоä к опреäеëениþ понятия соãëаси-
теëüноãо реøения заäа÷и выбора äëя сëу÷ая пара-
ìетри÷еской ìоäеëи преäпо÷тений: преäëожено
выбиратü ìаксиìаëüно правäопоäобно оптиìаëü-
нуþ аëüтернативу — наибоëее вероятнуþ при рав-
новозìожных äопустиìых зна÷ениях параìетров.
Указаны пути выäеëения таких аëüтернатив, кон-
кретизированные в виäе ìетоäов äëя нескоëüких
параìетри÷еских ìоäеëей ìноãокритериаëüных
преäпо÷тений, основанных на функöиях öенности
и отноøениях преäпо÷тения.
Приìенение поëу÷енных резуëüтатов преäстав-

ëяется эффективныì äëя анаëиза ìноãокритери-
аëüных заäа÷ выбора с небоëüøиì ÷исëоì аëüтер-
натив, в ÷астности, при испоëüзовании интерак-
тивных проöеäур их реøения.
Автор признатеëен анониìныì реöензентаì за

конструктивные заìе÷ания, направëенные на уëу÷-
øение изëожения ìатериаëа.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Подиновский В.В. Анаëиз реøений при ìножественных
оöенках коэффиöиентов важности критериев и вероятнос-
тей зна÷ений неопреäеëенных факторов в öеëевой функ-
öии // Автоìатика и теëеìеханика. — 2004. — № 11. —
С. 141—159.

2. Fishburn P.C., Gehrlein W.A. Comparative analysis of methods
for constructing weak order from partial order // Journal of
mathematical sociology. — 1975. — Vol. 4. — P. 93—102.

3. Danielson M., Ekenberg L. Using surrogate weights for handling
preference strength in multi-criteria decisions / In: Kamiński B.,
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