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Ýëåìåíòû ïåðå÷èñëèòåëüíîé

êîìáèíàòîðèêè
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Ýëåìåíòàðíûå

ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Â ïåðâîé ÷àñòè êóðñà ìû çàéìåìñÿ çàäà÷àìè ïåðå÷èñëåíèÿ. Îíè çàêëþ-
÷àþòñÿ â ïîäñ÷åòå ÷èñëà îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ñåìåéñòâó
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ó êàæäîãî ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà èìååòñÿ ñâîé íîìåð,
è ðåçóëüòàòîì ïåðå÷èñëåíèÿ ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Ïåðå÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ âî âñåõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè, è â ïîñëåäíèå ãîäû îíè âûøëè íà ïåðâûé ïëàí â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè, òîïîëîãèè, ìíîãèõ íàïðàâëåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Êàê ïðàâèëî, çàäà÷à ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè �â ïðèíöèïå�
ðàçðåøèìà: äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà èç ñåìåéñòâà ìîæíî âûïèñàòü âñå åãî
ýëåìåíòû è òàêèì îáðàçîì óçíàòü èõ ÷èñëî. Ïðîáëåìà, îäíàêî, ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû íàéòè �õîðîøåå� ðåøåíèå, íå òðåáóþùåå âûïèñûâàíèÿ âñåõ ýëå-
ìåíòîâ èçó÷àåìûõ ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì ïîíÿòü, ÷òî òàêîå õîðîøåå ðåøåíèå,
äîâîëüíî òðóäíî. Çà÷àñòóþ óäàåòñÿ ëèøü ñðàâíèòü äâà ðåøåíèÿ è ñêàçàòü,
êàêîå èç íèõ ëó÷øå.

Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ÿçûêîì äëÿ ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷
îêàçûâàåòñÿ ÿçûê ïðîèçâîäÿùèõ ðÿäîâ. Îïåðàöèè ñ êîìáèíàòîðíûìè îáú-
åêòàìè î÷åíü åñòåñòâåííî âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé. Îäíàêî ïåðå÷èñëèòåëüíàÿ êîìáèíàòîðèêà íå ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâîäÿ-
ùèì ôóíêöèÿì � ïðèâëå÷åíèå ìåòîäîâ èç ñìåæíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè
(íàïðèìåð, èç àíàëèçà èëè òåîðèè ãðóïï) äàåò íîâûé âçãëÿä íà ïåðå÷èñëè-
òåëüíûå çàäà÷è è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íåîæèäàííûå ïîäõîäû ê èõ ðåøåíèþ.

0.1 Ïåðåñòàíîâêè è ñî÷åòàíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A ÷åðåç |A|; íà-
ïðèìåð, |{4, 5, 7}| = 3.

Ïóñòü Nn îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n, ò.å. Nn =
{1, 2, . . . , n}. Ïåðåñòàíîâêà ýòîãî ìíîæåñòâà ýòî åãî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå â ñåáÿ, σ : Nn → Nn. Òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà îñòàâëÿåò
êàæäûé ýëåìåíò íà ìåñòå. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýòîãî ìíîæåñòâà
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn. Êîìïîçèöèÿ ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé,
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10 ÃËÀÂÀ 0. ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

è ó êàæäîé ïåðåñòàíîâêè åñòü îáðàòíàÿ � òàêàÿ, êîìïîçèöèÿ ñ êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Sn îáðàçóåò
ãðóïïó.

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê, ò.å. êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ â ãðóïïå Sn. Ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ èç n ýëåìåíòîâ (íå îáÿ-
çàòåëüíî îäèíàêîâûõ). Ïîäñ÷èòàòü èõ ìîæíî, íàïðèìåð, òàê. Ãðóïïà S1

ñîñòîèò, î÷åâèäíî, èç îäíîãî ýëåìåíòà � òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ìíî-
æåñòâà N1 = {1} â ñåáÿ. Ðàçîáüåì òåïåðü âñå âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå îòîáðà-
æåíèÿ èçNn â ñåáÿ íà n ïîäìíîæåñòâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîé ýëåìåíò
ïåðåøåë ýëåìåíò 1. Âñå ýòè n ïîäìíîæåñòâ ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ, è ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî êîëè÷åñòâó âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé äâóõ (n − 1)-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, ò.å. ÷èñëó ýëåìåíòîâ ãðóïïû
Sn−1. Ïîýòîìó

|Sn| = n|Sn−1| = n(n− 1)|Sn−2| = · · · = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 1.

Ýòî ÷èñëî � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n � ïðèíÿòî
íàçûâàòü ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n è îáîçíà÷àòü n!.

Ìíîæåñòâî Nn ñîäåðæèò n îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Íåòðóäíî âè-

äåòü, ÷òî ÷èñëî äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ â íåì ðàâíî n(n−1)
2 . Äåéñòâè-

òåëüíî, ïåðâûé ýëåìåíò èç äâóõ ìû ìîæåì âûáðàòü n ñïîñîáàìè, à âòîðîé
n − 1 ñïîñîáàìè èç åùå íåâûáðàííûõ ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü n(n − 1) ñïîñîáàìè. Ïîñêîëüêó äâå ïàðû
a, b è b, a îáðàçóþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî, äëÿ ïîäñ÷åòà äâóõýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ íåîáõîäèìî êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ïîäåëèòü íà 2.

Êàê ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ â Nn äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k? Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k > n ýòî ÷èñëî
ðàâíî 0. Åñëè æå k ≤ n, òî áóäåì ñòðîèòü âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæå-
ñòâà â Nn ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó ìíî-
æåñòâà Nn, è âîçüìåì ïåðâûå k ýëåìåíòîâ â ýòîé ïåðåñòàíîâêå (ò.å. òå ýëå-
ìåíòû, â êîòîðûå ïåðåøëè 1, 2, . . . , k). ßñíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì
âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, ïðè÷åì êàæäîå èç íèõ áóäåò âñòðå÷àòüñÿ
îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ðàç. Ýòî êîëè÷åñòâî ðàç ðàâíî k!(n−k)!, ïîñêîëüêó
ïåðåñòàíîâêè ïåðâûõ k ýëåìåíòîâ è îñòàâøèõñÿ n− k ýëåìåíòîâ íå ìåíÿþò
âûáðàííîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîýòîìó äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà k-ýëåìåíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ â Nn íóæíî ðàçäåëèòü îáùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê íà k!(n − k)!.
Ïîëó÷åííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
. (1)

(Â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì è ôðàíöóçñêîì ÿçûêàõ ÷àùå âñòðå÷àåòñÿ îáîçíà-
÷åíèå Ckn, îäíàêî åãî èñïîëüçîâàíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî n � íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî; ìû æå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñî÷åòàíèÿìè â ñèòóàöèÿõ, êîãäà n � íå îáÿ-
çàòåëüíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî è îáúÿñíÿåò íàø âûáîð îáîçíà÷åíèÿ

(
n
k

)
,

ïðèíÿòîãî â àíãëîÿçû÷íûõ òåêñòàõ.) Ïîñêîëüêó äîïîëíåíèå k-ýëåìåíòíîãî
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ìíîæåñòâà â ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ ñîñòîèò èç n− k ýëåìåíòîâ, êîëè÷å-
ñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ðàâíî êîëè÷å-
ñòâó (n−k)-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ â íåì, ÷òî ïðåêðàñíî ïîäòâåðæäàåòñÿ
âûâåäåííîé íàìè ôîðìóëîé äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé:(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n!

(n− k)!k!
=

(
n

n− k

)
.

Â ñëó÷àå k = n ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé èìååò âèä(
n

n

)
=

n!

n!0!
=

1

0!
.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå,
î÷åâèäíî, ðàâíî 1, ìû îáÿçàíû ïîëîæèòü 0! = 1. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà
ñî÷åòàíèé ïðèîáðåòàåò ñìûñë è ïðè k = 0:(

n

0

)
=

n!

0!n!
= 1

� â ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå èìååòñÿ ðîâíî îäíî 0-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî (ïóñòîå ìíîæåñòâî).

×èñëà ñî÷åòàíèé ýòî â òî÷íîñòè êîýôôèöèåíòû, âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàç-
ëîæåíèè ñòåïåíåé áèíîìà:

(x+ y)n =

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y + · · ·+

(
n

k

)
xn−kyk + · · ·+

(
n

n

)
yn. (2)

Äåéñòâèòåëüíî,
(x+ y)n = (x+ y)(x+ y) . . . (x+ y),

è êîýôôèöèåíò ïðè xn−kyk â ïðîèçâåäåíèè ðàâåí êîëè÷åñòâó k-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ â ìíîæåñòâå èç n ñêîáîê (x+ y). Ýòî â òî÷íîñòè òå ñêîáêè, èç
êîòîðûõ ìû âûáèðàåì ñëàãàåìîå y.

Óæå ýòî ïðîñòîå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò âûâåñòè íåòðèâèàëüíûå êîìáè-
íàòîðíûå òîæäåñòâà. Íàïðèìåð,(

n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

k

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n,

êàê ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè x = 1, y = 1 â ðàçëîæåíèå áèíîìà (2). (Âîò
äðóãîé âûâîä òîãî æå òîæäåñòâà: 2n ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ â
ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ, à â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñóììèðóþòñÿ êîëè÷å-
ñòâà ïîäìíîæåñòâ ñ äàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.) Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì(

n

0

)
−
(
n

1

)
+ · · ·+ (−1)k

(
n

k

)
+ · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
= 0 ïðè n > 0.

Ïðè íå÷åòíîì n ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ñèììåòðèè(
n
k

)
=
(
n

n−k
)
, à âîò ïðè ÷åòíîì n åãî ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü ïîäñòàíîâêîé

x = 1, y = −1 â ðàçëîæåíèå áèíîìà.
Ðàçëîæåíèå áèíîìà íàì åùå íå ðàç âñòðåòèòñÿ â ýòîé êíèãå, â òîì ÷èñëå

è â íàñòîÿùåé ãëàâå.
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0.2 Áèíîì Íüþòîíà

×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè â ôîðìóëå (1) äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ìîæíî
ñîêðàòèòü íà (n− k)!, ïåðåïèñàâ åå â âèäå(

n

k

)
=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

k!
. (3)

Òàêîå ñîêðàùåíèå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êðóã çíà÷åíèé, ê êîòîðûì îíà ïðè-
ìåíèìà � â êà÷åñòâå àðãóìåíòà n ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, íå îáÿ-
çàòåëüíî íàòóðàëüíîå. Íàïðèìåð,(
1/2

k

)
=

1/2(−1/2)(−3/2)(−5/2) . . . ((3− 2k)/2)

k!
=

(−1)k−11 · 3 · 5 · (2k − 3)

2kk!
.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ÷èñëî ñî÷åòàíèé ïåðåñòàåò áûòü öåëûì è òåðÿåò ïðÿ-
ìîé êîìáèíàòîðíûé ñìûñë (íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ýòî ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ â �ïîëóýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå�). Âîîáùå, ÷èñëî n ìîæåò áûòü
èððàöèîíàëüíûì è äàæå êîìïëåêñíûì. Îäíàêî ïî-ïðåæíåìó åñòåñòâåííî
ïîëàãàòü (

n

0

)
= 1

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.
Åñëè n íàòóðàëüíîå èëè 0, òî ïðè k > n â ÷èñëèòåëå ôîðìóëû (3) âñòðå-

÷àåòñÿ íóëåâîé ìíîæèòåëü, è ïîýòîìó âñå âûðàæåíèå ðàâíî 0. Íàïðîòèâ,
åñëè n íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, òî ÷èñëî ñî÷åòàíèé(
n
k

)
íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì íè ïðè êàêîì k.
Òàêèå îáîáùåííûå ÷èñëà ñî÷åòàíèé ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ðàçëîæåíèÿ áèíîìà â ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè, íå òîëüêî â öåëîé. À èìåííî,

(1 + s)α = 1 +

(
α

1

)
s+

(
α

2

)
s2 +

(
α

3

)
s3 +

(
α

4

)
s4 + . . . (4)

Çäåñü â îáîçíà÷åíèÿõ n çàìåíåíî íà α, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìû áîëüøå
íå ñ÷èòàåì ïîêàçàòåëü íàòóðàëüíûì, à ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ çàìåíåíà íà 1,
÷òîáû íå áûëî íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü, ÷òî òàêîå x â íåíàòóðàëüíîé ñòåïåíè
(1α = 1 äëÿ ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ α). Â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ íàòó-
ðàëüíûì, ðàçëîæåíèå (4) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ñòåïåíüþ áèíîìà. Äëÿ íåíà-
òóðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè îíî áûëî ââåäåíî Íüþòîíîì è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áåñêîíå÷íûé ñòåïåííîé ðÿä. Ýòîò ðÿä ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì
ëåâîé ÷àñòè (à ìîæíî � è â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ýòî äåëàåòñÿ �
äîêàçûâàòü, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |s| < 1, ïðè÷åì ñëåâà îò çíàêà ðàâåíñòâà
äåéñòâèòåëüíî íàïèñàíà ôóíêöèÿ, ê êîòîðîé îí ñõîäèòñÿ).

Âîò ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ áèíîìà äëÿ α = 1
2 :

(1 + s)1/2 = 1 +

(
1/2

1

)
s+

(
1/2

2

)
s2 +

(
1/2

3

)
s3 +

(
1/2

4

)
s4 + . . .

= 1 +
1

2
s− 1

8
s2 +

1

16
s3 − 5

128
s4 + . . . .
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0.3 Ýêñïîíåíòà

Ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ôóíêöèé âî âñåé ìàòåìàòèêå. Åå
îïðåäåëÿþùåå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïðåîáðàçóåò ñóììó â ïðî-
èçâåäåíèå. Äàâàéòå íàéäåì òàêóþ ôóíêöèþ f = f(s), ÷òî òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(s+ t) = f(s)f(t). (5)

Ïîäñòàâëÿÿ s = 0, t = 0, ìû ñðàçó çàêëþ÷àåì, ÷òî f(0) = f(0) · f(0), îòêóäà
f(0) ðàâíÿåòñÿ ëèáî 0, ëèáî 1. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé f(0) = 1,
îñòàâèâ ñëó÷àé f(0) = 0 â êà÷åñòâå çàäà÷è â êîíöå ãëàâû (ñì. çàäà÷ó 0.4).

Ïóñòü f èìååò ðàçëîæåíèå

f(s) = 1 + a1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . . .

Òîãäà óñëîâèå (5) íà ôóíêöèþ f çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà

1 + a1(s+ t) + a2(s+ t)2 + a3(s+ t)3 + . . . = (1 + a1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . . )

·(1 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + . . . ),

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ïî s è t. Íàéäåì, ê êàêèì îãðà-
íè÷åíèÿì íà êîýôôèöèåíòû ai ïðèâîäèò ýòî ðàâåíñòâî. Äëÿ ýòîãî áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî ñðàâíèâàòü êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìàõ äàííîé ñòåïåíè â
ëåâîé è ïðàâîé åãî ÷àñòÿõ. Ïðè ìîíîìàõ ïåðâîé ñòåïåíè ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî

a1(s+ t) = a1s+ a1t,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà a1.
Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà è îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç a, a1 = a.

Äëÿ ìîíîìîâ ñòåïåíè 2 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

a2(s+ t)2 = a2s
2 + a2st+ a2t

2,

èëè

2a2st = a2st,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî òîëüêî åñëè a2 = a2/2. Ðàññóæäàÿ òàê
æå äàëåå ïîëó÷àåì

a3(s+ t)3 = a3s
3 +

a3

2
s2t+

a3

2
st2 + a3t

3,

îòêóäà

a3 = a3/6.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
ðàçðåøèìî, òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è äàåò çíà÷åíèå an ðàâíûì an ñ íåêî-
òîðûì êîýôôèöèåíòîì.
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Ìîæíî áûëî áû ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî âñåãäà ñóùåñòâóåò
è êîýôôèöèåíò ïðè an ðàâåí 1/n!. Ìû ïîñòóïèì íàîáîðîò è îïðåäåëèì
ýêñïîíåíòó ðàçëîæåíèåì

eas = exp(as) = 1 +
a

1!
s+

a2

2!
s2 +

a3

3!
s3 +

a4

4!
s4 + . . . .

Ýòî áåñêîíå÷íûé ñòåïåííîé ðÿä, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî � îáðàòíûå ôàê-
òîðèàëû.

Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ea(s+t) = easeat.

Äåéñòâèòåëüíî, íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî

1 +
a(s+ t)

1!
+
a2(s+ t)2

2!
+
a3(s+ t)3

3!
+ . . . = (1 +

as

1!
+
a2s2

2!
+
a3s3

3!
+ . . . )

(1 +
at

1!
+
a2t2

2!
+
a3t3

3!
+ . . . ).

Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìîíîì sktl ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ðàçëîæåíèè áèíîìà
(s+ t)n, ãäå n = k + l, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè ýòîì ìîíîìå ðàâåí

an

n!

(
n

k

)
=

an

k!l!
.

Ýòîò êîýôôèöèåíò â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè sktl â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïîýòîìó âñÿêèé ìîíîì âõîäèò â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè
ðàâåíñòâà ñ îäíèì è òåì æå êîýôôèöèåíòîì.

Çíàÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ñ f(0) = 1 � åñëè îíî ñóùåñòâóåò �
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè s, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ýêñ-
ïîíåíòà è ÿâëÿåòñÿ ýòèì åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì. Ïðè a = 0 ýêñïîíåíòà
òîæäåñòâåííî ðàâíà 1. Åñëè æå a ̸= 0, òî ýêñïîíåíòà eas ïîëó÷àåòñÿ èç es

îáðàòèìîé çàìåíîé s íà as. Ïîýòîìó ÷àùå âñåãî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ýêñïîíåíòîé es, îòâå÷àþùåé çíà÷åíèþ a = 1.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïðîñòî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýêñïîíåíòó:

sin s =
e
√
−1s − e−

√
−1s

2
√
−1

= s− 1

3!
s3 +

1

5!
s5 − . . . ;

cos s =
e
√
−1s + e−

√
−1s

2
= 1− 1

2!
s2 +

1

4!
s4 − . . . .

Çäåñü
√
−1 � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −1; åãî ÷àñòî

îáîçíà÷àþò ÷åðåç i, îäíàêî òàêîå îáîçíà÷åíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ïóòàíèöå.
Ñìûñë ïåðåìåííîé s, îò êîòîðîé áåðåòñÿ ýêñïîíåíòà, ìîæåò áûòü ñàìûì

ðàçíûì. Íàïðèìåð, s ìîæåò îáîçíà÷àòü äèôôåðåíöèðîâàíèå:

e
d
dt = 1 +

1

1!

d

dt
+

1

2!

(
d

dt

)2

+
1

3!

(
d

dt

)3

+
1

4!

(
d

dt

)4

+ . . . ,
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è ìû âïðàâå ñïðîñèòü ñåáÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé îò äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ. Çäåñü k-ÿ ñòåïåíü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(
d
dt

)k
ýòî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ k-îé

ïðîèçâîäíîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷åìó ðàâíà ýêñïîíåíòà îò äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ, ïîñìîòðèì, êàê îíà äåéñòâóåò íà ìíîãî÷ëåíàõ. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü, êàê îíà äåéñòâóåò íà âñåõ ñòåïåíÿõ tk ïåðåìåííîé t.
Ê ñ÷àñòüþ, ðåçóëüòàò (k + 1)-ãî è âñåõ ñòàðøèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ìîíî-

ìà tk ðàâåí 0, ïîýòîìó ïðè ïðèìåíåíèè e
d
dt ê tk â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

îñòàåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ:

e
d
dt tk =

(
1 +

1

1!

d

dt
+

1

2!

(
d

dt

)2

+ · · ·+ 1

k!

(
d

dt

)k)
tk

= tk +
k

1!
tk−1 +

k(k − 1)

2!
tk−2 + · · ·+ k!

k!

=

(
k

k

)
tk +

(
k

k − 1

)
tk−1 +

(
k

k − 2

)
tk−2 + · · ·+

(
k

0

)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà åñòü íå ÷òî èíîå êàê ðàçëîæåíèå áèíîìà
(1 + t)k, è ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

e
d
dt tk = (t+ 1)k.

Ïîñêîëüêó ýêñïîíåíòà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äåéñòâóåò íà ìíîãî÷ëåíàõ ëè-
íåéíî, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p = p(t)

e
d
dt p(t) = p(t+ 1).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýêñïîíåíòà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì íà 1.
Ýòî ãëóáîêîå óòâåðæäåíèå ëåæèò â îñíîâå òåîðèè ãðóïï Ëè. Ìû áóäåì èì
íåîäíîêðàòíî ïîëüçîâàòüñÿ.

0.4 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè è äåéñòâèÿ íàä íè-

ìè

Ïåðåéäåì ê ñòðîãèì îïðåäåëåíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 0.4.1. Ïóñòü a0, a1, a2, . . . � ïðîèçâîëüíàÿ (áåñêîíå÷íàÿ) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé (ïðîèçâîäÿùèì ðÿäîì)
äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå âèäà

a0 + a1s+ a2s
2 + . . . ,

èëè, â ñîêðàùåííîé çàïèñè,
∞∑
n=0

ans
n.

Åñëè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, ðàâíû íóëþ, òî
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùèì ìíîãî÷ëåíîì.
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×èñëà, âõîäÿùèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ïðè-
ðîäó. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ, öåëûõ,
ðàöèîíàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ, êàê è îáû÷íóþ ôóíêöèþ, ìû áóäåì ÷àñòî îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé,
óêàçûâàÿ â ñêîáêàõ åå àðãóìåíò:

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . . .

Äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ðàâíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
ó íèõ ñîâïàäàþò êîýôôèöèåíòû ïðè êàæäîé ñòåïåíè ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó
ìû ÷àñòî áóäåì ïðîâåðÿòü ðàâåíñòâî ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé èëè ðåøàòü
óðàâíåíèÿ íà íèõ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè s0, s1, s2

è ò.ä.

Çàìå÷àíèå 0.4.2. Óïîòðåáëÿÿ ñëîâî �ôóíêöèÿ�, ìû âîâñå íå èìååì â âè-
äó, ÷òî íàïèñàííîå âûðàæåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. Òàê, íå
ñëåäóåò äóìàòü, áóäòî ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷åìó ðàâíî �çíà÷åíèå A(1) ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè A â òî÷êå 1�. Äëÿ ýòîãî íàì ïðèøëîñü áû ñîñ÷èòàòü
ñóììó áåñêîíå÷íîãî ðÿäà a0 + a1 + a2 + . . . . Èçó÷åíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé íå òðåáóåò ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ïåðåìåííàÿ s
ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé, è ñóììà ðÿäà a0 + a1s+ a2s

2 + . . . ñìûñëà íå èìååò.
Îäíàêî âåðíû óòâåðæäåíèÿ A(0) = a0, A

′(0) = a1, A
′′(0) = 2a2 è ò.ä..

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë â âè-
äå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ òåðìèíîì
�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ� ìû áóäåì òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì �ôîð-
ìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä�.

Îïðåäåëåíèå 0.4.3. Ñóììîé äâóõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . .

è

B(s) = b0 + b1s+ b2s
2 + . . .

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

A(s) +B(s) = (a0 + b0) + (a1 + b1)s+ (a2 + b2)s
2 + . . . .

Ïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé A è B íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ

A(s)B(s) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)s+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)s
2 + . . . .

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, î÷åâèäíî,
êîììóòàòèâíû (A+B = B +A,AB = BA) è àññîöèàòèâíû ((A+B) + C =
A + (B + C), (AB)C = A(BC)); êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíûé
çàêîí (A(B + C) = AB +AC).
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Îïðåäåëåíèå 0.4.4. Ïóñòü

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . .

è
B(t) = b0 + b1t+ b2t

2 + b3t
3 . . .

� äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, ïðè÷åì B(0) = b0 = 0.
Ïîäñòàíîâêîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè B â ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ A

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

A(B(t)) = a0 + a1B(t) + a2B
2(t) + a3B

3(t) + . . .

= a0 + a1b1t+ (a1b2 + a2b
2
1)t

2 + (a1b3 + 2a2b1b2 + a3b
3
1)t

3 + . . . .

Åñëè, íàïðèìåð, B(t) = −t, òî

A(B(t)) = A(−t) = a0 − a1t+ a2t
2 − a3t

3 + . . . .

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A = A(s) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè A(−s) = A(s)
íå÷åòíîé, åñëè A(−s) = −A(s). Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè åå ñòåïåííîé ðÿä ñîäåðæèò ëèøü ÷ëåíû ÷åòíîé ñòåïåíè.
Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åå ñòåïåí-
íîé ðÿä ñîäåðæèò ëèøü ÷ëåíû íå÷åòíîé ñòåïåíè. Òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ
cos(s) � ÷åòíàÿ, ôóíêöèÿ sin(s) � íå÷åòíàÿ, à ôóíêöèÿ exp(s) íå ÿâëÿåòñÿ
íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé � åå ðàçëîæåíèå â ðÿä ñîäåðæèò íåíóëåâûå êîýô-
ôèöèåíòû êàê ïðè ÷åòíûõ, òàê è ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé s.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè, îòëè÷íîé
îò íóëÿ â íóëå, íå îïðåäåëåíà. Ïðè ïîïûòêå ïîäñòàâèòü òàêóþ ôóíêöèþ
ìû ñòîëêíóëèñü áû ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñóììèðîâàòü áåñêîíå÷íûå ÷èñëîâûå
ðÿäû.

Êîíå÷íî æå, åñëè îáå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè A è B ÿâëÿþòñÿ ìíîãî-
÷ëåíàìè, òî îïðåäåëåíèÿ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ïîäñòàíîâêè äëÿ íèõ ñîâ-
ïàäàþò ñ îáû÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè ýòèõ îïåðàöèé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Îïðå-
äåëåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé íà ñòåïåííûõ ðÿäàõ ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì èõ ïðî-
äîëæåíèÿ ñ ìíîãî÷ëåíîâ.

×òîáû ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè ïîáëèæå, äàâàéòå
äîêàæåì âàæíóþ òåîðåìó. Ëèíåéíóþ ôóíêöèþ B(t) = bt, b ̸= 0, ëåãêî îáðà-
òèòü � îáðàòíîé ê íåé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ s/b. Äîáàâëåíèå ñòàð-
øèõ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé íå âëèÿåò íà îáðàòèìîñòü ôóíêöèè.

Òåîðåìà 0.4.5 (îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ

B(t) = b1t+ b2t
2 + b3t

3 + . . .

òàêîâà, ÷òî B(0) = b0 = 0, à b1 ̸= 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè

A(s) = a1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . . , A(0) = 0

è
C(u) = c1u+ c2u

2 + c3u
3 + . . . , C(0) = 0,
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÷òî
A(B(t)) = t è B(C(u)) = u.

Ôóíêöèè A è C åäèíñòâåííû.

Ôóíêöèÿ A íàçûâàåòñÿ ëåâîé îáðàòíîé, à ôóíêöèÿ C � ïðàâîé îáðàòíîé
ê ôóíêöèè B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ëåâîé îá-
ðàòíîé ôóíêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðàâîé îáðàòíîé àíàëîãè÷íî. Áóäåì
îïðåäåëÿòü êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè A ïîñëåäîâàòåëüíî. Êîýôôèöèåíò a1
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ a1b1 = 1, îòêóäà

a1 =
1

b1
.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîýôôèöèåíòû a1, a2, . . . , an óæå îïðåäåëåíû. Êî-
ýôôèöèåíò an+1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

an+1b
n+1
1 + · · ·+ a1bn+1 = 0,

ãäå òî÷êàìè îáîçíà÷åí íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí îò a1, . . . , an è b1, . . . , bn. Òåì
ñàìûì, óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà an+1, ïðè÷åì
êîýôôèöèåíò bn+1

1 ïðè an+1 îòëè÷åí îò íóëÿ. Òàêîå óðàâíåíèå èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, ìû íàó÷èëèñü ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü ñòåïåííûå ðÿäû è ïîä-
ñòàâëÿòü èõ äðóã â äðóãà. Õîòåëîñü áû òàêæå íàó÷èòüñÿ äåëèòü èõ äðóã íà
äðóãà. Ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ íå âñåãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Â ýòîì îòíî-
øåíèè ñòåïåííûå ðÿäû ïîõîæè íà öåëûå ÷èñëà: íå âñåãäà öåëîå ÷èñëî ïðè
äåëåíèè íà äðóãîå öåëîå ÷èñëî äàåò â îòâåòå öåëîå ÷èñëî. Îäíàêî, âî âñÿ-
êîì ñëó÷àå, âîçìîæíî äåëåíèå íà ñòåïåííîé ðÿä, çíà÷åíèå êîòîðîãî â íóëå
îòëè÷íî îò íóëÿ.

Óòâåðæäåíèå 0.4.6. Ïóñòü

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . .

� ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä, ïðè÷åì A(0) = a0 ̸= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

B(s) = b0 + b1s+ b2s
2 + b3s

3 + . . . ,

òàêîé ÷òî A(s)B(s) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Çíà÷å-
íèå êîýôôèöèåíòà b0 íàõîäèòñÿ ëåãêî, b0 = 1

a0
. Ïóñòü òåïåðü âñå êîýôôèöè-

åíòû ðÿäà B âïëîòü äî ñòåïåíè n−1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Êîýôôèöèåíò
ïðè sn îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 = 0.
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Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà bn, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò a0 ïðè bn îòëè÷åí îò
íóëÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, íàõîæäåíèå îáðàò-
íîé ôóíêöèè � îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè èëè îòíîñèòåëüíî äåëåíèÿ � â
ÿâíîì âèäå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé, äàæå åñëè ñàìà ôóíêöèÿ
îòíîñèòåëüíî ïðîñòà. Ñêàæåì, âû÷èñëåíèå ôóíêöèè 1/ cos s çàéìåò ó íàñ
öåëûé ïàðàãðàô, è ïðèâåäåò ê î÷åíü èíòåðåñíîìó ðåçóëüòàòó.

0.5 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ïðî-

èçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé îáû÷íîå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ìîæíî çà-
ïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Îïðåäåëåíèå 0.5.1. Ïóñòü A = A(s) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîèç-
âîäíîé ýòîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

A′(s) =
A(s+ t)−A(s)

t

∣∣∣∣
t=0

.

Ïîñêîëüêó ïðè t = 0 ÷èñëèòåëü äðîáè â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü, ýòîò ÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà t, è îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå, î÷åâèäíî, ëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ, ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïîíÿòü, êàê îíî äåéñòâóåò íà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ, äîñòàòî÷íî ïî-
ñìîòðåòü íà åãî äåéñòâèå íà ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé. Èìååì

(
sk
)′

=
(s+ t)k − sk

t

∣∣∣∣
t=0

=

(
k
1

)
sk−1t+ . . .

t

∣∣∣∣∣
t=0

= ksk−1.

Çäåñü ìíîãîòî÷èå â ÷èñëèòåëå îáîçíà÷àåò ìíîãî÷ëåí, äåëÿùèéñÿ íà t2; ïî-
ñëå äåëåíèÿ íà t è ïðèðàâíèâàíèÿ t íóëþ ýòîò ìíîãî÷ëåí îáðàùàåòñÿ â 0.
Òåì ñàìûì, äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèèA(s) =
a0 + a1s+ a2s

2 + . . . äàåò

A′(s) = a1 + 2a2s+ 3a3s
2 + 4a4s

3 + . . . .

Äîêàæåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè:

(A(B(t)))′ = A′(B(t))B′(t).

Â ñèëó ëèíåéíîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ðàâåíñòâà äî-
ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà A(s) = sk � ìîíîì. Òåïåðü ìû äîëæíû
äîêàçàòü ðàâåíñòâî

(Bk(t))′ = kBk−1(t)B′(t)

äëÿ ëþáîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè B. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðàâåíñòâà òðå-
áóåò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ti, i = 0, 1, 2, . . . .
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Êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè B ïðè ñòåïåíÿõ i+2 è âûøå íå âëèÿþò íà êîýôôè-
öèåíòû ïðè ti â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà. Ïîýòîìó åãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà B � ìíîãî÷ëåí, à â ýòîì ñëó÷àå îíî õîðîøî èçâåñòíî.

Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñàìî ïî ñåáå ïîçâîëÿåò íàì ðåøàòü
ïðîñòåéøèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Íàéäåì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ,
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íåé ñàìîé,

F ′(s) = F (s). (6)

Ïóñòü F èìååò âèä F (s) = f0 + f1s + f2s
2 + . . . . Òîãäà F ′(s) = f1 + 2f2s +

3f3s
2 + . . . . Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè íóëåâîé ñòåïåíè ïåðåìåííîé â

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (6), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî f1 = f0. Ñðàâíåíèå
êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðâîé ñòåïåíè s äàåò 2f2 = f1, îòêóäà f2 = 1

2f1 = 1
2f0.

Ïðîäîëæàÿ òàêèì æå îáðàçîì, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî fk = 1
k!f0 äëÿ âñåõ k =

1, 2, 3, . . . . Îáîçíà÷èì f0 ÷åðåç c. Íàøå ðàññóæäåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
âûâîäó:

Âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèä

F (s) = c

(
1 +

1

1!
s+

1

2!
s2 +

1

3!
s3 + . . .

)
= ces

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c. Òåì ñàìûì, óðàâíåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì F (0) = c. Íèæå â ýòîé êíèãå ìû íå ðàç
áóäåì îáñóæäàòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè.

Èíòåãðàëîì ôóíêöèè A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ∫
A(s) = a0s+ a1

s2

2
+ a2

s3

3
+ · · ·+ an

sn+1

(n+ 1)
+ . . . .

Îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíà îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ:(∫
A(s)

)′

= A(s).

Îïåðàöèÿ æå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ïðèâîäèò ê ôóíêöèè ñ íóëåâûì
ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, è ïîýòîìó ðåçóëüòàò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ îò èñ-
õîäíîé ôóíêöèè, ∫

A′(s) = A(s)−A(0).

Çàìå÷àíèå 0.5.2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîé. Ôîðìó-
ëà äëÿ èíòåãðàëà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì
ïðåäåëîì ∫

A(s) =

∫ s

0

A(ξ)dξ.
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Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòûâàòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè
äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ðàçíîîáðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Âû÷èñëèì, íà-
ïðèìåð, îáðàòíóþ ôóíêöèþ ê ýêñïîíåíòå. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íàòó-
ðàëüíûì ëîãàðèôìîì è îáîçíà÷àåòñÿ ln(·), ln(es) = s. Ðàçëîæåíèå ýêñïî-
íåíòû íà÷èíàåòñÿ ñ 1, ïîýòîìó àðãóìåíò ëîãàðèôìà íóæíî ñäâèíóòü â 1:

ln(1 + t) = l1t+ l2t
2 + l3t

3 + . . .

(ñâîáîäíûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ðàâåí 0, ïîñêîëüêó ln(1) = 0).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ëîãàðèôìà âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè è îáðàòíîé ê íåé â ïðîèçâåäåíèè äàþò 1.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A(B(s)) = s, òî A′(B(s))B′(s) = 1 è

A′(t) =
1

B′(s)
ïðè t = B(s).

Ïîñêîëüêó d
dse

s = es, ïîëó÷àåì

d

dt
ln(1 + t) =

1

1 + t
= 1− t+ t2 − t3 + t4 − . . . ,

îòêóäà, èíòåãðèðóÿ,

ln(1 + t) = t− 1

2
t2 +

1

3
t3 − 1

4
t4 + . . . .

Ìû áóäåì ÷àùå ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì âàðèàíòîì ïîñëåäíåé ôîðìóëû:

− ln(1− t) = ln(1− t)−1 = t+
1

2
t2 +

1

3
t3 +

1

4
t4 + . . . . (7)

Îòìåòèì, ÷òî áèíîì Íüþòîíà óäîáíî çàïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåí-
òû:

(1 + t)a = ea ln(1+t).

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà, âû÷èñëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

f(s) =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
s+

1

3 · 4
s2 + · · ·+ 1

(n+ 1)(n+ 2)
sn + . . . .

Óìíîæàÿ ôóíêöèþ f íà s2 è äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì

(s2f(s))′ = s+
1

2
s2 +

1

3
s3 + · · · = ln(1− s)−1,

îòêóäà

f(s) = s−2

∫
ln(1− s)−1 = s−2

(
(s− 1) ln(1− s)−1 + s

)
.
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0.6 Àëãåáðà è òîïîëîãèÿ ôîðìàëüíûõ ñòåïåí-

íûõ ðÿäîâ

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.
Îíè íå èñïîëüçóþòñÿ â êíèãå, íî ìîãóò ïîìî÷ü îáîçíà÷èòü ìåñòî ýòîé òåîðèè â
ðÿäó äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí.

Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (ñ
êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå êîìïëåêñíûõ, âåùåñòâåííûõ èëè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë)
îáðàçóåò (áåñêîíå÷íîìåðíîå) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ýòèì ïîëåì. Îïåðà-
öèÿ óìíîæåíèÿ ðÿäîâ ïðåâðàùàåò ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî â àëãåáðó, êîòîðàÿ
îáîçíà÷àåòñÿ C[[s]] (ñîîòâ., R[[s]] èëè Q[[s]]). Âàæíóþ ðîëü â ýòîé àëãåáðå èãðà-
þò èäåàëû, ò.å. òàêèå ïîäìíîæåñòâà I ⊂ C[[s]], ÷òî fI ⊂ I äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
f ∈ C[[s]]. Â àëãåáðå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ âñå èäåàëû � ãëàâíûå, ò.å. âñå
îíè èìåþò âèä fC[[s]] äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ C[[s]]. Áîëåå òîãî, âñå èäåàëû
ëåãêî îïèñàòü: îíè èìåþò âèä Ik = skC[[s]], k = 0, 1, 2, . . . (ò.å. èäåàë Ik ñîñòîèò
èç âñåõ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, äåëÿùèõñÿ íà sk). Îäèí èç èäåàëîâ Ik, à
èìåííî I1, ìàêñèìàëåí: îí íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì èäåàëå, îòëè÷íîì
îò âñåé àëãåáðû. Àëãåáðà ñ îäíèì ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé.
Ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè ñáëèæàåò àëãåáðó ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ êîîðäè-
íàòíûìè àëãåáðàìè â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò (àëãåáðàìè ðîñòêîâ áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ èëè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé).Ôàêòîðàëãåáðû C[[s]]/Ik
íàçûâàþòñÿ àëãåáðàìè ñðåçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ è òîæå î÷åíü âàæíû.

Â àëãåáðå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îïðåäåëåíà òîïîëîãèÿ. Îòêðûòûìè

â ýòîé òîïîëîãèè ÿâëÿþòñÿ èäåàëû Ik, k = 0, 1, 2, . . . è ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ââåäåí-

íàÿ òîïîëîãèÿ îïðåäåëÿåò ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F1(s), F2(s), . . .

ñõîäèòñÿ ê ôîðìàëüíîìó ñòåïåííîìó ðÿäó F (s), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n ñóùå-

ñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ s0, s1, . . . , sn ó ðÿäîâ

Fk(s) ïðè k > N ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ ó

ðÿäà F (s). Ìíîãî÷ëåíû � ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷íî îò íóëÿ, � îáðàçóþò âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

(è ïîäàëãåáðó) â àëãåáðå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, êîòîðîå ïëîòíî îòíîñè-

òåëüíî ââåäåííîé òîïîëîãèè. Âñå îïåðàöèè íàä ðÿäàìè � ñëîæåíèå, óìíîæåíèå,

ïîäñòàíîâêà, äåëåíèå, � îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îáû÷íûì îáðàçîì, à íà

ñòåïåííûå ðÿäû ïðîäîëæàþòñÿ òàê, ÷òîáû ïðîäîëæåííûå îïåðàöèè áûëè íåïðå-

ðûâíû. Òàêèå ïðîäîëæåíèÿ ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû.
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0.7 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.1. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Nn, îñòàâëÿþùàÿ îñ-
òàëüíûå ýëåìåíòû íà ìåñòå, íàçûâàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé. Íàéäèòå ÷èñëî
òðàíñïîçèöèé â ãðóïïå Sn.
Çàäà÷à 0.2. Âñÿêóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ. Òàêîå ðàçëîæåíèå îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà
óìíîæàåìûõ öèêëîâ. Â ÷àñòíîñòè, íàáîð äëèí ýòèõ öèêëîâ îïðåäåëÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêîé îäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð â Sn, äëÿ òðàíñïîçèöèè íàáîð äëèí
öèêëîâ ñîñòîèò èç îäíîé äâîéêè è n− 2 åäèíèö, à íàáîð äëèí öèêëîâ òîæ-
äåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè ñîñòîèò èç n åäèíèö. Ñóììà äëèí öèêëîâ ðàâíà
÷èñëó ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè; äðóãèìè ñëîâàìè, íàáîð ýòèõ äëèí ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçáèåíèåì äëèíû ïåðåñòàíîâêè. Ïåðåñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ äëèííûì
öèêëîì, åñëè åå ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî öèêëà. Äëèíà òàêîãî öèêëà, ðàçóìååòñÿ, ñîâïàäàåò ñ äëè-
íîé ïåðåñòàíîâêè. Íàéäèòå ÷èñëî äëèííûõ öèêëîâ â ãðóïïå Sn.
Çàäà÷à 0.3. Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Sn, îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèÿì à)
1n−422 (ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé äâóõ ïàð ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò
îáùèõ); á) 1n−331 (öèêëîâ äëèíû 3).

Çàäà÷à 0.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f = f(s), ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå
ñòåïåííîãî ðÿäà, ïðåîáðàçóåò ñóììó â ïðîèçâåäåíèå, ò.å. òîæäåñòâåííî âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(s + t) = f(s)f(t), è f(0) = 0, òî îíà òîæäåñòâåííî
ðàâíà 0.

Çàäà÷à 0.5. Äîêàæèòå, ÷òî ëîãàðèôì ïðåîáðàçóåò ïðîèçâåäåíèå â ñóììó:

ln((1 + s)(1 + t)) = ln(1 + s) + ln(1 + t).

Çàäà÷à 0.6. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: à) sin2 s+ cos2 s = 1;
á) (1 + s)α(1 + s)β = (1 + s)α+β ; â) ln((1− s)α) = α ln(1− s).

Çàäà÷à 0.7. Ïóñòü p = p(t) � ìíîãî÷ëåí. ×åìó ðàâíû à) exp(a ddt )p(t)? á)

sin d
dt p(t)? â) cos

d
dt p(t); ã) exp(

d
dt +

d2

dt2 )p(t); ä) exp(
d
dt −

d2

dt2 )p(t)?

Çàäà÷à 0.8. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííûå ðÿäû âèäà

a1s+ a2s
2 + . . . , a1 ̸= 0,

îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè.

Çàäà÷à 0.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ B = B(s) = b1s + b2s
2 + b3s

3 + . . . òàêîâà, ÷òî
b1 ̸= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ A(t) è ëåâàÿ îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ C(t) ñîâïàäàþò. Ýòà îáùàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
B−1(t).

Çàäà÷à 0.10. Ïóñòü A(s) = a0 + a1s + a2s
2 + . . . � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-

öèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . . Âûðàçèòå ÷åðåç A ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
à) a0+a1, a1+a2, a2+a3, . . . ; á) a0, a0+a1, a0+a1+a2, a0+a1+a2+a3, . . . ;
â) a0, a1b, a2b

2, a3b
3, . . . ; ã) a0, 0, a2, 0, a4, 0, a6, 0, a8, . . . .
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Çàäà÷à 0.11. Âû÷èñëèòå òðè ïåðâûõ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòà ôóíêöèé, îá-
ðàòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè ê ñëåäóþùèì ôóíêöèÿì: à) sin s;
á) es − 1; â) s+ s2.

Çàäà÷à 0.12. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå àðêñèíóñà:

sin−1 s = arcsin s = s+
1

2 · 3
s3 +

1 · 3
2 · 4 · 5

s5 +
1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 · 7
s7 + . . .

Çàäà÷à 0.13. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî
ðÿäà A(s), ÷òî sA(s) = 1.

Çàäà÷à 0.14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäûé èç ñòåïåííûõ ðÿäîâ A(s) è B(s)
îòëè÷åí îò íóëÿ, òî è èõ ïðîèçâåäåíèå A(s)B(s) îòëè÷íî îò íóëÿ.

Çàäà÷à 0.15. Ïóñòü ðÿäû A(s) = a0 + a1s + a2s
2 + . . . , a0 ̸= 0, è B(s) =

b1s+b2s
2+ . . . , b1 ̸= 0, èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà

êîýôôèöèåíòû ýòèõ ðÿäîâ ðÿäû 1
A(s) , B

−1(s) èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû?

Çàäà÷à 0.16. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé à) F ′(s) =
aF (s), á) F ′(s) = F 2(s).

Çàäà÷à 0.17. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
à) 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . ; á) 1 · 2, 2 · 3, 3 · 4, . . . .
Çàäà÷à 0.18. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðÿäà B = B(t) ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëå-
íîì, B(0) = 0, è ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà A = A(s)(∫

A

)
(B(t)) =

∫
(A(B(t)) ·B′(t))

(ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå).

Çàäà÷à 0.19. Äîêàæèòå ôîðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

(A(s)B(s))′ = A′(s)B(s) +A(s)B′(s).

Çàäà÷à 0.20. Äîêàæèòå ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫
(A(s)B′(s) +A′(s)B(s)) = A(s)B(s)−A(0)B(0).

Çàäà÷à 0.21. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè çàäàííîì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè k ëþáîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå

n =

(
b1
1

)
+

(
b2
2

)
+ · · ·+

(
bk
k

)
,

ãäå 0 ≤ b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bk. Íàïðèìåð, ïðè k = 1 ýòî âåðíî, òàê êàê âñÿêîå
÷èñëî n äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå n =

(
n
1

)
.

Íèæåñëåäóþùèå çàäà÷è âçÿòû èç çíàìåíèòîãî ñáîðíèêà Ïîëèà è Ñåãå
�Òåîðåìû è çàäà÷è èç àíàëèçà� � â ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð çàäà÷è â ýòîì
ñáîðíèêå.



0.7 Çàäà÷è 25

Çàäà÷à 0.22 (I.16). Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíò an â ðàçëîæåíèè

(1 + qs)(1 + qs2)(1 + qs4)(1 + qs8) · · · = a0 + a1s+ a2s
2 + . . . .

Çàäà÷à 0.23 (I.33). Äîêàæèòå òîæäåñòâî(
2n

0

)2

−
(
2n

1

)2

+

(
2n

2

)2

− · · · −
(

2n

2n− 1

)2

+

(
2n

2n

)2

= (−1)n
(
2n

n

)
.

Çàäà÷à 0.24 (I.37). Äîêàæèòå òîæäåñòâî(
n

1

)
− 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n−1n

(
n

n

)
= 0 ïðè n > 1.

Çàäà÷à 0.25 (I.38). Äîêàæèòå òîæäåñòâî(
n

1

)
− 1

2

(
n

2

)
+

1

3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n−1 1

n

(
n

n

)
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Çàäà÷à 0.26 (I.39). Äîêàæèòå òîæäåñòâî

n∑
k=0

(−1)n−k22k
(
n+ k + 1

2k + 1

)
= n+ 1.

Çàäà÷à 0.27 (I.41). Ïîëîæèì

φ(x) = a0 + a1x+ a2x(x− 1) + a3x(x− 1)(x− 2) + . . .

ψ(x) = a0 +
a1
2
x+

a2
22
x(x− 1) +

a3
23
x(x− 1)(x− 2) + . . .

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà(
n

0

)
φ(0) +

(
n

1

)
φ(1) +

(
n

2

)
φ(2) + · · ·+

(
n

n

)
φ(n) = 2nψ(n)

è (
n

0

)
φ(0)−

(
n

1

)
φ(1) +

(
n

2

)
φ(2)− · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
φ(n) = (−1)nann!.

(Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèè φ è ψ, õîòÿ è ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé áåñêîíå÷íûå ñóììû, íå ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè, à
çíà÷åíèÿ φ(n) è ψ(n) ïðè íàòóðàëüíîì àðãóìåíòå n êîððåêòíî îïðåäåëåíû,
ïîñêîëüêó ïðè ïîäñòàíîâêå â ðÿäû íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà âñå
ñëàãàåìûå êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà îáðàùàþòñÿ 0.)

Çàäà÷à 0.28 (I.42). Äîêàæèòå òîæäåñòâî(
n

0

)
(0− n)2 +

(
n

1

)
(2− n)2 +

(
n

2

)
(4− n)2 + · · ·+

(
n

ν

)
(2ν − n)2 + · · · = 2nn.

Çàäà÷à 0.29 (I.44). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

f

(
x
d

dx

)
xk = f(k)xk.
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Ðàöèîíàëüíûå

ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàöèîíàëüíûå
ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îáðàçóþò áîëüøîé êëàññ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå, î÷åíü ÷àñòî ïðèíàä-
ëåæàò ê ýòîìó êëàññó. Íàïðèìåð, êàê ìû óâèäèì, ðàöèîíàëüíûìè îêàçûâà-
þòñÿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòî-
ìàòàìè (ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, ñì. ãëàâó ??). Êðîìå òîãî, òåîðèÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò, ïî ñóùåñòâó, ñ òåîðèåé ðåøåíèé
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.

0.8 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Ïðîñòåéøàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îòâå÷àåò ïðîñòåéøåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè êîýôôèöèåíòîâ � ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 1, 1, . . . . Ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä

G(s) = 1 + s+ s2 + s3 + . . . , (8)

è åå íåñëîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, êîòî-
ðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèâ îáå
÷àñòè ðàâåíñòâà (8) íà s, ïîëó÷èì

sG(s) = s+ s2 + s3 + s4 + . . .

= G(s)− 1,

îòêóäà

G(s) =
1

1− s
= (1− s)−1. (9)

Òîò æå âûâîä ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè ïðîõîäèò äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà a, ar, ar2, ar3, . . . :

Ga,r(s) = a+ ars+ ar2s2 + ar3s3 + . . .

= a
(
1 + (rs) + (rs)2 + (rs)3 + . . .

)
,

27
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îòêóäà

rsGa,r(s) = Ga,r(s)− a

è

Ga,r(s) =
a

1− rs
. (10)

Ïðèâåäåííûå âûøå âûêëàäêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê èç-
âåñòíûé âûâîä ôîðìóëû äëÿ ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè. Ðåçóëüòàò ýòèõ âûêëàäîê ñîãëàñóåòñÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñ ðàçëîæå-
íèåì áèíîìà (1− s)−1.

0.9 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è

Çíàìåíèòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè íà÷àëü-
íûìè ÷ëåíàìè f0 = f1 = 1 è ñîîòíîøåíèåì

fn+2 = fn+1 + fn. (11)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷-
÷è

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . . ,

â êîòîðîé êàæäûé ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñ f2, ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ. ×òî-
áû âûâåñòè ôîðìóëó ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

Fib(s) = 1 + s+ 2s2 + 3s3 + 5s4 + . . . , (12)

óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (12) íà s+ s2. Ïîëó÷èì

(s+ s2) Fib(s) = s + s2 + 2s3 + 3s4 + 5s5 + . . .
+ s2 + s3 + 2s4 + 3s5 + . . .

= s + 2s2 + 3s3 + 5s4 + 8s5 + . . . ,

èëè

(s+ s2) Fib(s) = Fib(s)− 1,

îòêóäà

Fib(s) =
1

1− s− s2
. (13)

Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîíèìàòü êàê êîìïîçèöèþ äâóõ ïðîèçâî-
äÿùèõ ôóíêöèé, à èìåííî, (1− s)−1 è s+ s2, ò.å.

Fib(s) = 1 + (s+ s2) + (s+ s2)2 + (s+ s2)3 + . . . .

Òàêîå ðàçëîæåíèå, îäíàêî, íå î÷åíü óäîáíî, òàê êàê â åãî ÷ëåíàõ ïåðåìå-
øàíû ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé s è îíî íå äàåò ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ
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êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëåçíåå ïðåäñòàâèòü äðîáü â âèäå ñóììû äâóõ ýëåìåí-
òàðíûõ äðîáåé:

1

1− s− s2
=

1√
5

(
1

s− s2
− 1

s− s1

)

=
1√
5

 1

s1

(
1− s

s1

) − 1

s2

(
1− s

s2

)
 ,

ãäå s1 = (−1 +
√
5)/2, s2 = (−1−

√
5)/2 � êîðíè óðàâíåíèÿ 1− s− s2 = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàçëîæåíèÿ íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Fib(s) =
1√
5s1

(
1 +

s

s1
+
s2

s21
+ . . .

)
− 1√

5s2

(
1 +

s

s2
+
s2

s22
+ . . .

)
.

Ïîýòîìó

fn =
1√
5
(s−1−n

1 − s−1−n
2 )

=
(−1)n√

5
(sn+1

1 − sn+1
2 )

=
(−1)n√

5

(−1 +
√
5

2

)n+1

−

(
−1−

√
5

2

)n+1
 (14)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî s1s2 = −1.

×èñëî |1/s1| = |s2| = 1+
√
5

2 ≈ 1.6180339887 íàçûâàåòñÿ çîëîòûì ñå÷åíè-
åì. Ïðÿìîóãîëüíèê, îòíîøåíèå ñòîðîí êîòîðîãî ðàâíî çîëîòîìó ñå÷åíèþ,
ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâà ïîäîáíûõ åìó îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêà.

Äðóãîé ñïîñîá âûâîäà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è èñ-
ïîëüçóåò ýëåìåíòàðíûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû. Ðàññìîòðèì ïàðó ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è fn, fn+1 êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà â äâó-
ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå R2:(

fn
fn+1

)
∈ R2.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (11) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðàâèëî ïåðåõîäà îò
âåêòîðà

(
fn
fn+1

)
ê âåêòîðó

(
fn+1

fn+2

)
:

Φ :

(
fn
fn+1

)
7→
(
fn+1

fn+2

)
=

(
fn+1

fn + fn+1

)
.

Ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíî, è åãî ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âè-
äå:

Φ :

(
fn
fn+1

)
7→
(

0 1
1 1

)(
fn
fn+1

)
= Φ

(
fn
fn+1

)
.
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Ïåðåõîä îò âåêòîðà
(
fn+1

fn+2

)
ê âåêòîðó

(
fn+2

fn+3

)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïî-

âòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Φ, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâî-
äÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è ïðèíèìàåò
âèä

F (s) =

(
1

1

)
+

(
1

2

)
s+

(
2

3

)
s2 +

(
3

5

)
s3 + . . .

=

(
f0
f1

)
+Φ

(
f0
f1

)
s+Φ2

(
f0
f1

)
s2 +Φ3

(
f0
f1

)
s3 + . . .

= (I +Φs+Φ2s2 +Φ3s3 + . . . )

(
f0
f1

)
= (I − sΦ)−1

(
f0
f1

)
.

Çäåñü ÷åðåç I îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, I =

(
1 0
0 1

)
, è ìû ïðèìå-

íèëè ê âåêòîðíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âûâîä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå â ðåçóëüòàòå: âûðà-
æåíèå (I − sΦ)−1 ïîíèìàåòñÿ êàê îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå I − sΦ.

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëèâ ÿâíî
ìàòðèöó Φn äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. Äëÿ ýòîãî ìàòðèöó Φ íóæíî äèàãîíàëè-
çèðîâàòü, ïðåäñòàâèâ åå â âèäå

Φ = L−1Φ̃L,

ãäå Φ̃ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöà L íåâûðîæäåíà. Èìååì,

Φ =
1

s−1
2 − s−1

1

(
1 1
s−1
1 s−1

2

)(
s−1
1 0
0 s−1

2

)(
s−1
2 −1

−s−1
1 1

)
.

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì

Φn = L−1Φ̃nL,

è âûðàæåíèÿìè äëÿ ÷èñåë s1, s2, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (14).

0.10 Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ðàöèîíàëü-

íûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñî-
îòíîøåíèåì fn+2 = fn+1 + fn. Èñõîäÿ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû ñìîãëè íàéòè ÿâíûé âèä ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îêàçàëàñü ðàöèîíàëüíîé � îòíîøåíèåì
äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Íà ñàìîì äåëå â íàøåì âûâîäå íèãäå íå èñïîëüçîâàëñÿ
êîíêðåòíûé âèä ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Äåéñòâóÿ òî÷íî òàêèì æå îá-
ðàçîì, ìû ìîæåì äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó î ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
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äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàâàåìîé ëèíåéíûì ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîøåíèåì.

Òåîðåìà 0.10.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàåòñÿ ëèíåéíûì ðå-
êóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì ïîðÿäêà k ñ ïîñòîÿííûìè c1, . . . , ck:

an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ ckan (15)

è ÷èñëà a0, a1, . . . , ak−1 çàäàíû. Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(s) = a0 +

a1s + a2s
2 + . . . ðàöèîíàëüíà, A(s) = P (s)

Q(s) , ïðè÷åì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q

ðàâíà k, à ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P íå ïðåâîñõîäèò k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîâòîðÿåò, ïî ñóùå-
ñòâó, ðàññóæäåíèå äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Óìíîæèâ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ A(s) íà c1s+ c2s

2 + · · ·+ cks
k, ïîëó÷èì

(c1s+ · · ·+ cks
k)A(s) = c1a0s+ c1a1s

2 + c1a2s
3 + · · ·+ c1ak−1s

k + . . .

+ c2a0s
2 + c2a1s

3 + · · ·+ c2ak−2s
k + . . .

+ c3a0s
3 + · · ·+ c3ak−3s

k + . . .

. . .

+ cka0s
k + . . .

= P (s) +A(s),

ãäå P � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò k− 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè sn+k â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âûðàæåíèÿ (15). Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 0.10.1 áûë âûïèñàí
ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíà Q, ñòîÿùåãî â çíàìåíàòåëå ðàöèîíàëüíîé ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèè:

Q(s) = 1− c1s− c2s
2 − · · · − cks

k.

Ýòîò ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, à äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ ôóíêöèè íàì íåîáõîäèìî çíàòü íà÷àëüíûå ÷ëåíû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ïðåäñòàâèìà â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ äðîáåé 1/(1 − s/s1) è 1/(1 − s/s2). Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè:

Òåîðåìà 0.10.2. Ïóñòü F (s) = P (s)/Q(s) � ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíîé
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ âçàèìíîïðîñòûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ, Q(0) = 1. Òîãäà F ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé âèäà 1/(1 − qis)

ki , ãäå çíà÷åíèÿ qi
îáðàòíû (êîìïëåêñíûì) êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà Q, à ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ki
íå ïðåâîñõîäÿò êðàòíîñòè êîðíÿ qi. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d1, . . . , dm � êðàòíîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Q, à q1, . . . , qm � âåëè÷èíû, îáðàòíûå ê ýòèì
êîðíÿì. Ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí Q â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

Q(s) = Q1(s) . . . Qm(s),

ãäå êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ Qi(s) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü 1/qi, Qi(s) =
(1−qis)di . Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà cm, òàêàÿ, ÷òî çíàìåíàòåëü ðàçíîñòè F (s)−
cm/(1− qm)dm èìååò ñòåïåíü, ìåíüøóþ ÷åì Q. Ýòà êîíñòàíòà ðàâíà çíà÷å-
íèþ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

P (s)

Q1(s) . . . Qm−1(s)

â òî÷êå s = 1/qm. Òåïåðü òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè çíà-
ìåíàòåëÿ.

Âûâîä âåêòîðíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôè-
áîíà÷÷è òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðå-
êóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå äâóìåðíûé âåêòîð ñëåäó-
åò çàìåíèòü k-ìåðíûì âåêòîðîì

an
an+1

...
an+k−1

 ∈ Rk,

à ìàòðèöà A ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó k-ìåðíîìó âåêòîðó, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, áóäåò âûãëÿäåòü òàê:


an+1

an+2

...
an+k

 =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1
ck ck−1 ck−2 . . . c2 c1




an
an+1

...
an+k−1

 . (16)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì âåêòîðíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

A(s) = (I − sA)−1


a0
a1
...

ak−1

 .

Ìàòðèöà A, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ëèøü åñëè åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå åå ìîæíî ïðèâåñòè ê æîðäàíî-
âîé íîðìàëüíîé ôîðìå, ñòåïåíè êîòîðîé òàêæå íåñëîæíî âû÷èñëèòü.



0.11 Íåîäíîðîäíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ 33

Îêàçûâàåòñÿ, ðàöèîíàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â òî÷íîñòè ñîâïà-
äàþò ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàäàâàåìûõ
ëèíåéíûìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ îáðàòíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.10.3. Åñëè ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(s) = a0+a1s+a2s
2+. . . ðà-

öèîíàëüíà, A(s) = P (s)
Q(s) , ãäå ìíîãî÷ëåíû P è Q âçàèìíî ïðîñòû, Q(0) ̸= 0,

òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . . çàäà-
åòñÿ ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ ckan,

ãäå k � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q, à c1, c2, . . . , ck � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.

0.11 Íåîäíîðîäíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ïîñòðîèëè ðàöèîíàëüíûå ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàäàííûõ ëèíåéíûìè ðåêóððåíòíûìè ñîîò-
íîøåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòàìè. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíû è
îäíîðîäíû � êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé èõ ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óìíîæåííûé íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó. Íàøå ïîñòðîå-
íèå íåñëîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ñîîòíîøåíèé. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2, 3, 5, 9, 17, . . . , çàäàííóþ ñîîòíîøåíèåì

an+1 = 2an − 1 (17)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì a0 = 2. Ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîðÿäêà 1
� î÷åðåäíîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäûäóùèì ÷ëåíîì.
Îäíàêî â îòëè÷èå îò ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ðàññìàòðèâàâøèõñÿ íàìè
ðàíåå, â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (17) èìååòñÿ íåîäíîðîäíàÿ äîáàâêà �
êîíñòàíòà −1. Êàê ñëåäñòâèå, òåîðåìà 0.10.1 íàïðÿìóþ íåïðèìåíèìà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . . ,

âûïèøåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (17) äëÿ ÷ëåíà ïðîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ
íîìåðîì n+ 2

an+2 = 2an+1 − 1

è, âû÷òÿ èç íåãî èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì

an+2 = 3an+1 − 2an.

Â ðåçóëüòàòå ìû ñâåëè ñîîòíîøåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (17) ê ëèíåéíîìó ðå-
êóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêèå ñîîòíîøåíèÿ ìû óæå
óìååì ðåøàòü.

ßñíî, êàê îáîáùèòü ýòî ðàññóæäåíèå íà ñëó÷àé ðåêóððåíòíîãî ñîîòíî-
øåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîì äîáàâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
èçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí.
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Òåîðåìà 0.11.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . çàäàíà ëèíåéíûì
íåîäíîðîäíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ïîðÿäêà k, ò.å. an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ ckan + hm(n), ãäå
hm(n) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m îò íîìåðà n ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàåòñÿ îäíîðîäíûì ëèíåéíûì ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîøåíèåì ïîðÿäêà n+m+1 ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è,
êàê ñëåäñòâèå, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(s) äëÿ íåå ðàöèîíàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí hm èìååò âèä

hm(n) = b0n
m + b1n

m−1 + . . . .

×ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðîì n+ k + 1 èìååò âèä

an+k+1 = c1an+k + c2an+k−1 + · · ·+ ckan+1 + hm(n+ 1).

Ðàçíîñòü ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ÷ëåíîâ ðàâíà

an+k+1 − an+k = c1an+k + (c2 − c1)an+k−1 + · · · − ckan+ (hm(n+1)− hm(n)).

Òåì ñàìûì, ìû ïðåäñòàâèëè ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðîì n+k+1 â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðåäûäóùèõ k + 1 ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ê êîòîðîé ïðèáàâëåí ìíîãî÷ëåí hm(n + 1) − hm(n). Ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò
âèä

hm(n+ 1)− hm(n) = (b0(n+ 1)m + b1(n+ 1)m−1 + . . . )− (b0n
m + . . . )

= (b0n
m + (mb0 + b1)n

m−1 + . . . )− (b0n
m + . . . )

= mb0n
m−1 + . . . .

ò.å. êîýôôèöèåíò ïðè nm â íåì ðàâåí 0 è åãî ñòåïåíü êàê ìíîãî÷ëåíà îò n
ìåíüøå m. Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè, ïîñëåäîâàòåëüíî
óìåíüøàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà h â ïðàâîé ÷àñòè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ, ïîêà îíà íå ñòàíåò ðàâíîé 0 � ñëó÷àé, îáðàùàòüñÿ ñ êîòîðûì ìû óæå
íàó÷èëèñü.

0.12 Ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà ðàöèîíàëüíûõ ïðî-

èçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Îäíî èç íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûõ ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé � èõ çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ Àäàìàðà.

Îïðåäåëåíèå 0.12.1. Ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

A(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . .

è
B(s) = b0 + b1s+ b2s

2 + . . .

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

A ◦B(s) = a0b0 + a1b1s+ a2b2s
2 + . . . .
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ïî÷ëåííûõ ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâåí-
íûõ ÷ëåíîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íåîáõîäèìîñòü â ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ Àäàìàðà âîçíèêàåò ïðè ïåðå÷èñëåíèè ïàð îáúåêòîâ
îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà: åñëè ÷èñëî îáúåêòîâ ïåðâîãî òèïà ðàâíî an, à ÷èñëî
îáúåêòîâ âòîðîãî òèïà bn, òî ÷èñëî ïàð îáúåêòîâ, ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåí-
òîâ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà, ðàâíî anbn.

Òåîðåìà 0.12.2. Ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé ðàöèîíàëüíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ íîâàÿ õàðàêòåðèçà-
öèÿ ðàöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Ëåììà 0.12.3. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2,
. . . ðàöèîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà
q1, . . . , ql è òàêèå ìíîãî÷ëåíû p1(n), . . . , pl(n), ÷òî

an = p1(n)q
n
1 + · · ·+ pl(n)q

n
l . (18)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (18) íàçûâàåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì
îò ïåðåìåííîé n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
(1− qs)−k èìååò âèä

(1− qs)−k = 1−
(
−k
1

)
qs+

(
−k
2

)
q2s2 −

(
−k
3

)
q3s3 + . . .

Êîýôôèöèåíò ïðè sn â ýòîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ðàâåí

(−1)n
(−k)(−k − 1) . . . (−k − n+ 1)

n!
qn =

(n+ k − 1)!

n!(k − 1)!
qn

=
(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ k − 1)

k!
qn

= Pk−1(n)q
n, (19)

ãäå Pk−1(n) = (n + 1)(n + 2) . . . (n + k − 1) � ìíîãî÷ëåí îò n ñòåïåíè k −
1. Âñÿêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé s ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé âèäà (1−
qis)

−ki , ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè.

Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êâàçèìíîãî÷ëåíà. Ïî-
êàæåì, ÷òî â ñëó÷àå êâàçèìíîãî÷ëåíà p(n)qn ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ ðàöèîíàëüíà. Ïóñòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p ðàâíà k − 1. Ìíî-
ãî÷ëåíû P0, P1, . . . , Pk−1, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (19), îáðàçóþò áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå k−1. È â ñàìîì äåëå, ëþáàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé 0, 1, . . . , k−1 îáðàçóåò áàçèñ â ýòîì
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ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí p ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ìíîãî÷ëåíîâ Pi è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ åñòü
ïðîñòî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé (1 − qs)−j , j = 0, 1, . . . , k − 1. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíê-
öèé òàêîãî âèäà ïðè ðàçíûõ qi. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 0.12.2.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ êâà-
çèìíîãî÷ëåíîì. Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (18).

0.13 Àñèìïòîòèêà êîýôôèöèåíòîâ ðàöèîíàëü-

íûõ ôóíêöèé

Ïðè ðåøåíèè ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ çà÷àñòóþ ïðèõîäèòñÿ èíòåðåñîâàòü-
ñÿ ïîâåäåíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïðè ðîñòå ïåðå÷èñëÿþùåãî ïàðà-
ìåòðà. Ýòî îñîáåííî âàæíî, åñëè ìû õîòèì, íàïðèìåð, ïåðå÷èñëÿòü îáúåêòû
íà êîìïüþòåðå è ïûòàåìñÿ îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû.

Îïðåäåëåíèå 0.13.1. Ôóíêöèè f : N → R è g : N → R èìåþò îäèíàêîâóþ
àñèìïòîòèêó, èëè îäèíàêîâûé ðîñò, ïðè n → ∞, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limn→∞
f(n)
g(n) è îí ðàâåí 1. Ôóíêöèÿ f ðàñòåò ìåäëåííåå ôóíêöèè g, åñëè

ïðåäåë limn→∞
f(n)
g(n) ñóùåñòâóåò è îí ðàâåí 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò

òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ g ðàñòåò áûñòðåå ôóíêöèè f .

Ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè íåêîòîðûå ôóíêöèè ìû ñ÷èòàåì �îáðàç-
öàìè�, à äðóãèå �ñâîäèì� ê ýòèì îáðàçöàì. Â êà÷åñòâå îáðàçöîâ áåðóòñÿ
îáû÷íî íàèáîëåå ïðîñòûå ìîíîòîííûå ôóíêöèè, ïîâåäåíèå êîòîðûõ õîðî-
øî èçó÷åíî. Îáðàçöàìè ìîãóò ñëóæèòü

• ýêñïîíåíòà an ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îñíîâàíèÿ a > 0;

• ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ nα ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ α;

• ôàêòîðèàë n!;

• ëîãàðèôì lnn;

à òàêæå ïðîèçâåäåíèÿ è êîìïîçèöèè ýòèõ ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ êîìáèíà-
öèÿõ.

Íåòðóäíî ðàñïîëîæèòü ôóíêöèè-îáðàçöû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñêîðîñòè
ðîñòà:

n!; an, a > 1; nα, α > 0; lnn; nα, α < 0; an, 0 < a < 1.

Ïðèìåð 0.13.2. Êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ln(1 − s)−1 = s +
1
2s

2+ 1
3s

3+. . . ðàñòóò, êàê n−1 (â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííåå áûëî áû ãîâîðèòü
�óáûâàþò, êàê n−1�).
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Ïðèìåð 0.13.3. Àñèìïòîòèêà ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà p(n) = c0n
k+c1n

k−1+
· · ·+ cn, c0 > 0, ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé åãî ñòàðøåãî ÷ëåíà c0n

k.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàéäåì àñèìïòîòèêó êîýôôèöèåíòîâ ðàöèîíàëüíûõ
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Ñîãëàñíî ëåììå 0.12.3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàöèîíàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìî-
ìåíòà, ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì (18), â êîòîðîì q1, . . . , ql � íåêîòîðûå
êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Åñëè |qi| < |qj |, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pi(n)qni ðàñòåò
ìåäëåííåå, ÷åì pj(n)q

n
j êàêèìè áû íè áûëè íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû pi(n) è

pj(n). Äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

pi(n)q
n
i

pj(n)qnj
=
pi(n)

pj(n)

(
qi
qj

)n
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó

∣∣∣ qiqj ∣∣∣ < 1, è n-ÿ ñòåïåíü ýòîãî ÷èñëà ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ áûñòðåå ëþáîé çàäàííîé ñòåïåíè ÷èñëà n. Òåì ñàìûì, àñèìïòîòèêà
êâàçèìíîãî÷ëåíà (18) îïðåäåëÿåòñÿ ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè qi ñ ñàìûìè
áîëüøèìè ìîäóëÿìè.

Â ñâîþ î÷åðåäü, àñèìïòîòèêà ìíîãî÷ëåíà p(n)qn îïðåäåëÿåòñÿ ñòàðøèì
ìîíîìîì ìíîãî÷ëåíà p, ïîýòîìó àñèìïòîòèêà ëþáîãî ñëàãàåìîãî pi(n)q

n
i

â êâàçèìíîãî÷ëåíå ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé ìîíîìà cin
diqni , ãäå cin

di �
ñòàðøèé ìîíîì ìíîãî÷ëåíà pi. Òåì ñàìûì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Óòâåðæäåíèå 0.13.4. Åñëè â êâàçèìíîãî÷ëåíå (18) èìååòñÿ åäèíñòâåí-
íîå ñëàãàåìîå pi(n)q

n
i ñ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèåì qi è ìíîãî÷ëå-

íîì pi íàèáîëüøåé ñòåïåíè, òî àñèìïòîòèêà ýòîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà ñîâ-
ïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé ìîíîìà |ci|ndi |qi|n, ãäå cindi � ñòàðøèé ìîíîì
ìíîãî÷ëåíà pi.

Åñëè æå òàêèõ ñëàãàåìûõ íåñêîëüêî, òî âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå ñòàíî-
âèòñÿ áîëåå òîíêèì. Íàïðèìåð, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàâàåìîé êâàçèì-
íîãî÷ëåíîì (−2)n + 2n (îòâå÷àþùèì çíà÷åíèÿì q1 = −2, q2 = 2, deg p1 =
deg p2 = 0), âñå ÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû 0, â òî âðåìÿ, êàê
÷ëåíû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè n = 2k ðàñòóò êàê 2 · 22k. Ïîýòîìó âîïðîñ îá
àñèìïòîòèêå òàêèõ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ òðåáóåò áîëåå àêêóðàòíîé ïîñòàíîâêè
è áîëåå òùàòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ çíà÷å-
íèé qi ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì, ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ ïðè êîòîðûõ ñîâïàäà-
þò, ðàçíûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà èìåþò ðàçëè÷íóþ
àñèìïòîòèêó. Ïîýòîìó ðå÷ü ìîæåò èäòè òîëüêî îá àñèìïòîòèêå �íàèáîëåå
âîçðàñòàþùèõ� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ýòî � òå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
â êîòîðûõ ìîäóëè ñëàãàåìûõ ñóììèðóþòñÿ (èëè ïî÷òè ñóììèðóþòñÿ). Äëÿ
òàêèõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óòâåðæäåíèå 0.13.4 ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
âèä.

Óòâåðæäåíèå 0.13.5. Åñëè â êâàçèìíîãî÷ëåíå (18) èìååòñÿ íåñêîëüêî
ñëàãàåìûõ pi(n)q

n
i ñ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèåì qi è ìíîãî÷ëåíîì pi
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íàèáîëüøåé ñòåïåíè d, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ýòîãî êâàçèìíî-
ãî÷ëåíà ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, àñèìïòîòèêà êîòîðîé ñîâïà-
äàåò ñ àñèìïòîòèêîé ìîíîìà cnd|q|n, ãäå c =

∑
|ci| � ñóììà ìîäóëåé

ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ pi, d � èõ îáùàÿ ñòåïåíü, |q| � îá-
ùåå çíà÷åíèå ìîäóëåé ÷èñåë qi. Ýòî íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ àñèìïòîòèêà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé êâàçèìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåð-
æäåíèÿ 0.13.4, è ìû åãî íå ïðèâîäèì.

Äëÿ êâàçèìíîãî÷ëåíà (18), îòâå÷àþùåãî ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè P (s)
Q(s) ,

ïîñòîÿííûå qi ýòî âåëè÷èíû, îáðàòíûå ê êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà Q, ò.å. ê ïî-
ëþñàì ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà pi ýòî

óìåíüøåííûé íà 1 ïîðÿäîê ïîëþñà ôóíêöèè P (s)
Q(s) â òî÷êå s = 1/qi. Ïîýòîìó

óòâåðæäåíèå 0.13.4 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 0.13.6. Åñëè ó ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè P (s)
Q(s) ñðåäè áëèæàé-

øèõ ê íà÷àëó êîîðäèíàò ïîëþñîâ èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïîëþñ 1/q íàè-
áîëüøåãî ïîðÿäêà k, òî àñèìïòîòèêà åå êîýôôèöèåíòîâ ñîâïàäàåò ñ àñèìï-
òîòèêîé êîýôôèöèåíòîâ ýëåìåíòàðíîé äðîáè c/(1 − qs)k â ðàçëîæåíèè
ýòîé ôóíêöèè â ñóììó ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé.

Óòâåðæäåíèå 0.13.5 äîïóñêàåò àíàëîãè÷íóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ðåêóððåíòíûì ñî-

îòíîøåíèåì (15), àñèìïòîòèêà åå êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ áëèæàéøè-
ìè ê íà÷àëó êîîðäèíàò êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Q(s) = 1−c1s−c2s2−· · ·−cksk
è èõ ïîðÿäêàìè. Íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è Q(s) =
1 − s − s2, ïîýòîìó áëèæàéøèé ê íà÷àëó êîîðäèíàò êîðåíü âåùåñòâåííûé,
ðàâåí s1 = (−1 +

√
5)/2 è èìååò ïîðÿäîê 1. Çíà÷èò, ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è èìå-

þò àñèìïòîòèêó c(1/s1)
n äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c. Ìû âû÷èñëèëè ýòó

êîíñòàíòó � îíà îêàçàëàñü ðàâíà (1 +
√
5)/2

√
5.
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Çàäà÷à 0.30. Ðåêóððåíòíîå ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôè-
áîíà÷÷è ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü åå �íàçàä� � äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé
èíäåêñà. Òàê, íàïðèìåð, f−1 = 0. ×åìó ðàâíî f−10?

Çàäà÷à 0.31. Ðàöèîíàëüíû ëè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé
à) 1, 2, 3, 4, 5, . . . ; á) 2, 6, 12, . . . , (k + 1)(k + 2), . . . ;
â) 1, 4, 9, 16, . . . , k2, . . . ; ã) 1, 14 ,

1
9 , . . . ,

1
k2 , . . . ; ä) f

2
n, ãäå fn � ÷èñëà Ôèáîíà÷-

÷è?
Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè
ðàöèîíàëüíû.

Çàäà÷à 0.32. Íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé
ñëåäóþùèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé: à) 1

1−s−2s2 ; á)
1+2s

1−3s+4s3 ; â)
1+2s
1−3s3 .

Çàäà÷à 0.33. Íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êâàçèìíîãî÷ëåíà è ëèíåéíûå
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ñëåäóþùèõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ: à) 1

1−s−2s2 ; á)
1+2s

1−3s+4s3 ; â)
1+2s
1−3s3 .

Çàäà÷à 0.34. Èçâåñòíî, ÷òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàþòñÿ ëè-
íåéíûìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè ïîðÿäêà 3: à) 1, 2, 6, 18, 52, 152, 444, . . . ; á) 1, 2, 2, 6, 8, 16, 28, 48, 88, . . . â)
1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, . . . . Íàéäèòå ýòè ñîîòíîøåíèÿ è ïðîâåðüòå, ÷òî âûïèñàí-
íîå íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíî èì ïîä÷èíÿåòñÿ.

Çàäà÷à 0.35. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè è ëèíåéíûå ðåêóððåíòííûå
ñîîòíîøåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, çàäàííûõ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè: à) an = 2 · 3n − 3 · 2n; á) bn =
(1 + 2n) · 2n + 1 + n+ n2; â) cn = (1 + n+ n2) · 3n.
Çàäà÷à 0.36. Ïîëüçóÿñü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, äî-
êàæèòå äëÿ íèõ òîæäåñòâà
à) f0 + f1 + · · ·+ fn = fn+2 − 1; á) f0 + f2 + · · ·+ f2n = f2n+1;
â) f1 + f3 + · · ·+ f2n−1 = f2n − 1; ã) f20 + f21 + · · ·+ f2n = fnfn+1.

Çàäà÷à 0.37. Äîêàæèòå òåîðåìó 0.10.3.

Çàäà÷à 0.38. Äîêàæèòå, ÷òî â æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå ìàòðèöû èç
óðàâíåíèÿ (16) êàæäîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò îäíà æîðäàíî-
âà êëåòêà, ðàçìåð êîòîðîé ðàâåí êðàòíîñòè ýòîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà êàê
êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. [Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü ñâÿ-
çüþ ìåæäó êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà è ïîðÿäêîì íóëÿ ìíîãî÷ëåíà â
çíàìåíàòåëå ðàöèîíàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.]

Çàäà÷à 0.39. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè è ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàäàííûõ ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè:
à) an+2 = 4an+1 − 4an, a0 = a1 = 1;
á) an+3 = −3an+2 − 3an+1 − an, a0 = 1, a1 = a2 = 0;
â) an+3 = 3

2an+2 − 1
2an, a0 = 0, a1 = 1, a2 = 2.
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Çàäà÷à 0.40. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ñ ÷åò-
íûìè íîìåðàìè

∑
n f2ns

n.

Çàäà÷à 0.41. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2, 3,
5, 9, 17, . . . , çàäàííóþ íåîäíîðîäíûì ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíè-
åì an+1 = 2an − 1.

Çàäà÷à 0.42. Äëÿ ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàäàííûõ íåîäíîðîä-
íûìè ëèíåéíûìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, íàéäèòå çàäàþùèå èõ
îäíîðîäíûå ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ïðîèçâîäÿùèå ôóíê-
öèè: à) an+1 = an + 2, a0 = 1; á) an+2 = an + n + 1, a0 = 1, a1 = 0; â)
an+2 = an+1 − an + n2 + 1, a0 = 1, a1 = 0.

Çàäà÷à 0.43. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ Àäàìàðà ôóíêöèé îò s
(1− qs)−1 ◦ (1− rs)−1, (1− qs)−1 ◦ (1− qs)−1, (1− qs)−k ◦ (1− rs)−l.

Çàäà÷à 0.44. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çà-
äàííûõ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè à) Jn = Jn−1+2Jn−2 (1, 1, 3, 5, 11, . . . );
á) Tn = Tn−1 + Tn−2 + Tn−3 (1, 1, 2, 4, 7, . . . � �÷èñëà Òðèáîíà÷÷è�).

Çàäà÷à 0.45. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ − ln(1− s) íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíîé à) âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíîé àñèìïòîòèêîé åå êîýôôèöè-
åíòîâ; á) âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî çíàìåíàòåëü åå ïðîèçâîäíîé 1/(1− s)
èìååò â òî÷êå s = 1 íóëü êðàòíîñòè 1.

Çàäà÷à 0.46. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè
G(s) = s + s2 (ò.å. ôóíêöèÿ, âûðàæàþùàÿ s ÷åðåç t = G(s)), íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíîé.

Çàäà÷à 0.47. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà

1

1− s− s2
◦ 1

1− s− s2
.

Çàäà÷à 0.48. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, âñå
êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ îòëè÷íû îò 0, îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâåäåíèÿ Àäàìàðà.

Çàäà÷à 0.49. Îáîçíà÷èì ÷åðåç an ÷èñëî ðàçáèåíèé ïîëîñêè øèðèíîé 1 è
äëèíîé n êâàäðàòèêîâ íà ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî êâàäðà-
òèêîì 1 × 1, ëèáî äîìèíî 1 × 2. Íàïðèìåð, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 5.
Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.

Çàäà÷à 0.50. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bn ÷èñëî ðàçáèåíèé ïîëîñêè øèðèíîé 2 è
äëèíîé n êâàäðàòèêîâ íà äîìèíî 1 × 2. Íàïðèìåð, b0 = 1, b1 = 1, b2 =
2, b3 = 3. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn.

Çàäà÷à 0.51. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cn ÷èñëî ðàçáèåíèé ïîëîñêè øèðèíîé 3 è
äëèíîé n êâàäðàòèêîâ íà äîìèíî 1 × 2. Íàïðèìåð, c0 = 1, c1 = 0, c2 =
3, c3 = 0. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn.

Çàäà÷à 0.52. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn ÷èñëî ðàçáèåíèé ñòîèìîñòè n ïîëîñêè øè-
ðèíîé 2 è äëèíîé íåñêîëüêî êâàäðàòèêîâ íà äîìèíî 1× 2. Çäåñü ñòîèìîñòü
çàìîùåíèÿ ðàâíà h+2v, ãäå h � êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ, à v � êîëè÷å-
ñòâî âåðòèêàëüíûõ äîìèíîøåê â çàìîùåíèè. Íàïðèìåð, d0 = 1, d1 = 0, d2 =
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2, d3 = 0, d4 = 4. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
dn.

Çàäà÷à 0.53. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tn ÷èñëî ðàçáèåíèé ïîëîñêè øèðèíîé 1 è
äëèíîé n êâàäðàòèêîâ íà ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî êâàäðà-
òèêîì 1× 1, ëèáî äîìèíî 1× 2, ëèáî òðèìèíî 1× 3. Íàïðèìåð, t1 = 1, t2 =
2, t3 = 4, t4 = 7. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
tn.

Çàäà÷à 0.54. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ëåñåíîê ïëîùàäüþ n
êëåòîê íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè (ñì. Ðèñ. 1), ñîñòîÿùèõ èç íå áîëåå, ÷åì à)
äâóõ ñòóïåíåê; á) òðåõ ñòóïåíåê. (Âûñîòà êàæäîé ñòóïåíüêè ðàâíà 1, è ïðè
äâèæåíèè ñíèçó ââåðõ ñòóïåíüêè óêîðà÷èâàþòñÿ.)

Ðèñ. 1: Ëåñåíêà èç òðåõ ñòóïåíåê, ñîñòîÿùàÿ èç 10 êëåòîê

Çàäà÷à 0.55. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ïôàôôà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, n = 1, 2, . . . ,
íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn = Pf({an}), ñîñòîÿùàÿ èç ïôàôôèàíîâ

pn = Pf


0 a1 a2 . . . a2k−1

−a1 0 a1 . . . a2k−2

. . . . . . . . .
. . . . . .

−a2k−1 −a2k−2 −a2k−3 . . . 0


(ïôàôôèàí êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ðàâåí êâàäðàòíîìó êîðíþ èç åå
îïðåäåëèòåëÿ). Íàïðèìåð, ïåðâûå ÷ëåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïôàôôà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé äâîéêè 1, 2, 4, . . . , 2n−1, . . . ðàâíû

Pf

(
0 1
−1 0

)
= 1, Pf


0 1 2 4
−1 0 1 2
−2 −1 0 1
−4 −2 −1 0

 = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ïôàôôà ïåðåâîäèò à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{2n−1} â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíèö 1, 1, 1, . . . ; á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {3n−1}
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíèö 1, 1, 1, . . . ; â) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è
Fibn â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé äâîéêè 1, 2, 4, . . . , 2n−1.

Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ïôàôôà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ã) Jn è ä) Tn èç
çàäà÷è 0.44.
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Çàäà÷à 0.56. Ïîëèìèíî ýòî îáëàñòü íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ
ïðîñòîé çàìêíóòîé ëîìàíîé, èäóùåé ïî ñòîðîíàì êëåòîê. (Äâà ïîëèìèíî
îäèíàêîâû, åñëè îäíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ñäâèãîì.) Ïîëèìèíî íà-
çûâàåòñÿ ñòåêîâûì, åñëè íèæíèå ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè åãî ãðàíèöû îá-
ðàçóþò îäèí îòðåçîê (ñì. ðèñ. 2). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñòåêîâûõ ïîëèìèíî
ñ ïåðèìåòðîì 2n + 2 ðàâíî Fib2n−2. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû âñå 5 ñòåêîâûõ
ïîëèìèíî ñ ïåðèìåòðîì 8 (n = 3).

à) á)

Ðèñ. 2: à) Ïîëèìèíî è á) ñòåêîâîå ïîëèìèíî

Ðèñ. 3: Ñòåêîâûå ïîëèìèíî ñ ïåðèìåòðîì 8.

Çàäà÷à 0.57. (Ôèáîíà÷÷èåâà ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå a1f1+a2f2+
. . . , ãäå fn � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, à êàæäîå èç ÷èñåë ai ðàâíî íóëþ èëè åäèíè-
öå, ïðè÷åì åäèíèö â ñóììå êîíå÷íîå ÷èñëî è äâà èäóùèõ ïîäðÿä ýëåìåíòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai íå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå. Ïðèäóìàéòå àëãîðèò-
ìû ïåðåâîäà ÷èñåë èç ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â ïîçèöèîííóþ è
îáðàòíî, à òàêæå àëãîðèòìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë â ýòîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ.

Çàäà÷à 0.58. Ïóñòü

A(s) =
P1(s)

Q1(s)
, B(s) =

P2(s)

Q2(s)

ðàöèîíàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, çàäàííûå íåñîêðàòèìûìè äðîáÿìè,
è

A ◦B(s) =
P (s)

Q(s)

èõ ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü ïðî ìíîãî÷ëåí Q, åñëè ìíîãî÷ëåíû Q1 è Q2 èçâåñòíû?
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Çàäà÷à 0.59. Ñêîëüêî öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ íîìå-
ðîì à) 100; á) 1000?

Çàäà÷à 0.60. Êàêóþ íàèáîëüøóþ àñèìïòîòèêó ìîæåò èìåòü ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

1

1− x+ 2x2
?
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Ïåðå÷èñëåíèå ïóòåé íà

ãðàôàõ

Ìíîãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîëåçíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïåðå÷èñëÿþùèå ïóòè â íåêîòîðûõ ãðàôàõ. Ïðè
ýòîì âèä ãðàôà îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàí ñî ñâîéñòâàìè ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ äàííûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì. Çàäà÷è î ïåðå÷èñëå-
íèè ïóòåé ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû òàêèõ ïåðå÷èñëåíèé.

0.15 Ïóòè â ãðàôàõ

Ãðàô ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íàáîð âåðøèí, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû
ðåáðàìè. ×àñòî óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ãðàô íàðèñîâàííûì íà ïëîñêîñòè
(ñì. ðèñ. 4). Ñðåäè ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷, î êîòîðûõ ìû áóäåì ãîâîðèòü,
åñòü çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ ïóòåé â ãðàôå. Íàïðèìåð, ñîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ïóòåé ëàäüè èç êëåòêè A â êëåòêó B íà äîñêå, èçîáðàæåííîé íà
ðèñ. 5 à), ïðè óñëîâèè, ÷òî ëàäüÿ ìîæåò õîäèòü òîëüêî âïðàâî èëè ââåðõ â
êëåòêó, ñîñåäíþþ ñ òîé, â êîòîðîé îíà íàõîäèòñÿ.

rr r r r r
Ðèñ. 4: Ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ïëîñêîñòè

Òàêèå çàäà÷è ïðîùå âñåãî ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ïîñòàâèì 1 â
êàæäóþ êëåòêó, äî êîòîðîé èç A ìîæíî äîéòè çà îäèí øàã. Çàòåì ïîñòàâèì
÷èñëà âî âñå êëåòêè, äî êîòîðûõ ìîæíî äîéòè çà îäèí øàã èç ýòèõ êëåòîê.
Ýòè ÷èñëà ðàâíû ñóììàì âñåõ åäèíèö â êëåòêàõ, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîïàñòü
â ýòè. Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü è äàëüøå, ïîêà ìû íå äîáåðåìñÿ äî
êëåòêè B, ñì. ðèñ. 5 á). ×èñëî 100 � ñóììà ÷èñåë â ñîñåäíèõ êëåòêàõ ñëå-
âà è ñíèçó, êîòîðîå äîëæíî ñòîÿòü â ýòîé êëåòêå, è áóäåò èíòåðåñóþùèì
íàñ êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ ïóòåé. Ðàçíîîáðàçíûå âàðèàíòû ýòîãî ïðîñòî-

45
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A

B

à)

1 1
1

1
2

1

1
3

3
1

1
4

4
1

1
5

5
1

1
6

6
1

1
7

7
1

8
7

7
8

15
7

7
15

22
7

7
22

29
7

7
29

36
14

36
50

50 B

á)

Ðèñ. 5: à) Øàõìàòíàÿ äîñêà ñ âûðåçîì è á) ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà ïóòåé ëàäüè,
âåäóùèõ èç êëåòêè A â êëåòêó B; â êàæäîé êëåòêå óêàçàíî êîëè÷åñòâî ïóòåé
èç A â ýòó êëåòêó

ãî ðàññóæäåíèÿ èãðàþò ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü â ðåøåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ
çàäà÷.

0.16 Ïóòè, ïåðå÷èñëÿåìûå ðàöèîíàëüíûìè ïðî-

èçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè

Ïîñòðîèì ãðàô, ïóòè â êîòîðîì ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ôè-
áîíà÷÷è. Ìû ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ãðàôà. Â ïåðâîì
âàðèàíòå ðàñïîëîæèì (áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà ñëåâà íàïðà-
âî è áóäåì ñ÷èòàòü âåðøèíû çàíóìåðîâàííûìè ÷èñëàìè 0, 1, 2, 3, . . . . Ñî-
åäèíèì êàæäóþ âåðøèíó ðåáðîì ñ åå ïðàâûì ñîñåäîì, à òàêæå ñ âåðøèíîé,
ñëåäóþùåé çà åå ïðàâûì ñîñåäîì (ñì. ðèñ. 6). (Ìû äåëàåì èñêëþ÷åíèå, íå
ïðîâîäÿ ãîðèçîíòàëüíóþ ñòðåëêó èç ïåðâîé âåðøèíû âî âòîðóþ � íà÷àëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è çàäàíû è íå ïîä÷èíÿþòñÿ ðå-
êóððåíòíîìó ïðàâèëó.) Íà êàæäîì ðåáðå ïîñòàâèì ñòðåëêó, óêàçûâàþùóþ
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî íåìó. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà ïîäñ÷èòàåì
ðàçëè÷íûå ïóòè, èäóùèå èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â äàííóþ. ßñíî, ÷òî ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ïóòåé, âåäóùèõ èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â âåðøèíó ñ íîìåðîì
n+1, n ≥ 1, ðàâíî ñóììå ÷èñëà ïóòåé, âåäóùèõ â âåðøèíó ñ íîìåðîì n− 1,
è ÷èñëà ïóòåé, âåäóùèõ â âåðøèíó ñ íîìåðîì n. Òåì ñàìûì, ÷èñëà ïóòåé
óäîâëåòâîðÿþò òîìó æå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, ÷òî è ÷èñëà Ôèáî-
íà÷÷è, è òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì; ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ
÷èñåë ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ôèáîíà÷÷è.

Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íàðèñóåì âìå-
ñòî îäíîé äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí, îäíà íàä äðóãîé.
Äëÿ óäîáñòâà ìû âåðõíþþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèíåì íà îäíó ïîçèöèþ
âïðàâî (ñì. ðèñ. 7). Èç êàæäîé âåðøèíû íèæíåãî ðÿäà âûõîäÿò ñòðåëî÷êè
â ñîñåäíèå ñ íåé ñïðàâà âåðøèíû îáîèõ ðÿäîâ. Èç êàæäîé âåðøèíû âåðõíåãî
ðÿäà âûõîäèò ñòðåëî÷êà â ñîñåäíþþ ñïðàâà âåðøèíó íèæíåãî ðÿäà. ×èñëî
ïóòåé â ýòîì ãðàôå, èäóùèõ èç íà÷àëüíîé òî÷êè â òî÷êó ñ íîìåðîì n â
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- - - - - - - - -
� �� �� �� �� �

� �� �� �� �? ? ? ? ?

6 6 6 6
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Ðèñ. 6: Áåñêîíå÷íûé ãðàô äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïóòåé, ïåðå÷èñëÿåìûõ ÷èñëàìè
Ôèáîíà÷÷è

íèæíåì ðÿäó òî÷åê, ðàâíî n-îìó ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è. Íàä íèì ñòîèò (n−1)-å
÷èñëî Ôèáîíà÷÷è. Ïàðó ÷èñåë â ãðàôå, ñòîÿùèõ îäíî íàä äðóãèì, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû äâóìåðíîãî âåêòîðà. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå
ïåðåõîäà îò î÷åðåäíîé ïàðû òî÷åê, îáðàçóþùèõ âåðòèêàëüíûé ñòîëáèê, ê
ñëåäóþùåé ïàðå åñòü íå ÷òî èíîå êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Φ, êîòîðîå
ìû ðàññìàòðèâàëè â ï. 0.9: âåðõíåå ÷èñëî â íîâîì ñòîëáèêå ñîâïàäàåò ñ
íèæíèì ÷èñëîì ïðåäûäóùåãî ñòîëáèêà, à íèæíåå ðàâíî ñóììå âåðõíåãî è
íèæíåãî ÷èñåë èç ïðåäûäóùåãî ñòîëáèêà.

- - - - - - - - -��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��*HHj HHj HHj HHj HHj HHj HHj HHj HHj
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

1 1 2 3 5 8 13 21 34

Ðèñ. 7: Áåñêîíå÷íûé ãðàô èç äâóõ ðÿäîâ âåðøèí äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïóòåé,
ïåðå÷èñëÿåìûõ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è

Îáîáùèì íàøó êîíñòðóêöèþ ñ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è íà ïðîèçâîëüíûå ðàöè-
îíàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Îáîáùåíèþ ïîääàþòñÿ îáà ñïîñîáà ïî-
ñòðîåíèÿ ãðàôà, îäíàêî ìû áóäåì ãîâîðèòü ëèøü î âòîðîì, êîòîðûé ïðè-
âîäèò ê �áîëåå ÷èòàåìûì� êàðòèíêàì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 0.10.1, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè çàäàåòñÿ ëèíåéíûì ðå-
êóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà (15). Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøå-
íèåì òðåòüåãî ïîðÿäêà

an+3 = 2an+2 + an,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a0 = 1, a1 = 0, a2 = 2. Âîò íà÷àëî ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè: 1, 0, 2, 5, 10, 22, . . . . Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ðåêóðåíòíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ðàâåí 3, âåðøèíû ãðàôà îáðàçóþò òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. ðèñ. 8).
Èç êàæäîé âåðøèíû äâóõ íèæíèõ ðÿäîâ èäåò ñòðåëêà â âåðøèíó ñëåäóþùå-
ãî ðÿäà, ñòîÿùóþ â ñëåäóþùåì ñòîëáèêå. Êðîìå òîãî, èç êàæäîé âåðøèíû
òðåòüåãî ðÿäà è èç êàæäîé âåðøèíû íèæíåãî ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé, èäåò
ñòðåëêà â âåðøèíó íèæíåãî ðÿäà, ñòîÿùóþ â ñëåäóþùåì ñòîëáèêå. Ïðè
ýòîì íàä ãîðèçîíòàëüíûìè ñòðåëêàìè â ïåðâîì ðÿäó ìû ñòàâèì ÷èñëî 2 �
�êðàòíîñòü�, èëè �âåñ îòðåçêà ïóòè�. Âìåñòî ýòîãî ìû ìîãëè áû íàðèñîâàòü
äâå ñòðåëêè, îäíàêî ýòî çàãðîìîçäèëî áû ðèñóíîê (çàãðîìîæäåíèå áûëî áû
åùå áîëåå çàìåòíî, åñëè áû âìåñòî êîýôôèöèåíòà 2 ñòîÿëî áîëüøåå ÷èñëî).
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Òî÷íî òàê æå ìû ìîãëè áû íàðèñîâàòü ñòðåëêè èç âòîðîãî ðÿäà â íèæíèé,
ïîñòàâèâ íà íèõ êðàòíîñòü 0, ÷òî òîæå íå ñäåëàëî áû ðèñóíîê ïðîçðà÷íåé.

- - - - - - - -2 2 2 2 2 2 2 2��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��*
��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��* ��*J

J
JĴ

J
J
JĴ

J
J
JĴ

J
J
JĴ

J
J
JĴ

J
J
JĴ

J
J
JĴ

J
J
JĴ1 0 2 5 10 22 49 108 238 525

1 0 2 5 10 22 49 108 238

1 0 2 5 10 22 49 108

Ðèñ. 8: Áåñêîíå÷íûé ãðàô äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïóòåé, ïåðå÷èñëÿåìûõ êîýô-
ôèöèåíòàìè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

Òåïåðü ÿñíî, êàê íàðèñîâàòü ãðàô, îòâå÷àþùèé ïðîèçâîëüíîé ðàöèî-
íàëüíîé ôóíêöèè. Êðàòíîñòü ðåáðà ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì
÷èñëîì, íå îáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíûì (íàïðèìåð, êðàòíîñòü ìîæåò áûòü
äðîáíîé èëè îòðèöàòåëüíîé). Ýòà êðàòíîñòü ðàâíà ñîîòâåòñòâóþùåìó êî-
ýôôèöèåíòó â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè, çàäàþùåì ðàöèîíàëüíóþ ôóíê-
öèþ. Ñ ïîìîùüþ ïîäîáíîãî ãðàôà ëåãêî ñîñ÷èòàòü ïåðâûå ÷ëåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Òàêîé ñïîñîá ïîäñ÷åòà ìîæåò îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíåå âû÷èñ-
ëåíèé ñ ïîìîùüþ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ � â òîì ñëó÷àå, åñëè íóëè çíàìåíàòåëÿ
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íå ðàöèîíàëüíû.

0.17 ×èñëà Êàòàëàíà

Ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé â àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ çàäàåòñÿ ðàññòàíîâ-
êîé ñêîáîê, íàïðèìåð,

(3− 1) · (4 + (15− 9) · (2 + 6)).

Åñëè ñòåðåòü âñå ýëåìåíòû âûðàæåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ñêîáîê, òî îñòàâ-
øèåñÿ ñêîáêè îáðàçóþò ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó :

()(()()).

Âîò âñå ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû ñ ÷èñëîì ïàð ñêîáîê 1, 2 è 3:

()

()() (())

()()() ()(()) (())() (()()) ((()))

Îïðåäåëåíèå 0.17.1. ×èñëîì Êàòàëàíà cn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð èç n ïàð ñêîáîê.

Óäîáíî ïîëàãàòü c0 = 1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Êàòàëàíà íà-
÷èíàåòñÿ òàê:

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, . . .
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×òîáû âûâåñòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà, íàéäåì
ñíà÷àëà ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ýòèõ ÷èñåë.

Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì
óñëîâèÿì:

1. ÷èñëî ëåâûõ è ïðàâûõ ñêîáîê â ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðå îäè-
íàêîâî;

2. ÷èñëî ëåâûõ ñêîáîê â ëþáîì íà÷àëüíîì îòðåçêå ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé
ñòðóêòóðû íå ìåíüøå ÷èñëà ïðàâûõ ñêîáîê.

Íàîáîðîò, âñÿêàÿ (êîíå÷íàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåâûõ è ïðàâûõ ñêî-
áîê, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì 1 è 2, ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ñòðóê-
òóðîé.

Â ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðå âñå ñêîáêè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû:
êàæäîé ëåâîé ñêîáêå ñîîòâåòñòâóåò ïàðíàÿ åé ïðàâàÿ. Ïàðíàÿ ïðàâàÿ ñêîá-
êà âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: ýòî ïåðâàÿ ïðàâàÿ ñêîáêà ñïðàâà îò
äàííîé ëåâîé ñêîáêè, òàêàÿ, ÷òî ìåæäó âûáðàííûìè äâóìÿ ñêîáêàìè ñòîèò
ïðàâèëüíàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà.

Ðàññìîòðèì â ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðå èç n+1 ïàð ñêîáîê ïàðó
ñêîáîê, â êîòîðóþ âõîäèò ñàìàÿ ëåâàÿ ñêîáêà ñòðóêòóðû. Òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñêîáîê âíóòðè ýòîé ïàðû îáðàçóåò ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóê-
òóðó è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêîáîê âíå ýòîé ïàðû îáðàçóåò ïðàâèëüíóþ ñêî-
áî÷íóþ ñòðóêòóðó: (. . . ) . . . , ãäå êàæäîå ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò íåêîòîðóþ
ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó. Åñëè ÷èñëî ïàð ñêîáîê âî âíóòðåííåé
ñòðóêòóðå ðàâíî k, òî âî âíåøíåé ñòðóêòóðå n−k ïàð ñêîáîê. Íàîáîðîò, ïî
êàæäîé ïàðå ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð èç k è n− k ïàð ñêîáîê ìîæíî âîññòàíî-
âèòü ñòðóêòóðó èç n+ 1 ïàð ñêîáîê, çàêëþ÷èâ ïåðâóþ ñòðóêòóðó â ñêîáêè
è ïðèïèñàâ ê ðåçóëüòàòó ñïðàâà âòîðóþ ñòðóêòóðó.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.
Íà ýòîò ðàç ñîîòíîøåíèå îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíûì (ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷à-
ñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè):

cn+1 = c0cn + c1cn−1 + · · ·+ cnc0. (20)

Íàïðèìåð, ïðè n = 4

c5 = c0c4 + c1c3 + c2c2 + c3c1 + c4c0

= 1 · 14 + 2 · 5 + 2 · 2 + 5 · 1 + 14 · 1
= 42.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà

Cat(s) = c0 + c1s+ c2s
2 + . . .

= 1 + s+ 2s2 + 5s3 + . . . .
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Âîçâåäÿ åå â êâàäðàò è óìíîæèâ ðåçóëüòàò íà s, ïîëó÷èì

sCat2(s) = c20s+ (c0c1 + c1c0)s
2 + (c0c2 + c1c1 + c2c0)s

2 + . . .

= s+ 2s2 + 5s3 + 14s4 + . . .

= Cat(s)− 1,

÷òî äàåò íàì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

sCat2(s)− Cat(s) + 1 = 0, (21)

îòêóäà

Cat(s) =
1−

√
1− 4s

2s
. (22)

(Âòîðîé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îòáðàñûâàåòñÿ, òàê êàê ÷èñëèòåëü
1 +

√
1− 4s íå äåëèòñÿ íà çíàìåíàòåëü 2s.)

Âèä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (22) ïîçâîëÿåò íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ
÷èñåë Êàòàëàíà. Áèíîì Íüþòîíà â ïðèìåíåíèè ê âûðàæåíèþ (1− 4s)1/2 â
÷èñëèòåëå äàåò

cn =
1
2 · 1

2 · 3
2 · . . . 2n−1

2 · 4n+1

2(n+ 1)!
,

îòêóäà, óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà n! è ñîêðàùàÿ íà 2n+1, ïîëó-
÷àåì

cn =
(2n)!

n!(n+ 1)!
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
. (23)

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà íå ÿâëÿåòñÿ ðà-
öèîíàëüíîé � ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà cn ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ
êâàçèìíîãî÷ëåíîì îò n.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà äàåò è áîëåå ïðîñòîå (õîòÿ è ñ ïåðåìåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè) ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà:

cn+1 =
4n+ 2

n+ 2
cn. (24)

×èñëà Êàòàëàíà ïåðå÷èñëÿþò ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå êîìáèíàòîðíûå îáú-
åêòû. Ëèòåðàòóðà, èì ïîñâÿùåííàÿ, íåîáîçðèìà. Èçâåñòíî íåñêîëüêî äåñÿò-
êîâ èõ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé. Ïðèâåäåì ëèøü åùå äâå ÷àñòî âñòðå÷àþ-
ùèåñÿ èõ ðåàëèçàöèè.

Ðàññìîòðèì âûïóêëûé (n+2)-óãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî çàíóìåðîâà-
íû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ÷èñëàìè îò 0 äî n+1. Äèàãîíàëüíîé òðèàíãóëÿ-
öèåé íàçîâåì ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíèêà íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ äèàãîíàëÿìè. Âñÿêàÿ òàêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñîäåðæèò n−1 äèàãîíàëåé.
Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíû âñå ðàçëè÷íûå äèàãîíàëüíûå òðèàíãóëÿöèè ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà è ïÿòèóãîëüíèêà.

Ïóñòü tn � ÷èñëî òðèàíãóëÿöèé (n + 2)-óãîëüíèêà ïðè n ≥ 1; ïîëî-
æèì t0 = 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ è âûäåëèì òðåóãîëü-
íèê, ïðèìûêàþùèé ê ñòîðîíå 01 (ñì. ðèñ. 10 à)). Ïóñòü k � íîìåð òðåòüåé
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Ðèñ. 9: Äèàãîíàëüíûå òðèàíãóëÿöèè 4-õ è 5-óãîëüíèêà
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Ðèñ. 10: à) Òðåóãîëüíèê, ïðèìûêàþùèé ê ñòîðîíå 01, è á) ïåðåíóìåðàöèÿ
âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ

âåðøèíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåò (n+ 2)-
óãîëüíèê íà k-óãîëüíèê è (n − k + 3)-óãîëüíèê, êàæäûé èç êîòîðûõ òðè-
àíãóëèðîâàí äèàãîíàëÿìè. Ïåðåíóìåðóåì âåðøèíû ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè òàê, ÷òîáû íóìåðàöèÿ âåðøèí â êàæäîì èç íèõ
íà÷èíàëàñü ñ 0 (ñì. ðèñ. 10 á)). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïàðó òðèàíãóëÿöèé
k-óãîëüíèêà è (n− k + 3)-óãîëüíèêà.

Íàîáîðîò, êàæäàÿ ïàðà òðèàíãóëÿöèé k-óãîëüíèêà è (n−k+3)-óãîëüíèêà
îïðåäåëÿåò òðèàíãóëÿöèþ èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîýòîìó

tn+1 = t0tn + t1tn−1 + · · ·+ tnt0,

è, ïîñêîëüêó t0 = 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë tn ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Êàòàëàíà.

Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ñîïîñòàâëåíèÿ òðèàíãóëÿöèè (n+2)-óãîëüíè-
êà ïàðû òðèàíãóëÿöèé k-óãîëüíèêà è (n− k+3)-óãîëüíèêà ïîçâîëÿåò óñòà-
íîâèòü è âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òðèàíãóëÿöèÿìè (n+2)-
óãîëüíèêà è ñêîáî÷íûìè ñòðóêòóðàìè èç n ïàð ñêîáîê. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ìåíüøèõ çíà÷åíèé n òàêîå ñîîòâåòñòâèå óñòà-
íîâëåíî. Êàæäîé òðèàíãóëÿöèè (n+2)-óãîëüíèêà ìû ñîïîñòàâèëè ïàðó òðè-
àíãóëÿöèé ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñòîðîí. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ,
ýòîé ïàðå òðèàíãóëÿöèé ñîîòâåòñòâóåò ïàðà ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð. Çàêëþ÷èì
ïåðâóþ èç ýòèõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð â ñêîáêè è ïðèïèøåì ê íåé âòîðóþ �
ïîëó÷èì íîâóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ èñõîäíîé òðèàíãó-
ëÿöèè âñåãî (n+ 2)-óãîëüíèêà.

Åùå îäíà âàæíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñåë Êàòàëàíà ñâÿçàíà ñ ïóòÿìè Äèêà íà
ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó â ïîëîæèòåëüíîì êâàäðàí-
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òå. Ïóòåì Äèêà1 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ëîìàíàÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç âåêòî-
ðîâ (1, 1) è (1,−1), íà÷èíàþùàÿñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ
íà îñè àáñöèññ (ñì. ðèñ. 11).
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Ðèñ. 11: Ïóòü Äèêà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà

Ñîâåðøåííî ÿñíî, êàê óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïóòÿìè Äè-
êà è ïðàâèëüíûìè ñêîáî÷íûìè ñòðóêòóðàìè: íóæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîðó
(1, 1) ëåâóþ ñêîáêó, à âåêòîðó (1,−1) � ïðàâóþ ñêîáêó (ñì. ðèñ. 11). Òîãäà
óñëîâèå òîãî, ÷òî ïóòü ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è çàêàí÷èâàåòñÿ íà
îñè àáñöèññ, è åñòü â òî÷íîñòè óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû.
Ïîýòîìó

×èñëî ïóòåé Äèêà èç 2n çâåíüåâ ðàâíî n-ìó ÷èñëó Êàòàëàíà cn.
Ïóòè Äèêà è èõ ðàçëè÷íûå âàðèàöèè èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå èíòåðïðå-

òàöèè è íå ðàç åùå âñòðåòÿòñÿ íàì â ýòîé êíèãå.

1Íàçâàíû â ÷åñòü íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Walther von Dyck (1856�1934). Ïðîèçíîøåíèå
è ðóññêàÿ òðàíñêðèïöèÿ èìåíè èìåþò âàðèàíòû; âîçìîæíû íàïèñàíèÿ Äàéê, Äåéê, Äþê.
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0.18 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.61. à) Â ãðàôå íà ðèñ. 7 â âåðøèíó ñ íîìåðîì 5 â íèæíåì ðÿäó
âåäåò 8 ðàçëè÷íûõ ïóòåé. Íàðèñóéòå âñå ýòè ïóòè. á) Â ãðàôå íà ðèñ. 8 â
âåðøèíó ñ íîìåðîì 4 â íèæíåì ðÿäó âåäåò 10 �ðàçëè÷íûõ� ïóòåé. Íàðèñóéòå
âñå ýòè ïóòè.

Çàäà÷à 0.62. Âûïèøèòå âñå 14 ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð èç ÷åòûðåõ
ïàð ñêîáîê.

Çàäà÷à 0.63. Ïóòè Ìîöêèíà îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è ïóòè Äèêà, òîëü-
êî îíè ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðû (1, 0) (ñì. ðèñ. 12).
×èñëî ïóòåé Ìîöêèíà èç n âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ n-ì ÷èñëîì Ìîöêèíà è îáî-
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Ðèñ. 12: Ïóòü Ìîöêèíà

çíà÷àåòñÿ ÷åðåçmn. Âîò íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìîöêèíà:m0 = 1,m1 =
1,m2 = 2,m3 = 4. Âû÷èñëèòå íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Íàéäèòå äëÿ íåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå è ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ.

Çàäà÷à 0.64. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòìû ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûâîäà à) ïðàâèëü-
íûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð; á) ïóòåé Ìîöêèíà.

Çàäà÷à 0.65. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïóòåé íà ïðÿìîé, ñîñòîÿùèõ èç øà-
ãîâ äëèíû 1 âïðàâî èëè âëåâî. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñ-
ëà òàêèõ ïóòåé èç n øàãîâ, íà÷èíàþùèõñÿ â 0 è à) îêàí÷èâàþùèõñÿ â 0;
á) îêàí÷èâàþùèõñÿ â 0 è íå çàõîäÿùèõ â îòðèöàòåëüíóþ ïîëóïðÿìóþ; â)
îêàí÷èâàþùèõñÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå N > 0; ã) îêàí÷èâàþùèõñÿ â ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êå N > 0 è íå çàõîäÿùèõ â îòðèöàòåëüíóþ ïîëóïðÿìóþ.

Çàäà÷à 0.66. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïóòåé íà ïðÿìîé, ñîñòîÿùèõ èç øàãîâ
äëèíû 2 âïðàâî è øàãîâ äëèíû 1 âëåâî. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
äëÿ ÷èñëà òàêèõ ïóòåé èç n øàãîâ, íà÷èíàþùèõñÿ â 0 è à) îêàí÷èâàþùèõñÿ
â 0; á) îêàí÷èâàþùèõñÿ â 0 è íå çàõîäÿùèõ â îòðèöàòåëüíóþ ïîëóïðÿìóþ;
â) îêàí÷èâàþùèõñÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå N > 0; ã) îêàí÷èâàþùèõñÿ â
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå N > 0 è íå çàõîäÿùèõ â îòðèöàòåëüíóþ ïîëóïðÿìóþ.

Çàäà÷à 0.67. Â òàáëèöå èç äâóõ ñòðîê äëèíû n ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 2n,
êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó òàê, ÷òî

• â êàæäîé ñòðîêå ÷èñëà âîçðàñòàþò;
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• â êàæäîì ñòîëáöå ÷èñëà âîçðàñòàþò (ò.å. ÷èñëî, ñòîÿùåå âî âòîðîé
ñòðîêå, áîëüøå ñòîÿùåãî íàä íèì).

Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî òàêèõ ðàññòàíîâîê.

Çàäà÷à 0.68. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàíêåëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, n = 0, 1, 2, . . . ,
íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn = H({an}), ñîñòîÿùàÿ èç îïðåäåëèòåëåé

hn = det


a0 a1 a2 . . . an
a1 a2 a3 . . . an+1

a2 a3 a4 . . . an+2

. . . . . . . . .
. . . . . .

an an+1 an+2 . . . a2n


Íàïðèìåð, ïåðâûå ÷ëåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êà-
òàëàíà 1, 1, 2, 5, . . . ,Catn, . . . ðàâíû

∣∣1∣∣ = 1,

∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
1 2 5
2 5 14

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ãàíêåëÿ ïåðåâîäèò à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êàòàëàíà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíèö 1, 1, 1, . . . ; á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êàòàëàíà, íà÷èíàþùóþñÿ ñ ÷ëåíà ñ íîìåðîì 1, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäè-
íèö 1, 1, 1, . . . ; â) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìîöêèíà 1, 1, 2, 3, . . . ,mn, . . . (ñì. çà-
äà÷ó 0.65) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíèö 1, 1, 1, . . . . ã) Íàéäèòå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ãàíêåëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìîöêèíà 1, 2, 3, . . . ,mn+1, . . . , íà÷èíàþ-
ùåéñÿ ñ ÷ëåíà ñ íîìåðîì 1.

Çàäà÷à 0.69. Ïîëèìèíî (ñì. çàäà÷ó 0.56) íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììíûì,
åñëè åãî ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ëîìàíûõ, èäóùèõ
âïðàâî è ââåðõ èç îáùåãî ëåâîãî íèæíåãî êîíöà â îáùèé ïðàâûé âåðõíèé
êîíåö, ñì. ðèñ. 13. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïàðàëëåëîãðàììíûõ ïîëèìèíî ïå-
ðèìåòðà 2n+ 2 ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà Catn.

à) á)

Ðèñ. 13: à) Ïàðàëëåëîãðàììíîå ïîëèìèíî á) Ïÿòü ïàðàëëåëîãðàììíûõ ïî-
ëèìèíî ïåðèìåòðà 8

Çàäà÷à 0.70. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà
äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

Cat(s) = 1 +
s

1− 4s
− 2s2

(1− 4s)2
+

5s3

(1− 4s)3
+ · · ·+ (−1)n−1 Catn s

n

(1− 4s)n
+ . . .
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Çàäà÷à 0.71. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïóòåé íà ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùèõ èç âåê-
òîðîâ (1, 0), (−1, 0), (0, 1). Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà òà-
êèõ ïóòåé äëèíû n, íà÷èíàþùèõñÿ â 0 è íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ (ò.å. âåê-
òîðû (1, 0) è (−1, 0) íå ìîãóò èäòè íåïîñðåäñòâåííî äðóã çà äðóãîì).

Çàäà÷à 0.72. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ
÷èñåë Êàòàëàíà è ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé à) 1

1−s ; á)
1

(1−s)2 ; â)
1

(1−s)3 .
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Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ îòâå÷àþò äâóõèíäåêñíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì. Òàêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òðåóãîëüíèêà (ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-
ëîæèòåëüíîìó êâàäðàíòó öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè).

0.19 Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ èçîáðàæåí íà ðèñ. 14. Ýëåìåíòû ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ïåðå÷èñëÿþò ïóòè, èäóùèå èç åãî âåðøèíû â ñîîòâåòñòâóþùóþ êëåòêó. Ïó-
òè èìåþò âèä ëîìàíûõ, ñîñòàâëåííûõ èç âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû äâóõ
âèäîâ: èäóùèõ âïðàâî-âíèç è èäóùèõ âëåâî-âíèç.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

@R
�

�	
@R
�	

qq qq q qq q q qq q q q qq q q q q q
c0,0

c1,0 c1,1
c2,0 c2,1 c2,2

c3,0 c3,1 c3,2 c3,3

C0,0

C1,0 C0,1

C2,0 C1,1 C0,2

C3,0 C2,1 C1,2 C0,3

Ðèñ. 14: Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ è ïóòè, êîòîðûå îí ïåðå÷èñëÿåò

×èñëà, ñòîÿùèå â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ, � ýòî óæå õîðîøî çíàêîìûå
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íàì áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

cn,k =

(
n

k

)
.

Ýòî íåñëîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà â n-é
ñòðî÷êå òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íà (1+s)n. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïóòåé, âåäóùèõ â òî÷êó (n+1, k), ðàâíî ñóììå
÷èñëà ïóòåé, âåäóùèõ â òî÷êó (n, k − 1), è ÷èñëà ïóòåé, âåäóùèõ â òî÷êó
(n, k), cn+1,k = cn,k−1 + cn,k. Ïîýòîìó ÷èñëî cn+1,k ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöè-
åíòîì ïðè sk â ìíîãî÷ëåíå (1 + s) · (1 + s)n = (1 + s)n+1.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà òðåóãîëüíèêó Ïàñêà-
ëÿ íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ

∞∑
n,k=0

cn,kx
kyn =

∞∑
n,k=0

(
n

k

)
xkyn =

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(
n

k

)
xk

)
yn

=
∞∑
n=0

(1 + x)nyn =
1

1− y − xy
.

Âòîðîé ñïîñîá ñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ òðåóãîëüíèêà ÷èñ-
ëîì îòðåçêîâ êàæäîãî òèïà íà ïóòÿõ, âåäóùèõ â ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó
(ðèñ. 14 ã)). Äëÿ ýòîé íóìåðàöèè

Cn,m = cn+m,m =

(
n+m

m

)
,

è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

∞∑
n,m=0

Cn,mx
nym =

∞∑
n,m=0

(
n+m

m

)
xnym =

∞∑
k=0

∑
n+m=k

(
n+m

n

)
xnym

=

∞∑
k=0

(x+ y)k =
1

1− x− y
.

Íà ýòîò ðàç îíà îêàçàëàñü ñèììåòðè÷íîé ïî ïåðåìåííûì x è y.

È, íàêîíåö, èìååòñÿ åùå îäèí ñïîñîá: ñîïîñòàâèòü òðåóãîëüíèêó Ïàñêà-
ëÿ ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé òåì, ÷òî â êà÷åñòâå êîýôôèöèåí-
òîâ ñòåïåííîãî ðÿäà áåðóòñÿ íå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, à ÷èñëà
an/n!. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè çàñëóæèâàþò îòäåëüíîãî
îáñóæäåíèÿ, ê êîòîðîìó ìû ñåé÷àñ è ïåðåõîäèì.
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0.20 Ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíê-

öèè

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn}. Êàæäîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {an} ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

{an} 7→
∞∑
n=0

anαns
n,

îïðåäåëÿåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {αn}. Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αn}
îòñóòñòâóþò íóëåâûå ýëåìåíòû, òî òàêîå ñîïîñòàâëåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷-
íî. Äî ñèõ ïîð ìû ïîëüçîâàëèñü òîëüêî îáû÷íûìè ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöè-
ÿìè � îòâå÷àþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn ≡ 1. Â çàâèñèìîñòè îò ïðåñëå-
äóåìûõ öåëåé ïîëüçó ìîãóò ïðèíåñòè è äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×àùå
âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn = 1

n! . Ñîîòâåòñòâóþùèå åé ïðî-
èçâîäÿùèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè.

Ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè Ãóðâèöà.

×åì îòëè÷àþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îò îáû÷-
íûõ? Ïîñìîòðèì íà ïîâåäåíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèé íàä íèìè. Ñóììà âåäåò ñåáÿ îáû÷íûì îáðàçîì:

∞∑
n=0

an
n!
sn +

∞∑
n=0

bn
n!
sn =

∞∑
n=0

(an + bn)

n!
sn,

à âîò ïðîèçâåäåíèå èíà÷å:(a0
0!

+
a1
1!
s+

a2
2!
s2 + . . .

)(b0
0!

+
b1
1!
s+

b2
2!
s2 + . . .

)
=

a0
0!

b0
0!

+

(
a0
0!

b1
1!

+
a1
1!

b0
0!

)
s+

(
a0
0!

b2
2!

+
a1
1!

b1
1!

+
a2
2!

b0
0!

)
s2 + . . . .

Êîýôôèöèåíòû cn
n! ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

cn =

(
n

0

)
a0bn +

(
n

1

)
a1bn−1 + · · ·+

(
n

n

)
anb0.

Åùå îäíî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé îò îáû÷íûõ íàáëþäàåòñÿ ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíûõ (è èíòåãðèðîâàíèè).
Äèôôåðåíöèðîâàíèå èëè èíòåãðèðîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ïðèâîäèò ê ñäâèãó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå êîýôôèöèåíòîâ áåç èç-
ìåíåíèÿ èõ âåëè÷èíû:(a0

0!
+
a1
1!
s+

a2
2!
s2 + . . .

)′
=

a1
0!

+
a2
1!
s+

a3
2!
s2 + . . . ;∫ (a0

0!
+
a1
1!
s+

a2
2!
s2 + . . .

)
=

a0
1!
s+

a1
2!
s2 +

a2
3!
s3 +

a3
4!
s4 + . . . .



60 ÃËÀÂÀ 0. ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Îáû÷íàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(s) = a0+a1s+a2s
2+. . . âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíóþ A(t) = a0
0! +

a1
1! t+

a2
2! t

2 + . . . ïî ôîðìóëå

A(s) =

∫ ∞

0

e−tA(st)dt.

Äåéñòâèòåëüíî,∫ ∞

0

e−ttkdt = −
∫ ∞

0

tkde−t =

∫ ∞

0

e−tdtk = k

∫ ∞

0

e−ttk−1dt = · · · = k!.

Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
äëÿ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ:

∞∑
n,m=0

1

(n+m)!

(
n+m

m

)
xnym =

∞∑
n=0

(x+ y)n

n!
= ex+y.

0.21 Òðåóãîëüíèê Äèêà

Òðåóãîëüíèê Äèêà ïåðå÷èñëÿåò ïóòè â ïîëîæèòåëüíîì êâàäðàíòå ïëîñêî-
ñòè, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò è ñîñòàâëåííûå èç âåêòîðîâ (1, 1) è
(1,−1) (ñì. ðèñ. 15). Ïóòè, îêàí÷èâàþùèåñÿ íà îñè àáñöèññ, � ýòî ïóòè
Äèêà èç ðàçäåëà 0.17.

1 6 27
1 5 20 75

1 4 14 48
1 3 9 28 90

1 2 5 14 42
1 1 2 5 14 42

�
��@R��@

@R��@R

qq qq q qq q q qq q q q qq q q q q q
Ðèñ. 15: Òðåóãîëüíèê Äèêà è ïóòè, êîòîðûå îí ïåðå÷èñëÿåò

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòû dij òðåóãîëüíèêà Äèêà îòëè÷íû îò íóëÿ
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè i ≥ j è i + j ÷åòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
D(x, y) ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Äèêà äâóõ ïåðåìåííûõ

D(x, y) =
∞∑

i,j=0

dijx
iyj .

Ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà Äèêà ïîäñêàçûâàåò íàì óðàâíåíèå íà
ýòó ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

xyD(x, y) + (D(x, y)−D(x, 0))
x

y
= D(x, y)− 1.
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Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè ëþáîì ìîíîìå xiyj , îòëè÷íîì îò åäè-
íè÷íîãî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ïðè ìîíîìàõ xi−1yj−1

è xi−1yj+1. Ôóíêöèÿ

D(x, 0) =
1−

√
1− 4x2

2x2

íàì õîðîøî èçâåñòíà, è ðÿä D(x, y) íàõîäèòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ,

D(x, y) =
1− 1−

√
1−4x2

2xy

1− x(y + 1
y )
.

Ìû çíàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ïî ñòåïåíÿì ïåðå-
ìåííîé x ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò y, õîòÿ èç ôîðìóëû ýòî ñîâåðøåííî
íå î÷åâèäíî.

0.22 Òðåóãîëüíèê Áåðíóëëè�Ýéëåðà è ïåðå÷èñ-

ëåíèå up-down ïåðåñòàíîâîê

Òðåóãîëüíèê Áåðíóëëè�Ýéëåðà (ðèñ. 16), êàê è òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, îáëà-
äàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ëåâàÿ ñòîðîíà ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà íàçûâàåòñÿ ñòîðîíîé Áåðíóëëè, ïðàâàÿ � ñòîðîíîé Ýéëåðà2.

1
1 0

0 1 1
2 2 1 0

0 2 4 5 5
16 16 14 10 5 0

�	PPPq���)
@R���)

qq qq q qq q q qq q q q qq q q q q q
Ðèñ. 16: Òðåóãîëüíèê Áåðíóëëè�Ýéëåðà è ïóòè, êîòîðûå îí ïåðå÷èñëÿåò

Ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà Áåðíóëëè�Ýéëåðà � òîæå ÷èñëà ïóòåé èç âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà â äàííóþ êëåòêó. Íî ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî
ïóòè, èäóùèå çèãçàãîì: íå÷åòíûå øàãè âëåâî, ÷åòíûå � âïðàâî. Ïîýòîìó
êàæäîå ÷èñëî â òðåóãîëüíèêå Áåðíóëëè�Ýéëåðà ðàâíî ñóììå ÷èñåë ïðåäû-
äóùåé ñòðîêè, ñòîÿùèõ ñëåâà èëè ñïðàâà îò íåãî, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè
ñòðîêè.

Ìîæíî äàòü è áîëåå ïðîñòîå èíäóêòèâíîå ïðàâèëî îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë â
òðåóãîëüíèêå Áåðíóëëè�Ýéëåðà, åñëè ÷åðåäîâàòü çíàêè ÷åðåç êàæäûå äâå
ñòðî÷êè (ñì. ðèñ. 17). Â òàêîì àëüòåðíèðîâàííîì òðåóãîëüíèêå êàæäûé

2Îòìåòèì, ÷òî åñòü åùå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë, êîòîðûå òàêæå íîñÿò èìåíà
Áåðíóëëè è Ýéëåðà.
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ýëåìåíò ðàâåí ñóììå äâóõ áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ ñïðàâà è ñïðàâà
ñâåðõó îò íåãî. Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîçíà÷íî çàäàòü òðåóãîëüíèê, íåîáõîäèìî
äîîïðåäåëèòü ñòîðîíó Ýéëåðà, ÷åì ìû ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.

1
1 0

-0 -1 -1
-2 -2 -1 0

0 2 4 5 5
16 16 14 10 5 0

0 -16 -32 -46 -56 -61 -61

Ðèñ. 17: Àëüòåðíèðîâàííûé òðåóãîëüíèê Áåðíóëëè�Ýéëåðà

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà èíòåðïðåòàöèè òðåóãîëüíèêà Áåðíóëëè�Ýé-
ëåðà � â òåðìèíàõ up-down ïåðåñòàíîâîê.

Îïðåäåëåíèå 0.22.1. Ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, 2, 3, . . . , n} íàçûâà-
åòñÿ ïèëîîáðàçíîé, èëè up-down ïåðåñòàíîâêîé, åñëè êàæäûé ýëåìåíò â íåé
ëèáî áîëüøå, ëèáî ìåíüøå îáîèõ ñâîèõ ñîñåäåé.

Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêà (3, 2, 7, 1, 6, 4, 5) � ïèëîîáðàçíàÿ. Âîò âñå ïè-
ëîîáðàçíûå ïåðåñòàíîâêè äëÿ n = 2, 3, 4, 5, â êîòîðûõ ïîñëåäíèé ýëåìåíò
ìåíüøå ñâîåãî ëåâîãî ñîñåäà (à çíà÷èò, ïåðâûé ýëåìåíò áîëüøå ñâîåãî ïðà-
âîãî ñîñåäà, åñëè n ÷åòíî, è ìåíüøå åãî, åñëè n íå÷åòíî):

(2, 1)

(1, 3, 2) (2, 3, 1)

(2, 1, 4, 3) (3, 1, 4, 2) (3, 2, 4, 1) (4, 1, 3, 2) (4, 2, 3, 1)

(1, 3, 2, 5, 4) (1, 4, 2, 5, 3) (1, 4, 3, 5, 2) (1, 5, 2, 4, 3) (1, 5, 3, 2, 4) (2, 3, 1, 5, 4)

(2, 4, 1, 5, 3) (2, 4, 3, 5, 1) (2, 5, 1, 4, 3) (2, 5, 3, 4, 1) (3, 4, 1, 5, 2) (3, 4, 2, 5, 1)

(3, 5, 1, 4, 2) (3, 5, 2, 4, 1) (4, 5, 1, 3, 2) (4, 5, 2, 3, 1)

Òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïåðå÷èñëÿþùàÿ ïèëîîáðàçíûå ïåðåñòàíîâ-
êè, ïîñëåäíèé ýëåìåíò â êîòîðûõ ìåíüøå ñâîåãî ëåâîãî ñîñåäà, íà÷èíàåòñÿ
òàê: 1, 1, 2, 5, 16, . . . . Ýòî â òî÷íîñòè òå ÷èñëà, êîòîðûå ñòîÿò ïî ñòîðîíàì
òðåóãîëüíèêà Áåðíóëëè�Ýéëåðà: ÷èñëà ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè � íåíóëåâûå
ýëåìåíòû ñòîðîíû Áåðíóëëè, à ÷èñëà ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè � íåíóëåâûå
ýëåìåíòû ñòîðîíû Ýéëåðà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
òàêèå ïèëîîáðàçíûå ïåðåñòàíîâêè, â êîòîðûõ ïîñëåäíèé ýëåìåíò ìåíüøå
ñâîåãî ëåâîãî ñîñåäà, è íå áóäåì ýòî ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòü, íàçûâàÿ èõ
ïðîñòî ïèëîîáðàçíûìè ïåðåñòàíîâêàìè.

×òîáû ïîíÿòü, îòêóäà áåðåòñÿ ñâÿçü ñ òðåóãîëüíèêîì Áåðíóëëè�Ýéëåðà,
ðàññìîòðèì ïèëîîáðàçíûå ïåðåñòàíîâêè, ïåðâûé ýëåìåíò â êîòîðûõ ðà-
âåí k.
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Ëåììà 0.22.2. Ïóñòü cn,k � ÷èñëî up-down ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå
{1, 2, . . . , n+ 1}, íà÷èíàþùèõñÿ ñ n+ 1− k. Òîãäà cn,k åñòü k-å ÷èñëî â n-é
ñòðîêå òðåóãîëüíèêà Áåðíóëëè�Ýéëåðà.

Íàïðèìåð, êàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî ñïèñêà, ñðåäè ïèëîîáðàçíûõ ïåðå-
ñòàíîâîê ïÿòè ýëåìåíòîâ 5 íà÷èíàþòñÿ ñ 1, åùå 5 � ñ äâîéêè, 4 � ñ òðîéêè,
2 � ñ ÷åòâåðêè è íè îäíà íå íà÷èíàåòñÿ ñ ïÿòåðêè. Ñòðîêà 0, 2, 4, 5, 5 ñîâïà-
äàåò ñ ÷åòâåðòîé ñòðîêîé òðåóãîëüíèêà Áåðíóëëè�Ýéëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñòðîê òðåóãîëüíèêà óòâåðæäåíèå
ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äîêàæåì, ÷òî åñëè îíî âåðíî äëÿ n-é ñòðîêè,
òî îíî âåðíî è äëÿ ñòðîêè ñ íîìåðîì n+1. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, n+1
÷åòíî. Òîãäà n è n+2 íå÷åòíû; ìû èçó÷àåì ïåðåñòàíîâêè èç n+1 ýëåìåíòîâ.
Ïåðâûé ýëåìåíò â òàêîé ïåðåñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì,
âòîðîé � ìèíèìóìîì, ïîýòîìó âòîðîé ýëåìåíò ìåíüøå ïåðâîãî.

Îòáðàñûâàíèå ïåðâîãî ýëåìåíòà â ïåðåñòàíîâêå ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè
îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ ñîõðàíåíèåì èõ îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà äàåò îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåííóþ up-down ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ.
Íàîáîðîò, ïî êàæäîé ïèëîîáðàçíîé ïåðåñòàíîâêå ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n},
ïåðâûé ýëåìåíò â êîòîðîé ðàâåí l < k, ìîæíî ïîñòðîèòü ïèëîîáðàçíóþ ïå-
ðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n+ 1}, ïåðâûé ýëåìåíò â êîòîðîé ðàâåí k:
äîïèøåì k ñëåâà è óâåëè÷èì íà 1 âñå ýëåìåíòû k, k + 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì,

cn+1,k = cn,k + cn,k+1 + · · ·+ cn,n.

Äëÿ ñòðîêè ñ íå÷åòíûì íîìåðîì ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå.
Òåì ñàìûì, ÷èñëà cn,k óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñîîòíîøåíèÿì, ÷òî è ýëeìåí-
òû òðåóãîëüíèêà Áåðíóëëè�Ýéëåðà, à çíà÷èò, èìåííî îíè è ñòîÿò â ýòîì
òðåóãîëüíèêå.

Âûâåäåì òåïåðü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà Áåð-
íóëëè�Ýéëåðà. Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ:

• n íå÷åòíî; ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî up-down ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷èì
÷åðåç bn è ââåäåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

B(x) = b1
1!
x+

b2
2!
x2 + · · · = 1

1!
x+

2

3!
x3 +

16

5!
x5 + . . . ;

• n ÷åòíî; ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî up-down ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç en è ââåäåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

E(y) = 1 +
e1
1!
y +

e2
2!
y2 + · · · = 1 +

1

2!
y2 +

5

4!
y4 + . . . .

Âûâåäåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà up-down ïåðåñòàíîâîê. Ìàê-
ñèìàëüíûé ýëåìåíò â ïèëîîáðàçíîé ïåðåñòàíîâêå ðàçäåëÿåò åå íà äâå ïåðå-
ñòàíîâêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïèëîîáðàçíîé � íóæíî ëèøü ïå-
ðåíóìåðîâàòü ýëåìåíòû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïåðåñòàíîâêè, ñîõðàíÿÿ èõ
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îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê. Íàïðèìåð,

(2, 7, 3, 9, 1, 6, 5, 8, 4) 7→ ((2, 7, 3), (1, 6, 5, 8, 4)) 7→ ((1, 3, 2), (1, 4, 3, 5, 2)).

Â ðåçóëüòàòå ìû ñîïîñòàâèëè êàæäîé ïèëîîáðàçíîé ïåðåñòàíîâêå íà ìíî-
æåñòâå èç n + 1 ýëåìåíòîâ äâå ïèëîîáðàçíûå ïåðåñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå
èç k è èç n− k ýëåìåíòîâ, n− k íå÷åòíî.

Ïðè íå÷åòíîì n ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ÷èñëà bn:

bn+1 =
∑

k íå÷åòíî

(
n

k

)
bkbn−k. (25)

Áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî ïðè ñêëåèâàíèè äâóõ
up-down ïåðåñòàíîâîê ìû äîëæíû âñåìè âîçìíîæíûìè ñïîñîáàìè ðàñïðå-
äåëèòü íîìåðà ïî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì ïåðåñòàíîâêè, ò.å. âûáðàòü èç n
íîìåðîâ òå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëåâîé ïåðåñòàíîâêå.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïðàâàÿ
÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòó ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè B(x), à ëåâàÿ � åå æå
ïðîèçâîäíîé, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (25) â âèäå

B′(x) = B2(x) + 1. (26)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
ðàçëîæåíèå êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ñ B(x) = x+ . . . . Òàêîå ðåøåíèå ìû çíàåì
� ýòî òàíãåíñ, ïîñêîëüêó (tg x)′ = tg2 x + 1. (Óðàâíåíèå (26) íåñëîæíî è
ðåøèòü íåïîñðåäñòâåííî. Âñïîìíèâ, ÷òî B′(x) = dB/dx, èìååì

dB
B2 + 1

= dx ⇒
∫

dB
B2 + 1

=

∫
dx ⇒ arctgB = x ⇒ B = tg x.)

Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîíà Áåðíóëëè îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå â ðÿä òàíãåíñà:

B(x) = tg x = x+ 2
x3

3!
+ 16

x5

5!
+ 272

x7

7!
+ . . . .

Êîýôôèöèåíòû bn â ðàçëîæåíèè òàíãåíñà íàçûâàþòñÿ òàíãåíöèàëüíûìè
÷èñëàìè. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî åäèíèöà â âåðøèíå òðåóãîëüíèêà
íå âêëþ÷àåòñÿ â ñòîðîíó Áåðíóëëè.

Åñëè æå n ÷åòíî, òî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä

en+1 =
∑

k íå÷åòíî

(
n

k

)
ekbn−k, (27)

è åìó ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå

E ′(y) = E(y)B(y) (28)

íà ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

E ′(y)

E(y)
= B(y) ⇒ (ln E(y))′ = tg y ⇒ ln E(y) =

∫
tg y ⇒ E(y) = 1

cos y
,
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è ñòîðîíà Ýéëåðà îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå â ðÿä ñåêàíñà. Êîýôôèöèåíòû en
ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ýéëåðà 3.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîäñòàíîâêîé

sinx =
(
e
√
−1x − e−

√
−1x
)
/2

√
−1, cosx =

(
e
√
−1x + e−

√
−1x
)
/2,

ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñòîðîí äëÿ àëüòåðíèðîâàí-
íîãî òðåóãîëüíèêà â âèäå

B̃(x) = ex − e−x

ex + e−x
, Ẽ(y) = 2

ey + e−y
.

Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè àëüòåðíèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà Áåðíóëëè�Ýéëå-
ðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bek,l ýëåìåíò òðåóãîëüíèêà, èìåþùèé êîîðäèíàòó k
âäîëü ñòîðîíû Áåðíóëëè è êîîðäèíàòó l âäîëü ñòîðîíû Ýéëåðà.

Òåîðåìà 0.22.3. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ òðåóãîëü-
íèêà Áåðíóëëè�Ýéëåðà èìååò âèä

BE(x, y) =
∞∑

k,l=0

bek,l
xk

k!

yl

l!
=

2ex

ex+y + e−(x+y)
. (29)

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-
öèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà Áåðíóëëè-Ýéëåðà óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ

BE(x, y) +
∂ BE(x, y)

∂y
=
∂ BE(x, y)

∂x
.

Çàïèñàííîå âûøå ðàâåíñòâî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ àëü-
òåðíèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðÿìóþ â òðå-
óãîëüíèêå, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå Ýéëåðà. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî y ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ýòîé ïðÿìîé åñòü ñäâèã íà åäèíèöó
âäîëü ñòîðîíû Ýéëåðà. Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ èñõîä-
íîé ôóíêöèåé, ìû ïîëó÷àåì ñîñåäíþþ ïðÿìóþ (ïîñêîëüêó bek,m = bek−1,m

+bek−1,m+1), ò.å. ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x èñõîäíîé ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ BE(x, y) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì íà-
÷àëüíûì çíà÷åíèåì

BE(0, y) = Ẽ(y) = 2

ey + e−y

è äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü
òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ (29) óäîâëåòâîðÿåò âûïèñàííîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

3Îáû÷íî ÷èñëàìè Ýéëåðà íàçûâàþò ÷èñëà, ñòîÿùèå íà ñòîðîíå Ýéëåðà â àëüòåðíèðî-
âàííîì òðåóãîëüíèêå (ò.å. ÷èñëà, çíàê êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ). Ìû, îäíàêî, ïîçâîëèì ñåáå íå
ïðîâîäèòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.
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Ðèñ. 18: Òðåóãîëüíèê Äèêà ñ êðàòíîñòÿìè

0.23 ×èñëà Ýéëåðà â òðåóãîëüíèêå Äèêà ñ êðàò-

íîñòÿìè

Ïðèñâîèì âåêòîðàì â k-îé ñòðîêå òðåóãîëüíèêà Äèêà (k = 1, 2, 3, . . . ) êðàò-
íîñòü k (ñì. ðèñ. 18). Âû÷èñëèâ íåñêîëüêî ïåðâûõ ýëåìåíòîâ òðåóãîëüíèêà,
ìû çàìå÷àåì, ÷òî â åãî îñíîâàíèè ñòîÿò óæå çíàêîìûå íàì ÷èñëà Ýéëåðà.
Äîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.

Óòâåðæäåíèå 0.23.1. Â îñíîâàíèè òðåóãîëüíèêà íà ðèñ. 18 íàõîäÿòñÿ
÷èñëà Ýéëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïóòåé
äëèíû 2n â òðåóãîëüíèêå Äèêà ñ êðàòíîñòÿìè ðàâíî ÷èñëó ïèëîîáðàçíûõ
ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {1, . . . , 2n}. (Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâà-
åì òîëüêî òàêèå ïèëîîáðàçíûå ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà èç ÷åòíîãî ÷èñëà
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå îñòàþòñÿ ïèëîîáðàçíûìè ïðè ïðèñîåäèíåíèè ïåðâûì
ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà.)

Ñîïîñòàâèì ïèëîîáðàçíîé ïåðåñòàíîâêå ïóòü â òðåóãîëüíèêå Äèêà ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ýëåìåíò i ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ ëèáî (ëîêàëüíûì)
ìàêñèìóìîì, ëèáî (ëîêàëüíûì) ìèíèìóìîì â íåé. Âûáåðåì i-é îòðåçîê ïó-
òè èäóùèì ââåðõ, åñëè ýëåìåíò i ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì, è èäó-
ùèì âíèç â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íà ðèñ. 19 ïðèâåäåíû ïèëîîáðàçíàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà è ñîîòâåòñòâóþùèé åé ïóòü. ßñíî, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ïóòü äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïóòåì Äèêà. Â ñàìîì äåëå, êîëè÷åñòâî ìàêñèìóìîâ â
ïèëîîáðàçíîé ïåðåñòàíîâêå ðàâíî êîëè÷åñòâó ìèíèìóìîâ, è ñðåäè ïåðâûõ
k ýëåìåíòîâ 1, . . . , k íå áîëåå ïîëîâèíû ìàêñèìóìîâ ïðè ëþáîì k.

Âûÿñíèì, ñêîëüêî ïåðåñòàíîâîê ñîîòâåòñòâóþò äàííîìó ïóòè. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïóòü, îòâå÷àþùèé ïåðâûì m ýëåìåíòàì ïåðåñòàíîâêè, çàêàí-
÷èâàåòñÿ íà âûñîòå k. È ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïîñëåäíèé ýëåìåíò m
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì (ò.å. ïîñëåäíèé âåêòîð ïóòè � ñïóñê). Êàêèì ìîæåò
áûòü ìèíèìóì, ïðèìûêàþùèé ê ìèíèìóìó m ñïðàâà? Ýòîò ìèíèìóì ëå-
æèò ñðåäè ïåðâûõ m−1 ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè, è åãî ìîæíî âûáðàòü k+1
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çà êàæäûì ìàêñèìóìîì ñðåäè
ýëåìåíòîâ 1, . . . ,m−1 óæå çàêðåïëåí ïàðíûé ñîñåäíèé ñïðàâà ìèíèìóì, òî
ñâîáîäíûõ ìèíèìóìîâ îñòàëîñü ðîâíî k + 1.
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(12,6,9,2,7,5,10,8,11,1,4,3)
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Ðèñ. 19: Ïóòü Äèêà, îòâå÷àþùèé ïèëîîáðàçíîé ïåðåñòàíîâêå

Ðàññóæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîñëåäíèé ýëåìåíò m � ìèíèìóì, ïðî-
âîäèòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî íóæíî âûáèðàòü ñîñåäíèé ñïðàâà ìàêñèìóì è
èäòè ïî ïåðåñòàíîâêå ñïðàâà íàëåâî, à íå ñëåâà íàïðàâî.

0.24 Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ òðåóãîëüíè-

êà Äèêà ñ êðàòíîñòÿìè

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà Äèêà ñ êðàòíîñòÿìè ñ ðèñ. 18 ÷åðåç gn,k,
ãäå èíäåêñ n îòâå÷àåò ãîðèçîíòàëüíîé îñè êîîðäèíàò, à èíäåêñ k � âåðòè-
êàëüíîé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ âçâåøåííîãî òðåóãîëü-
íèêà Äèêà, ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïåðåìåííîé è îáû÷íóþ
ïî âåðòèêàëüíîé:

G(s, t) =
∞∑
n=0

∞∑
k=0

gn,kt
k s

n

n!
= 1+t

s

1!
+(1+2t2)

s2

2!
+(5t+6t3)

s3

3!
+(5+28t2+24t4)

s4

4!
+. . . .

Ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà Äèêà ñ êðàòíîñòÿìè ïåðåïèñûâàåòñÿ
êàê ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ òðåóãîëüíèêà:

gn+1,k = kgn,k−1 + (k + 1)gn,k+1. (30)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ÿçûêå ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé ïðèíèìàåò âèä

∂G
∂s

= tG + (1 + t2)
∂G
∂t
. (31)

Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (31), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ G(0, t) = 1, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

G(s, t) = 1√
1 + t2 cos(s+ arctg(t))

, (32)

êîòîðàÿ è åñòü èñêîìàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âçâåøåííîãî òðåóãîëü-
íèêà Äèêà.
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0.25 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.73. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×å-
áûøåâà Tn, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé cosnφ = Tn(cosφ), èìååò âèä∑
n≥0

Tn(x)t
n =

1− tx

1− 2tx+ t2

= 1 + xt+ (2x2 − 1)t2 + (4x3 − 3x)t3 + (8x4 − 8x2 + 1)t4 + . . . .

Çàäà÷à 0.74. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ äëÿ
òðåóãîëüíèêà Ìîöêèíà (ñì. çàäà÷ó 0.63).

Çàäà÷à 0.75. Äîêàæèòå, ÷òî

• à) ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé Ãóðâèöà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
Ãóðâèöà;

• á) ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë ôóíêöèè Ãóðâèöà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãóð-
âèöà;

• â) ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè Ãóðâèöà â ôóíêöèþ Ãóðâèöà ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãóðâèöà.

Çàäà÷à 0.76. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ÷èñåë 1, 1, 2, 5, 17, 73, . . .
îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè

a0 = a1 = 1, a2 = 2, an+1 = (n+ 1)an −
(
n

2

)
an−2, n > 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(s) äëÿ ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(1− s)A′(s) =

(
1− 1

2
s2
)
A(s)

è èìååò âèä

A(s) = (1− s)−
1
2 e

s
2+

s2

4 .

Çàäà÷à 0.77. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ D(s, t) =
∑
dn,ks

ntk, ãäå
dn,k � ÷èñëî ïóòåé Äèêà äëèíû n, âûñîòà êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò k.

Çàäà÷à 0.78. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ (32) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (31).

Çàäà÷à 0.79. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë â îñíîâàíèè òðå-
óãîëüíèêîâ Äèêà è Ìîöêèíà ñ êðàòíîñòÿìè çàâèñèò ëèøü îò ïðîèçâåäåíèÿ
êðàòíîñòåé âîñõîäÿùåãî è íèñõîäÿùåãî ðåáåð â êàæäîé ñòðîêå, íî íå îò
òîãî, êàê ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíî ïî âîñõîäÿùåìó è íèñõîäÿùåìó
ðåáðó.
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Çàäà÷à 0.80. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ êðàòíîñòåé ïî ðåá-
ðàì â òðåóãîëüíèêàõ Äèêà è Ìîöêèíà ïðèâîäÿò ê óêàçàííûì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿì â åãî îñíîâàíèè è íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îò äâóõ ïå-
ðåìåííûõ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ:

• à) Åñëè íà âîñõîäÿùèõ ðåáðàõ â k-îé ñòðîêå ñòîèò k, à íà íèñõîäÿ-
ùèõ k + 1, òî â îñíîâàíèè òðåóãîëüíèêà ñòîÿò ÷èñëà Áåðíóëëè;

• á) Åñëè íà âîñõîäÿùèõ ðåáðàõ â k-îé ñòðîêå ñòîèò 1, à íà íèñõîäÿ-
ùèõ k, òî â îñíîâàíèè òðåóãîëüíèêà ñòîÿò ÷èñëà äâîéíûå ôàêòîðèàëû
íå÷åòíûõ ÷èñåë, (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1);

• â) Åñëè íà âîñõîäÿùèõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ðåáðàõ â k-îé ñòðîêå òðå-
óãîëüíèêà Ìîöêèíà ñòîèò 1, à íà íèñõîäÿùèõ k, òî â îñíîâàíèè òðå-
óãîëüíèêà ñòîÿò ÷èñëà In � ÷èñëî èíâîëþöèé (ïåðåñòàíîâîê, êâàäðàò
êîòîðûõ åñòü òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà) íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåí-
òîâ, I1 = 1, I2 = 2, I3 = 4, I4 = 10, . . . ;

• ã) Åñëè íà âîñõîäÿùèõ è íèñõîäÿùèõ ðåáðàõ â k-îé ñòðîêå òðåóãîëü-
íèêà Ìîöêèíà ñòîèò k, à íà ãîðèçîíòàëüíûõ 2k, òî â îñíîâàíèè òðå-
óãîëüíèêà ñòîÿò ÷èñëà (n+ 1)!;

• ä) Åñëè íà âîñõîäÿùèõ è íèñõîäÿùèõ ðåáðàõ â k-îé ñòðîêå òðåóãîëü-
íèêà Ìîöêèíà ñòîèò k, à íà ãîðèçîíòàëüíûõ 2k − 1, òî â îñíîâàíèè
òðåóãîëüíèêà ñòîÿò ÷èñëà n!.

Çàäà÷à 0.81. Ðàññìîòðèì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ

h(s) = 1 +

(
1

2

)2

s+

(
1 · 3
2 · 4

)2

s2 +

(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)2

s3 + . . .

Äîêàæèòå, ÷òî

s(1− s)h′′(s) + (1− 2s)h′(s)− 1

4
h(s) = 0.

Çàäà÷à 0.82. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä

y(s) = 1 +
2s

1!
+

6s2

2!
+

20s3

3!
+ · · ·+

(
2n

n

)
sn

n!
+ . . .

óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

sy′′ + (1− 4s)y′ − 2y = 0.

Çàäà÷à 0.83. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ y(s) =
∑∞
k=0 k!s

k óäî-
âëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

s2y′′ + (3s− 1)y′ + y = 0.
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Çàäà÷à 0.84. Ðåøèòå îòíîñèòåëüíî y äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = 2 + 3x− 2y + x2 + x2y.

Çàäà÷à 0.85. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y(s) = arcsin s
(1−s2)1/2 óäîâëåòâîðÿåò äèô-

ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(1− s2)y′ − sy = 1

è íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ.

Çàäà÷à 0.86. Âûïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êî-
òîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ

es
2/2

∫
e−s

2/2

è íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ.

Çàäà÷à 0.87. Äîêàæèòå, ÷òî n-é ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà y = Tn(x) (ñì. çàäà-
÷ó 0.73) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0.



Òåíåâîå èñ÷èñëåíèå

Ðàçëîæåíèå áèíîìà

(x+ y)n =

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y +

(
n

2

)
xn−2y2 + · · ·+

(
n

n

)
yn

(ñì. ï. 0.1) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòå-
ïåíåé x0, x1, x2, . . . . Îêàçûâàåòñÿ, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � íå åäèíñòâåí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Íàïðèìåð, åñëè ìû ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

(x)n = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1)

(�íèñõîäÿùèå ôàêòîðèàëû�), òî äëÿ íåå òàêæå

(x+ y)n =

(
n

0

)
(x)n +

(
n

1

)
(x)n−1(y)1 +

(
n

2

)
(x)n−2(y)2 + · · ·+

(
n

n

)
(y)n

(ïðîâåðüòå!). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ñ òàêèì ïîâåäåíèåì íàçû-
âàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè, èõ ìíîãî, è ìíîãèå èç íèõ îêàçûâàþòñÿ î÷åíü èí-
òåðåñíûìè. Äîëãîå âðåìÿ íàëè÷èå ó áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ìíîãî÷èñëåííûõ îáùèõ ñâîéñòâ âîñïðèíèìàëîñü êàê íå÷òî òàèíñòâåííîå è
íåîáúÿñíèìîå, ïî÷åìó èõ èçó÷åíèå è áûëî íàçâàíî umbral calculus, ò.å.òåíå-
âîå èñ÷èñëåíèå. Ðàáîòû Ðîòà â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ñîðâàëè ñ òåíåâîãî
èñ÷èñëåíèÿ ïîêðîâ òàéíû, îäíàêî íå óìåíüøèëè èíòåðåñ ê áèíîìèàëüíûì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ïîñêîëüêó îíè ðåãóëÿðíî âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçíûõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

0.26 Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Èòàê, íàñ èíòåðåñóþò áèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò.å. ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ

p0(x), p1(x), p2(x), . . . ,

â êîòîðûõ p0(x) = 1, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà pn(x) ðàâíà n è ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò (ò.å. êîýôôèöèåíò ïðè xn) â ìíîãî÷ëåíå pn ðàâåí 1, ïðè÷åì òàêèå,

71
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÷òî

pn(x+ y) =

(
n

0

)
pn(x)p0(y) +

(
n

1

)
pn−1(x)p1(y) +

(
n

2

)
pn−2(x)p2(y) +

· · ·+
(
n

n

)
p0(x)pn(y). (33)

Ïîìèìî óæå óïîìÿíóòûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòåïåíåé è íèñõîäÿùèõ
ôàêòîðèàëîâ áèíîìèàëüíûìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîñõîäÿùèõ ôàêòîðèàëîâ

(x)n = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1);

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àáåëÿ

An(x) = x(x+ n)n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå çàäà÷è 0.89, ìû
æå ïîêà ïîñìîòðèì, êàê èñïîëüçîâàòü áèíîìèàëüíîñòü.

0.27 Ïðèìåíåíèÿ áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé

Çíàÿ, ÷òî êàêàÿ-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ pn(x) áèíîìèàëüíà, ìû
ìîæåì, ïîäñòàâëÿÿ â îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (33) äëÿ ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðàçëè÷íûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àòü èíòåðåñíûå ÷èñëîâûå
òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàæåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî Àáåëÿ:

2(n− 1)nn−2 =
∑

k,m≥1
k+m=n

(
n

k

)
kk−1mm−1. (34)

Íàïðèìåð, ïðè n = 7 òîæäåñòâî Àáåëÿ ïðèíèìàåò âèä

2 · 6 · 75 = 7 · 10 · 65 +21 · 21 · 54 +35 · 32 · 43 +35 · 43 · 32 +21 · 54 · 21 +7 · 65 · 10.

Êðàñîòà òîæäåñòâà îáúÿñíÿåòñÿ åãî ïîëíîé íåîæèäàííîñòüþ � âñå ñëàãà-
åìûå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà äåëÿòñÿ ëèøü íà ïåðâóþ ñòåïåíü ïðîñòîãî
÷èñëà 7, òîãäà êàê èõ ñóììà äåëèòñÿ íà î÷åíü âûñîêóþ (ïÿòóþ) ñòåïåíü
ñåìåðêè.

×òîáû äîêàçàòü òîæäåñòâî Àáåëÿ, âûïèøåì óñëîâèå áèíîìèàëüíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àáåëÿ:

(x+ y)(x+ y + n)n−1 =

(
n

0

)
x(x+ n)n−1 +

(
n

1

)
x(x+ n− 1)n−2y

+

(
n

2

)
x(x+ n− 2)n−3y(y + 2)1 + . . . . (35)
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Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìå xy â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà.
Ñëåâà ìû èìååì 2(n− 1)nn−2, òîãäà êàê êîýôôèöèåíò ïðè xy ñïðàâà ðàâåí(

n

1

)
(n− 1)n−2 · 10 +

(
n

2

)
(n− 2)n−3 · 21 + · · ·+

(
n

n− 1

)
10 · (n− 1)n−2,

è òîæäåñòâî Àáåëÿ äîêàçàíî.
Òîæäåñòâî Àáåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â ñåðèè çàìå÷àòåëüíûõ êîìáèíàòîð-

íûõ òîæäåñòâ. Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ìîíîìàõ â (35),
ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå òîæäåñòâà òîé æå ñåðèè.

0.28 Áèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñäâè-

ãè

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïåðåâîäèò n-þ ñòåïåíü ïåðåìåííîé x â åå (n − 1)-óþ
ñòåïåíü, óìíîæåííóþ íà n:

d

dx
xn = nxn−1.

Ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìíîãî÷ëåíîâ p0, p1, p2, . . . ïåðåìåííîé x, òàêèõ, ÷òî êàæäûé ìíîãî-
÷ëåí pk èìååò ñòåïåíü k è êîýôôèöèåíò 1 ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ïåðåìåí-
íîé. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ìíîãî÷ëåíîâ p0, p1, . . . , pn. Íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ R[x]
îïðåäåëåí ëèíåéíûé îïåðàòîð

∆ : R[x] → R[x],

òàêîé, ÷òî

∆ : pn 7→ npn−1.

Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíîãî÷ëåíîâ pn. Äëÿ áè-
íîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îí îêàçûâàåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíûì (è â
ýòîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ äåëüòà-îïåðàòîðîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ÷òî îïåðàòîð

1

1!

d

dx
+

1

2!

(
d

dx

)2

+
1

3!

(
d

dx

)3

+
1

4!

(
d

dx

)4

+ · · · = ed/dx − 1

ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-îïåðàòîðîì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íèñõîäÿùèõ ôàêòî-
ðèàëîâ. Çäåñü 1 â ïðàâîé ÷àñòè îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, ò.å.
ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå êàæäûé ìíîãî÷ëåí â ñåáÿ. Âñïîìíèì, ÷òî ýêñ-
ïîíåíòà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì:

ed/dxp(x) = p(x+ 1)
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äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p (ñì. ï. 0.4). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íèñõîäÿùèõ ôàêòî-
ðèàëîâ

ed/dx(x)n − (x)n = (x+ 1)n − (x)n

= (x+ 1)x(x− 1) . . . (x− n+ 2)− x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

= nx(x− 1) . . . (x− n+ 2)

= n(x)n−1,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d

dx � äåëüòà îïåðàòîð äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñòåïåíåé � è îïåðàòîð e
d
dx − 1 � äåëüòà îïåðàòîð äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íèñõîäÿùèõ ôàêòîðèàëîâ � îáëàäàþò îáùèì ñâîéñòâîì: îáà ýòè
îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâî÷íû ñ äåéñòâèåì ñäâèãà,

d

dx
δa = δa

d

dx

(e
d
dx − 1)δa = δa(e

d
dx − 1),

ãäå îïåðàòîð δa äåéñòâóåò íà ìíîãî÷ëåíàõ ñäâèãîì, δa : f(x) 7→ f(x+a). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðîâåðèòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåñëîæíî:

d

dx
δax

n =
d

dx
(x+ a)n = n(x+ a)n−1 = δanx

n−1 = δa
d

dx
xn.

À çíà÷èò, îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîãî ðÿäà îò äèôôåðåíöèðîâàíèé, â
òîì ÷èñëå è äëÿ ðÿäà e

d
dx − 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîñòè äåëüòà-îïåðàòîðà ñî ñäâè-
ãîì ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 0.28.1. Äåëüòà-îïåðàòîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ïå-
ðåñòàíîâî÷åí ñî ñäâèãîì åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ áèíîìèàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî äåëüòà-îïåðàòîð áèíîìèàëüíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïåðåñòàíîâî÷åí ñî ñäâèãîì. Ïîñêîëüêó ÷ëåíû p0, p1, p2, . . .
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ, íàì
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ ∆δapn = δa∆pn äëÿ ëþáîé ïî-
ñòîÿííîé a è äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . . Èìååì

∆δapn(x) = ∆pn(x+ a)

= ∆

((
n

0

)
pn(x)p0(a) +

(
n

1

)
pn−1(x)p1(a) + · · ·+

(
n

n

)
p0(x)pn(a)

)
=

(
n

0

)
npn−1(x)p0(a) +

(
n

1

)
(n− 1)pn−2(x)p1(a) + · · ·+

(
n

n− 1

)
p0(x)pn−1(a)

= n

((
n− 1

0

)
pn−1(x)p0(a) +

(
n− 1

1

)
pn−2(x)p1(a) + · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
p0(x)pn−1(a)

)
,



0.28 Áèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñäâèãè 75

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî(
n

k

)
(n− k) =

n!

k!(n− k)!
(n− k) = n

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!
= n

(
n− 1

k

)
äëÿ ëþáîãî k. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü íå ÷òî èíîå êàê

δanpn−1(x) = δa∆pn(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ìû óæå âèäåëè, ÷òî âñÿêèé ðÿä îò äèôôåðåíöèðîâàíèé ïåðåñòàíîâî÷åí

ñî ñäâèãîì. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâà è îáðàòíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.28.2. Ëþáîé îïåðàòîð, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñî ñäâèãîì è íå ïî-
âûøàþùèé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà îò äèôôå-
ðåíöèðîâàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � ïåðåñòàíîâî÷íûé ñî ñäâèãîì îïåðàòîð,
íå ïîâûøàþùèé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ, è ïóñòü åãî äåéñòâèå íà ñòåïåíÿõ
ïåðåìåííîé èìååò âèä

D1 = α0;

Dx = β0x+ β1;

Dx2 = γ0x
2 + γ1x+ γ2;

. . .

Ñîïîñòàâèì åìó ðÿä îò äèôôåðåíöèðîâàíèé

∂ = α0 +
β1
1!

d

dx
+
γ2
2!

d2

dx2
+ . . . .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ∂ � òàêîé ðÿä îò äèôôåðåíöèðîâàíèé, ÷òî ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà D − ∂ ê ìíîãî÷ëåíàì xn (à çíà÷èò, è ê ëþáûì ìíî-
ãî÷ëåíàì) îáðàùàåòñÿ â 0 â òî÷êå 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî (D − ∂)1 = 0. Ïóñòü òåïåðü n � íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü
ïåðåìåííîé, äëÿ êîòîðîé ìíîãî÷ëåí (D − ∂)xn íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íó-
ëþ. Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà xn − (x + a)n ìåíüøå n, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (D − ∂)(xn − (x + a)n) = 0, ò.å. (D − ∂)(x + a)n = (D − ∂)xn. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó òîãî, ÷òî îïåðàòîð D−∂ ïåðåñòàíîâî÷åí ñî ñäâèãîì,
(D−∂)(x+a)n = (D−∂)xn|x=x+a ïðè ëþáîì a, ò.å. ìíîãî÷ëåí (D−∂)xn èí-
âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. Íî åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû, èíâàðèàíò-
íûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, ýòî êîíñòàíòû. Ïîýòîìó (D − ∂)xn � êîíñòàíòà.
Îäíàêî â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ðÿäà ∂ ýòà êîíñòàíòà ðàâíà 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî (D−∂)xn ̸= 0. Òåì ñàìûì, îïåðàòîðû D è ∂ îäèíàêîâî
äåéñòâóþò íà ëþáîé ñòåïåíè ïåðåìåííîé, à çíà÷èò ñîâïàäàþò.

Èç äîêàçàííûõ âûøå òåîðåì âûòåêàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âñåõ áèíîìè-
àëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. À èìåííî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ðÿä îò äèô-
ôåðåíöèðîâàíèé, íå èìåþùèé ñâîáîäíîãî ÷ëåíà è ñî ñòàðøèì êîýôôèöè-
åíòîì 1,

D

(
d

dx

)
=

d

dx
+ d2

(
d

dx

)2

+ d3

(
d

dx

)3

+ . . . .
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Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ p0(x), p1(x), p2(x), . . . , äëÿ êîòîðîé
îí ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-îïåðàòîðîì, � áèíîìèàëüíà, è ëþáàÿ áèíîìèàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì. Áèíîìèàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ p0(x), p1(x), p2(x), . . . äëÿ äàííîãî äåëüòà-
îïåðàòîðà D( ddx ) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëîæèì p0 = 1, p1(x) = x. Òîãäà ìíîãî÷ëåí p2(x) = x2 + p21x íàéäåòñÿ
èç óðàâíåíèÿ

Dp2 = 2p1,

ò.å.
2d2 + 2x+ p21 = 2x,

îòêóäà p21 = −2d2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
p3(x) íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå

Dp3 = 3p2,

êîòîðîå äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è ò.ä.

0.29 ßâíîå ïîñòðîåíèå áèíîìèàëüíûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïîìîùüþ äåëü-
òà-îïåðàòîðà, îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íîñèò ðåêóððåíòíûé õà-
ðàêòåð � ÷òîáû ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí pn+1 íåîáõîäèìî çíàòü ìíîãî÷ëåí pn
è ðåøèòü óðàâíåíèå ∆pn+1 = npn. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò èçëîæåí áîëåå
ïðÿìîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èñõîäíûì
ìàòåðèàëîì äëÿ íåãî ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôì ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè äëÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü p0, p1, p2, . . . � áèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ.
Ñîñòàâèì èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ

P(x, t) = p0(x) + p1(x)
t

1!
+ p2(x)

t2

2!
+ p3(x)

t3

3!
+ . . . .

Òåïåðü ðàâåíñòâî (33) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

P(x+ y, t) = P(x, t)P(y, t). (36)

Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè tn â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

ðàâåí pn(x+y)
n! , à â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí∑

k+l=n

pk(x)

k!

pl(y)

l!
.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà n!, ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè
ðàâåíñòâî (33). Òåì ñàìûì, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âñå áèíîìèàëüíûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè âñå ôóíêöèè P îò äâóõ
ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó (36).
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Çàáóäåì ïîêà ïðî âòîðóþ ïåðåìåííóþ t â ðàâåíñòâå (36) è áóäåì èñêàòü
ôóíêöèè P îò îäíîé ïåðåìåííîé, òàêèå, ÷òî

P (x+ y) = P (x)P (y) (37)

äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x è y. Íî â ï. 0.4 ìû óæå íàøëè âñå
ôóíêöèè, ïðåîáðàçóþùèå ñëîæåíèå â óìíîæåíèå, � ýòî ýêñïîíåíòû, P (x) =
ecx äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c.

Òåïåðü ìû ìîæåì ðåøèòü è óðàâíåíèå (36)! Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì
çíà÷åíèè t ôóíêöèÿ P(x, t) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé îò cx äëÿ íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòû c. Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì t êîýôôèöèåíòû
áûëè ìíîãî÷ëåíàìè îò x, òî ìû äîëæíû ïîëîæèòü c(0) = 0, â îñòàëüíîì
ýòà êîíñòàíòà ìîæåò çàâèñåòü îò t ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, è ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 0.29.1. Áèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ýêñïîíåíöèàëüíûì ïðîèçâîäÿùèì ôóíêöèÿì
âèäà P(x, t) = exc(t), ãäå c = c(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ (ðÿä) îò t,
c(0) = 0.

Òåì ñàìûì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî-
÷ëåíîâ äîñòàòî÷íî çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë c1, c2, . . . è ïîëîæèòü pn(x)
ðàâíûì êîýôôèöèåíòó ïðè tn/n! â ôóíêöèè

P(x, t) = ex(c1t+c2t
2+... ).

Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäÿò ôóíêöèè c(t) äëÿ íåêîòîðûõ èìåþùèõñÿ ó
íàñ ïðèìåðîâ áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñòåïåíÿì xn îòâå÷àåò
ôóíêöèÿ c(t) = t (ò.å. c1 = 1, c2 = c3 = c4 = · · · = 0). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íèñõîäÿùèõ ôàêòîðèàëîâ (x)n ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ

c(t) = t− t2

2
+
t3

3
− t4

4
+ · · · = log(1 + t),

ò.å.
∞∑
n=0

(x)n
tn

n!
= ex log(1+t) = (1 + t)x.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî óòâåðæäåíèå åñòü íå ÷òî èíîå êàê áèíîì Íüþòîíà:

(1 + t)x = 1 +

(
x

1

)
t+

(
x

2

)
t2 +

(
x

3

)
t3 + . . .

Â êîíöå ýòîé ãëàâû èìåþòñÿ çàäà÷è íà íàõîæäåíèå òåíåé äëÿ äðóãèõ
áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íà ïîñòðîåíèå áèíîìèàëüíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ïî èõ òåíÿì.
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Ïðèìåíèì òåïåðü ê ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ áè-
íîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå äåëüòà-îïåðàòîð. Ïîëó÷èì

∆P(x, t) = 1 · p0(x)
t1

1!
+ 2 · p1(x)

t2

2!
+ 3 · p2(x)

t3

3!
+ . . .

= p0(x)
t1

0!
+ p1(x)

t2

1!
+ p2(x)

t3

2!
+ . . .

= tP(x, t).

Äðóãèìè ñëîâàìè, äåëüòà-îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

∆exc(t) = texc(t).

0.30 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øåôôåð

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øåôôåð îáîáùàþò áèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ðàññìîòðèì áèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ p1, p2, . . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øåôôåð äëÿ ýòîé áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {pn} íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ s0, s1, . . .
ñòåïåíåé 0, 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

sn(x+ y) =
∑

k+m=n

(
n

k

)
sk(x)pm(y). (38)

Â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çäåñü â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âìåñòî ïðîèçâåäåíèé ÷ëåíîâ ñàì�îé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñòîÿò ïðîèçâåäåíèÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øåôôåð è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øåôôåð s0, s1, . . . âåäåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

S(x, t) = s0(x) + s1(x)
t

1!
+ s2(x)

t2

2!
+ s3(x)

t3

3!
+ . . . .

Òîãäà ðàâåíñòâà (38) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

S(x+ y, t) = S(x, t)P(y, t). (39)

Ïîäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà ðàâåíñòâî (36), ìû ïîëó÷àåì

S(x+ y, t)

P(x+ y, t)
=

S(x, t)
P(x, t)

.

Ïîäñòàíîâêà x = 0 äàåò
S(y, t)
P(y, t)

=
S(0, t)
P(0, t)

,
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ò.å. îòíîøåíèå ôóíêöèé S(y, t) è P(y, t) çàâèñèò ëèøü îò t. Îáîçíà÷èâ ýòî
îòíîøåíèå ÷åðåç a(t) = a0 + a1t+ a2t

2 + . . . , a0 ̸= 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî

S(x, t) = a(t)P(x, t) = a(t)exc(t).

Íàîáîðîò, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî âèäà óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ (39):

S(x+ y, t) = a(t)e(x+y)c(t) = a(t)exc(t)eyc(t) = S(x, t)P(y, t).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øåôôåð, îòâå÷àþùèå c(t) = t, íàçûâàþòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿìè Àïïåëÿ. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ ìíîãèå çíàìåíèòûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà Hn èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ

∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
= e−t

2/2ext,

ìíîãî÷ëåíû Ýéëåðà En èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

∞∑
n=0

En(x)
tn

n!
=

2

et + 1
ext,

ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè Bn èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
=

t

et − 1
ext.

0.31 Êîàëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ

Òåîðåìà 0.31.1. Ïóñòü {pn}, {qn}, n = 0, 1, 2, . . . � äâå áèíîìèàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà
ìíîãî÷ëåíîâ â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå pn â qn. Òîãäà ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâî-
äèò ëþáóþ áèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ â áèíîìèàëü-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñìûñë ýòîé òåîðåìû â ñëåäóþùåì. Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ
êîóìíîæåíèå µ, îïðåäåëåííîå íà áàçèñíûõ ìîíîìàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ : xn 7→
n∑
k=0

(
n

k

)
xk ⊗ xn−k.

Ýòî îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííî: êîóìíîæåíèå ìîæíî ââåñòè òàêèì æå îáðà-
çîì íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ëþáîé ãðóïïå. À èìåííî, ïóñòü G � ãðóïïà
ñ îïåðàöèåé, êîòîðóþ ìû çàïèñûâàåì êàê ñëîæåíèå, è ïóñòü F(G) � ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé íà ýòîé ãðóïïå (íàïðèìåð, ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè). Òîãäà ãðóïïîâîå êîóìíîæåíèå

µ : F(G) → F(G)⊗F(G) ≡ F(G×G)
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îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
µ(f)(g, h) = f(g + h).

Â íàøåì ñëó÷àå ãðóïïà G ýòî ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ,
à F(G) = R[x] ýòî ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íà íåé. Ðàçóìååòñÿ, íà ïðî-
ñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ãðóïïå ìîæíî ââåñòè è ñòðóêòóðó àëãåáðû � ôóíê-
öèè ìîæíî ïåðåìíîæàòü, � îäíàêî â äàííûé ìîìåíò íàì ýòà ñòðóêòóðà
íåèíòåðåñíà.

Áèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ âûäåëÿþòñÿ òåì óñëî-
âèåì, ÷òî êîóìíîæåíèå äåéñòâóåò íà íèõ òàê æå, êàê è íà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñòåïåíåé xn:

µ : pn 7→
n∑
k=0

(
n

k

)
pk ⊗ pn−k.

Âñÿêîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå íåêîòîðóþ áèíîìèàëüíóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü â áèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
êîàëãåáð. Ïîýòîìó îíî ïåðåâîäèò ëþáóþ áèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â áèíîìèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âñå òåíåâîå èñ÷èñëåíèå åñòü íå ÷òî
èíîå êàê èçó÷åíèå ýòîé êîàëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Ê ñîæàëåíèþ, ëèòåðàòóðû î òåíåâîì èñ÷èñëåíèè íà ðóññêîì ÿçûêå ïðàê-
òè÷åñêè íåò.
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0.32 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.88. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîñõîäÿùèõ ôàêòîðèàëîâ
áèíîìèàëüíà. Íàéäèòå åå äåëüòà-îïåðàòîð.

Çàäà÷à 0.89. Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâî

d

dx
An(x) = nδAn−1(x);

çäåñü An(x) � ìíîãî÷ëåí Àáåëÿ ñ íîìåðîì n, à δ � îïåðàòîð ñäâèãà íà
åäèíèöó. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ðàâåíñòâîì, ïîñòðîéòå äåëüòà-îïåðàòîð
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àáåëÿ, äîêàçàâ, òåì ñàìûì, åå áèíîìèàëüíîñòü.

Çàäà÷à 0.90. Ïðèäóìàéòå ñâîè ïðèìåðû áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé.

Çàäà÷à 0.91. Äîêàæèòå, ÷òî pn(0) = 0 ïðè âñåõ n > 0 äëÿ ëþáîé áèíîìè-
àëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ pn.

Çàäà÷à 0.92. Êàêàÿ áèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóåò äåëüòà-

îïåðàòîðó d
dx + d2

dx2 ?

Çàäà÷à 0.93. Äîêàæèòå ìóëüòèíîìèàëüíîå ñâîéñòâî áèíîìèàëüíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé:

pn(x1 + · · ·+ xk) =
∑

m1+···+mk=n

(
n

m1, . . . ,mk

)
pm1(x1) . . . pmk

(xk),

ãäå (
n

m1, . . . ,mk

)
=

n!

m1! . . .mk!

ýòî ìóëüòèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò.

Çàäà÷à 0.94. Èñïîëüçóÿ áèíîìèàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Àáåëÿ, äîêàæèòå ñëå-
äóþùèå òîæäåñòâà Àáåëÿ:

1

2
(n− 1)(n+ 6)nn−3 =

∑
k,m≥1
k+m=n

(
n

k

)
kk−2mm−1

(n− 1)(n+ 6)nn−4 =
∑

k,m≥1
k+m=n

(
n

k

)
kk−2mm−2.

Ïðèäóìàéòå ñâîè òîæäåñòâà Àáåëÿ.

Çàäà÷à 0.95. Äîêàæèòå, ÷òî áèíîìèàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íèñõîäÿ-
ùèõ ôàêòîðèàëîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(

x+ y

n

)
=

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

n− k

)
.
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Çàäà÷à 0.96. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tn,k ÷èñëî ëåñîâ ñ n âåðøèíàìè èç k ïîìå-
÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ. Òîãäà

n∑
k=0

tn,kx
k = x(x+ n)n−1,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ìíîãî÷ëåí Àáåëÿ.

Çàäà÷à 0.97. Íàéäèòå ëîãàðèôì c = c(t) ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîñõîäÿùèõ ôàêòîðèàëîâ (x)n, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ Àáåëÿ An(x) = x(x+ an)n−1 è äðóãèõ èçâåñòíûõ
âàì áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîãî÷ëåíîâ.

Çàäà÷à 0.98. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè c = c(t) � ëîãàðèôì ýêñïîíåíöèàëüíîé
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ äàííîé áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíî-
ãî÷ëåíîâ, òî îïåðàòîð c−1( ddx ) ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-îïåðàòîðîì äëÿ ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè.

Çàäà÷à 0.99. Äîêàæèòå ôîðìóëó èíòåðïîëÿöèè Íüþòîíà: Äëÿ ëþáîãî ìíî-
ãî÷ëåíà p ñòåïåíè N è ëþáîé òî÷êè a ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p(x) =
N∑
k=0

∆k[p](a)
(x− a)k

k!
.

Çäåñü ∆[p] åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê ìíîãî÷ëåíó p îïåðàòîðà êîíå÷íîé
ðàçíîñòè ∆:

∆[p](x) = δ1p(x)−p(x) = p(x+a)−p(x), ∆k[p](x) =

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
p(x+i).

Íàïðèìåð, äëÿ p = x2

∆0[p] = 1, ∆[p] = (x+1)2−x2 = 2x+1 ∆2[p] = (x+2)2−2(x+1)2+x2 = 4,

è ôîðìóëà èíòåðïîëÿöèè ïðèíèìàåò âèä

x2 = a2 + (2a+ 1)
(x− a)

1!
+ 2

(x− a)(x− a− 1)

2!
.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñõîäñòâî ôîðìóëû Íüþòîíà ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä
Òåéëîðà � îïåðàòîð êîíå÷íîé ðàçíîñòè èãðàåò ðîëü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
à íèñõîäÿùèå ôàêòîðèàëû (x− a)k � ðîëü ñòåïåíåé ïåðåìåííîé. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ôîðìóëó Íüþòîíà íàçûâàþò òàêæå òåíåâûì ðÿäîì Òåéëîðà.

Çàäà÷à 0.100. Ïóñòü ∆ � äåëüòà-îïåðàòîð, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñî ñäâèãîì, è
ïóñòü {pn} � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó áèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ s0, s1, s2, . . . ñòåïåíåé 0, 1, 2, . . .
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øåôôåð äëÿ {pn}, åñëè è òîëüêî åñëè

∆sn = nsn−1 äëÿ n = 1, 2, . . . .
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Çäåñü, â îòëè÷èå îò áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ìû íå òðåáóåì,
÷òîáû ìíîãî÷ëåíû sn ïðèíèìàëè çíà÷åíèå 0 ïðè x = 0, ò.å. äåëèëèñü áû
íà x. Â ðåçóëüòàòå êàæäîìó äåëüòà-îïåðàòîðó îòâå÷àåò ìíîãî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé Øåôôåð.

Çàäà÷à 0.101. Âûïèøèòå íåñêîëüêî ïåðâûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà, Ýéëåðà è
Áåðíóëëè.

Çàäà÷à 0.102. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà èìåþò âèä

Hn(x) = (−1)nex
2/2 d

n

dxn
e−x

2/2.

Çàäà÷à 0.103. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, äîêàæèòå ñâîéñòâî
îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà:∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x

2/2dx = 0

ïðè m ̸= n.

Çàäà÷à 0.104. Äîêàæèòå, ÷òî

Hn+1(x) = xHn(x)− nHn−1(x).

Çàäà÷à 0.105. Äîêàæèòå, ÷òî

Hn(x) = e−
d2

dx2 xn.

Çàäà÷à 0.106. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè èìåþò âèä

Bn(x) =
d
dx

e
d
dx − 1

xn.

Çàäà÷à 0.107. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
þòñÿ óñëîâèåì ∫ x+1

x

Bn(ξ)dξ = xn.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èíòåãðàë íà îòðåçêå [x, x + 1] � îáðàòíûé îïåðàòîð ê
äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 0.108. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ôàóëüõàáåðà äëÿ ñóììû k-õ ñòåïåíåé íà-
÷àëüíîãî îòðåçêà íàòóðàëüíîãî ðÿäà:

1k + 2k + · · ·+ nk =
Bk+1(n+ 1)−Bk+1(0)

k + 1
.

Çàäà÷à 0.109. Äîêàæèòå, ÷òî

Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1

En(x+ 1)− En(x) = 2xn.
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Çàäà÷à 0.110. Ââåäåì íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäóþùóþ îïå-
ðàöèþ, íàçûâàåìóþ òåíåâîé êîìïîçèöèåé. Ïóñòü p = (p0, p1, p2, . . . ) è q =
(q0, q1, q2, . . . ) � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, â êîòîðûõ deg pn =
deg qn = n äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . . Ïóñòü pn(x) =

∑n
k=0 an,kx

k, qn(x) =∑n
k=0 bn,kx

k. Îïðåäåëèì n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (p ◦ q) ðàâåíñòâîì

(p ◦ q)n =

n∑
k=0

an,kqk(x) =

n∑
k=0

k∑
m=0

an,kbk,mx
m.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîìîâ e = (1, x, x2, . . . ) ÿâëÿåòñÿ åäè-
íèöåé îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ:

(p ◦ e)n = (e ◦ p)n = pn

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè p.
Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øåôôåð îáðàçóþò

ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè òåíåâîé êîìïîçèöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Àïïåëÿ îáðàçóåò íîðìàëüíóþ êîììóòàòèâ-
íóþ ïîäãðóïïó â ýòîé ãðóïïå, à ìíîæåñòâî âñåõ áèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé � íåêîììóòàòèâíóþ (è íåíîðìàëüíóþ) ïîäãðóïïó â íåé. Äîêà-
æèòå, ÷òî ãðóïïà âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øåôôåð ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ äâóõ ïîäãðóïï.



Ðàçáèåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóæäàåì çàäà÷ó î ÷èñëå ïðåäñòàâëåíèé äàííîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå ñóììû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Õàðàêòåð îòâåòà â ýòîé
çàäà÷å ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, ñ÷èòàåì ëè ìû ðàçëè÷íûìè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, â êîòîðûõ îäíè è òå æå ñëàãàåìûå èäóò â ðàçíîì ïîðÿäêå. Åñëè òàêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîñòóþ çàäà÷ó î
ïåðå÷èñëåíèè ðàçëîæåíèé. Îíà òàêæå èìååò âàæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ � ðàçëîæåíèÿ ïåðå÷èñëÿþò êîëè÷åñòâî òî÷åê ñ öåëî÷èñëåí-
íûìè êîîðäèíàòàìè â ïðîñòðàíñòâåííûõ ôèãóðàõ.

Ïðè çàáûâàíèè ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ ìû ïðèõîäèì ê ãîðàçäî áîëåå ñëîæ-
íîé çàäà÷å î ïåðå÷èñëåíèè ðàçáèåíèé. Ýòà çàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, òåñíî
ñâÿçàíà ñ êîìáèíàòîðèêîé ãðóïï ïåðåñòàíîâîê. Ðàçëè÷íûå åå âàðèàíòû èìå-
þò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â òàêèõ ãëóáîêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèÿõ
êàê, íàïðèìåð, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï.

0.33 Ðàçáèåíèÿ è ðàçëîæåíèÿ

Íàéäåì, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n â âèäå ñóììû
íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ.

Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

n = a1 + · · ·+ ak = b1 + · · ·+ bk

áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè, åñëè ai ̸= bi õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà i,
1 ≤ i ≤ k. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n áóäåì íàçûâàòü åãî ðàçëîæåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 0.33.1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé ÷èñëà n â ñóììó k
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî

(
n+k−1
k−1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñåáå ÷èñëî n â âèäå íàáîðà èç n îäè-
íàêîâûõ øàðèêîâ, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé. Êàæäîìó ðàçëîæåíèþ ÷èñëà n â
ñóììó k ñëàãàåìûõ ñîïîñòàâèì ðàññòàíîâêó k − 1 ïàëî÷åê ìåæäó øàðèêà-
ìè. Ïàëî÷êè çàíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè îò 1 äî k − 1. Ýëåìåíò
ai ðàçëîæåíèÿ ðàâåí ÷èñëó øàðèêîâ ìåæäó ïàëî÷êàìè ñ íîìåðàìè i − 1 è
i. Âìåñòå ïàëî÷êè è øàðèêè ñîñòàâëÿþò n+k− 1 ïðåäìåò. Ïðè ýòîì íàçíà-
÷èòü k−1 ïðåäìåò ïàëî÷êàìè ìîæíî ðîâíî

(
n+k−1
k−1

)
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

85
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Íåñëîæíî âûïèñàòü è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà ðàçëîæåíèé.
Ïî ñóòè äåëà, ìû óæå ñäåëàëè ýòî â ïåðâîé ãëàâå.

Óòâåðæäåíèå 0.33.2. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçëîæåíèé íà
k ñëàãàåìûõ èìååò âèä

Bk(s) =
∞∑
n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)
sn = (1− s)−k.

Ñëîæíåå ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n. Ðàçáèåíèåì ìû áóäåì
íàçûâàòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëîæåíèé, íè îäíî èç ñëàãàåìûõ â êîòî-
ðûõ íå ðàâíî íóëþ. Ïðè ýòîì äâà ðàçëîæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè îäíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ.

Âîò âñå ðàçáèåíèÿ ìàëåíüêèõ ÷èñåë:

n = 1 1
n = 2 2 =1+1
n = 3 3 =2+1=1+1+1
n = 4 4 =3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1
n = 5 5 =4+1=3+2=3+1+1

=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî êàæäîå ðàçáèåíèå â òàáëèöå çàïèñàíî â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ ñëàãàåìûõ.

Îáîçíà÷èâ ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n ÷åðåç pn, ïîëó÷àåì òàáëèöó íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pn:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
pn 1 1 2 3 5 7 11 15 22

Íàøà áëèæàéøàÿ çàäà÷à � íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè pn. Äëÿ ýòîãî ïîäñ÷èòàåì ñíà÷àëà ÷èñëî ðàçáèåíèé íà ÷àñòè,
óäîâëåòâîðÿþùèå íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì. Ïóñòü P1(s) � ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ðàçáèåíèé íà ÷àñòè, ðàâíûå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
÷èñëà òàêîå ðàçáèåíèå åäèíñòâåííî, ïîýòîìó

P1(s) = 1 + s+ s2 + s3 + · · · = 1

1− s
.

×èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ÷àñòè, ðàâíûå 2, ðàâíî 1 äëÿ ÷åòíûõ n è
ðàâíî íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó

P2(s) = 1 + s2 + s4 + s6 + · · · = 1

1− s2

� ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ïåðå÷èñëÿþùàÿ ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, ðàâíûå 2.
Ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèå äâóõ, îïèñûâàþòñÿ ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèåé P1(s)P2(s). Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè s
n â ýòîì ïðîèçâå-

äåíèè ðàâåí êîëè÷åñòâó ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n â âèäå ñóììû n = k1 + 2k2,
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ò.å. ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà k1 åäèíèö è k2 äâîåê. Òåì ñàìûì, ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ðàçáèåíèé íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèå äâóõ, èìååò
âèä

P1(s)P2(s) =
1

(1− s)(1− s2)
.

Àíàëîãè÷íî, ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, ðàâíûå òðåì, ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé P3(s) = 1/(1−s3), à ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèå
òðåõ, îïèñûâàþòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

P1(s)P2(s)P3(s) =
1

(1− s)(1− s2)(1− s3)
.

Ïðîäîëæàÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 0.33.3 (Ýéëåð). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé ÷èñ-
ëà n èìååò âèä

P (s) =
1

(1− s)(1− s2)(1− s3)(1− s4) . . .
. (40)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèäàòü óòâåðæäåíèþ òåîðåìû ñìûñë, íåîáõîäèìî ïî-
ÿñíèòü, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì, ñòîÿùèì â çíàìå-
íàòåëå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (40). Ýòî ïðîèçâåäåíèå äîëæíî áûòü ôîð-
ìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì

Q(s) = q0 + q1s+ q2s
2 + · · · = (1− s)(1− s2)(1− s3) . . . . (41)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêàçàòü, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû q0, q1, q2, . . . áåñêîíå÷-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñìîòðèì ñíà÷àëà íà êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ:

1− s = 1− s
(1− s)(1− s2) = 1− s −s2 +s3

(1− s)(1− s2)(1− s3) = 1− s −s2 +s4 +s5 −s6
(1− s) . . . (1− s4) = 1− s −s2 +2s5 + . . .
(1− s) . . . (1− s5) = 1− s −s2 +s5 + . . .

Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ýòèõ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿõ �ñòàáèëèçè-
ðóþòñÿ� � íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïåðåñòàþò èçìåíÿòüñÿ (ñòàáèëèçè-
ðóþùèåñÿ ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âûäåëåíû). Ýòî è íåóäèâèòåëüíî: óìíîæåíèå
íà 1 − sk íå ìåíÿåò êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ïðè ñòåïåíÿõ, ìåíüøèõ k.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðîñòî ïîëîæèòü qk ðàâíûì êîýôôèöèåíòó ïðè sk â
ìíîãî÷ëåíå (1− s)(1− s2) . . . (1− sk).

Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü àíàëîãè÷íûå áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ è
äëÿ ðàçáèåíèé ñ ðàçëè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Òàê, ÷èñëî ðàçáèåíèé íà ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå äàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) . . . ,



88 ÃËÀÂÀ 0. ÐÀÇÁÈÅÍÈß

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ðàçáèåíèé íà ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ñëàãàåìûå
èìååò âèä

(1 + s)(1 + s3)(1 + s5) . . . ,

à ðàçáèåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûå íå÷åòíûå ñëàãàåìûå ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé

1

(1− s)(1− s3)(1− s5) . . .
,

è ò.ä.
Ðàçáèåíèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ àëãåáðîé ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì êîëüöî

ìíîãî÷ëåíîâ C[x1, x2, x3, . . . ] îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïåðåìåííîé xi ïðèïèñàí âåñ i è ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè ïåðåìåííûõ
èõ âåñà ñêëàäûâàþòñÿ. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ìîíîìîâ âåñà n, ò.å. ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âåñà n.

Ïðè n = 1 òàêîé ìîíîì âñåãî îäèí � ýòî ìîíîì x1. Ïðè n = 2 èìååòñÿ
äâà ìîíîìà âåñà n � ýòî x21 è x2. ×èñëî ìîíîìîâ âåñà 3 ðàâíî òðåì, ýòî x

3
1,

x1x2 è x3. Âîîáùå, ÷èñëî ìîíîìîâ âåñà n ðàâíî pn. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó
ìîíîìó âåñà n ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðàçáèåíèå ÷èñëà n ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó: ÷èñëî ñëàãàåìûõ i â ðàçáèåíèè ðàâíî ñòåïåíè âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé
xi â ìîíîì. ßñíî, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Âîò ïîëåçíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàçáèåíèé. Êàæäîå ðàçáè-
åíèå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå äèàãðàììû Ôåððå èëè äèàãðàììû Þíãà
(ðèñ. 20). Èçîáðàæåííûå íà ýòîì ðèñóíêå äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò ðàç-
áèåíèþ 5 + 4 + 4 + 2 + 1 ÷èñëà 16. Êàæäàÿ ñòðî÷êà äèàãðàììû ñîäåðæèò
ñòîëüêî ýëåìåíòîâ, êàêîâî ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå ðàçáèåíèÿ.

s s s s ss s s ss s s ss ssà) á)

Ðèñ. 20: Äèàãðàììû Ôåððå à) è Þíãà á)

Èñïîëüçóÿ äèàãðàììû Ôåððå èëè Þíãà, ìîæíî äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå
ñâîéñòâà ðàçáèåíèé. Íàïðèìåð, íà äèàãðàììàõ Þíãà äåéñòâóåò åñòåñòâåí-
íàÿ èíâîëþöèÿ � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè. Íåêîòîðûå äèàãðàì-
ìû ïðè òàêîì îòðàæåíèè ïåðåõîäÿò â ñåáÿ (ñì. ðèñ. 21). Òàêèå äèàãðàììû
(è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðàçáèåíèÿ) áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûìè.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ðàçáèåíèé.

Óòâåðæäåíèå 0.33.4. ×èñëî ñèììåòðè÷íûõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n ðàâíî ÷èñ-
ëó åãî ðàçáèåíèé íà ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ñëàãàåìûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîé ñèììåòðè÷íîé äèàãðàììå äèàãðàììó, ñîñòàâëåííóþ èç åå �öåíòðàëüíûõ
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à) á)

Ðèñ. 21: Ñèììåòðè÷íàÿ äèàãðàììà Þíãà à) è öåíòðàëüíûå êðþêè â íåé á).
Ñèììåòðè÷íîìó ðàçáèåíèþ (5,4,4,3,1) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå íà íå÷åò-
íûå ñëàãàåìûå (9,5,3)

êðþêîâ� (ñì. ðèñ. 21 á)). Òàêîé êðþê ñîïîñòàâëÿåòñÿ êàæäîé êëåòêå íà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè äèàãðàììû è ñîñòîèò èç êëåòîê, ðàñïîëîæåííûõ ïðàâåå ýòîé
äèàãîíàëüíîé êëåòêè èëè íèæå íåå. ×èñëî êëåòîê â êàæäîì öåíòðàëüíîì
êðþêå ñèììåòðè÷íîé äèàãðàììû íå÷åòíî, è ýòè ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Íàîáîðîò, âçÿâ äèàãðàììó, ñîñòàâëåííóþ èç ñòðîê ðàçëè÷íîé íå÷åòíîé äëè-
íû, ìû ìîæåì �ñëîìàòü� êàæäóþ òàêóþ ñòðî÷êó ïîñåðåäèíå è ñîñòàâèòü èç
ïîëó÷èâøèõñÿ êðþêîâ ñèììåòðè÷íóþ äèàãðàììó.

0.34 Òîæäåñòâî Ýéëåðà

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì (41), îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
èíòåðåñíîé. Ýéëåð ïðîäîëæèë âû÷èñëåíèå åå êîýôôèöèåíòîâ è ïîëó÷èë

Q(s) = 1− s− s2 + s5 + s7 − s12 − s15 + s22 + s26

−s35 − s40 + s51 + s57 − s70 − s77 + s92 + s100 − . . .

Âèäíî, ÷òî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ â âû÷èñëåííûõ ÷ëåíàõ âñòðå÷àþòñÿ òîëü-
êî íóëè, åäèíèöû è ìèíóñ åäèíèöû. Íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ñòîÿò íà
íåêîòîðûõ âïîëíå îïðåäåëåííûõ ìåñòàõ è çíàêè ïðè åäèíèöàõ ïîïàðíî ÷å-
ðåäóþòñÿ. Ýòè íàáëþäåíèÿ ïðèâåëè Ýéëåðà ê ãèïîòåçå, êîòîðóþ ìû ñôîð-
ìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 0.34.1 (Òîæäåñòâî Ýéëåðà).

Q(s) = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k
(
s

3k2−k
2 + s

3k2+k
2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ðÿä

Q(s) = (1− s)(1− s2)(1− s3) . . .

ñîäåðæèò òå æå ÷ëåíû, ÷òî è ðÿä äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñëà-
ãàåìûìè

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) . . . .
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Îäíàêî íåêîòîðûå ÷ëåíû ïðè ýòîì âõîäÿò ñî çíàêîì ïëþñ, à íåêîòîðûå ñî
çíàêîì ìèíóñ. Çíàê ïëþñ èìåþò ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿì íà
÷åòíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, à çíàê ìèíóñ � ÷ëåíû, îòâå÷àþùèå ðàçáèåíèÿì
íà íå÷åòíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n
íà ÷åòíîå è íå÷åòíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îäèíàêîâî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n êðîìå
íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ.

Ïðåäñòàâèì êàæäîå ðàçáèåíèå â âèäå äèàãðàììû Þíãà. Âàæíóþ ðîëü
â äîêàçàòåëüñòâå áóäóò èãðàòü íèæíÿÿ ñòðî÷êà äèàãðàììû è åå �áîêîâàÿ
äèàãîíàëü� (ñì. ðèñ. 22).

�
�

Ðèñ. 22: Íèæíÿÿ ñòðî÷êà è áîêîâàÿ äèàãîíàëü äèàãðàììû Þíãà

Ïóñòü l �äëèíà íèæíåé ñòðî÷êè, d � äëèíà äèàãîíàëè, k � ÷èñëî ñòðî-
÷åê â äèàãðàììå, ò.å. ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçáèåíèè. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà äèàãðàìì, âñå ñòðî÷êè â êîòîðûõ èìåþò ðàçíóþ äëèíó, â ñåáÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè l < d, òî îòðåæåì îò äèàãðàììû íèæíþþ ñòðî÷êó è ïðèêëåèì åå
ê äèàãîíàëè;

• åñëè l = d < k, òî ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå;

• åñëè l > d è k > l, òî íàîáîðîò, îòðåæåì äèàãîíàëü è ïðèêëåèì åå
íèæå íèæíåé ñòðî÷êè.

Ñ îñòàëüíûìè (èñêëþ÷èòåëüíûìè) äèàãðàììàìè íå áóäåì äåëàòü íè÷å-
ãî.

Íàøå îòîáðàæåíèå ìåíÿåò ÷åòíîñòü ÷èñëà ñòðîê â äèàãðàììå, ò.å. ÷åò-
íîñòü ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ðàçáèåíèè, äëÿ âñåõ íåèñêëþ÷èòåëüíûõ äèàãðàìì.
Ïîýòîìó åñëè íåèñêëþ÷èòåëüíûõ äèàãðàìì ñ ÷èñëîì êëåòîê n íåò âîîáùå,
òî êîýôôèöèåíò ïðè sn â ðàçëîæåíèè Q(s) ðàâåí íóëþ.

Èñêëþ÷èòåëüíûå äèàãðàììû âûäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè

k = l = d èëè k = d, l = k + 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì

n = k + (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ (2k − 1) =
3k2 − k

2
;
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âî âòîðîì �

n = (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ 2k =
3k2 + k

2
.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ èñêëþ÷èòåëüíàÿ äèàãðàììà åäèíñòâåííà. Òîæ-
äåñòâî Ýéëåðà äîêàçàíî.

Òîæäåñòâî Ýéëåðà äàåò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ðàçáè-
åíèé ÷èñëà n. Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå.

Óòâåðæäåíèå 0.34.2.

pn = pn−1 + pn−2 − pn−5 − pn−7 + pn−12 + pn−15 − . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà

P (s)Q(s) = 1.

Ïîëó÷åííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íàøëî çàìå÷àòåëüíîå ïðèìåíå-
íèå â �ëèíåéêå Ôóêñà�4.

�Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò áûñòðî ñîñòàâèòü äîâîëüíî äëèííóþ òàáëèöó
÷èñåë pn. Âîò ïðàêòè÷åñêèé ñîâåò, êàê ýòî ñäåëàòü. Âîçüìèòå ëèñò êëåò-
÷àòîé áóìàãè � ëó÷øå âñåãî äâîéíîé òåòðàäíûé ëèñò. Îòðåæüòå âäîëü åãî
äëèííîé ñòîðîíû ïîëîñêó øèðèíîé 3-4 êëåòêè. Ïîëîæèòå ýòó ïîëîñêó ïåðåä
ñîáîé âåðòèêàëüíî è ó ëåâîãî ñðåçà â íèæíåé êëåòêå ïîñòàâüòå êàêîé-íèáóäü
çíàê, ñêàæåì çâåçäî÷êó. Çàòåì, äâèãàÿñü ââåðõ, ïîñòàâüòå â ïåðâîé êëåòêå
+, âî âòîðîé +, â ïÿòîé −, â ñåäüìîé −, â äâåíàäöàòîé +, â ïÿòíàäöàòîé
+ è ò.ä., íàñêîëüêî õâàòèò äëèíû ïîëîñêè. Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ëèñòà òàê
æå ïîëîæèòå ïåðåä ñîáîé âåðòèêàëüíî è, îòñòóïÿ 10-15 êëåòîê îò åå ëåâîãî
ñðåçà, ïðîâåäèòå íà íåé âåðòèêàëüíóþ ÷åðòó � ñâåðõó äîíèçó. Â êëåòêè,
ïðèëåãàþùèå ê ÷åðòå ñëåâà, äâèãàÿñü ñâåðõó âíèç, âïèøèòå èçâåñòíûå âàì
÷èñëà pn, íà÷èíàÿ ñ p0: 1, 1, 2, 3, 5, 7. ×òîáû íàéòè ñëåäóþùåå çíà÷åíèå,
ïðèëîæèòå îòðåçàííóþ ïîëîñêó ñïðàâà ê âåðòèêàëüíîé ÷åðòå òàê, ÷òîáû
çâåçäî÷êà îêàçàëàñü ïðîòèâ ïåðâîé ïóñòîé êëåòêè. Òåïåðü èç ñóììû ÷èñåë,
ñòîÿùèõ ïðîòèâ ïëþñîâ, âû÷òèòå ñóììó ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïðîòèâ ìèíóñîâ.
×òî ïîëó÷èòñÿ � âïèøèòå â êëåòêó ïðîòèâ çâåçäî÷êè: ýòî ñëåäóþùåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè pn. Îïóñòèòå ïîëîñêó íà îäíó êëåòêó âíèç è ïîâòîðèòå òî
æå ñàìîå. È òàê äàëåå. ×åðåç íåñêîëüêî ìèíóò âû ïîëó÷èòå êîëîíêó ÷èñåë
pn âûñîòîé â âàø ëèñò.�

0.35 Ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ â òðåóãîëüíèêå Ìîö-

êèíà ñ êðàòíîñòÿìè

Ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ ëåã÷å ïîääàþòñÿ îïèñàíèþ, ÷åì ðàçáèåíèÿ ÷èñåë.

4Êâàíò, 8 (1981), ñ. 15
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Nn = {1, 2, . . . , n} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî
n. Ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Nn íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäè-
íåíèÿ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî N3

äîïóñêàåò ïÿòü ðàçáèåíèé:

{{1, 2, 3}}, {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2, 3}, {1}}, {{1}, {2}, {3}}.

×èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà Nn îáîçíà÷èì ÷åðåç p̃n è çàéìåìñÿ èçó÷åíèåì
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

P̃ (s) = p̃0 + p̃1s+ p̃2s
2 + . . .

(ìû ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ, p̃0 = 1).
Êàæäîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà Nn ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïî-

ñòàâèòü ðàçáèåíèå ÷èñëà n. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðåäñòàâèòü n â âèäå ñóììû
êîëè÷åñòâ ýëåìåíòîâ â êàæäîì èç ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ. Íåòðóäíî ïîäñ÷è-
òàòü è ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà Nn, îòâå÷àþùèõ äàííîìó ðàçáèåíèþ

n = n1 + n2 + · · ·+ nk

÷èñëà n. Ýëåìåíòû ïåðâîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü
(
n
n1

)
ñïîñîáàìè; ïî-

ñëå ýòîãî ýëåìåíòû âòîðîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü
(
n−n1

n2

)
ñïîñîáàìè è

ò.ä. Âñåãî ðàçáèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Nn ïî ìíîæåñòâàì ñ n1, n2, . . . , nk
ýëåìåíòàìè ìîæíî(
n

n1

)(
n− n1
n2

)
. . .

(
n− n1 − · · · − nk−1

nk

)
=

n!

n1!(n− n1)!

(n− n1)!

n2!(n− n1 − n2)!
. . .

(n− n1 − · · · − nk−1)!

nk!0!

=
n!

n1!n2! . . . nk!

=

(
n

n1 n2 . . . nk

)
.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ìóëüòèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì.
Îíî îáîáùàåò áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò � ÷èñëî ñî÷åòàíèé. Êàê íåòðóä-
íî âèäåòü, ìóëüòèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöè-
åíò ïðè xn1

1 xn2
2 . . . xnk

k â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà (x1 + · · ·+ xk)
n:

(x1 + · · ·+ xk)
n =

n∑
n1,...,nk=0

n1+···+nk=n

(
n

n1 . . . nk

)
xn1
1 . . . xnk

k .

Îäíàêî ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà Nn, îòâå÷àþùèõ äàííîìó ðàçáèå-
íèþ ÷èñëà n, íå ñîâïàäàåò â òî÷íîñòè ñ ìóëüòèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåí-
òîì. Äåëî â òîì, ÷òî ìíîæåñòâà ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâîå êîëè-
÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ïðàâèëüíûé
îòâåò èìååò âèä

1

m1! . . .mn!

(
n

n1 . . . nk

)
,
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ãäå mi � ýòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ, ðàâíûõ i.
Êàæäîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà Nn íà ïîäìíîæåñòâà ñîïîñòàâèì ïóòü

â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïóñòü ýëåìåíò i ∈ Nn
âõîäèò â íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ðàçáèåíèÿ. Òîãäà i-é îòðåçîê ïóòè áó-
äåò ãîðèçîíòàëüíûì, åñëè ëèáî ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî ñîñòîèò èç
îäíîãî ýëåìåíòà i, ëèáî ýëåìåíò i íå ÿâëÿåòñÿ â ïîäìíîæåñòâå íè ìèíè-
ìàëüíûì, íè ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì. i-é îòðåçîê ïóòè áóäåò âåêòîðîì
ïîäúåìà (1, 1), åñëè ýëåìåíò i � ìèíèìàëüíûé â ñâîåì ïîäìíîæåñòâå, è îí
áóäåò âåêòîðîì ñïóñêà (1,−1), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàêñèìàëåí.
Íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïóòè íàõîäèòñÿ, êàê îáû÷íî, â òî÷êå (0, 0). Íà ðèñ. 23
èçîáðàæåíû ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N10 è ïóòü â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ýòîìó ðàçáèåíèþ.

{{1, 9}, {2, 3, 4, 12}, {5, 8, 11}, {6, 7}, {10}}

q q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q q q q q q q q

�
�
�

�
�
�
�

�@
@

@
@

@
@

@
@

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ðèñ. 23: Ïóòü â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà, îòâå÷àþùèé ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà

ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ïóòü, îòâå÷àþùèé åìó, ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíûì: îí ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòè è çàêàí÷èâàåòñÿ íà
âûñîòå 0. Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäè ïåðâûõ m ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Nn ÷èñëî
ìàêñèìóìîâ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ÷èñëà ìèíèìóìîâ íè ïðè êàêîì m.

Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàçáèåíèé ñîîòâåòñòâóåò äàííîìó ïóòè. Ïóñòü íà-
÷àëüíàÿ ÷àñòü ïóòè, ñîñòîÿùàÿ èç i îòðåçêîâ, çàêàí÷èâàåòñÿ íà âûñîòå j, è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå j ýëåìåíòîâ óæå ðàçáèòû íà ïîäìíîæåñòâà. Åñëè
(j+1)-é îòðåçîê ïóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ïîäúåìà (1, 1), òî ýëåìåíò
j + 1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì íîâîãî ïîäìíîæåñòâà ðàçáèåíèÿ, íèêàêèõ äðó-
ãèõ âîçìîæíîñòåé íåò. Ïîýòîìó êðàòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà ðàâíà 1.
Åñëè ýòî ãîðèçîíòàëüíûé âåêòîð, òî îòâå÷àþùèé åìó ýëåìåíò ìîæåò ëèáî
âõîäèòü â îäíî èç óæå ñóùåñòâóþùèõ ìíîæåñòâ (òàêèõ âîçìîæíîñòåé ðîâíî
j, òàê êàê ðîâíî â j èìåþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ åùå íå çàôèêñèðîâàí ìàêñè-
ìàëüíûé ýëåìåíò), ëèáî îáðàçîâûâàòü îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Ïîýòî-
ìó êðàòíîñòü ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà ðàâíà j + 1. Êðàòíîñòü âåêòîðà ñïàäà
(1,−1) ðàâíà j, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ýëåìåíò ìîæåò áûòü ìàêñè-
ìàëüíûì â îäíîì èç j ïîäìíîæåñòâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàññòàíîâêà êðàò-
íîñòåé íà ðåáðàõ â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 24.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.35.1. ×èñëî p̃n ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà Nn íà íåïóñòûå ïîäìíî-
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Ðèñ. 24: Ðàññòàíîâêà êðàòíîñòåé íà ðåáðàõ, îòâå÷àþùàÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ðàçáèåíèé

æåñòâà ðàâíî ÷èñëó ïðàâèëüíûõ ïóòåé â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà ñ êðàò-
íîñòÿìè, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 24.
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0.36 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.111. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåíÿòü ðóáëü íà ìîíåòû â
1, 2, 5, 10, 20 è 50 êîïååê?

Çàäà÷à 0.112. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âçâåñèòü 78 ã ñ ïîìîùüþ ðàç-
íîâåñîê 1, 1, 2, 5, 10, 20, 50 ã íà

à) îäíî÷àøå÷íûõ âåñàõ;

á) äâóõ÷àøå÷íûõ âåñàõ?

(Ïðèìåíåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàçíîâåñîê îäíîãî âåñà äàåò ðàçëè÷íûå âçâå-
øèâàíèÿ).

Çàäà÷à 0.113. Äàéòå èíòåðïðåòàöèþ êîýôôèöèåíòó ïðè qmsn â áåñêîíå÷íîì
ïðîèçâåäåíèè

(1 + qs)(1 + qs2)(1 + qs3) . . . .

Çàäà÷à 0.114. Âñÿêîå ÷èñëî ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñàíî â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó

(1 + s+ s2 + · · ·+ s9)(1 + s10 + · · ·+ s90) · · · = 1

1− s
.

Äîêàæèòå.

Çàäà÷à 0.115. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ÷àñòè, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèå m, ðàâíî ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé íà íå áîëåå ÷åì m ÷àñòåé.

Çàäà÷à 0.116. Äîêàæèòå, ÷òî

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) · · · = 1

(1− s)(1− s3)(1− s5) . . .
.

Çàäà÷à 0.117. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ
ñòîëüêèìè æå ñïîñîáàìè, ñêîëüêèìè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû íå÷åòíûõ (ìîæåò áûòü è ñîâïàäàþùèõ) ñëàãàåìûõ.

Çàäà÷à 0.118. Äîêàæèòå òîæäåñòâà Ãàóññà

• à) (1−s)(1−s2)(1−s3)...
(1+s)(1+s2)(1+s3)... = 1− 2s+ 2s4 − 2s9 + . . . ;

• á) (1−s2)(1−s4)(1−s6)...
(1−s)(1−s3)(1−s5)... = 1 + s+ s3 + s6 + s10 + . . . .

Çàäà÷à 0.119. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íî â âèäå ñóììû ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ 2n−1 − 1 ñïîñîáîì, åñëè
äâà ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàòü ðàçëè÷íû-
ìè.

Çàäà÷à 0.120. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà ñèììåòðè÷íûõ
(ñàìîñîïðÿæåííûõ) ðàçáèåíèé.
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Çàäà÷à 0.121. Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïå-
ðåìåííûõ, â êîòîðîì ïåðåìåííûì ïðèïèñàí âåñ, ïðè÷åì ÷èñëî ïåðåìåííûõ
âåñà i êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî i. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç qi. Âûïèøèòå ïðîèç-
âîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâ îä-
íîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âåñà n.

Çàäà÷à 0.122. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σn ñóììó äåëèòåëåé ÷èñëà n (âêëþ÷àÿ 1 è
ñàìî n); íàïðèìåð, σ6 = 1 + 2 + 3 + 6 = 12. Ïóñòü Σ(s) � ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σn,

Σ(s) = s+ 3s2 + 4s3 + 7s4 + 6s5 + 12s6 + . . . .

• à) Äîêàæèòå, ÷òî
sP ′(s) = P (s)Σ(s),

ãäå P (s) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé.

• á) Âûâåäèòå îòñþäà ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ÷èñëà σn.

Çàäà÷à 0.123. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn ÷èñåë ðàçáèåíèé ðàñòåò
ìîíîòîííî è îöåíèòå ñêîðîñòü åå ðîñòà.

Çàäà÷à 0.124. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà äèàãðàìì

Þíãà ñ ïåðèìåòðîì 2n ðàâíà s2

1−2s .

Çàäà÷à 0.125. Êâàäðàòîì Äþðôè â äèàãðàììå Þíãà íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûé êâàäðàò, âïèñàííûé â åå ëåâûé âåðõíèé óãîë. Äëÿ êàæäîãî c ≥ 1
âûïèøèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà äèàãðàìì Þíãà ñ êâàäðàòîì
Äþðôè c× c ïî ÷èñëó êâàäðàòîâ â äèàãðàììå.

Çàäà÷à 0.126. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ÷àñòè, íå äåëÿ-
ùèåñÿ íà m, ðàâíî ÷èñëó òåõ åãî ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ íè îäíà ÷àñòü íå
âñòðå÷àåòñÿ áîëåå, ÷åì m− 1 ðàç.

Çàäà÷à 0.127. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ áîëåå
îäíîãî ðàçà ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî ÷àñòè íå÷åòíîé âåëè÷èíû, ñîâïàäàåò
ñ ÷èñëîì åãî ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ íè îäíà ÷àñòü íå âñòðå÷àåòñÿ áîëåå òðåõ
ðàç.

Çàäà÷à 0.128. Ïîêàæèòå, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì
ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ÷åòíîå ÷èñëî ÷àñòåé è ÷èñëîì åãî ðàçáèåíèé íà íå÷åò-
íîå ÷èñëî ÷àñòåé ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé ñ ðàç- ëè÷íûìè ÷àñòÿìè
íå÷åòíîé âåëè÷èíû.

Çàäà÷à 0.129. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ íå âñòðå-
÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ðàâíî ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé, â êîòî-
ðûõ íè îäíà ÷àñòü íå ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü ïî îäíîìó ðàçó.

Çàäà÷à 0.130. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ
êàæäàÿ ÷àñòü âñòðå÷àåòñÿ 2, 3 èëè 5 ðàç, ðàâíî ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé íà
÷àñòè, ñðàâíèìûå ñ 2, 3, 6, 9 èëè 10 ïî ìîäóëþ 12.

Çàäà÷à 0.131. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ íè îäíà
÷àñòü íå âñòðå÷àåòñÿ ëèøü ïî îäíîìó ðàçó, ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé,
êîòîðûå íå èìåþò ÷àñòåé, ñðàâíèìûõ ñ 1 èëè 5 ïî ìîäóëþ 6.
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Çàäà÷à 0.132. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ íàèìåíü-
øàÿ ÷àñòü âñòðå÷àåòñÿ ëèøü îäèí ðàç, à íàèáîëüøàÿ ÷àñòü íå áîëåå ÷åì
âäâîå ïðåâîñõîäèò íàèìåíüøóþ, ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ
íàèáîëüøàÿ ÷àñòü íå÷åòíà, à íàèìåíüøàÿ áîëüøå, ÷åì ïîëîâèíà íàèáîëü-
øåé ÷àñòè.

Çàäà÷à 0.133. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñëà ÷àñòåé, ðàâíûõ 1, ïî âñåì ðàç-
áèåíèÿì ÷èñëà n ðàâíà ñóììå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé òàêæå ïî âñåì ðàç-
áèåíèÿì n.

Çàäà÷à 0.134. Äîêàæèòå, ÷òî∑
n1,n2,...,nk≥1

min(n1, n2, . . . , nk)t
n1
1 tn2

2 . . . tnk

k

=
t1t2 . . . tk

(1− t1)(1− t2) . . . (1− tk)(1− t1t2 . . . tk)
.
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Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Äèðèõëå

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè A(s) îòëè÷íîé îò íóëÿ
â íóëå îáðàòíàÿ ê íåé îòíîñèòåëüíî äåëåíèÿ ôóíêöèÿ 1/A(s) ñóùåñòâóåò,
íåñëîæíî � ìû äîêàçàëè åãî â ïåðâîé ãëàâå. Îäíàêî ïðåäëîæåííàÿ òàì ïðî-
öåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè íå î÷åíü
ýôôåêòèâíà. Â òî æå âðåìÿ, çà÷àñòóþ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èìåòü ïðî-
ñòûå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé ôóíêöèè, êîòîðûå ïîç-
âîëÿëè áû âû÷èñëÿòü íóæíûé êîýôôèöèåíò, íå ïîäñ÷èòûâàÿ âñåõ ïðåäûäó-
ùèõ. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà äàåò èíñòðóìåíò äëÿ òàêîãî âû÷èñëåíèÿ
â áîëüøîì êëàññå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Êàê ïðàâèëî, ýòà ôîðìóëà ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Äèðèõëå � åùå îäíîé ìîäèôèêàöèè
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, èñïîëüçóåìîé â òåîðèè ÷èñåë. Ïî ñóòè äåëà, îíà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñëîæíîå îáîáùåíèå ôîðìóëû ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè. Â ýòîé ãëàâå ìû îáúÿñíÿåì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà è ðàç-
ëè÷íûå åå ïðîÿâëåíèÿ, ñðåäè êîòîðûõ ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ.

0.37 Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ

Îáðàòèìñÿ ê î÷åíü ïðîñòîé îáùåé òåîðåìå ôîðìàëüíîé ëîãèêè.
Ïóñòü B � êàêîå-ëèáî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîãóò îá-

ëàäàòü íåêîòîðûìè èç ñâîéñòâ c1, . . . , cm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(ci), 1 ≤ i ≤ m
÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ci, ÷åðåç N(ci, cj),
i ̸= j � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B, îáëàäàþùèõ îäíîâðåìåííî äâóìÿ
ñâîéñòâàìè ci, cj , è ò.ï. Ïóñòü òàêæå N(1) � îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíî-
æåñòâå B.

Òåîðåìà 0.37.1. (Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ) ×èñëî ýëåìåíòîâ â
ìíîæåñòâå B, íå îáëàäàþùèõ íè îäíèì èç ñâîéñòâ ci, i = 1, . . . ,m, ðàâíî

N(1)−N(c1)− · · · −N(cm) +N(c1, c2) + · · · −N(c1, c2, c3)− . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B íà íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ ãðóïïû: B = B0 ⊔ B1 ⊔ · · · ⊔ Bm, ãäå ïîäìíîæåñòâî Bl ñîñòîèò èç
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ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ ðîâíî l ñâîéñòâàìè. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî
âûðàæåíèÿ

N(1)

N(1)−N(c1)− · · · −N(cm)

N(1)−N(c1)− · · · −N(cm) +N(c1, c2) + · · ·+N(cm−1, cm)

. . .

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç ýòèõ âûðàæåíèé ðàññòàíîâêó ÷èñåë íà ìíîæåñòâàõ
Bl. Ïåðâîå âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðèñâîåíèþ êàæäîé ãðóïïå êðàòíîñòè
1 � ìû ó÷ëè âñå ýëåìåíòû ïî îäíîìó ðàçó. Âòîðîìó âûðàæåíèþ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðèñâîåíèå ìíîæåñòâó Bl êðàòíîñòè 1 − l, òàê êàê ïðè âû÷èòàíèè
ìû ó÷ëè êàæäûé åãî ýëåìåíò ðîâíî l ðàç. Òðåòüå âûðàæåíèå ñîïîñòàâëÿåò
ìíîæåñòâó Bl êðàòíîñòü 1 − l +

(
l
2

)
, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò âû-

ðàæåíèÿ ñ íîìåðîì l ê âûðàæåíèþ ñ íîìåðîì l + 1 íå ìåíÿåò êðàòíîñòè
ìíîæåñòâ B0, . . . , Bl. Ýòè êðàòíîñòè ðàâíû(

l

0

)
−
(
l

1

)
+

(
l

2

)
− · · ·+ (−1)l

(
l

l

)
,

÷òî ðàâíî íóëþ äëÿ âñåõ l çà èñêëþ÷åíèåì l = 0 è 1 ïðè l = 0, îòêóäà è
âûòåêàåò òåîðåìà.

Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ëåãêî çàïîìíèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-
ùåãî ïðîñòîãî ìíåìîíè÷åñêîãî ïðàâèëà. Ïóñòü 1 ñîîòâåòñòâóåò îáúåêòàì,
îáëàäàþùèì âñåìè ñâîéñòâàìè, 1− ci � âûðàæåíèå äëÿ îáúåêòîâ, íå îáëà-
äàþùèõ ñâîéñòâîì ci. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ îáúåêòîâ, íå îáëàäàþùèõ íè
îäíèì èç ñâîéñòâ c1, . . . , cm, s áóäåò èìåòü âèä

(1− c1)(1− c2) . . . (1− cm),

îòêóäà, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

(1− c1)(1− c2) . . . (1− cm) = 1− c1 − · · · − cm + c1c2 + · · · − c1c2c3 − . . . .

Ïðèìåð 0.37.2. Ðåøèì ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ çàäà-
÷ó î ÷èñëå ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ. Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íîìåð
àâòîáóñíîãî áèëåòà � øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî îò 000000 äî 999999. Áèëåò íà-
çûâàåòñÿ ñ÷àñòëèâûì, åñëè ñóììà ïåðâûõ òðåõ öèôð åãî íîìåðà ðàâíà ñóì-
ìå ïîñëåäíèõ òðåõ öèôð. Íàïðèìåð, áèëåòû ñ íîìåðàìè 000000, 123060 è
495882� ñ÷àñòëèâûå, à áèëåò 123456� íåò. Ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò ñ÷àñò-
ëèâûõ áèëåòîâ?

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ ðàâíî ÷èñëó áèëåòîâ ñ ñóììîé
27. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü áèëåò a1b1c1a2b2c2 � ñ÷àñòëèâûé. Ïîñòàâèì åìó â
ñîîòâåòñòâèå áèëåò a1b1c1(9−a2)(9−b2)(9−c2), ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà
27. Ýòî ñîîòâåòñòâèå, î÷åâèäíî, âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê íåîòðèöàòåëü-
íûõ öåëûõ ÷èñåë ñ ñóììîé 27 â øåñòè ïîçèöèÿõ è ââåäåì øåñòü ñâîéñòâ
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òàêèõ ðàññòàíîâîê. Ñâîéñòâî ci ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî â i-é ïîçèöèè íå
ìåíüøå 10. ×èñëî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ ðàâíî ÷èñëó ðàññòàíîâîê, íå îáëàäà-
þùèõ íè îäíèì èç ñâîéñòâ c1, . . . , c6.

×èñëî N(1) âñåõ ðàññòàíîâîê íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ñ ñóììîé
27 â øåñòü ïîçèöèé ðàâíî

(
32
5

)
. ×èñëî N(ci) ðàññòàíîâîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñâîéñòâó ci, îäèíàêîâî äëÿ âñåõ i è ðàâíî
(
22
5

)
. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì

ïîñòàâèòü â i-þ ïîçèöèþ ÷èñëî 10, à îñòàâøóþñÿ ñóììó 17 ïðîèçâîëüíî
ðàñïðåäåëèòü ïî øåñòè ïîçèöèÿì.

Àíàëîãè÷íî ÷èñëî ðàññòàíîâîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîâðåìåííî äâóì
ñâîéñòâàì ci è cj , îäèíàêîâî äëÿ ëþáîé ïàðû ñâîéñòâ è ðàâíî

(
12
5

)
: ìû ñòà-

âèì ÷èñëî 10 â i-þ è j-þ ïîçèöèè, à îñòàâøóþñÿ ñóììó 7 ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì ðàñïðåäåëÿåì ïî øåñòè ïîçèöèÿì. ×èñëî æå ðàññòàíîâîê, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ îäíîâðåìåííî òðåì è áîëåå ñâîéñòâàì, ðàâíî íóëþ, òàê êàê îá-
ùàÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë ìåíüøå 30.

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ðàâíî
(
6
1

)
= 6, êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ

ïàð ñâîéñòâ ðàâíî
(
6
2

)
= 15, ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ðàññòàíîâîê, íå óäîâëå-

òâîðÿþùèõ íè îäíîìó èç ñâîéñòâ ci, à, çíà÷èò, è îáùåå ÷èñëî ñ÷àñòëèâûõ
áèëåòîâ, äàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 0.37.3. ×èñëî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ ðàâíî(
32

5

)
− 6

(
22

5

)
+ 15

(
12

5

)
.

Ïðèìåð 0.37.4. Ðåøèì ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ åùå
îäíó çàäà÷ó, èìåþùóþ áîëüøîå ÷èñëî ïðèëîæåíèé.

Ïåðåñòàíîâêà π ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} íàçûâàåòñÿ áåñïîðÿä-
êîì, åñëè π(k) ̸= k íè ïðè êàêèõ k = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn ÷èñëî
áåñïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ. Âîò íà÷àëî òàáëèöû ÷èñåë áåñ-
ïîðÿäêîâ:

n 0 1 2 3 4
dn 1 0 1 2 9

×òîáû ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ, ââåäåì n ñâîéñòâ ïåðåñòàíîâîê
íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ. Ñâîéñòâî ci ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåñòàíîâ-
êà îñòàâëÿåò íà ìåñòå ýëåìåíò i. ×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî n!. ×èñëî
ïåðåñòàíîâîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó ci, ðàâíî (n− 1)!: ìû ôèêñèðóåì
i-é ýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè, à îñòàëüíûå ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíî. ×èñ-
ëî ïåðåñòàíîâîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ äâóì ñâîéñòâàì ci è cj , ðàâíî (n − 2)!:
äâà ýëåìåíòà ïåðåñòàíîâêè ôèêñèðóþòñÿ, îñòàëüíûå ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïðîèç-
âîëüíî. Âîîáùå, ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, óäîâëåòâîðÿþùèõm ñâîéñòâàì, ðàâíî
(n−m)!. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå.

Óòâåðæäåíèå 0.37.5. ×èñëî áåñïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ
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ðàâíî

dn =

(
n

0

)
n!−

(
n

1

)
(n− 1)! +

(
n

2

)
(n− 2)!− . . .

= n!

(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

1

n!

)
.

Ïðè n → ∞ âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ê
e−1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n áåñïîðÿäêè ñîñòàâëÿþò ïðè-
áëèçèòåëüíî e-óþ ÷àñòü âñåõ ïåðåñòàíîâîê, ò.å. îêîëî 1/2, 71828 ≈ 36, 8%.

Çàìå÷àíèå 0.37.6. Ê ñîæàëåíèþ, ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ îêàçûâà-
åòñÿ íåýôôåêòèâíûì ïðè îöåíêå àñèìïòîòèê èíòåðåñóþùèõ íàñ âåëè÷èí.
Òàê, ïðè âû÷èñëåíèè êîëè÷åñòâà áåñïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ
ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñóììå ðàâíî n!, à ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàâíà
íóëþ. È òà, è äðóãàÿ âåëè÷èíà ÷ðåçâû÷àéíî äàëåêè îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ
n!/e ñòàðøåãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøèõ îöåíîê íóæíî
áðàòü ãîðàçäî áîëüøå ñëàãàåìûõ.

0.38 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Äèðèõëå è äåé-

ñòâèÿ íàä íèìè

Ðàññìàòðèâàâøèåñÿ íàìè ðàíåå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îòíîñèëèñü ê êëàñ-
ñó ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Îäíàêî â ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðèè ÷èñåë áîëüøåå
ïðèìåíåíèå íàõîäÿò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Äèðèõëå. Ñàìîé èçâåñòíîé ñðå-
äè íèõ ÿâëÿåòñÿ äçåòà ôóíêöèÿ Ðèìàíà:

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ . . . . (42)

Îáùàÿ æå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå, îòâå÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè a1, a2, a3, . . . , èìååò âèä

a1
1s

+
a2
2s

+
a3
3s

+ . . . .

Äçåòà ôóíêöèÿ Ðèìàíà îòâå÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 1, 1, . . . . Îíà èãðàåò
â ìèðå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Äèðèõëå òó æå ðîëü, ÷òî è ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ â ìèðå îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è ýêñïîíåíòà â
ìèðå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî,
÷òî íóìåðàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Äèðèõëå íà÷èíàåò-
ñÿ ñ åäèíèöû, à íå ñ íóëÿ, êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäÿ-
ùèõ ôóíêöèé.

Ïðè÷èíîé, îáóñëàâëèâàþùåé ââåäåíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Äèðèõ-
ëå, ñëóæèò èõ ïîâåäåíèå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ: ïðè ïåðåìíîæåíèè äâóõ
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ôóíêöèé A(s) =
∑
ann

−s è B(s) =
∑
bnn

−s ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

A(s)B(s) =
a1b1
1s

+
a1b2 + a2b1

2s
+
a1b3 + a3b1

3s
+
a1b4 + a2b2 + a4b1

4s
+ . . .

=
∑
n

∑
kl=n akbl
ns

,

ãäå âíóòðåííåå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçëîæåíèÿì ÷èñëà n â ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé Äèðèõëå ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòó-
ðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îòìåòèì, ÷òî ñëîæåíèå òàêèõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ïî÷ëåííîìó ñëîæåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ðîëü åäèíèöû ïðè óìíîæåíèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Äèðèõëå èãðàåò
ôóíêöèÿ 1 = 1−s, îòâå÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 0, 0, . . . . Ëþáàÿ ïðî-
èçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå A(s) ñ íåíóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, a1 ̸= 0,
îáðàòèìà: ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ B(s), òàêàÿ, ÷òî A(s)B(s) = 1. Ïîñòðîèì
îáðàòíóþ ôóíêöèþ äëÿ äçåòà ôóíêöèè Ðèìàíà.

Òåîðåìà 0.38.1. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äçåòà ôóíêöèè Ðèìàíà èìååò
âèä

M(s) =
1

ζ(s)
=

∞∑
n=1

µn
ns
,

ãäå

µn =


(−1)tn ãäå tn � ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n,

åñëè â ðàçëîæåíèè n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ ìíîæèòåëåé

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn ìû áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìå-
áèóñà, à ôóíêöèþ M(s) � ôóíêöèåé Ìåáèóñà.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðåìíîæèì ôóíêöèè ζ(s) èM(s).
Êîýôôèöèåíò ïðè n−s, n > 1 â ïðîèçâåäåíèè áóäåò ðàâåí(

tn
0

)
−
(
tn
1

)
+ · · ·+ (−1)tn

(
tn
tn

)
= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè èìååò âèä n =
pk11 . . . pktt , ãäå t = tn. Òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè m

−s ôóíêöèèM(s) ó÷àñòâóåò
â ïðîèçâåäåíèè ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè m ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pt. ×èñëî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ èç k ýëåìåíòîâ ðàâíî

(
t
k

)
,

à çíàê ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà ïðè m−s ðàâåí (−1)k.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.
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Ñëåäñòâèå 0.38.2. Ïóñòü fn, gn � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêèå ÷òî

fn =
∑
t|n

gt, (43)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì äåëèòåëÿì t ÷èñëà n. Òîãäà ýëåìåíòû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gn âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn ïî ïðàâèëó

gn =
∑
t|n

µtft. (44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî (43) îçíà÷àåò, ÷òî

F (s) = ζ(s)G(s),

ãäå F (s) (ñîîòâ., G(s)) � ýòî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ÷èñåë fn (ñîîòâ., gn). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
íà M(s), ïîëó÷àåì

M(s)F (s) =M(s)ζ(s)G(s) = G(s),

÷òî è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ðàâåíñòâà (44).
Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà

ïðîñòûå ìíîæèòåëè ïîçâîëÿþò íàéòè ïðåäñòàâëåíèå äçåòà ôóíêöèè â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ (è, ñîîòâåòñòâåííî, åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ìåáè-
óñà).

Óòâåðæäåíèå 0.38.3.

ζ(s) =
1

1− 2−s
1

1− 3−s
1

1− 5−s
1

1− 7−s
· · · =

∏
p

1

1− p−s

M(s) =
(
1− 2−s

) (
1− 3−s

) (
1− 5−s

) (
1− 7−s

)
· · · =

∏
p

(1− p−s),

ãäå ïðîèçâåäåíèÿ áåðóòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì.

0.39 Îáðàùåíèå Ìåáèóñà

Ôîðìóëà ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ-
÷åíèÿ 0.37.1, òåîðåìà 0.38.1 è ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ýéëåðà (40) ÿâëÿþòñÿ
ïðîÿâëåíèÿìè îäíîãî ïðîñòîãî îáùåãî ïðèíöèïà, íàçûâàåìîãî ïðèíöèïîì
îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà.

Ýòîò ïðèíöèï ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ ê äçåòà-ôóíêöèè
â øèðîêîì êëàññå ñèòóàöèé.

À èìåííî, ïóñòü s1, s2, . . . � íàáîð (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé) ïåðåìåí-
íûõ, è ìû ðàññìàòðèâàåì àëãåáðó ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò ýòèõ ïåðåìåííûõ.
Îïðåäåëèì äçåòà ôóíêöèþ äàííîé àëãåáðû êàê ñóììó âñåõ ìîíîìîâ â ýòîé
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àëãåáðå, âçÿòûõ ñ êîýôôèöèåíòîì åäèíèöà. Òàê, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ

1 + s+ s2 + s3 + . . .

ÿâëÿåòñÿ äçåòà ôóíêöèåé àëãåáðû ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé.
Ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ äçåòà ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìåáèóñà àëãåáðû.
Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ìîíîìîâ àëãåáðû, âçÿòûõ ñ íåêîòîðûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå ìû ôàêòè÷åñêè óæå âû÷èñëèëè â Òåîðåìå 0.38.1.

Òåîðåìà 0.39.1. Êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå sn1
i1
. . . snm

im
â ôóíêöèè Ìåáèóñà

àëãåáðû ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò ïåðåìåííûõ s1, s2, . . . ðàâåí íóëþ, åñëè êàêàÿ-
íèáóäü èç ïåðåìåííûõ âõîäèò â ìîíîì ñî ñòåïåíüþ, áîëüøåé 1 (ni > 1 äëÿ
êàêîãî-íèáóäü i), è îí ðàâåí (−1)m, åñëè âñå m ïåðåìåííûõ âõîäÿò â ìîíîì
â ïåðâîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ïîâòîðèâ,
ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 0.38.1. Ìû, îäíàêî, ïðåäïî-
÷òåì íåñêîëüêî äðóãîé ïóòü. Äåëî â òîì, ÷òî ìû ïîïðîñòó çíàåì îáðàòíóþ
ôóíêöèþ äëÿ äçåòà ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ñàìà äçåòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì äçåòà ôóíêöèé îò êàæäîé èç ïåðåìåííûõ s1, s2, . . . . Ïîýòîìó
îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé

(1 + s1 + s21 + s31 + . . . )(1 + s2 + s22 + s32 + . . . ) . . . .

(Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì ìîíîìå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êîíå÷-
íîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé.) Ïîýòîìó îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ Ìå-
áèóñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ïðîèçâåäåíèå

(1− s1)(1− s2)(1− s3) . . . ,

îòêóäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò ìãíîâåííî.
Ïîñìîòðèì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ ýòà òåîðåìà. ×òîáû âûâåñòè èç íåå òåîðå-

ìó 0.38.1, ðàññìîòðèì íàáîð ïåðåìåííûõ s2, s3, s5, s7, . . . (êàæäîìó ïðîñòî-
ìó ÷èñëó îòâå÷àåò îäíà ïåðåìåííàÿ, â êîòîðîé ýòî ÷èñëî ñëóæèò èíäåêñîì).
Òîãäà àëãåáðà ôóíêöèé Äèðèõëå èçîìîðôíà àëãåáðå ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò
óêàçàííîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ: ýëåìåíòó n−s, ãäå n = pk11 . . . pkmm � ðàçëî-
æåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, îòâå÷àåò ìîíîì sk1p1 . . . s

km
pm àëãåáðû

ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíî çàäà-
åò èçîìîðôèçì àëãåáð. Òåîðåìà 0.38.1 òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç
òåîðåìû 0.39.1 (ñð. óòâåðæäåíèå 0.38.3).

Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû 0.39.1 ñëå-
äóþùèì ñïîñîáîì. Ðàññìîòðèì àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæäåííûõ ïåðå-
ìåííûìè s1, . . . , sn (êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ îòâå÷àåò îäíîìó ðàññìàòðèâàåìî-
ìó ñâîéñòâó), ñðåçàííûõ ïî ñòåïåíè äâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðèðàâíè-
âàåì ê íóëþ âñÿêèé ìîíîì â àëãåáðå, åñëè êàêàÿ-íèáóäü ïåðåìåííàÿ âõîäèò
â íåãî â ñòåïåíè âûøå, ÷åì ïåðâàÿ. Ìîíîì si1 . . . sim â òàêîé àëãåáðå îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì {i1, . . . , im} ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ôîðìóëà
âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè Ìåáè-
óñà ýòîé àëãåáðû.



106 ÃËÀÂÀ 0. ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÄÈÐÈÕËÅ

Ñòîëü æå ïðîñòîé îêàçûâàåòñÿ è ñèòóàöèÿ ñ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ðàçáèåíèþ
n = n1+· · ·+nm ìîíîì sn1sn2 . . . snm (åñëè íåêîòîðûå ÷àñòè â ðàçáèåíèè ïî-
âòîðÿþòñÿ, òî ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé â ìîíîìå ðàâíà ÷èñëó
ýòèõ ÷àñòåé). Ôóíêöèÿ Ìåáèóñà â ýòîé àëãåáðå, êàê ìû çíàåì, èìååò âèä

(1− s1)(1− s2)(1− s3) . . . .

Ïðè ïîäñòàíîâêå sn = sn äçåòà ôóíêöèÿ àëãåáðû ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé (äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè
ìîíîìå sn â ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ðàâåí ÷èñëó âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n).
Îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ Ìåáèóñà ïåðåõîäèò ïðè ýòîì â ôóíêöèþ

(1− s)(1− s2)(1− s3) . . . ,

÷òî è äàåò ðàâåíñòâî (41).

0.40 Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîìèìî äçåòà ôóíêöèè è ôóíêöèè Ìåáèóñà â òåîðèè ÷èñåë áîëüøóþ ðîëü
èãðàþò è äðóãèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Äèðèõëå, îòâå÷àþùèå äðóãèì ÷èñ-
ëîâûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì. Íàèáîëåå âàæíûìè èç íèõ îêàçûâàþòñÿ ìóëü-
òèïëèêàòèâíûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 0.40.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, a3, . . . íàçûâàåòñÿ ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ âñåõ âçàèìíî ïðîñòûõ ïàð èíäåêñîâ m,n âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî aman = am·n.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1 = 0, òî
ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé. Äåéñòâèòåëüíî, an = a1·n =
a1an = 0 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n. Ýòî æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè
a1 ̸= 0, òî a1 = 1. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåíóëåâûå
ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 0, 0, 0, . . . ìóëüòèïëèêàòèâíà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ åäèíèö, òîæå, î÷åâèäíî, ìóëüòèïëèêàòèâíà. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Ìåáèóñà òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíà, ÷òî âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç
òåîðåìû 0.38.1. Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 0.40.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τn ÷èñëî äåëèòåëåé ÷èñëà n. Ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τn, î÷åâèäíî, èìååò âèä

τ(s) =
τ1
1s

+
τ2
2s

+ · · · = ζ2(s).

Åñëè ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî ÷èñëî äåëèòåëåé èõ ïðîèçâåäåíèÿ mn
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ τmτn: åñëè p � äåëèòåëü ÷èñëàm, à q � äåëèòåëü ÷èñëà
n, òî pq � äåëèòåëü èõ ïðîèçâåäåíèÿ mn, ïðè÷åì êàæäûé äåëèòåëü ïðîèç-
âåäåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Ïîýòîìó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τn ìóëüòèïëèêàòèâíà.
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Ïðèìåð 0.40.3. Åñëè ÷åðåç νn îáîçíà÷èòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ìíî-
æèòåëåé ÷èñëà n, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = aνn îêàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a.

Âñå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ýëå-
ìåíòàìè, èíäåêñû êîòîðûõ ðàâíû ñòåïåíÿì ïðîñòûõ ÷èñåë. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò ìåñòî àíàëîã óòâåð-
æäåíèÿ 0.38.3.

Óòâåðæäåíèå 0.40.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai} ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ Äèðèõëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå(

1

1s
+
a2
2s

+
a4
4s

+ . . .

)(
1

1s
+
a3
3s

+
a9
9s

+ . . .

)(
1

1s
+
a5
5s

+ . . .

)
. . . , (45)

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îäíîçíà÷íî
çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè åå ýëåìåíòîâ apk , íîìåðà êîòîðûõ � ñòåïåíè ïðîñòûõ
÷èñåë. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò çàìå÷àòåëüíîå ñâîé-
ñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îáîáùàþùåå óòâåðæäåíèå
î ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìåáèóñà.

Ñëåäñòâèå 0.40.5. Åñëè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Äèðèõëå A(s) è B(s) îò-
âå÷àþò ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè êîýôôèöèåíòîâ èõ ïðîèçâåäåíèÿ A(s)B(s) è ÷àñòíîãî A(s)/B(s) òàê-
æå ìóëüòèïëèêàòèâíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Äèðè-
õëå, îòâå÷àþùèå ìóëüòèïëèêàòèâíûì ÷èñëîâûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì,
îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàæäàÿ èç ôóíêöèé A(s), B(s) îáëàäàåò ïðåäñòàâ-
ëåíèåì (45), òî òàêèì æå ïðåäñòàâëåíèåì îáëàäàþò èõ ïðîèçâåäåíèå è ÷àñò-
íîå. Ñàìî æå óòâåðæäåíèå 0.40.4 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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0.41 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.135. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ïëî-
ùàäü ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñ óãëàìè α, β, γ íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðà-
äèóñà.

Çàäà÷à 0.136. Ïîëó÷èòå îòâåò â çàäà÷å î ÷èñëå ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ.

Çàäà÷à 0.137. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ôîð-
ìóëó äëÿ ÷èñëà ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ ñ íîìåðàìè èç 2p öèôð, çàïèñàííûìè
â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì q.

Çàäà÷à 0.138. Ïóñòü p1, p2, . . . , pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà
n = pa11 . . . pakk . Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî φn ÷èñåë, ìåíüøèõ n è âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ íèì, ðàâíî

φn = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
.

Çàäà÷à 0.139. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, äîêàæèòå, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü φn ìóëüòèïëèêàòèâíà.

Çàäà÷à 0.140. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõ çàìêíóòûõ n-
óãîëüíèêîâ (â òîì ÷èñëå ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ) ðàâíî φn.

Çàäà÷à 0.141. Ñêîëüêî íåñîêðàòèìûõ äðîáåé èìååòñÿ ñðåäè n2 äðîáåé

1/1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n
2/1, 2/2, 2/3, . . . , 2/n
. . .
n/1, n/2, n/3, . . . , n/n?

Çàäà÷à 0.142. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåí-
òîâ � áëèæàéøåå öåëîå ÷èñëî ê n!/e.

Çàäà÷à 0.143. Ïóñòü äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû â n× n ìàòðèöå ðàâíû íóëþ.
Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ýòîé
ìàòðèöû.

Çàäà÷à 0.144. Äîêàæèòå, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë áåñïîðÿäêîâ èìååò âèä D(s) = e−s/(1− s).

Çàäà÷à 0.145. Ïóñòü µn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìåáèóñà. Òîãäà

∞∏
n=1

(1− xn)−µn/n = ex.

Çàäà÷à 0.146. Îïèøèòå âñå èäåàëû â àëãåáðå ôóíêöèé Äèðèõëå.

Çàäà÷à 0.147. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

max(a1, . . . , an) = a1 + · · ·+ an −min(a1, a2)− · · · −min(an−1, an)

+min(a1, a2, a3) + · · ·+ (−1)n−1 min(a1, . . . , an)
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Çàäà÷à 0.148. Ïîëîæèì λn = (−1)k, ãäå k � ÷èñëî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé
÷èñëà n (ñ÷èòàåìûõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü λn ìóëüòèïëèêàòèâíà.

Çàäà÷à 0.149. Íàéäèòå ôóíêöèþ Äèðèõëå ζ(s)λ(s), ãäå êîýôôèöèåíòû ôóíê-
öèè λ(s) îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

Çàäà÷à 0.150. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σα(n) ñóììó α-õ ñòåïåíåé äåëèòåëåé ÷èñ-
ëà n, σα(n) =

∑
t|n t

α (α � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî). Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä

Σα(s) =
∞∑
n=1

σα(n)

ns
= ζ(s)ζ(s− α).



110 ÃËÀÂÀ 0. ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÄÈÐÈÕËÅ



×àñòü II

Ãðàôû, èõ ïåðå÷èñëåíèå è

èíâàðèàíòû

111





Ïåðå÷èñëåíèå äåðåâüåâ è

ëåñîâ

Ìû óæå îáðàùàëèñü ê ãðàôàì, ïîäñ÷èòûâàÿ ÷èñëî ïóòåé â íèõ. Â ýòîé
÷àñòè ìû áîëåå âíèìàòåëüíî ïîñìîòðèì íà ñàìè ãðàôû. Íà÷íåì ñ ïîäñ÷åòà
ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ.

0.42 Ïåðå÷èñëåíèå ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ

Ðÿä òðóäíîñòåé â çàäà÷àõ ïåðå÷èñëåíèÿ îáÿçàí ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì òî-
ìó, ÷òî ïåðå÷èñëÿåìûå îáúåêòû èìåþò ðàçëè÷íûå ñèììåòðèè. Òàê, íàïðè-
ìåð, åñëè áû ìû ðåøèëè ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè äèàãîíàëüíûå òðèàíãóëÿöèè
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (ñì. ðàçäåë 0.17), ïåðåõîäÿùèå äðóã â äðóãà
ïðè ïîâîðîòå, ïîëó÷åíèå òî÷íîé ôîðìóëû ïðåâðàòèëîñü áû â ñëîæíóþ çà-
äà÷ó, äà è ñàìà ôîðìóëà âðÿä ëè çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóëà íàñ â ïîíèìàíèè
ïðèðîäû òðèàíãóëÿöèé. Ïðè÷èíà òàêîãî ÿâëåíèÿ êðîåòñÿ â òîì, ÷òî ðàç-
ëè÷íûå òðèàíãóëÿöèè äîïóñêàþò ðàçëè÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèé. Âñå øåñòü
ïîâîðîòîâ òðèàíãóëÿöèè øåñòèóãîëüíèêà, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 25 à) äàþò
ðàçëè÷íûé ðåçóëüòàò, â òî âðåìÿ êàê ïîâîðîòû òðèàíãóëÿöèè, ïðèâåäåí-
íîé íà ðèñ. 25 á), ïðèâîäÿò ëèøü åùå ê äâóì íîâûì òðèàíãóëÿöèÿì, à íà
ðèñ. 25 â) � ê îäíîé.
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Ðèñ. 25: Òðè äèàãîíàëüíûå òðèàíãóëÿöèè øåñòèóãîëüíèêà ñ ðàçëè÷íûìè
ñèììåòðèÿìè

Â òî æå âðåìÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà, ñâîäÿùàÿ ÷èñëî äèàãîíàëüíûõ òðèàíãó-
ëÿöèé ìíîãîóãîëüíèêà ñ ïåðåíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè ê ÷èñëó Êàòàëàíà,
äàåò õîðîøóþ îöåíêó íà àñèìïòîòèêó ÷èñëà òðèàíãóëÿöèé ìíîãîóãîëüíèêà
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ñ íåíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî òðèàíãóëÿöèé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà (n + 2)-óãîëüíèêà, íå ïðåâîcõîäèò

cn ∼ const ·4n ·n− 3
2 , è îíî íå ìåíüøå, ÷åì cn/(n+2) ∼ const ·4n ·n− 5

2 . Òàêèì
îáðàçîì íàðóøåíèå ñèììåòðèè � ïåðåíóìåðàöèÿ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà
� ïðèâåëî ê ñåðüåçíîìó óïðîùåíèþ çàäà÷è è ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ïîâëèÿ-
ëî íà òî÷íîñòü îòâåòà. Òîò æå ïðèåì � ìàðêèðîâêà � îêàçûâàåòñÿ âåñüìà
ýôôåêòèâíûì è âî ìíîãèõ äðóãèõ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷àõ. Ìû óâèäèì
ñåé÷àñ, êàê îí èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïåðå÷èñëåíèè äåðåâüåâ.

Â ãëàâå 3 ìû óæå ââîäèëè îïðåäåëåíèå ãðàôà. Ñåé÷àñ ìû ñäåëàåì åãî
áîëåå ôîðìàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 0.42.1. Ãðàôîì áóäåì íàçûâàòü òðîéêó Γ = {V,E, I}, ñî-
ñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåðøèí V , êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðåáåð E
è îòîáðàæåíèÿ èíöèäåíòíîñòè I : E → V × V , ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäî-
ìó ðåáðó ïàðó âåðøèí (êîíöû ðåáðà), êîòîðûå ýòî ðåáðî ñîåäèíÿåò. Ðåáðî
íàçûâàåòñÿ ïåòëåé, åñëè åãî êîíöû ñîâïàäàþò. Âàëåíòíîñòüþ âåðøèíû
ãðàôà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîí-
öîì (ïðè ïîäñ÷åòå âàëåíòíîñòè ïåòëÿ ñ÷èòàåòñÿ çà äâà ðåáðà).

Ãðàô óäîáíî èçîáðàæàòü íà ïëîñêîñòè; âåðøèíàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò
òî÷êè íà ïëîñêîñòè, ðåáðàì � îòðåçêè äóã, ñîåäèíÿþùèå ýòè òî÷êè (ñì.
ðèñ. 26).
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Ðèñ. 26: Èçîáðàæåíèå ãðàôà íà ïëîñêîñòè. Æèðíûìè òî÷êàìè îáîçíà÷åíû
âåðøèíû ãðàôà (èõ 7), îòðåçêàìè è äóãàìè � åãî ðåáðà (èõ 8). Íå âûäåëåí-
íûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè

Çàìå÷àíèå 0.42.2. 1. Íà ñàìîì äåëå, ãðàôîì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íå îïðå-
äåëåííûé âûøå îáúåêò, à êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ îáúåêòîâ. Äâà
ãðàôà Γ1 = {V1, E1, I1} è Γ2 = {V2, E2, I2} íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè ñóùåñòâóþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ v : V1 → V2 è
e : E1 → E2, òàêèå, ÷òî I2 ◦ e = (v × v) ◦ I1. Äðóãèìè ñëîâàìè, äâà
ãðàôà èçîìîðôíû, åñëè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó èõ âåðøèíàìè, ïðè êîòîðîì ðåáðà ïåðåõîäÿò â ðåáðà.
Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü èçîìîðôíûå ãðàôû.

2. Ó ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ èìåþòñÿ âàðèàíòû. Íàïðèìåð, èíîãäà
åñòåñòâåííî òðåáîâàòü, ÷òîáû ÷åðåç êàæäóþ ïàðó âåðøèí ãðàôà ïðî-
õîäèëî íå áîëåå îäíîãî ðåáðà, ò.å. ÷òîáû îòîáðàæåíèå èíöèäåíòíîñòè
áûëî èíúåêòèâíûì. Èíîãäà â ãðàôå çàïðåùàþòñÿ ïåòëè è ò.ä. Ìû áó-
äåì âñÿêèé ðàç îãîâàðèâàòü ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ.
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3. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíûé
êîìïëåêñ. Åñëè íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà ââåñòè îðèåíòàöèþ (ò.å. óêà-
çàòü íàïðàâëåíèå ýòîãî ðåáðà), òî ãðàíèöà ðåáðà � ýòî ðàçíîñòü êî-
íå÷íîé è íà÷àëüíîé âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 0.42.3. Äâå âåðøèíû ãðàôà íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, èëè
ñìåæíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî, êîòîðîå èõ ñîåäèíÿåò. Ãðàô íàçûâà-
åòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû u, v ∈ V åãî âåðøèí ñóùåñòâóåò ïóòü,
èõ ñîåäèíÿþùèé, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v0 = u, v1, . . . , vk = v ∈ V âåðøèí
ãðàôà, â êîòîðîé âåðøèíû vi−1 è vi ñîñåäíèå äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k. Öèê-
ëîì íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð e1, e2, . . . , ek, â êîòîðîé âñå ðåáðà
ïîïàðíî ðàçëè÷íû è äëÿ êàæäîãî i = 2, . . . , k − 1 îäèí èç êîíöîâ ðåáðà ei
ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà ei−1, à äðóãîé � êîíöîì ðåáðà ei+1, è ñâîáîäíûå
êîíöû ðåáåð ek è e1 òàêæå ñîâïàäàþò. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô
áåç öèêëîâ. Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå âåðøèíû â íåì ïîïàðíî
ðàçëè÷íû.

Íà ðèñ. 27 ïðèâåäåíû âñå äåðåâüÿ ñ n ≤ 5 âåðøèíàìè.
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Ðèñ. 27: Äåðåâüÿ ñ n ≤ 5 âåðøèíàìè

Çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè � ñëîæíàÿ ïåðå÷èñëè-
òåëüíàÿ çàäà÷à. Âîçíèêàþùèå ïðè åå ðåøåíèè òðóäíîñòè îáÿçàíû ñâîèì
ïðîèñõîæäåíèåì êàê ðàç ðàçëè÷íûì ñèììåòðèÿì ó ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ.
Ìû çàéìåìñÿ áîëåå ïðîñòîé çàäà÷åé � ïåðå÷èñëåíèåì äåðåâüåâ ñ ïîìå-
÷åííûìè âåðøèíàìè. Ñîïîñòàâèì êàæäîé âåðøèíå äåðåâà îäíî èç ÷èñåë
{1, 2, . . . , n} òàê, ÷òîáû ðàçíûì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçíûå ÷èñëà.
Íà ðèñ. 28 èçîáðàæåíû âñå ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ ñ n ≤ 4 âåðøèíàìè.

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîìåòèòü âåðøèíû äàííîãî äåðåâà (è,
áîëåå îáùèì îáðàçîì, ëþáîãî ãðàôà) ëåãêî âû÷èñëèòü, åñëè çíàòü, ñêîëüêî
ó äåðåâà (èëè ãðàôà) ñèììåòðèé. Âñå ñèììåòðèè äåðåâà îáðàçóþò åãî ãðóïïó
ñèììåòðèé, èëè ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ. Ýòî ïîäãðóïïà â ãðóïïå ïåðåñòà-
íîâîê ìíîæåñòâà âåðøèí äåðåâà. Îíà ñîñòîèò èç òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ìíî-
æåñòâà âåðøèí, ÷òî ëþáàÿ ïàðà âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, ïåðåõîäèò â
ïàðó âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì. Íàïðèìåð, ãðóïïà ñèììåòðèé äåðåâà-
öåïî÷êè, â êîòîðîì áîëüøå îäíîé âåðøèíû, ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ �
ýòî òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí è îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ñåðå-
äèíû öåïî÷êè. À êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå ñèììåòðèé äåðåâà-çâåçäû
(îäíà âåðøèíà ñîåäèíåíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè) èç n âåðøèí ðàâíî (n− 1)!
� ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíî ïåðåñòàâëÿòü n − 1 ëó÷åé çâåçäû. Ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.



116 ÃËÀÂÀ 0. ÏÅÐÅ×ÈÑËÅÍÈÅ ÄÅÐÅÂÜÅÂ

Óòâåðæäåíèå 0.42.4. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîìåòèòü äàííîå äåðåâî
ñ n âåðøèíàìè ðàâíî ÷àñòíîìó îò äåëåíèÿ n! íà êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â
ãðóïïå ñèììåòðèé ýòîãî äåðåâà.

Òàê, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîìåòèòü öåïî÷êó íà 4 âåðøèíàõ ðàâíî
4!/2 = 12, à ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîìåòèòü çâåçäó íà 4 âåðøèíàõ ðàâíî 4!/3! = 4,
ïîýòîìó âñåãî ñóùåñòâóåò 12 + 4 = 16 ðàçëè÷íûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ 4
âåðøèíàìè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè íà÷èíà-
åòñÿ òàê: 1, 1, 3, 16, . . . .
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Ðèñ. 28: Ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ ñ n ≤ 4 âåðøèíàìè

Òåîðåìà 0.42.5 (Êýëè). 5 ×èñëî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè ðàâ-
íî nn−2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn ÷èñëî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíà-
ìè, ò.å. ÷èñëî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ, â êîòîðûõ îäíà èç âåðøèí âûäåëåíà è
íàçâàíà êîðíåì. ßñíî, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøè-
íàìè â n ðàç áîëüøå ÷èñëà ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè: â êà÷åñòâå
êîðíÿ ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ èç n ðàçëè÷íûõ âåðøèí. Ïîýòîìó èç òåîðåìû
Êýëè ñðàçó æå âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 0.42.6. ×èñëî ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè
åñòü Tn = nn−1.

Ìû äàäèì äâà ðàçëè÷íûõ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ.
Ïåðâûé èç íèõ ïðèíàäëåæèò Ïðþôåðó (1918 ã.) è ñîñòîèò â ñîïîñòàâëåíèè
êàæäîìó äåðåâó íåêîòîðîãî êîäà.

Âîçüìåì êàêîå-íèáóäü äåðåâî ñ n âåðøèíàìè, ïîìå÷åííûìè ðàçëè÷íûìè
÷èñëàìè îò 1 äî n. Ìû ñîïîñòàâèì äåðåâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n− 2
èç áóêâ x1, x2, . . . , xn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîèòñÿ èíäóêòèâíî. Âîçüìåì
â äåðåâå ëèñò ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì è âîçüìåì â êà÷åñòâå ïåðâîé áóêâû

5Ýòó òåîðåìó îáíàðóæèë è äîêàçàë íåìåöêèé ìàòåìàòèê Êàðë Âèëüãåëüì Áîðòõàðäò
â 1860 ã. Àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Êýëè â ñâîåé çàìåòêå 1889 ã., ñîñëàâøèñü íà ðàáîòó
Áîðòõàðäòà, óñèëèë åãî òåîðåìó, ïîñëå ÷åãî èñõîäíûé ðåçóëüòàò òàêæå ñòàëè íàçûâàòü
òåîðåìîé Êýëè.
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ñ èíäåêñîì, ðàâíûì íîìåðó âåðøèíû, ñ êîòîðîé ýòîò
ëèñò ñîåäèíåí. Çàòåì óäàëèì âûáðàííûé ëèñò. Âòîðîé áóêâîé áóäåò x ñ èí-
äåêñîì, ðàâíûì íîìåðó âåðøèíû, ñ êîòîðîé ñîåäèíåí ìèíèìàëüíûé ëèñò â
îñòàâøåìñÿ äåðåâå. Ýòîò ëèñò òîæå óäàëèì, è áóäåì ïîâòîðÿòü ýòó îïåðà-
öèþ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ äåðåâî èç äâóõ âåðøèí (ðåáðî). Ïîëó÷èì
êàê ðàç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ äëèíû n− 2.

Íà ðèñ. 29 èçîáðàæåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäàëåíèÿ âåðøèí â äåðåâå ñ
ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó äåðåâó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áóêâ � åãî êîä Ïðþôåðà.
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Ðèñ. 29: Ïîñòðîåíèå êîäà Ïðþôåðà ïîìå÷åííîãî äåðåâà. Äåðåâî íà ðèñóíêå
èìååò êîä x5x5x1x5x1x1x2 = x25x1x5x

2
1x2

Íàîáîðîò, ïî ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ äëèíû n−2 ìîæíî âîññòà-
íîâèòü ïîìå÷åííîå äåðåâî. Âàëåíòíîñòü ëþáîé âåðøèíû â ýòîì äåðåâå íà 1
áîëüøå ÷àñòîòû, ñ êîòîðîé ïåðåìåííàÿ, èíäåêñ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì
ýòîé âåðøèíû, âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, âåðøèíû,
íîìåðà êîòîðûõ íå âñòðå÷àþòñÿ â êà÷åñòâå èíäåêñà, � ëèñòüÿ äåðåâà. Âçÿâ
ïåðâûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðîâåäåì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå ëèñò ñ
ìèíèìàëüíûì íîìåðîì è âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò èíäåêñ ýòîãî ïåðâîãî
ýëåìåíòà. Çàòåì ïåðâûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòèðàåì è ïîâòîðÿåì
ïðîöåäóðó äëÿ íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îäèí ëèñò óæå
èñïîëüçîâàí, à âàëåíòíîñòü âåðøèíû ñ íîìåðîì, ðàâíûì èíäåêñó ïåðâîãî
ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óìåíüøèëàñü íà 1). Ïîñëåäíåå ðåáðî ñîåäè-
íÿåò äâå âåðøèíû, âàëåíòíîñòè êîòîðûõ åùå íå çàïîëíåíû.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êàê ñòðîèòñÿ ïîìå÷åííîå äåðåâî ïî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè x22x4x2x

2
7. Êîëè÷åñòâî áóêâ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíî n−

2 = 6, ïîýòîìó â äåðåâå n = 8 âåðøèí. Ïÿòü èç ýòèõ âåðøèí � ëèñòüÿ; ýòî
âåðøèíû ñ ïîìåòêàìè 1, 3, 5, 6 è 8 � òåìè, êîòîðûå íå ïðåäñòàâëåíû â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Âåðøèíà ñ ïîìåòêîé 2 èìååò âàëåíòíîñòü 4, ñ ïîìåòêîé 4
� âàëåíòíîñòü 2, à ñ ïîìåòêîé 7 � âàëåíòíîñòü 3.

Íàèìåíüøèé íîìåð ëèñòà ðàâåí 1, à ïåðâàÿ áóêâà â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè � x2, ïîýòîìó ïåðâîå ðåáðî äåðåâà ñîåäèíÿåò âåðøèíû ñ íîìåðàìè 1
è 2. Ïîñëå ñòèðàíèÿ ïåðâîé áóêâû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü x2x4x2x

2
7. Áóêâà ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, íå âõîäÿùàÿ â ýòó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýòî x3, ïîýòîìó î÷åðåäíîå ðåáðî ñîåäèíÿåò x3 è x2,
à ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ïåðâîé áóêâû îñòàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x4x2x

2
7.

Ñëåäóþùåå ðåáðî x5x4, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x2x
2
7. Òåïåðü íàèìåíüøèé íî-
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ìåð âåðøèíû, íå âõîäÿùåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è íå âûñòóïàâøåé ëèñòîì,
ýòî x4. Ìû ñîåäèíÿåì åå ðåáðîì ñ âåðøèíîé x2. Îñòàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü x27. Ñîåäèíÿåì âåðøèíó x2 (îíà åùå íå áûëà ëèñòîì) ñ x7 è îñòàâëÿåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x7. Òåïåðü ñîåäèíÿåì x6 ñ x7. Íóæíóþ âàëåíòíîñòü èìå-
þò âñå âåðøèíû ïîëó÷åííîãî ãðàôà, çà èñêëþ÷åíèåì x7 è x8, âàëåíòíîñòü
êàæäîé èç êîòîðûõ íà åäèíèöó ìåíüøå ïðåäïèñàííîé. Èõ ìû è ñîåäèíÿåì
ðåáðîì, çàâåðøàÿ ïîñòðîåíèå äåðåâà.

Òåì ñàìûì ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïî-
ìå÷åííûìè äåðåâüÿìè íà n âåðøèíàõ è óïîðÿäî÷åííûìè ìîíîìàìè â ðàç-
ëîæåíèè âûðàæåíèÿ (x1 + · · · + xn)

n−2. Â ÷àñòíîñòè, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ
x1 = · · · = xn = 1, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Êýëè.

Âòîðîé ïîäñ÷åò ÷èñëà ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ýòèõ ÷èñåë. Ïîïðîáóåì íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíóþ
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

T (s) =
∞∑
n=1

1

n!
Tns

n =
1

1!
s+

2

2!
s2 +

9

3!
s3 +

64

4!
s4 + . . .

äëÿ ÷èñëà êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ. Ýéëåð íàçâàë åå ôóíêöèåé Ëàì-
áåðòà. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 0.42.4, êîýôôèöèåíò Tn/n! â ýòîì
ðÿäå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì (íåïîìå÷åííûì)
äåðåâüÿì âåëè÷èí, îáðàòíûõ ê êîëè÷åñòâó èõ àâòîìîðôèçìîâ.

Âûêèíåì èç äåðåâà êîðåíü. Òîãäà îíî ðàñïàäåòñÿ íà íåñêîëüêî äåðå-
âüåâ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî âàëåíòíîñòè êîðíÿ. Íîâûå äåðåâüÿ òîæå ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ïîìå÷åííûìè: òðåáóåòñÿ ëèøü çàìåíèòü ïîìåòêè {l1, . . . , li},
l1 < · · · < li íà ïîìåòêè {1, . . . , i}, ñîõðàíÿÿ èõ îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê.
Êîðíåì íîâîãî äåðåâà áóäåì ñ÷èòàòü âåðøèíó, ñîåäèíåííóþ ñ êîðíåì èñõîä-
íîãî äåðåâà. Òåì ñàìûì êàæäîìó êîðíåâîìó ïîìå÷åííîìó äåðåâó ñ êîðíåì
âàëåíòíîñòè k ñîïîñòàâëåíî (ìóëüòè)ìíîæåñòâî èç k êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ
äåðåâüåâ. Ìû ãîâîðèì î ìóëüòèìíîæåñòâàõ, òàê êàê ñðåäè âíîâü îáðàçî-
âàííûõ äåðåâüåâ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ îäèíàêîâûå, à â îáû÷íîì ìíîæåñòâå íå
ìîæåò áûòü äâóõ ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ.

Èç ïðèâåäåííîãî îïèñàíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äåðåâüÿ ñ êîðíåì âàëåíòíîñòè
k ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé sT k(s). Äåéñòâèòåëüíî, âêëàä â
êîýôôèöèåíò ïðè sn+1 â ôóíêöèè sT k(s) äàþò â òî÷íîñòè ýëåìåíòû âèäà

T l1

l1!
. . .

T lk

lk!
sl1+···+lk ,

äëÿ êîòîðûõ l1 + · · · + lk = n. Ìíîæåñòâî ïîìåòîê n âåðøèí k äåðåâüåâ
ìîæíî ðàçáèòü íà k ïîäìíîæåñòâ èç l1, . . . , lk ïîìåòîê

(
n

l1,l2,...,lk

)
= n!

l1!...lk!
ñïîñîáàìè. Ïîñëå òîãî, êàê òàêîå ðàçáèåíèå ïðîèçâåäåíî, ïîìåòêè íà âñåõ
âåðøèíàõ äåðåâà ñ ñîõðàíåíèåì îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà íóìåðàöèè âîññòà-
íàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó ÷èñëî ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ íà
n+ 1 âåðøèíàõ ñ êîðíåì âàëåíòíîñòè k ðàâíî

n![sn]T k(s) =
∑

l1+···+lk=n

n!

l1! . . . lk!
Tl1 . . . Tlk .
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Ñóììèðóÿ ôóíêöèè 1
k!T

k ïî âñåì k, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 0.42.7. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ T (s) äëÿ ÷èñëà
ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ, ïåðå÷èñëÿþùàÿ èõ ïî ÷èñëó âåðøèí, óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàãðàíæà

T (s) = seT (s). (46)

Óðàâíåíèå (46) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (äîêàæèòå!) è ïîçâîëÿåò
ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè T (s). Ìîæíî, íàïðè-
ìåð, ïîäñ÷èòàòü, ÷òî T5 = 625, T6 = 7776. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè èç íåãî
òåîðåìó Êýëè, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

T (s) =
∞∑
n=1

nn−1 s
n

n!

ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì. Ïîëåçíî, îäíàêî, íàéòè îòâåò, íå ïðåäïîëàãàÿ åãî
çàðàíåå èçâåñòíûì. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 0.42.8 (Ëàãðàíæ). Ïóñòü ôóíêöèè φ = φ(s), φ(0) = 0 è ψ = ψ(t)
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà

φ(s) = sψ(φ(s)). (47)

Òîãäà çíàíèå ôóíêöèè φ ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ψ
è íàîáîðîò, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè sn â ôóíêöèè φ ðàâåí

[sn]φ(s) =
1

n
[tn−1]ψn(t).

Ïðèìåíèì ýòó òåîðåìó ê óðàâíåíèþ (46) íà ôóíêöèþ φ(s) = T (s). Çäåñü
ψ(t) = et. Ïîëó÷èì

Tn = n![sn]T (s) = n!
1

n
[tn−1]ent = (n− 1)!

nn−1

(n− 1)!
= nn−1,

÷òî è ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìûì ðåçóëüòàòîì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 0.42.8 Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî óðàâíåíèå

Ëàíðàíæà (47) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè φ èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî íîñèò ñòàíäàðòíûé õàðàêòåð: êîýôôèöèåíòû ôóíê-
öèè φ ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âîññòàíîâèòü, çíàÿ êîýôôèöèåíòû ôóíê-
öèè ψ è óæå ïîäñ÷èòàííûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè φ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

φ(s) = f1s+ f2s
2 + f3s

3 + . . . , f1 ̸= 0, ψ(t) = p0 + p1t+ p2t
2 + . . . .

Òîãäà óðàâíåíèå (47) èìååò âèä

f1s+ f2s
2 + · · · = p0s+ p1s(f1s+ f2s

2 + . . . ) + p2s(f1s+ f2s
2 + . . . )2 + . . . .

Ïðèðàâíèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ s,
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíò f1 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà f1 = p0,
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êîýôôèöèåíò f2 � èç ðàâåíñòâà f2 = p1f1, êîýôôèöèåíò f3 � èç ðàâåí-
ñòâà f3 = p1f2 + p2f

2
1 è ò.ä. Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì íàéòè âñå êîýôôèöèåí-

òû ôóíêöèè φ. Åñëè æå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè φ èçâåñòíû
è f1 ̸= 0, òî òå æå ñàìûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè âñå
êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè ψ.

Äëÿ âûâîäà ÿâíîãî âèäà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ íàì ïîíàäî-
áèòñÿ

Ëåììà 0.42.9 (ïðåîáðàçîâàíèå âû÷åòà ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé). Ïóñòü
ôóíêöèÿ g(t) òàêîâà, ÷òî g(0) = 0, g′(0) ̸= 0. Òîãäà

[s−1]f(s) = [t−1]f(g(t))g′(t).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f(s) = f−Ns
−N + f−N+1s

−N+1 + . . . , g(t) = g1t +
g2t

2 + . . . . Ïðè n ̸= −1

[t−1]gn(t)g′(t) = [t−1]
1

n+ 1
(gn+1(t))′ = 0,

òàê êàê âû÷åò ïðîèçâîäíîé ëþáîé ôóíêöèè ðàâåí íóëþ. Ïðè n = −1

[t−1]f−1
1

g(t)
g′(t) = f−1,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Êîýôôèöèåíò ïðè sn â ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè φ ðàâåí

[sn]φ(s) = [s−1]sn+1φ(s).

Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé âû÷åò ñ ïîìîùüþ ëåììû 0.42.9. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì
óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (47) â âèäå ïîäñòàíîâêè

s =
t

ψ(t)
,

ãäå t = φ(s). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå,

[s−1]s−n−1φ(s) = [t−1]ψ
n+1(t)
tn · ψ(t)−tψ

′(t)
ψ2(t) = [t−1]

(
ψn(t)
tn − ψn−1(t)ψ′(t)

tn−1

)
= [tn−1]ψn(t)− 1

n [t
n−2](ψn(t))′ = 1

n [t
n−1]ψn(t).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

0.43 Ëåñà è ìíîãî÷ëåíû Àáåëÿ

Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äåðåâüåâ íàçûâàåòñÿ ëåñîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëåñ
ýòî ïðîñòîé ãðàô áåç öèêëîâ (â îòëè÷èå îò äåðåâà, íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûé).
Êàæäûé ëåñ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ äåðåâüåâ � ñâîèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
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Êîðíåâûì ëåñîì íàçûâàåòñÿ ëåñ, â êàæäîé êîìïîíåíòå êîòîðîãî âûáðàí
êîðåíü.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ïåðå÷èñëèëè äåðåâüÿ è êîðíåâûå äåðåâüÿ.
Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê ïåðå÷èñëåíèå êîðíåâûõ ëåñîâ ñâÿçàíî ñ ìíîãî÷ëå-
íàìè Àáåëÿ An(x) = x(x + n)n−1. Ñêàæåì, ðàñêðûâ ñêîáêè â ìíîãî÷ëåíå
Àáåëÿ A3, ïîëó÷èì

A3(x) = x(x+ 3)2 = x3 + 6x2 + 9x.

Â òî æå âðåìÿ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òðåõêîìïîíåíòíûé ïîìå÷åííûé
ëåñ íà òðåõ âåðøèíàõ, 6 äâóõêîìïîíåíòíûõ ïîìå÷åííûõ ëåñîâ íà òðåõ âåð-
øèíàõ è 9 îäíîêîìïîíåíòíûõ ïîìå÷åííûõ ëåñîâ (äåðåâüåâ) íà òðåõ âåð-
øèíàõ (ïðîâåðüòå!). ×èñëà 1, 6 è 9 � êîýôôèöèåíòû ìíîãîëåíà A3. Òî æå
ñàìîå âåðíî è äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà An:

Òåîðåìà 0.43.1. Êîýôôèöèåíò ïðè xk â ìíîãî÷ëåíå An ðàâåí ÷èñëó ïî-
ìå÷åííûõ êîðíåâûõ ëåñîâ èç k äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ.

Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ Àáåëÿ

A(x, s) =
∞∑
n=0

An(x)
sn

n!
.

Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 0.43.2. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A äëÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ Àáåëÿ èìååò âèä

A(x, s) = exT (s),

ãäå T (s) =
∑∞
n=1 n

n−1 sn

n! åñòü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ êîðíåâûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ (ôóíêöèÿ Ëàìáåðòà).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ âñïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
ãî÷ëåíîâ Àáåëÿ áèíîìèàëüíà, à çíà÷èò, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ íåå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

A(x, s) = exc(s)

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè c(s). Ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïî x ôóíêöèè A(x, s)
èìååò âèä xc(s). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Àáåëÿ âû-
òåêàåò, ÷òî ýòà ëèíåéíàÿ ÷àñòü ðàâíà

x
∞∑
n=1

nn−1

n!
sn,

ò.å. c(s) = T (s).
Ìû òàêæå ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó 0.43.2, íå ññûëàÿñü íà áèíîìèàëü-

íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àáåëÿ è äàâ, òåì ñàìûì, íîâûé âûâîä óòâåðæäå-
íèÿ î åå áèíîìèàëüíîñòè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîáùåííûå ìíîãî÷ëåíû Àáåëÿ
è ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ íèõ.
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Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ñåðèÿ-
ìè ïàðàìåòðîâ t1, t2, t3, . . . è τ1, τ2, τ3, . . . . Ïóñòü M ⊂ N � êîíå÷íîå (áûòü
ìîæåò, ïóñòîå) ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è ïóñòü |M |
� êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â M , M = {i1, . . . , i|M |}. Ïîëîæèì

tM = ti1 + ti2 + · · ·+ ti|M| =
∑
i∈M

ti; τM = τi1 . . . τi|M| =
∏
i∈M

τi.

Ìîíîì τM ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ìíîæåñòâî M , è ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
τ2i = 0 äëÿ âñåõ i (äðóãèìè ñëîâàìè, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû). Â
÷àñòíîñòè

τIτJ =

{
τI∪J , åñëè I ∩ J = ∅,
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîëîæèì

AM (x, t) = x(x+ tM )|M |−1.

ßñíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí AM (x, t) ïðåâðàùàåòñÿ â ìíîãî÷ëåí Àáåëÿ A|M |(x) ïðè
ïîäñòàíîâêå t1 = t2 = · · · = 1.

Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

Ã(x, t, τ) =
∑

M⊂N,|M |<∞

AM (x, t)
τM
|M |!

.

Òåïåðü òåîðåìà 0.43.2 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 0.43.3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ã(x, t, τ) = ex
∑
t
|M|−1
M τM . (48)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè xkτM â ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà 48, ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî k, 0 ≤ k ≤ |M |, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî(

|M | − 1

k − 1

)
t
|M |−k
M =

∑
t
|I1|−1
I1

. . . t
|Ik|−1
Ik

,

ãäå ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèÿì ìíî-
æåñòâà M íà k ïîäìíîæåñòâ. Êîýôôèöèåíò ïðè ta1i1 . . . t

a|M|
i|M|

(ãäå a1 + · · · +
a|M | = |M | − k â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà åñòü(

|M | − 1

k − 1

)
(|M | − k)!

a1! . . . a|M |!
.

Êîýôôèöèåíò ïðè òîì æå ìîíîìå â ïðàâîé ÷àñòè èìååò âèä∑ (|I1| − 1)! . . . (|Ik| − 1)!

a1! . . . a|M |!
.
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Òåì ñàìûì, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî(
|M | − 1

k − 1

)
(|M | − k)! =

∑
(|I1| − 1)! . . . (|Ik| − 1)!

íî ýòî ðàâåíñòâî, î÷åâèäíûì îáðàçîì, èìååò ìåñòî: äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü

êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìå t
|M |−k
1 . Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (48) çàâåðøå-

íî.

0.44 Ïåðå÷èñëåíèå ïîñàæåííûõ ëåñîâ

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Y (q) =

∞∑
n=1

Tn
qn

n!
=

∞∑
n=1

nn−1 q
n

n!
=

1

1!
q +

2

2!
q2 +

9

3!
q3 +

64

4!
q4 + . . . ,

äëÿ ÷èñåë êîðíåâûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ Tn = nn−1 âìåñòå ñ ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

Z(q) =
∞∑
n=1

nn
qn

n!
=

1

1!
q +

4

2!
q2 +

27

3!
q3 + . . . .

ïîðîæäàþò î÷åíü èíòåðåñíóþ àëãåáðó ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ. Íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî ôóíêöèè Y è Z êàæóòñÿ î÷åíü ïîõîæèìè äðóã íà äðóãà, îíè ñîâåðøåííî
ïî-ðàçíîìó âåäóò ñåáÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A àëãåá-
ðó ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ïîðîæäåííûõ ðÿäàìè Y è Z. Îòìåòèì,
÷òî ýòè ðÿäû àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû:

Z(t) =
1

1− Y (t)

(ñì. çàäà÷ó 0.160).
Ýòè ðÿäû ïîçâîëÿþò ïåðå÷èñëèòü ïîñàæåííûå äåðåâüÿ. Ïåðå÷èñëåíèå

ïîñàæåííûõ äåðåâüåâ îáîáùàåò ôîðìóëó Êýëè.
Äåðåâüÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ïåðå÷èñëÿòü, ïîñàæåíû íà íåêîòîðûõ ãðà-

ôàõ. Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ãðàôû íåîðèåíòèðîâàíû, íî ìîãóò èìåòü ïåòëè
è êðàòíûå ðåáðà. Êîðíåâîé ãðàô íàçûâàåòñÿ êðóãëûì, åñëè (1) îí ñâÿçåí;
(2) îí íå ñîäåðæèò âåðøèí âàëåíòíîñòè 1 çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,
êîðíÿ è ñìåæíûõ ñ íèì âåðøèí è îí íå ñîäåðæèò âåðøèí âàëåíòíîñòè 2 çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîðíÿ.

Ïóñòü G � ñâÿçíûé êîðíåâîé ãðàô è ïóñòü v � âåðøèíà âàëåíòíîñòè 1
(ëèñò) â G, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íè êîðíåì, íè ñìåæíîé ñ íèì âåðøèíîé. Òî-
ãäà ãðàô Sv(G) ïîëó÷àåòñÿ èç G ñòèðàíèåì âåðøèíû v è âûõîäÿùåãî èç
íåå ðåáðà. Äëÿ âåðøèíû w âàëåíòíîñòè 2, íå ÿâëÿþùåéñÿ êîðíåì, ãðàô
Dw(G) ïîëó÷àåòñÿ èç G ñòèðàíèåì âåðøèíû w è ïîñëåäóþùèì ñëèÿíèåì
âûõîäÿøèõ èç íåå ðåáåð â îáùåå ðåáðî.



124 ÃËÀÂÀ 0. ÏÅÐÅ×ÈÑËÅÍÈÅ ÄÅÐÅÂÜÅÂ

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè S è D ê ïîäõîäÿùèì âåðøèíàì êîðíåâîãî ñâÿçíî-
ãî ãðàôà â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ìû ïîëó÷èì êðóãëûé ãðàô, êîòîðûé
íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïðèìåíÿåìûõ îïåðàöèé. Ýòîò êðóãëûé ãðàô H íà-
çûâàåòñÿ áàçîé èñõîäíîãî ãðàôà G, è ìû ãîâîðèì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ëåñîì,
ïîñàæåííûì íà H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fH(n) âçâåøåííîå ÷èñëî êîðíåâûõ ãðàôîâ ñ n+ 1 âåð-
øèíàìè è áàçîé H, âñå íåêîðíåâûå âåðøèíû êîòîðûõ ïîìå÷åíû ðàçëè÷íû-
ìè ÷èñëàìè îò 1 äî n. Âåñ, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü, îáðàòåí ïîðÿäêó ãðóïïû
ñèììåòðèé ïîìå÷åííîãî ãðàôà. Ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

FH(q) =
∞∑
n=0

(
fH(n)

qn

n!

)
,

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ëåñàì, ïîñàæåííûì íà H. Òîãäà

FH(q) =
1

|Aut(H)|
Y |V (H)|(1 + Z)|E(H)|; (49)

çäåñü |V (H)| ýòî ÷èñëî âåðøèí â H, áåç ó÷åòà êîðíÿ, è |E(H)| ýòî ÷èñëî ðå-
áåð â H. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ FH(q) ëåæèò â àëãåáðå A.

Ðàâåíñòâî (49) äîêàçàòü íåñëîæíî: ìíîæèòåëü Y |V (H)| ïåðå÷èñëÿåò äåðå-
âüÿ, âûñàæåííûå íà âåðøèíàõ áàçîâîãî ãðàôà H, à ìíîæèòåëü (1+Z)|E(H)|

ïåðå÷èñëÿåò äåðåâüÿ, âûñàæåííûå íà åãî ðåáðàõ. Ó êàæäîãî äåðåâà ïåðâîãî
âèäà åñòü âûäåëåííûé êîðåíü � âåðøèíà, îòîæäåñòâëåííàÿ ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé âåðøèíîé ãðàôàH. Êàæäîå äåðåâî âòîðîãî âèäà èìååò äâå âûäåëåííûõ
âåðøèíû � ýòî äâå âåðøèíû, áëèæàéøèå ê êîíöàì ðåáðà ãðàôà H, íà êîòî-
ðîì âûñàæåíî äåðåâî (îòìåòèì, ÷òî ýòè äâå âåðøèíû ìîãóò ñîâïàäàòü). Â
äåðåâå ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ïóòåì, è ýòîò ïóòü
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îòðåçêîì ðåáðà, íà êîòîðîì âûñàæåíî äåðåâî. Ïðîèçâî-
äÿùàÿ ôóíêöèÿ 1+Z â òî÷íîñòè ïåðå÷èñëÿåò ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ ñ äâóìÿ
âûäåëåííûìè âåðøèíàìè.

0.45 Îáðàùåíèå ôóíêöèè è ñóììèðîâàíèå ïî

äåðåâüÿì

Â ïåðâîé ãëàâå ìû äîêàçàëè, ÷òî âñÿêàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå
êîòîðîé â 0 ðàâíî íóëþ, à ëèíåéíûé ÷ëåí îòëè÷åí îò íóëÿ, èìååò îáðàòíóþ
îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, â òåîðåìå 0.4.5 óòâåðæäàåòñÿ ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðàâîé îáðàòíîé è ëåâîé îáðàòíîé ôóíêöèé, à ñðåäè çàäà÷ â
êîíöå ãëàâû åñòü çàäà÷à î ñîâïàäåíèè ýòèõ äâóõ ôóíêöèé. Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû ñîñòîèò, ïî ñóùåñòâó, â ïðåäúÿâëåíèè ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû
äëÿ ïîäñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé ôóíêöèè. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îá-
ñóäèì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ è èõ ñâÿçü ñ äåðåâüÿìè.
×òîáû ýòà ñâÿçü áûëà áîëåå ïðîçðà÷íîé, íàì áóäåò óäîáíî îáðàùàòü ýêñïî-
íåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ.
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Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ B(t) èìååò âèä

B(t) = t− b2
2!
t2 − b3

3!
t3 − . . .

(òàêîé âûáîð çíàêîâ óïðîùàåò ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé ôóíê-
öèè), è ìû õîòèì íàéòè ðÿä

A(s) = s+
a2
2!
s2 +

a3
3!
s3 + . . . ,

òàêîé, ÷òî A(B(t)) = t (îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî B(A(s)) = s). Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 0.4.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ai ðÿäà A ÿâëÿþòñÿ ìíîãî-
÷ëåíàìè îò êîýôôèöèåíòîâ bj ðÿäà B,

A(s) =
∑

k0,k1,k2,...

Ak0,k1,k2,...bk1bk2 . . .
sk0∏
i≥0 ki!

.

Ìû õîòèì íàéòè êîýôôèöèåíòû Ak0,k1,k2,... ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 0.45.1. • Êîýôôèöèåíòû Ak0,k1,k2,... îáðàòíîãî ðÿäà îòëè÷-
íû îò íóëÿ òîëüêî, åñëè

∑
i≥0

iki =
∑
i≥0

ki − 1.

• Ýòè íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû

Ak0,k1,k2,... = (−1)k0+k1+...(
∑
i≥0

ki − 1)!.

• Êîýôôèöèåíò Ak0,k1,k2,... ðàâåí ÷èñëó ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ
ñ k0 âåðøèíàìè âàëåíòíîñòè 1, k1 âåðøèíàìè âàëåíòíîñòè 2, . . . .

Ïðèìåð 0.45.2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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0.46 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.151. Íàðèñóéòå ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ, êîäû Ïðþôåðà êîòîðûõ ðàâ-
íû à) x21x

3
2x1x4; á) x

4
6; â) x

3
2x3x

2
1.

Çàäà÷à 0.152. Âûïèøèòå êîäû Ïðþôåðà âñåõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ ÷å-
òûðüìÿ âåðøèíàìè è óáåäèòåñü, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû äâà
èç áóêâ x1, x2, x3, x4 âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ýòèõ êîäîâ ðîâíî îäèí ðàç.

Çàäà÷à 0.153. Âûïèøèòå êîäû Ïðþôåðà ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ

s s s s ss s
s s

1 2 3 4 5

6 7

8 9

s s ss s ss s s
ss
s

@
@

@
@�

�
�
�

1 9 3

4 5 6

2 78

s s ss s ss s s
ss
s

@
@
@
@�

�
�
�

2 1 3

4 5 6

9 78

Çàäà÷à 0.154. Äîêàæèòå, ÷òî (íåêîðíåâûå) ëåñà íà n ïîìå÷åííûõ âåðøèíàõ
ïåðå÷èñëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

expx

(
1 · s

1!
+ 1 · s

2

2!
+ 3 · s

3

3!
+ · · ·+ nn−2 · s

n

n!
+ . . .

)
.

Âûïèøèòå ïðîèçâîäÿùèå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ÷èñëà ïîìå÷åííûõ ëåñîâ íà 2, 3, 4
è 5 âåðøèíàõ.

Çàäà÷à 0.155. Çàâåðøèòå ñëåäóþùåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êýëè.

Ïðîèçâåäåíèå nTn ïåðå÷èñëÿåò êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà n
âåðøèíàõ ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ýòî
êîëè÷åñòâî ðàâíî nn. Ñîåäèíèâ ïåðâóþ èç âûäåëåííûõ âåðøèí ñî âòîðîé
êðàò÷àéøèì ïóòåì, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íåêîòîðûõ ÷èñåë ìåæ-
äó 1 è n. Ê íåêîòîðûì ýëåìåíòàì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèêëååíû äå-
ðåâüÿ, ïîìå÷åííûå äðóãèìè ÷èñëàìè îò 1 äî n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}
â ñåáÿ. Èõ ðîâíî nn øòóê. Êàæäîé òàêîé ôóíêöèè f ìîæíî ñîïîñòàâèòü
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñîåäèíèâ âåðøèíó ñ íîìåðîì i ñ âåðøèíîé ñ íîìå-
ðîì f(i). Ïîñêîëüêó èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî, ýòîò
ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð öèêëîâ, ê íåêîòîðûì âåðøèíàì êîòîðûõ
ïðèêëååíû äåðåâüÿ. Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë è íàáîð öèêëîâ �
ýòî äâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà çàïèñè ïåðåñòàíîâêè.

Òåì ñàìûì, ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ìíîæåñòâîì ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè è ìíî-
æåñòâîì ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} â ñåáÿ.

Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷ äàåò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Êýëè.

Çàäà÷à 0.156. Ïóñòü G � ãðàô ñ n ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè. Ïðîñòðàí-
ñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà ÿâëÿåòñÿ
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n-ìåðíûì âåùåñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì Rn. Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâó-
åò îïåðàòîð Ëàïëàñà, ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ f â ôóíêöèþ, çíà÷åíèå êîòî-
ðîé â i-îé âåðøèíå ðàâíî

∑
(f(i) − f(j)), ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì

âåðøèíàì j, ñìåæíûì ñ j. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà î÷åâèäíûì îáðà-
çîì ëèíåéíî. Îí ïåðåâîäèò ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ â 0, ïîýòîìó îäíî èç åãî
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíî 0. Äîêàæèòå òåîðåìó Ãåëüìãîëüöà: ïðîèçâåäå-
íèå îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà ðàâíî êîëè÷åñòâó
îñòîâíûõ äåðåâüåâ6 â G, óìíîæåííîìó íà n.

[Óêàçàíèå:]

Çàäà÷à 0.157. Ïðèìåíèâ òåîðåìó Ãåëüìãîëüöà èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ê ïîë-
íîìó ïîìå÷åííîìó ãðàôó íà n âåðøèíàõ, âûâåäèòå èç íåå òåîðåìó Êýëè.

Çàäà÷à 0.158. Óðàâíåíèå (21) íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Cat(s) äëÿ ÷èñåë
Êàòàëàíà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Cat(s)− 1 = sCat2(s).

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (47) äëÿ ôóíê-
öèé φ(s) = Cat(s)−1 è ψ(t) = (1+t)2. Âûâåäèòå îòñþäà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ëàãðàíæà ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.

Çàäà÷à 0.159. Âñÿêîå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæíî ñäâèãîì ïåðåìåííîé è
ðàñòÿæåíèåì ïðèâåñòè ê âèäó

z3 − pz − 1 = 0,

îòêóäà
z(z3 − pz) = z.

Ïîëàãàÿ φ(z) = z, ψ(z) = pz − z3, âûâåäèòå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàíæà
ôîðìóëó äëÿ ðàçëîæåíèÿ êîðíÿ ýòîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îáðàùàþùå-
ãîñÿ â 1 ïðè p = 0, â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé z.

Çàäà÷à 0.160. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèé Y (t) è Z(t) èç ðàçäåëà 0.44 âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Z(t) =
1

1− Y (t)
.

6Îñòîâíîå äåðåâî â ãðàôå ýòî íàáîð ðåáåð â íåì, îáðàçóþùèé äåðåâî è ïðîõîäÿùèé
÷åðåç âñå åãî âåðøèíû.
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Ãðàôû ñ n ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè òåñíî ñâÿçàíû ñ ãðóïïîé ïåðåñòàíî-
âîê n ýëåìåíòîâ. Äåëî â òîì, ÷òî êàæäîå ðåáðî â òàêîì ãðàôå îïðåäåëÿåò
òðàíñïîçèöèþ � ïåðåñòàíîâêó, ìåíÿþùóþ ìåñòàìè êîíöû ðåáðà. Ïðîèçâå-
äåíèå ýòèõ òðàíñïîçèöèé, âçÿòûõ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ýòî ýëåìåíò ãðóïïû
ïåðåñòàíîâîê. Ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ òðàíñïîçèöèé ìîæíî çàäàòü, çàíóìåðî-
âàâ ðåáðà ãðàôà. Öèêëè÷åñêèé òèï ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâêè íåñåò èíôîð-
ìàöèþ î ñòðóêòóðå ãðàôà. Íàïðèìåð, åñëè ãðàô � äåðåâî íà n âåðøèíàõ, òî
ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû n, â êàêîì áû ïîðÿäêå
ìû èõ íè ïåðåìíîæàëè.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à � î íàõîæäåíèè êîëè÷åñòâà íàáîðîâ òðàíñïîçèöèé,
ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ äàåò ïåðåñòàíîâêó çàäàííîãî öèêëè÷åñêîãî òèïà, �
ýòî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ãóðâèöà. Îíà òåñíî ñâÿçàíà ñ òàêèìè ñîâðåìåí-
íûìè ïðåäìåòàìè èññëåäîâàíèÿ êàê ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé è èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷òî è ñäå-
ëàëî åå ïðåäìåòîì èíòåíñèâíîãî àíàëèçà â ïîñëåäíèå ãîäû. Ìû íå áóäåì
ãîâîðèòü îá ýòèõ ãëóáîêèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, îãðàíè÷èâøèñü çíàêîì-
ñòâîì ñ ïðîñòåéøèìè êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè ÷èñåë Ãóðâèöà.

0.47 Ãðàôû è ïåðåñòàíîâêè

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè è çàíóìåðóåì åãî âåðøèíû
÷èñëàìè îò 1 äî n. Òîãäà êàæäîìó ðåáðó ýòîãî ãðàôà ìîæíî ñîïîñòàâèòü
òðàíñïîçèöèþ � ýëåìåíò ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê Sn. Ýòà òðàíñïîçèöèÿ ïåðå-
ñòàâëÿåò ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà êîíöàõ âûáðàííîãî ðåáðà, îñòàâëÿÿ îñòàëü-
íûå ýëåìåíòû íà ìåñòå.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðîèçâåäåíèå â ãðóïïå Sn òðàíñïîçèöèé, îòâå÷à-
þùèõ âñåì ðåáðàì ãðàôà. Ïîñêîëüêó ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê íåêîììóòàòèâ-
íà, ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì ìû èõ áåðåì.
×òîáû çàäàòü ýòîò ïîðÿäîê, íåîáõîäèìî â äîïîëíåíèå ê íóìåðàöèè âåðøèí
ïåðåíóìåðîâàòü ðåáðà ãðàôà. Íàïðèìåð, äëÿ äåðåâà ñ ðèñ. 30 ñ çàíóìåðî-
âàííûìè âåðøèíàìè è ðåáðàìè ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé

τ8 ◦ · · · ◦ τ1 = (45)(15)(18)(12)(16)(29)(57)(35)

ðàâíî (697532148) ò.å. ÿâëÿåòñÿ äëèííûì öèêëîì (öèêëîì äëèíû n = 9) â
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ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê S9:

1 7→ 6 7→ 2 7→ 9 7→ 8 7→ 4 7→ 5 7→ 3 7→ 7 7→ 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ýòî îáùåå ñâîéñòâî äåðåâüåâ.

s s s s s
s s

s s
9 2 1 5 7

6 3

8 4

3 5 7 2

4 1

6 8

Ðèñ. 30: Äåðåâî ñ ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè è çàíóìåðîâàííûìè ðåáðàìè

Òåîðåìà 0.47.1. Ïóñòü Θ � äåðåâî íà n âåðøèíàõ ñ ïðîèçâîëüíîé íóìå-
ðàöèåé âåðøèí è ðåáåð. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå τn−1◦· · ·◦τ1 âñåõ òðàíñïîçèöèé,
îòâå÷àþùèõ ðåáðàì äåðåâà Θ, â ïîðÿäêå èõ íóìåðàöèè ÿâëÿåòñÿ äëèííûì
öèêëîì â ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê Sn.

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, îòìåòèì, ÷òî åñëè åå óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî ïðè âûáðàííîé íóìåðàöèè âåðøèí äåðåâà, òî îíî îñòàåòñÿ âåð-
íûì è ïðè ëþáîé äðóãîé íóìåðàöèè: ïåðåíóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
Nn = {1, . . . , n} äåéñòâóåò íà ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ýòîãî ìíîæåñòâà ñîïðÿ-
æåíèåì, à çíà÷èò íå ìåíÿåò åå öèêëè÷åñêèé òèï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ ∈ Sn � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà, à τ =
(i, j) ∈ Sn � òðàíñïîçèöèÿ, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè ýëåìåíòû i, j ∈ Nn. Êîëè-
÷åñòâî öèêëîâ â ðàçëîæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ τ ◦ σ = (i, j) ◦ σ â ïðîèçâåäåíèå
íåçàâèñèìûõ öèêëîâ çàâèñèò îò òîãî, âõîäÿò ëè ýëåìåíòû i è j â îäèí öèêë
ïåðåñòàíîâêè σ èëè îíè âõîäÿò â ðàçíûå öèêëû. Åñëè i è j âõîäÿò â îäèí
öèêë, òî óìíîæåíèå íà τ ðàñùåïëÿåò ýòîò öèêë íà äâà. Åñëè æå i è j ïðè-
íàäëåæàò ðàçíûì öèêëàì, òî óìíîæåíèå íà τ ñêëåèâàåò ýòè äâà öèêëà â
îäèí.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûé îòðåçîê τk ◦ · · · ◦ τ2 ◦ τ1 ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçè-
öèé, îòâå÷àþùèé ïåðâûì k ðåáðàì äåðåâà. Ïóñòü Θk � ïîäãðàô â äåðåâå Θ,
ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåðøèí ýòîãî äåðåâà è ðåáåð ñ íîìåðàìè 1, . . . , k. Ïðè-
âåäåííîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî öèêëû â ðàçëîæåíèè ïåðåñòàíîâêè
τk ◦ · · · ◦ τ2 ◦ τ1 â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ãðàôà Θk � âåðøèíû êàæäîé êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè îáðàçóþò îäèí öèêë. Äîáàâëåíèå ðåáðà ñ íîìåðîì k+1
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äâà öèêëà, îòâå÷àþùèå êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè, ñî-
åäèíÿåìûì ýòèì ðåáðîì, ñêëåèâàþòñÿ â îäèí. Ïðè èñ÷åðïàíèè âñåõ ðåáåð
âñå êîìïîíåíòû ñêëåèâàþòñÿ â îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, à öèêëû � â
îäèí äëèííûé öèêë. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ïðîöåññ ñîåäèíåíèÿ ïîäãðàôîâ äëÿ äåðåâà ñ
ðèñ. 30. Ñíà÷àëà êàæäàÿ âåðøèíà îáðàçóåò îòäåëüíûé öèêë � íåïîäâèæ-
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íóþ òî÷êó òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè. Ïðè óìíîæåíèè íà τ1 ìû ïîëó-
÷àåì öèêë äëèíû äâà, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí 3 è 5. Ïðè óìíîæåíèè íà τ2
ê ýòèì äâóì âåðøèíàì äîáàâëÿåòñÿ âåðøèíà 7 � ïîëó÷àåòñÿ öèêë äëèíû
òðè. Óìíîæåíèå íà τ3 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâîãî öèêëà äëèíû äâà, ñî-
ñòîÿùåãî èç âåðøèí 2 è 9. Óìíîæåíèå íà τ4 îáðàçóåò åùå îäèí öèêë äëèíû
äâà � îí ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ 1 è 6. Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà τ5 ïîñëåäíèå
äâà öèêëà ñëèâàþòñÿ â îäèí öèêë äëèíû ÷åòûðå. Ïîñëåäóþùåå óìíîæåíèå
íà τ6 äîáàâëÿåò â ýòîò öèêë ýëåìåíò 8. Óìíîæåíèå íà τ7 ñëèâàåò öèêëû
äëèíû òðè è ïÿòü â îäèí öèêë äëèíû âîñåìü; íàêîíåö, óìíîæåíèå íà τ8
äîáàâëÿåò ê ýòîìó öèêëó ïîñëåäíþþ îñòàâøóþñÿ èçîëèðîâàííîé âåðøèíó
ñ íîìåðîì 4.

×èñëî n − 1 ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé, â ïðîèçâåäåíèå êî-
òîðûõ ìîæíî ðàçëîæèòü öèêë äëèíû n (åñëè â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè ìåíü-
øå n−1 ðåáåð, òî îí íåñâÿçåí). Êàæäîìó ðàçëîæåíèþ äëèííîãî öèêëà â Sn â
ïðîèçâåäåíèå n−1 òðàíñïîçèöèé ìîæíî ñîïîñòàâèòü äåðåâî íà n âåðøèíàõ
ñ çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè è ðåáðàìè � ðåáðî ñ íîìåðîì k ñîåäèíÿ-
åò âåðøèíû ñ íîìåðàìè, ïåðåñòàâëÿåìûìè òðàíñïîçèöèåé τk. Ýòîò ãðàô
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ïîñêîëüêó ÷èñëî ðåáåð â íåì íà åäèíèöó
ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí è îí ñâÿçåí. Òåì ñàìûì, ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äåðåâüÿìè íà n âåðøèíàõ ñ çàíóìåðîâàí-
íûìè âåðøèíàìè è ðåáðàìè è ðàçëîæåíèÿìè äëèííûõ öèêëîâ â Sn â ïðî-
èçâåäåíèå n− 1 òðàíñïîçèöèé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êýëè, ÷èñëî äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ ñ çàíóìåðîâàííû-
ìè âåðøèíàìè ðàâíî nn−2. Åñòü (n−1)! ðàçëè÷íûõ íóìåðàöèé ðåáåð òàêîãî
äåðåâà. Ïîýòîìó èìååòñÿ (n− 1)!nn−2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç n− 1 òðàíñ-
ïîçèöèé â Sn, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ äàåò äëèííûé öèêë. Â ñâîþ î÷åðåäü,
÷èñëî äëèííûõ öèêëîâ â Sn ðàâíî (n − 1)!, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 0.47.2. Êàæäûé äëèííûé öèêë â Sn äîïóñêàåò nn−2 ðàçëè÷íûõ
ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n− 1 òðàíñïîçèöèé.

0.48 ×èñëà Ãóðâèöà

Ïðèâåäåííîå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå âû÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðè-
ìåðîì âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ãóðâèöà. Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ÷èñëà Ãóðâèöà
ïîäñ÷èòûâàþò êîëè÷åñòâî ðàçëîæåíèé äàííîé ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäå-
íèå çàäàííîãî êîëè÷åñòâà ïåðåñòàíîâîê ïðåäïèñàííûõ öèêëè÷åñêèõ òèïîâ.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÷èñåë Ãóðâèöà.

0.48.1 Ïðîñòûå è îáùèå ÷èñëà Ãóðâèöà

Âñÿêóþ ïåðåñòàíîâêó σ ∈ Sn ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçè-
öèé, ïðè÷åì òàêèõ ðàçëîæåíèé ñóùåñòâóåò ìíîãî. Ìû õîòèì äëÿ äàííîãîm
ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé τ1, . . . , τm èç m òðàíñïîçèöèé,



132 ÃËÀÂÀ 0. ×ÈÑËÀ ÃÓÐÂÈÖÀ

ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî äàííîé ïåðåñòàíîâêå σ,

σ = τm ◦ · · · ◦ τ1.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû:

• ÷èñëî òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé çàâèñèò ëèøü îò öèêëè÷åñêîãî òèïà ïåðå-
ñòàíîâêè σ � îíî îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê ñ äàííûì öèêëè-
÷åñêèì òèïîì;

• åñòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî mmin = mmin(σ), äëÿ êîòîðîãî òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò, è ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàâíî n−c(σ), ãäå c(σ)
� êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ â σ. Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìàëüíîå
÷èñëî òðàíñïîçèöèé, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû l
ðàâíî l − 1;

• âñå çíà÷åíèÿ m, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé îòëè÷íî îò íóëÿ,
èìåþò îäíó è òó æå ÷åòíîñòü, ñîâïàäàþùóþ ñ ÷åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâ-
êè σ.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà Ãóðâèöà.

Îïðåäåëåíèå 0.48.1. Ïóñòü µ � ðàçáèåíèå ÷èñëà n, µ ⊢ n. Ïðîñòîå ÷èñëî
Ãóðâèöà h◦m;µ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

h◦m;µ =
1

n!
|{(τ1, . . . , τm), τi ∈ C2(Sn)|τm ◦ · · · ◦ τ1 ∈ Cµ(Sn)}| .

Çäåñü ÷åðåç C2(Sn) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñïîçèöèé â Sn, à Cµ(Sn)
� ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ñ öèêëè÷åñêèì òèïîì µ ⊢ n â Sn; â ÷àñòíî-
ñòè, C2(Sn) = C1n−221(Sn).

Ñâÿçíîå ïðîñòîå ÷èñëî Ãóðâèöà hm;µ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì, íî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå íàáîðû èç m òðàíñïîçèöèé, ÷òî ïî-
ðîæäàåìàÿ èìè ïîäãðóïïà ⟨τ1, . . . , τm⟩ ⊂ Sn äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Nn =
{1, . . . , n} òðàíçèòèâíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò i ∈ Nn ïåðåõî-
äèò â ëþáîé äðóãîé íàïåðåä çàäàííûé ýëåìåíò j ∈ Nn ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
íåêîòîðîé öåïî÷êè óêàçàííûõ òðàíñïîçèöèé.

Êàê ìû çíàåì, ëþáîìó íàáîðó òðàíñïîçèöèé ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðàô ñ
ìíîæåñòâîì âåðøèí Nn è çàíóìåðîâàííûìè ðåáðàìè. Ïðîñòûå ÷èñëà Ãóð-
âèöà ïåðå÷èñëÿþò ãðàôû ñm ðåáðàìè è çàäàííûì öèêëè÷åñêèì òèïîì ïðî-
èçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé, à ñâÿçíûå ïðîñòûå ÷èñëà Ãóðâèöà � ñâÿçíûå ãðà-
ôû.

Âûïîëíåííîå íàìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

hn−1;n1 = nn−3.

Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n− 1 òðàíñïîçèöèé, ïðî-
èçâåäåíèå êîòîðûõ åñòü äëèííûé öèêë, ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì äåðåâüåâ íà n
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âåðøèíàõ ñ ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè è ðåáðàìè, ò.å. ðàâíî (n − 1)!nn−2.
Ïîñëå äåëåíèÿ íà n! ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ÷èñëî Ãóðâèöà.

Íèæå ìû îáîçíà÷àåì ðàçáèåíèÿ îäíèì èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ îáðàçîâ �
ëèáî êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåâîçðàñòàþùèõ ÷àñòåé, µ = (µ1, µ2, . . . ), ãäå
µ1 ≥ µ2 ≥ . . . , â êîòîðîé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé îòëè÷íî îò íóëÿ, ëèáî
â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè 1k12k2 . . . , ãäå ki îáîçíà÷àåò êðàòíîñòü ÷àñòè i
â ðàçáèåíèè è âñå êðàòíîñòè çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàâíû 0 (à
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷àñòè íå âêëþ÷àþòñÿ â îáîçíà÷åíèå).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ãóðâèöà �âðó÷íóþ�.

Ïðèìåð 0.48.2. Ïóñòü n = 3 è µ = 31. Ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷-
íûõ òðàíñïîçèöèé â S3 äàåò öèêë äëèíû 3, à ïîäãðóïïà, èìè ïîðîæäåííàÿ,
ñîâïàäàåò ñ S3 è ïîýòîìó äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå N3 òðàíçèòèâíî. Ïîýòîìó

h◦2;31 = h2;31 =
1

6
· 6 = 1,

ïîñêîëüêó âñåãî åñòü 3 ·2 = 6 óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ òðàíñïîçèöèé.
Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé � äëÿ n = 3 � íóìåðàöèè ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè êàê ïðîñòîå ÷èñëî Ãóðâèöà, òàê è ñîîòâåòñòâóþùåå
ñâÿçíîå ïðîñòîå ÷èñëî Ãóðâèöà îòëè÷íû îò íóëÿ, òî îíè ñîâïàäàþò â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïåðåñòàíîâêà σ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèííûé
öèêë: â ýòîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê, ïîðîæäåííàÿ òðàíñ-
ïîçèöèÿìè τi, àâòîìàòè÷åñêè äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî, à âî âñåõ îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ýòî íå òàê.

Ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû è ñëîæíîñòè ðàçáèåíèÿ ïðÿ-
ìûå âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ãóðâèöà ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ñëîæíûìè.

Ïðèìåð 0.48.3. Ïóñòü n = 3 è ïóñòü µ = 1121 � öèêëè÷åñêèé òèï òðàíñ-
ïîçèöèè. Ðàçóìååòñÿ, òðàíñïîçèöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê åäèíñòâåííóþ
òðàíñïîçèöèþ. Îäíàêî îíà äîïóñêàåò è ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
òðåõ òðàíñïîçèöèé. Áîëåå òîãî, ïðîèçâåäåíèå ëþáîé òðîéêè òðàíñïîçèöèé
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïåðåñòàíîâêîé, à çíà÷èò, òðàíñïîçèöèåé. Ïîýòîìó

h◦3;1121 =
1

6
· 33 =

9

2
.

Ñðåäè 33 = 27 òðîåê òðàíñïîçèöèé 3 òðîéêè ïîðîæäàþò ïîäãðóïïû, äåé-
ñòâóþùèå íåòðàíçèòèâíî (ýòî ïîäãðóïïû, ñîñòîÿùèå èç òðîåê ñîâïàäàþùèõ
òðàíñïîçèöèé). Òàêèì îáðàçîì,

h3;1121 =
1

6
· (27− 3) = 4.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëà Ãóðâèöà ìîãóò áûòü è äðîáíûìè.
Òàê îêàçûâàåòñÿ äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

h◦1;21 = h1;21 =
1

2
· 1 =

1

2
.
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Ïðèìåð 0.48.4. Ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì âû÷èñëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë Ãóð-
âèöà ìîãóò ñëóæèòü îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Ïîñìîòðèì, êàê ñ ïîìîùüþ
òàêîãî ãðàôà ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî h◦4;1231 . Ýòî ÷èñëî îòâå÷àåò ïðîèç-
âåäåíèþ ÷åòûðåõ òðàíñïîçèöèé â ãðóïïå S5, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ öèêëîì äëèíû 3. Íà ðèñ. 31 èçîáðàæåí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïîç-
âîëÿþùèé âû÷èñëèòü ýòî ÷èñëî. Ñòðåëêè â ýòîì ãðàôå èäóò ñíèçó ââåðõ,
è êàæäàÿ ñòðåëêà îçíà÷àåò óìíîæåíèå íà òðàíñïîçèöèþ. Âåðøèíû ãðàôà
� ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n = 5. Íàä êàæäîé ñòðåëêîé íàäïèñàíà åå êðàòíîñòü.
Êðàòíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî òðàíñïîçèöèé, óìíîæåíèå íà êîòîðûå
äàííîé ïåðåñòàíîâêè, öèêëîâîé òèï êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàçáèåíèåì â íà-
÷àëå ñòðåëêè, äàåò ïåðåñòàíîâêó, öèêëîâîé òèï êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàçáè-
åíèåì â êîíöå ñòðåëêè.
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Ðèñ. 31: à) Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà h4;1231 è á) ðàçëè÷-
íûå ïîäñ÷èòûâàåìûå â íåì ïóòè ñ êðàòíîñòÿìè

Íàïðèìåð, íà ñòðåëêå, èäóùåé èç âåðøèíû 1231 â âåðøèíó 1141, íà-
ïèñàíî 6: óìíîæåíèå ïåðåñòàíîâêè öèêëîâîãî òèïà 1231 íà òðàíñïîçèöèþ
îêàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé öèêëîâîãî òèïà 1141 äëÿ 6 ðàçëè÷íûõ òðàíñïî-
çèöèé. Äåéñòâèòåëüíî, òàêàÿ òðàíñïîçèöèÿ äîëæíà ïåðåñòàâëÿòü îäèí èç
íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêè (òàêèõ ýëåìåíòîâ 2) è îäèí
èç ýëåìåíòîâ öèêëà äëèíû 3 (òàêèõ ýëåìåíòîâ 3).

Èíòåðåñóþùåå íàñ ÷èñëî Ãóðâèöà åñòü 1/5! óìíîæèòü íà ñóììàðíîå êî-
ëè÷åñòâî ïóòåé äëèíû 4, âåäóùèõ èç èñõîäíîé âåðøèíû 15 â âåðøèíó 1231.
Êàæäûé ïóòü ñ÷èòàåòñÿ ñ êðàòíîñòüþ, ðàâíîé ïðîèçâåäåíèþ êðàòíîñòåé
âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî ðåáåð. Ýòî ÷èñëî ðàâíî

h◦4;1231 =
1

5!
· 10 · (6 · 6 · 4 + 6 · 1 · 1 + 1 · 10 · 6 + 3 · 10 · 1 + 3 · 2 · 6) = 19.

Ïîäñ÷åò ñâÿçíîãî ÷èñëà Ãóðâèöà h4;1231 òðåáóåò áîëåå òîíêîãî àíàëèçà
ïóòåé â ãðàôå � ìû äîëæíû îòîáðàòü òå èç íèõ, êîòîðûå ïîðîæäàþò òðàí-
çèòèâíî äåéñòâóþùóþ ïîäãðóïïó. Ñðåäè ïóòåé ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà íà
ðèñ. 31 òàêèõ íåò,

Áîëåå îáùèì îáðàçîì, äëÿ íàáîðà ðàçáèåíèé µ1, . . . , µm ÷èñëà n ìû ìî-
æåì ðàññìîòðåòü îáùèå ÷èñëà Ãóðâèöà, ïåðå÷èñëÿþùèå ðàçëîæåíèÿ òîæ-
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äåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèÿ âèäà

σm ◦ · · · ◦ σ1,

â êîòîðûõ êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà σi èìååò öèêëè÷åñêèé òèï µi, 1 ≤ i ≤ m.
(Â ñëó÷àå ïðîñòûõ ÷èñåë Ãóðâèöà âñå ïåðåñòàíîâêè çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé
ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè, à ïîñëåäíÿÿ ðàâíà σ−1 è åå öèêëè÷åñêèé òèï
òàêîé æå, êàê ó σ). Îáùåå ÷èñëî Ãóðâèöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî íàáîðîâ
èç m ïåðåñòàíîâîê σ1, . . . , σm äàííûõ öèêëè÷åñêèõ òèïîâ, ïîäåëåííîå íà n!.
Ñâÿçíûå ÷èñëà Ãóðâèöà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ äîáàâëåíèåì
òðåáîâàíèÿ òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû ⟨σ1, . . . , σm⟩ ⊂ Sn, ïîðîæ-
äåííîé ïåðåñòàíîâêàìè σi. Ìû íå ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü îáùèå ÷èñëà
Ãóðâèöà, ïîýòîìó íå ââîäèì îáîçíà÷åíèé äëÿ íèõ.

0.49 Óðàâíåíèå òðàíñïîçèöèè

Ââåäåì äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë Ãóðâèöà:

H◦(u; p1, p2, . . . ) =

∞∑
m=0

∑
µ

h◦m;µpµ1pµ2 . . .
um

m!
; (50)

H(u; p1, p2, . . . ) =
∞∑
m=1

∑
µ

hm;µpµ1pµ2 . . .
um

m!
, (51)

ãäå â îáîèõ ñëó÷àÿõ µ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé. Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå íà òî, ÷òî ñóììèðîâàíèå â âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè H◦ íà÷èíàåòñÿ
ñ m = 0, à â âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè H � ñ m = 1.

Êàê îáû÷íî, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ íåñâÿçíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ
ýêñïîíåíòîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ñâÿçíûõ:

Òåîðåìà 0.49.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî H◦ = exp(H).

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèÿ î ïðîñòûõ
÷èñëàõ Ãóðâèöà â òåðìèíàõ ñâÿçíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë Ãóðâèöà è íàîáîðîò.

Êîå-÷òî ïðî ôóíêöèè Ãóðâèöà ñêàçàòü ëåãêî. Íàïðèìåð, H(0; p1, . . . ) =
p1, ò.å. H

◦(0; p1, . . . ) = ep1 . Äåéñòâèòåëüíî, ñâîáîäíûé ÷ëåí ïî u ôóíêöèé H
è H◦ ïåðå÷èñëÿåò ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå íóëåâîãî ÷èñëà
òðàíñïîçèöèé. Òàêîå ïðîèçâåäåíèå îäíî � ýòî òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà.
Ïîðîæäàåìàÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé ãðóïïà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî
ëèøü ïðè n = 1. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë
Ãóðâèöà, îòòàëêèâàÿñü îò ýòèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 0.49.2 (óðàâíåíèå òðàíñïîçèöèè, Ãóëüäåí�Äæåêñîí). Ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ H◦ äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë Ãóðâèöà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

∂H◦

∂u
=

1

2

∞∑
n=1

∑
i+j=n

(
(i+ j)pipj

∂

∂pi+j
+ ijpi+j

∂2

∂pi∂pj

)
H◦. (52)
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Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ïîñìîòðèì, êàê âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäÿ-
ùóþ ôóíêöèþ H◦ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ òðàíñïîçèöèè. Îäèí èç óäîáíûõ
ñïîñîáîâ ñìîòðåòü íà ôóíêöèþ H◦ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçëîæèòü åå â
ðÿä ïî ïåðåìåííîé u,

H◦(u; p1, p2, . . . ) =

∞∑
m=0

H◦
(m)(p1, p2, . . . )

um

m!
.

Òîãäà óðàâíåíèå òðàíñïîçèöèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ðåêóðñèè

H◦
(m+1) =

1

2

∞∑
n=1

∑
i+j=n

(
(i+ j)pipj

∂

∂pi+j
+ ijpi+j

∂2

∂pi∂pj

)
H◦

(m) = AH◦
(m).

(53)
Íà÷àâ ñ ôóíêöèè H◦

(0) = H◦(0; p1, p2, . . . ) = ep1 , ìû ñðàçó æå ïîëó÷àåì
íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ:

H◦(u; p1, p2, . . . ) = ep1
(
1 +

1

2
p2
u

1!
+ (p21 +

1

2
p22 + p3)

u2

2!
+ . . .

)
. (54)

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà A ê ôóíêöèè H◦
(m) âñåãäà ïîðîæ-

äàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, õîòÿ â îïåðàòîðå èõ áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ H◦

(m) èìååò âèä ïðî-
èçâåäåíèÿ ep1 íà ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ p1, . . . , pm, è åå ïðîèçâîäíûå ïî
êàæäîé èç ïåðåìåííûõ pk ïðè k > m îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Âûâîä óðàâíåíèÿ òðàíñïîçèöèè. Óðàâíåíèå îïèñûâàåò, ÷òî ïðîèñõî-
äèò ïðè óìíîæåíèè äàííîé ïåðåñòàíîâêè íà òðàíñïîçèöèþ, ò.å. ïðè çàìåíå
ïðåäñòàâëåíèÿ

σ = τm ◦ τm−1 ◦ · · · ◦ τ1

ïðåäñòàâëåíèåì

τm ◦ σ = τm−1 ◦ · · · ◦ τ1

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà τ2mÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-
íîé). Óìåíüøåíèå ÷èñëà òðàíñïîçèöèé ñïðàâà íà åäèíèöó îçíà÷àåò äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïî u ñëåâà â óðàâíåíèè (52), ïîñêîëüêó ýòà ïðîöåäóðà ïîíè-
æàåò íà åäèíèöó ñòåïåíü ïî u.

Óìíîæåíèå íà òðàíñïîçèöèþ τm ìåíÿåò ïåðåñòàíîâêó σ îäíèì èç äâóõ
ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ: ëèáî τm ìåíÿåò ìåñòàìè äâà ýëåìåíòà, ïðèíàäëåæà-
ùèõ îäíîìó öèêëó â σ, ëèáî ýòè äâà ýëåìåíòà ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì
öèêëàì. Â ïåðâîì ñëó÷àå öèêë â σ ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà öèêëà, ñóììà äëèí
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ðàñùåïëåííîãî öèêëà. Âî âòîðîì ñëó÷àå, íà-
îáîðîò, äâà öèêëà ñêëåèâàþòñÿ â åäèíûé öèêë, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ñóììå
äëèí ñêëåèâàþùèõñÿ öèêëîâ. Äâà ñëàãàåìûõ ñïðàâà â óðàâíåíèè òðàíñïîçè-
öèè ñîîòâåòñòâóþò ýòèì äâóì âîçìîæíîñòÿì. Êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè
îòâå÷àþò êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ ñïîñîáîâ âûáðàòü äâà ýëåìåíòà, ïåðåñòàâëÿ-
åìûå òðàíñïîçèöèåé τm: äëÿ êàæäîãî èç i+j ýëåìåíòîâ â öèêëå äëèíû i+j
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ïàðó ìîæíî ïîäîáðàòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ïðè óñëîâèè, ÷òî öèêëè÷å-
ñêèé ïîðÿäîê ôèêñèðîâàí), à â äâóõ öèêëàõ äëèí i è j ñîîòâåòñòâåííî èìå-
åòñÿ ij ñïîñîáîâ âûáðàòü ïàðó ýëåìåíòîâ, ïåðåñòàíîâêà êîòîðûõ ñêëåèâàåò
ýòè öèêëû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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0.50 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.161. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ ñ åäèíñòâåííûì
ïðîñòûì öèêëîì. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå â Sn âñåõ òðàíñïîçèöèé, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì ãðàôà Γ, ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ âíå çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ òðàíñïîçèöèé.

Çàäà÷à 0.162. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñâÿçíîãî ãðàôà ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì
öèêëîì, â êîòîðîì äëèíû äâóõ öèêëîâ â ïðîèçâåäåíèè âñåõ òðàíñïîçèöèé,
îòâå÷àþùèõ åãî ðåáðàì, çàâèñÿò îò âûáðàííîãî ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ.

[Óêàçàíèå:] Â êà÷åñòâå òàêîãî ãðàôà ìîæíî âçÿòü öèêë ñ ÷åòûðüìÿ
âåðøèíàìè.

Çàäà÷à 0.163. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñâÿçíîãî ãðàôà, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî
öèêëîâ â ïðîèçâåäåíèè âñåõ òðàíñïîçèöèé, îòâå÷àþùèõ åãî ðåáðàì, çàâèñèò
îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ òðàíñïîçèöèé.

[Óêàçàíèå:] Â êà÷åñòâå òàêîãî ãðàôà ìîæíî âçÿòü ãðàô íà òðåõ âåð-
øèíàõ ñ ÷åòûðüìÿ ðåáðàìè. Äâà èç ýòèõ ðåáåð äîëæíû ñîåäèíÿòü îäíó è
òó æå ïàðó âåðøèí.

Çàäà÷à 0.164. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (53), âûïè-
øèòå êîýôôèöèåíòû ïðè u3 è u4 â ðàçëîæåíèè (54). Çíàÿ ýòè êîýôôè-
öèåíòû, âûïèøèòå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ðàçëîæåíèé ïåðåñòàíîâêè äàííîãî
öèêëè÷åñêîãî òèïà â ïðîèçâåäåíèå òðåõ è ÷åòûðåõ òðàíñïîçèöèé.

Çàäà÷à 0.165. Âû÷èñëèòå ïðîñòûå è ñâÿçíûå ïðîñòûå ÷èñëà Ãóðâèöà h◦3;1141 ,
h3;1141 , h

◦
3;112131 , h3;112131 .

Çàäà÷à 0.166. Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð öèêëîâ σ1, σ2 äëèíû
3 à) â ãðóïïå S4, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ σ1σ2 èìååò öèêëè÷åñêèé òèï 22; á)
â ãðóïïå S5, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ σ1σ2 èìååò öèêëè÷åñêèé òèï 51.



Ñîîòíîøåíèå

óäàëåíèå-ñòÿãèâàíèå è

òåîðåìà Òàòòà

Ãðàôû � ïðîñòåéøèå òîïîëîãè÷åñêèå îáúåêòû. Èõ ïðîñòîòà îïðåäåëÿåòñÿ
òåì, ÷òî èõ òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü 1 � ïåðâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü. Îäíàêî óæå â ýòîì ñëó÷àå ïðèðîäà èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ ÷ðåçâû÷àéíî
áîãàòà è ñîäåðæàòåëüíà.

Ãðàôû � ÷ðåçâû÷àéíî óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ñàìûõ ðàç-
íîîáðàçíûõ äàííûõ. Ýòà âñåîáùíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíî ñîçäàòü
òåîðèþ ãðàôîâ: òàêàÿ òåîðèÿ äîëæíà áûëà áû îõâàòûâàòü ìíîæåñòâî äàëå-
êèõ äðóã îò äðóãà îáëàñòåé. Îäíàêî åñëè íå çàäàâàòüñÿ ñòîëü âñåîáúåìëþ-
ùåé çàäà÷åé, òî ãðàôîâîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà óäîáíûì
ÿçûêîì îïèñàíèÿ îáúåêòîâ êàêîé-íèáóäü àëãåáðàè÷åñêîé èëè òîïîëîãè÷å-
ñêîé òåîðèè è ôîðìóëèðîâêè åå ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ïîëåçíûì èñòî÷íèêîì
äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè òåîðèÿìè.

0.51 Ãðàôû, èçîìîðôèçì è èíâàðèàíòû

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü èíâàðèàíòû ãðàôîâ, ò.å. ôóíêöèè íà ãðàôàõ, ïðè-
íèìàþùèå îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà èçîìîðôíûõ ãðàôàõ. Âîîáùå, ïðèäó-
ìàòü èíâàðèàíò íåñëîæíî � ãîäèòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ, âûðàæåííàÿ â òåðìè-
íàõ, íå èñïîëüçóþùèõ êîíêðåòíûå ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð. Âîò ïðèìåðû
òàêèõ ôóíêöèé:

• ÷èñëî âåðøèí è ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå;

• ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû;

• ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà;

• ðàíã ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà;

è ò.ä. (Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàíó-
ìåðóåì âñå n âåðøèí ãðàôà ÷èñëàìè îò 1 äî n. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè � ýòî
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n×n-ìàòðèöà, ó êîòîðîé â êëåòêå (i, j) ñòîèò 1, åñëè âåðøèíû i è j ñîåäèíå-
íû ðåáðîì, è 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íà äèàãîíàëè â ìàòðèöå ñìåæíîñòè
ñòîÿò íóëè. Ýòî î÷åíü ïîëåçíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà. ßñíî, ÷òî
ðàíã ìàòðèöû ñìåæíîñòè � ðàññìàòðèâàåìîé êàê ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç
Z2 � ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðàôà.) Âû ìîæåòå ïîóïðàæíÿòüñÿ â ïðèäó-
ìûâàíèè ñâîèõ ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòîâ.

Ïîñêîëüêó ïðèäóìàòü èíâàðèàíò ãðàôîâ íåñëîæíî, âñòàåò âîïðîñ: êàê
ñðàâíèâàòü èíâàðèàíòû? Êàêèå èç íèõ ëó÷øå, êàêèå õóæå? Íà ýòîò âîïðîñ
íåëüçÿ îòâåòèòü, åñëè íå çíàòü, çà÷åì èíâàðèàíòû íóæíû. Ïåðâûé � è ñà-
ìûé î÷åâèäíûé � îòâåò íà ïîñëåäíèé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíâàðèàíòû
� óäîáíûé ñïîñîá ðàçëè÷àòü ãðàôû. Åñëè îäèí è òîò æå èíâàðèàíò ïðèíè-
ìàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ íà äâóõ ãðàôàõ, òî ýòè ãðàôû íåèçîìîðôíû. Âîîáùå,
ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà ãðàôîâ � ñëîæíàÿ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
çàäà÷à. Ðàçóìååòñÿ, èçîìîðôèçì äâóõ ãðàôîâ ìîæíî ïðîâåðèòü, îòîæäåñòâ-
ëÿÿ ïîïàðíî âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè âåðøèíû ýòèõ ãðàôîâ, îäíàêî
ýòîò àëãîðèòì ñóïåðýêñïîíåíöèàëåí ïî ÷èñëó âåðøèí. Àëãîðèòìû, îáåñïå-
÷èâàþùèå ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü â íàèõóäøåì ñëó÷àå, íåèçâåñòíû.
Òàêàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì òðåáîâà-
íèÿì ê èíâàðèàíòó:

• èíâàðèàíò äîëæåí áûòü ëåãêî âû÷èñëèìûì (ñêàæåì, çà ïîëèíîìèàëü-
íîå ïî ÷èñëó âåðøèí âðåìÿ);

• èíâàðèàíò äîëæåí ðàçëè÷àòü êàê ìîæíî áîëüøå íåèçîìîðôíûõ ãðà-
ôîâ;

è ñîîòâåòñòâóþùèì �êðèòåðèÿì êà÷åñòâà�: îäèí èíâàðèàíò ëó÷øå äðóãîãî,
åñëè îí

• áûñòðåå âû÷èñëÿåòñÿ;

• ðàçëè÷àåò áîëüøå ãðàôîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, ïåðâîå òðåáîâàíèå òðóäíî âûïîëíèìî. Âòîðîå æå äîïóñêàåò
äàëüíåéøóþ ôîðìàëèçàöèþ, è ìû íå ðàç ê íåìó âåðíåìñÿ.

0.52 Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàæíûé è íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð èíâàðèàíòà. Ïóñòü c
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χΓ(c) ÷èñëî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê
âåðøèí ãðàôà Γ â c öâåòîâ. Ýòî ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé c, è ìû áóäåì
íàçûâàòü åå õðîìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé ãðàôà Γ. Ïîä ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé
ìû ïîíèìàåì ñîïîñòàâëåíèå öâåòà êàæäîé âåðøèíå ãðàôà òàêèì îáðàçîì,
÷òî ëþáûå äâå ñîñåäíèå (ò.å. ñîåäèíåííûå ðåáðîì) âåðøèíû îêðàøåíû â
ðàçëè÷íûå öâåòà.

Íàïðèìåð, âåðøèíû ãðàôà äîïóñêàþò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â îäèí
öâåò (c = 1) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ãðàôå íåò ðåáåð, ò.å. îí ñî-
ñòîèò èç n íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîþ âåðøèí. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
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Ðèñ. 32: Äâå ðàçëè÷íûå ðàñêðàñêè äâóõòî÷å÷íîãî ãðàôà áåç ðåáåð

t t t tq q q
Ðèñ. 33: Ãðàô-öåïî÷êà An

ìû ìîæåì êðàñèòü êàæäóþ âåðøèíó ïðîèçâîëüíî â ëþáîé èç c öâåòîâ �
ðàñêðàñêà âñå ðàâíî áóäåò ïðàâèëüíîé, à çíà÷èò, χΓ(c) = cn. Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå íà òî, ÷òî äâå ðàñêðàñêè âåðøèí äâóõòî÷å÷íîãî ãðàôà, èçîáðàæåííûå
íà ðèñ. 32, ìû ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, çàôèêñèðîâàâ ãðàô
Γ, ìû ïîìå÷àåì åãî âåðøèíû è ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè ëþáûå äâå ðàñêðàñêè,
â êîòîðûõ îäíà è òà æå âåðøèíà îêðàøåíà â ðàçëè÷íûå öâåòà.

Äëÿ ãðàôà èç äâóõ âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, èìååì χΓ(c) = c(c−1).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû îêðàñèì ïåðâóþ âåðøèíó â îäèí èç c öâåòîâ, òî
äëÿ îêðàñêè âòîðîé âåðøèíû ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îäèí èç îñòàâøèõñÿ
c − 1 öâåòîâ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ãðàôà-òðåóãîëüíèêà (òðåõ âåðøèí, ïîïàðíî
ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè) χΓ(c) = c(c − 1)(c − 2). Ýòè óòâåðæäåíèÿ íåñëîæíî
îáîáùèòü íà íåêîòîðûå ãðàôû ñ á�îëüøèì ÷èñëîì âåðøèí.

Óòâåðæäåíèå 0.52.1. (i) Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

χKn(c) = c(c− 1)(c− 2) . . . (c− n+ 1) = (c)n,

ãäå Kn � ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ, ò.å. ãðàô, â êîòîðîì âñå âåðøèíû
ñîåäèíåíû ðåáðàìè ïîïàðíî.

(ii) Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

χAn(c) = c(c− 1)n−1,

ãäå An � öåïî÷êà íà n âåðøèíàõ (ñì. ðèñ. 33).

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç (c)n ìû îáîçíà÷àåì íèñõîäÿùèé ôàêòîðèàë àðãó-
ìåíòà c.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê îáùåìó àíàëèçó ôóíêöèè χΓ(c), çàìåòèì, ÷òî
åñëè ãðàô Γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ãðàôîâ
Γ = Γ1 ⊔ Γ2, òî χΓ(c) = χΓ1(c)χΓ2(c). Ýòî î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî, è ìû
îñòàíîâèìñÿ íà íåì ïîäðîáíåå.

Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ãðàôîâ � ýòî ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí è
ìíîæåñòâî ðåáåð êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ
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Ðèñ. 34: Ãðàô C4 ñ çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè

âåðøèí è ðåáåð ýòèõ ãðàôîâ. Ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íåñâÿçíî-
ãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ èõ êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè. Òî, ÷òî õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ
äâóõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì õðîìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòèõ ãðà-
ôîâ, î÷åâèäíî: ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà êàæäîãî èç ãðàôîâ àâòîìàòè÷åñêè
äàåò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó èõ îáúåäèíåíèÿ. Â äàëüíåéøåì íàñ î÷åíü ÷àñòî
áóäóò èíòåðåñîâàòü èìåííî òàêèå èíâàðèàíòû ãðàôîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà
íåñâÿçíûõ îáúåäèíåíèÿõ ãðàôîâ ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèé íà êàæäîì
èç îáúåäèíÿåìûõ ãðàôîâ. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå òàêîãî èíâàðèàíòà íà ïó-
ñòîì ãðàôå ñëåäóåò ïîëàãàòü ðàâíûì 1.

Âû÷èñëèì òåïåðü õðîìàòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ íåñêîëüêî ìåíåå òðèâè-
àëüíîãî ïðèìåðà � öèêëè÷åñêîãî ãðàôà Cn (n-óãîëüíèêà). Íà÷íåì ñ ãðà-
ôà C4 (êâàäðàòà). Çàíóìåðóåì åãî âåðøèíû â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (ñì.
ðèñ. 34) è áóäåì ðàñêðàøèâàòü èõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïåðâóþ âåðøèíó ìîæ-
íî ðàñêðàñèòü â c öâåòîâ. Âòîðóþ � â c− 1 öâåòîâ. Òðåòüþ � òîæå â c− 1
öâåòîâ: åå öâåò äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò öâåòà âòîðîé âåðøèíû. Ñ ÷åòâåðòîé
âåðøèíîé äåëî îáñòîèò ñëîæíåå. Åå öâåò äîëæåí îòëè÷àòüñÿ è îò öâåòà
òðåòüåé, è îò öâåòà ïåðâîé âåðøèíû. Ðàçäåëèì âñåâîçìîæíûå îêðàñêè ÷åò-
âåðòîé âåðøèíû â öâåò, îòëè÷íûé îò öâåòà òðåòüåé âåðøèíû, íà äâå ãðóïïû:
òå, â êîòîðûõ öâåò ÷åòâåðòîé âåðøèíû îòëè÷åí îò öâåòà ïåðâîé, è òå, â êî-
òîðûõ ýòè äâà öâåòà ñîâïàäàþò. Ïåðâàÿ ãðóïïà äàåò ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè
êâàäðàòà, à âòîðàÿ � ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè òðåóãîëüíèêà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ïåðâàÿ è ÷åòâåðòàÿ âåðøèíà ïîêðàøåíû â îäèí è òîò æå öâåò, òî ìû
ìîæåì ñêëåèòü èõ â îäíó, ïîëó÷èâ èç êâàäðàòà òðåóãîëüíèê. Òåì ñàìûì,
ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî

χC4(c) = χA4(c)− χC3(c) = c(c− 1)3 − c(c− 1)(c− 2) = c(c− 1)(c2 − 3c+ 3).

Çäåñü A4 �öåïî÷êà íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ, à C3 = K3 � òðåóãîëüíèê.
Íà ñàìîì äåëå, â ïðèâåäåííîì ðàññóæäåíèè íèãäå íå èñïîëüçîâàëàñü

ñòðóêòóðà ãðàôà C4. Îíî ãîäèòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà. Ïóñòü Γ �
ãðàô, e ∈ E(Γ) � ðåáðî â íåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′

e ãðàô Γ ñ âûêèíóòûì
ðåáðîì e, à ÷åðåç Γ′′

e � ýòîò æå ãðàô, â êîòîðîì ðåáðî e ñòÿíóòî â òî÷êó
(è, ñëåäîâàòåëüíî, äâà êîíöà ðåáðà e ñòàëè íîâîé âåðøèíîé íîâîãî ãðàôà,
à ÷èñëî âåðøèí â íåì íà 1 ìåíüøå, ÷åì â Γ). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 0.52.2. Õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

χΓ(c) = χΓ′
e
(c)− χΓ′′

e
(c) (55)
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äëÿ ëþáîãî ãðàôà Γ è ëþáîãî ðåáðà e â íåì.

Òåì ñàìûì, õðîìàòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ãðàôà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïîñëå-
äîâàòåëüíî: îáà ãðàôà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (55) óñòðîåíû ïðîùå, ÷åì
ãðàô â åãî ëåâîé ÷àñòè. Ó ïåðâîãî èç íèõ ìåíüøå ðåáåð, à ó âòîðîãî � ìåíü-
øå è âåðøèí, è ðåáåð. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñëîæíîñòü òàêîãî âû÷èñëåíèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, íà êàæäîì øàãå ìû ïîëó÷àåì äâà ãðàôà
âìåñòî îäíîãî, ò.å. íà øàãå ñ íîìåðîì k ìû ïîëó÷èì 2k ãðàôîâ (íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ ìîãóò îêàçàòüñÿ èçîìîðôíûìè). Âàæíî òàêæå îòìåòèòü,
÷òî � íåñìîòðÿ íà ñâîáîäó âûáîðà ðåáðà íà êàæäîì øàãå � ðåçóëüòàò âû-
÷èñëåíèÿ, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè õðîìàòè÷åñêîé ôóíêöèè, íå çàâèñèò îò
âûáèðàåìûõ ðåáåð.

Çàìå÷àíèå 0.52.3. Õðîìàòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå è
äëÿ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà. Ïðè ýòîì äëÿ ãðàôà ñ ïåò-
ëÿìè îíà îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ (ïîñêîëüêó ó òàêèõ ãðà-
ôîâ ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè âåðøèí îòñóòñòâóþò). Õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ãðàôà ñ êðàòíûìè ðåáðàìè ñîâïàäàåò ñ õðîìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé òîãî æå
ãðàôà, â êîòîðîì êàæäîå êðàòíîå ðåáðî çàìåíåíî îáû÷íûì îäíîêðàòíûì
ðåáðîì. Òàêîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé 0.52.2. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè â ãðàôå åñòü êðàòíûå ðåáðà, òî, âûáèðàÿ ëþáîå èç ýòèõ ðåáåð â êà-
÷åñòâå ðåáðà e è ïðèìåíÿÿ ê íåìó ôîðìóëó (55), ìû ïîëó÷àåì â ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû òîò æå ãðàô, â êîòîðîì êðàòíîñòü ðåáðà óìåíüøèëàñü íà 1,
à òàêæå ãðàô ñ ïåòëåé, õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êîòîðîãî ðàâíà íóëþ.

Âî âñåõ ïðîñ÷èòàííûõ íàìè ïðèìåðàõ õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îêàçû-
âàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó âåðøèí â ãðàôå, à ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1. Òåîðåìà 0.52.2 ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ýòî
óòâåðæäåíèå íà ïðîèçâîëüíûå ãðàôû.

Ñëåäñòâèå 0.52.4. Õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó âåðøèí â ãðàôå, à ñòàðøèé êîýô-
ôèöèåíò ðàâåí 1.

Äåéñòâèòåëüíî, õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ãðàôà íà n âåðøèíàõ, íå èìåþ-
ùåãî ðåáåð, ðàâíà cn, ÷òî ñîñòàâëÿåò áàçó èíäóêöèè. Òåîðåìà 0.52.2 îáåñïå-
÷èâàåò øàã èíäóêöèè: ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè õðîìàòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ãðàôà Γ′

e ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1,
à õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà Γ′′

e ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1. Èõ ðàç-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1.

0.53 Íåìíîãî î òîïîëîãèè ãðàôà

Ãðàô � îäíîìåðíûé îáúåêò, ïîýòîìó åãî òîïîëîãèÿ äîâîëüíî ïðîñòà. Îäíà-
êî îíà íå ñîâñåì ïóñòà. Ðàçóìååòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
òîïîëîãèÿ ñâÿçíûõ ãðàôîâ.

Íàáîð ðåáåð â ãðàôå Γ íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì ïîäãðàôîì, åñëè âàëåíò-
íîñòü âñåõ âåðøèí ýòîãî ïîäãðàôà ÷åòíà. Íàïðèìåð, â òðåóãîëüíèêå C3 åñòü
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äâà ýéëåðîâûõ ïîäãðàôà: ïóñòîé íàáîð ðåáåð è íàáîð, ñîñòîÿùèé èç âñåõ
òðåõ ðåáåð.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé ýéëåðîâ ïîäãðàô ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå öèê-
ëîâ, íå èìåþùèõ îáùèõ ðåáåð (îòäåëüíàÿ âåðøèíà òàêæå îáðàçóåò òàêîé
öèêë; äëèíà åãî ðàâíà 0). Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì êàêîé-íèáóäü öèêë, ñî-
äåðæàùèéñÿ â äàííîì ýéëåðîâîì ïîäãðàôå. Òàêîé öèêë âñåãäà ñóùåñòâóåò
(äîêàæèòå!). Âûêèíóâ ðåáðà, âõîäÿùèå â âûáðàííûé öèêë, ìû ñíîâà ïî-
ëó÷àåì ýéëåðîâ ïîäãðàô, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ðåáåð, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
êàæäóþ âåðøèíó, îñòàåòñÿ ÷åòíûì.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ZE(Γ)
2 íàä ïîëåì Z2 = {0, 1} âû÷å-

òîâ ïî ìîäóëþ 2, íàòÿíóòîå íà âñå ðåáðà ãðàôà êàê íà îáðàçóþùèå. Ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâå E(Γ) âñåõ ðåáåð ãðàôà Γ ìîæíî ñ÷èòàòü âåê-
òîðîì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Êîîðäèíàòà òàêîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðåáðó e, ðàâíà íóëþ, åñëè ðåáðî e íå âõîäèò â ïîäìíîæåñòâî, è ðàâíà 1 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàîáîðîò, êàæäîìó âåêòîðó îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ

íàáîð ðåáåð ãðàôà. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ZE(Γ)
2 ðàâíà |E(Γ)| � ÷èñëó

ðåáåð â ãðàôå.
Ìíîæåñòâî C(Γ) âñåõ ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ â Γ îáðàçóåò âåêòîðíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ýéëå-
ðîâûõ ïîäãðàôà è ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó ãðàôà. Â ñóììå íàä Z2 ýòèõ
ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ ðåáðà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âûáðàííóþ âåðøèíó, àí-
íèãèëèðóþòñÿ ïîïàðíî. Ïîýòîìó ÷èñëî íåàííèãèëèðîâàâøèõ ðåáåð ÷åòíî.
Ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåðîâûõ öèêëîâ â ãðàôå Γ îáîçíà-
÷àåòñÿ b1(Γ) è íàçûâàåòñÿ ïåðâûì ÷èñëîì Áåòòè, èëè öèêëîìàòè÷åñêèì
÷èñëîì.

Ó÷åíûì ÿçûêîì, ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó îáðàçóþùèõ â ïåðâîé ãðóïïå ãî-
ìîëîãèé ãðàôà. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôå íàçûâàþò òàêæå íóëå-
âûì ÷èñëîì Áåòòè; îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç b0(Γ). Ýòî � ÷èñëî îáðàçóþùèõ
íóëåâîé ãðóïïû ãîìîëîãèé.

Òåîðåìà 0.53.1 (Ýéëåð). Ïåðâîå ÷èñëî Áåòòè ñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíî

b1(Γ) = |E(Γ)| − |V (Γ)|+ 1.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì öèêëîìàòè÷åñêîãî ÷èñ-
ëà. Ïåðâîå ÷èñëî Áåòòè ãðàôà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðàôà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ýéëåðà çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî åñëè ãðàô Γ
� äåðåâî, òî âåëè÷èíû ñëåâà è ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà ðàâíû 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, íåïóñòûõ ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ â äåðåâå íåò, à ÷èñëî ðåáåð â íåì
áîëüøå ÷èñëà âåðøèí íà 1. Íàîáîðîò, åñëè öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äàííî-
ãî ñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíî 0, òî ýòîò ãðàô � äåðåâî. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé
ïðîñòîé öèêë â ãðàôå � ýéëåðîâ ïîäãðàô â íåì.

Ïóñòü òåïåðü òåîðåìà Ýéëåðà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ öèê-
ëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì k. Âîçüìåì ãðàô Γ, â êîòîðîì |E(Γ)| − |V (Γ)| + 1 =
k + 1. Âûêèíóâ èç íåãî ïðîèçâîëüíîå ðåáðî e, ñòèðàíèå êîòîðîãî íå íà-
ðóøàåò ñâÿçíîñòè ãðàôà, ìû ïîëó÷èì ãðàô ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì k.
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Ðàññìîòðèì â C(Γ) ïîäïðîñòðàíñòâî ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ
ðåáðî e. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì C(Γ′

e) ýéëåðîâûõ
ïîäãðàôîâ â ãðàôå Γ′

e, ïîýòîìó åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà k.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó âûêèäûâàíèå ðåáðà e íå íàðóøàåò ñâÿç-

íîñòè ãðàôà Γ, ÷åðåç e ïðîõîäèò õîòÿ áû îäèí öèêë, à çíà÷èò, e ñîäåðæèòñÿ
õîòÿ áû â îäíîì ýéëåðîâîì ïîäãðàôå. Ñóììà íàä Z2 ëþáûõ äâóõ òàêèõ
ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ íå ñîäåðæèò e, ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â C(Γ′

e). Òåì ñà-
ìûì, ïðîñòðàíñòâî C(Γ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîñòðàíñòâ C(Γ′

e) è îä-
íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð,
ïðåäñòàâëåííûé öèêëîì, ñîäåðæàùèì ðåáðî e. Ïîýòîìó åãî ðàçìåðíîñòü
ðàâíà k + 1, è òåîðåìà Ýéëåðà äîêàçàíà.

0.54 Ìíîãî÷ëåí Ïåíðîóçà

Âîò åùå îäèí, ïî-âèäèìîìó, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûé, èíâàðèàíò ãðàôîâ.
Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà V (Γ) âåðøèí ãðàôà Γ íà äâà íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V (Γ) = V1 ⊔ V2 ïîäìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð, ñî-
åäèíÿþùèõ âåðøèíû èç V1 ñ âåðøèíàìè èç V2, íàçûâàåòñÿ êîöèêëîì â Γ.
Â C3 êîöèêëû � ýòî ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ðåáåð, à òàêæå âñå ïàðû ðåáåð.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(Γ) ìíîæåñòâî âñåõ êîöèêëîâ.

Â ïðîñòðàíñòâå ZE(Γ)
2 åñòü íåâûðîæäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñî

çíà÷åíèÿìè â Z2: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàáîðîâ ðåáåð ðàâíî ÷åòíî-
ñòè ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè ýòèõ íàáîðîâ.

Òåîðåìà 0.54.1 (Âåáäåí, 1912). Ìíîæåñòâî êîöèêëîâ K(Γ) ÿâëÿåòñÿ âåê-

òîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â ZE(Γ)
2 , îðòîãîíàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâó ýé-

ëåðîâûõ ïîäãðàôîâ C(Γ) îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

C(Γ) = K⊥(Γ), C⊥(Γ) = K(Γ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Âåáëåíà çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî ëþáîé
êîöèêë ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì ýéëåðîâûì ïîäãðàôîì ïî ÷åòíîìó ÷èñëó ðå-
áåð. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êîöèêë ñîïîñòàâëåí ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà âåð-
øèí ãðàôà íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V1 è V2. Ðàçîáüåì ýé-
ëåðîâ ïîäãðàô â îáúåäèíåíèå öèêëîâ, íå èìåþùèõ îáùèõ ðåáåð. Â êàæäîì
öèêëå ÷èñëî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç V1 ñ âåðøèíàìè èç V2, ÷åòíî
� åñëè èäòè ïî öèêëó â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè, òî ÷èñëî ïåðåõîäîâ èç V1
â V2 ðàâíî ÷èñëó ïåðåõîäîâ èç V2 â V1. Ïîýòîìó ÷åòíî è ÷èñëî òàêèõ ðåáåð â
ýéëåðîâîì ïîäãðàôå, à çíà÷èò, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýéëåðîâà ïîäãðàôà
è êîöèêëà ðàâíî íóëþ.

Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà ìîæíî ðàç-
áèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, ðàâíî 2|V (Γ)|−1. Ïîýòîìó ìíî-
æåñòâî âñåõ êîöèêëîâ ñîñòîèò èç 2|V (Γ)|−1 ýëåìåíòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñîãëàñíî ôîðìóëå Ýéëåðà, ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâó
ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ, èìååò ðàçìåðíîñòü |V (Γ)| − 1, à çíà÷èò îíî ñîñòîèò
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èç 2|V (Γ)|−1 ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò ìíîæåñòâî âñåõ êîöèêëîâ,
îíî ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ íèì. Òåîðåìà Âåáëåíà äîêàçàíà.

Íàïðèìåð, êàê ìû âèäåëè, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ â C3 ðàâíà
1, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êîöèêëîâ ðàâíà 2. Ñóììà ýòèõ ðàçìåðíîñòåé
ðàâíà 3 � ÷èñëó ðåáåð â C3.

Çàìå÷àíèå 0.54.2. Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ZE(Γ)
2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâà ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ è ïîäïðîñòðàíñòâà êî-
öèêëîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà C4 � öèêëà íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ � ñóììà
âñåõ ðåáåð ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî öèêëîì è êîöèêëîì. Ïîýòîìó ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ, ñîñòîÿùåå èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ðåáåð è
ñóììû âñåõ ðåáåð, ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå êîöèêëîâ, C(C4) ⊂ K(C4). Â îáùåì
ñëó÷àå, ïîäïðîñòðàíñòâî ýéëåðîâûõ ïîäãðàôîâ è ïîäïðîñòðàíñòâî êîöèêëîâ
ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà E′ ⊂ E(Γ) ìíîæåñòâà ðåáåð â Γ ðàññìîòðèì ïîäïðî-
ñòðàíñòâî

BΓ(E
′) = {C ∈ C(Γ), C ∩ E′ ∈ K(Γ)} ⊂ ZE(Γ)

2 .

Ìíîãî÷ëåíîì Ïåíðîóçà ãðàôà Γ íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé
(êîòîðóþ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü λ), îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

PΓ(λ) = λ
∑

E′⊂E(Γ)

(−1)|E
′|λdimBΓ(E

′).

Ïðèìåð 0.54.3. Âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåí Ïåíðîóçà ãðàôà C4, öèêëà íà ÷åòûðåõ
âåðøèíàõ. Â ýòîì ãðàôå ÷åòûðå ðåáðà, ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ìíîãî÷ëåíà PC4

òðåáóåò ïåðåáîðà âñåõ 24 = 16 ïîäìíîæåñòâ â ìíîæåñòâå ðåáåð. Ìû áóäåì
ïåðåñåêàòü ñ êàæäûì èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî öèê-
ëîâ, ñîñòîÿùåå èç ïóñòîãî íàáîðà ðåáåð è ìíîæåñòâà âñåõ ðåáåð. Â ñâîþ
î÷åðåäü, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êîöèêëîâ ðàâíà |V (C4)| − 1 = 3, è îíî
ñîñòîèò èç ïóñòîãî íàáîðà ðåáåð, íàáîðà âñåõ ðåáåð è âñåõ ïàð ðåáåð.

Äëÿ ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ðåáåð ïåðåñå÷åíèå ñ íèì ëþáîãî öèêëà ÿâëÿ-
åòñÿ êîöèêëîì, ïîýòîìó âêëàä ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà â ìíîãî÷ëåí Ïåíðîóçà
ðàâåí λ1 = λ.

Âêëàä ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà èç îäíîãî ðåáðà ðàâåí −λ0 = −1, ïîñêîëü-
êó ïåðåñå÷åíèå öèêëà ñ òàêèì ïîäìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì òîëüêî,
åñëè èñõîäíûé öèêë ïóñò. Âñåãî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ÷åòûðå, ïîýòîìó èõ
ñóììàðíûé âêëàä ðàâåí −4.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êîöèêëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ ñ ëþáûì ïîäìíîæåñòâîì èç äâóõ ðåáåð ðàâíà
åäèíèöå. Òàêèõ ïîäìíîæåñòâ øåñòü, ïîýòîìó èõ ñóììàðíûé âêëàä ðàâåí 6λ.

Ñóììàðíûé âêëàä ïîäìíîæåñòâ èç òðåõ ðåáåð ðàâåí −4.
Âêëàä ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ÷åòûðåõ ðåáåð, ðàâåí λ.
Ñóììèðóÿ âñå âêëàäû, ïîëó÷àåì

PC3(λ) = 8λ(λ− 1).
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Ìû ïîêàçàëè, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà χΓ(c) óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

χΓ(c) = χΓ′
e
(c)− χΓ′′

e
(c)

äëÿ ëþáîãî ðåáðà e â ãðàôå Γ. Îäíàêî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí � íå åäèí-
ñòâåííûé èíâàðèàíò ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé òàêîìó ñîîòíîøåíèþ. Òàòò
íàçûâàåò W -ôóíêöèåé âñÿêèé èíâàðèàíò ãðàôîâ f , óäîâëåòâîðÿþùèé ñî-
îòíîøåíèþ

f(Γ) = f(Γ′
e) + f(Γ′′

e ) (56)

äëÿ ëþáîãî ãðàôà Γ è ëþáîãî ðåáðà e â íåì. Èçìåíåíèå çíàêà − íà + íå
èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè: õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íåñëîæíî ìîäèôèöè-
ðîâàòü òàê, ÷òîáû îí óäîâëåòâîðÿë ñîîòíîøåíèþ (56). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
óìíîæèòü åãî íà (−1)|V (Γ)|, ãäå |V (Γ)| � ÷èñëî âåðøèí â Γ, ò.å. ðàññìîòðåòü
ìîäèôèöèðîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ̃Γ(c) = (−1)|V (Γ)|χΓ(c). Ìû
áóäåì íàçûâàòü ðàâåíñòâî (56) ñîîòíîøåíèåì Òàòòà.

Ñîîòíîøåíèå Òàòòà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äëÿ ãðàôîâ ñ ïåòëÿìè è
êðàòíûìè ðåáðàìè. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ðåáðà e ìîæíî áðàòü òîëüêî çâå-
íî � ðåáðî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïåòëåé. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, õðîìàòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ òàêèõ ãðàôîâ, ïðè÷åì äëÿ âûáðàííîãî
ïðîäîëæåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (56) ïðîäîëæàþò âûïîëíÿòüñÿ.

Ïîìèìî ñîîòíîøåíèé Òàòòà õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò
òàêæå ñîîòíîøåíèþ

f(Γ) = f(Γ1)f(Γ2) (57)

â ñëó÷àå, åñëè ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ãðàôîâ Γ1 è Γ2.
Òàòò íàçûâàåò W -ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ (57), V -ôóíê-
öèÿìè, à ìû áóäåì íàçûâàòü èõ òàêæå èíâàðèàíòàìè Òàòòà. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ðàâåíñòâà (56) è (57) èìåëè ñìûñë, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â îáëàñòè
çíà÷åíèé èíâàðèàíòà f áûëè îïðåäåëåíû ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Ïîýòî-
ìó ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòà îáëàñòü çíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî K. Â ñëó÷àå õðîìà-
òè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êîëüöî K ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé
ïåðåìåííîé c, K = Z[c]. Íàøà çàäà÷à � äîêàçàòü òåîðåìó Òàòòà, äàþùóþ
ïîëíîå îïèñàíèå èíâàðèàíòîâ Òàòòà.

Ïðèìåð 0.55.1 (ñëîæíîñòü ãðàôà). Ïðèâåäåì åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð W -
ôóíêöèè. Îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà Γ íàçûâàåòñÿ ïîääåðåâî â íåì, ñîäåð-
æàùåå âñå âåðøèíû ãðàôà Γ. Ñëîæíîñòüþ ãðàôà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî îñòîâ-
íûõ äåðåâüåâ â íåì. Îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ãðàôà Γ ÷åðåç C(Γ). Î÷åâèäíî,
÷òî ñëîæíîñòü íåñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíà íóëþ. Ñëîæíîñòü ãðàôà óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Òàòòà (56). Äåéñòâèòåëüíî, âñå îñòîâíûå äåðåâüÿ â
ãðàôå Γ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàññà: íå ñîäåðæàùèå äàííîå ðåáðî e è ñîäåð-
æàùèå ýòî ðåáðî. Îñòîâíûå äåðåâüÿ ïåðâîãî òèïà íàõîäÿòñÿ â åñòåñòâåí-
íîì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îñòîâíûìè äåðåâüÿìè ãðàôà Γ′

e,
à îñòîâíûå äåðåâüÿ âòîðîãî òèïà � â åñòåñòâåííîì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñ îñòîâíûìè äåðåâüÿìè ãðàôà Γ′′

e .
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r r r r r+ = r r r r r r r r+ + +

|| ||

||r r r +2 r r+ r r r+ + r
Ðèñ. 35: Ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðîùåíèÿ ãðàôà ñ ïîìîùüþ ñîîò-
íîøåíèé Òàòòà

0.56 Òåîðåìà Òàòòà

Îáà ãðàôà â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ Òàòòà �ïðîùå� ãðàôà â åãî ëåâîé
÷àñòè: â íèõ ìåíüøå çâåíüåâ. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå Òàòòà ïîñëå-
äîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñâåñòè âû÷èñëåíèå ëþáîéW -ôóíêöèè ê åå âû÷èñëå-
íèþ íà ãðàôàõ áåç çâåíüåâ. Òàêîå âû÷èñëåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê çàìåíó
ëþáîãî ãðàôà ôîðìàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãðàôîâ áåç çâåíüåâ ñ öå-
ëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Âñÿêèé ãðàô áåç çâåíüåâ ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì îäíîâåð-
øèííûõ ãðàôîâ ñ íåñêîëüêèìè ïåòëÿìè. Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ W -ôóíêöèè
äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü åå íà òàêèõ ãðàôàõ. Äëÿ çàäàíèÿ V -ôóíêöèè äî-
ñòàòî÷íî îïðåäåëèòü åå íà îäíîâåðøèííûõ ãðàôàõ ñ ïðîèçâîëüíûì êî-
ëè÷åñòâîì ïåòåëü: íà íåñâÿçíûõ îáúåäèíåíèÿõ òàêèõ ãðàôîâ çíà÷åíèå V -
ôóíêöèè áóäåò ïðîèçâåäåíèåì åå çíà÷åíèé íà ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ.

Ïðèìåð 0.56.1. Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-
âèÿìè (56), (57) è òåì, ÷òî íà îäíîâåðøèííîì ãðàôå áåç ïåòåëü îí ðàâåí c,
à íà îäíîâåðøèííîì ãðàôå ñ îäíîé è áîëåå ïåòëåé îí ðàâåí íóëþ.

Ñëîæíîñòü ãðàôà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (56) è òåì, ÷òî îíà
ðàâíà 1 íà ëþáîì îäíîâåðøèííîì ãðàôå è 0 íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè äâóõ
è áîëåå îäíîâåðøèííûõ ãðàôîâ.

Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ïîýòîìó èìååò ñëåäóþùèé âîïðîñ: âåðíî ëè,
÷òî W -ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå íà íåñâÿçíîì îáúåäè-
íåíèè îäíîâåðøèííûõ ãðàôîâ (ñîîòâåòñòâåííî, âåðíî ëè ÷òî V -ôóíêöèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå íà îäíîâåðøèííûõ ãðàôàõ). Äðóãèìè
ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðîùåíèé ãðàôà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
Òàòòà âñåãäà ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàôîâ áåç çâåíüåâ. Îäíàêî
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîãî � âåðíî ëè, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò
âûáðàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 35 åñòü äâå ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè âû-
áðàòü ðåáðî, îäíàêî óæå íà ñëåäóþùåì øàãå ìû ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðè-
õîäèì ê ðàâíûì ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì ãðàôîâ. Âåðíî ëè, ÷òî òàê áóäåò
âñåãäà? Òåîðåìà Òàòòà äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 0.56.2 (Òàòò). Äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé íà ãðàôàõ áåç çâåíüåâ
(ñîîòâ., íà îäíîâåðøèííûõ ãðàôàõ) ñóùåñòâóåò W -ôóíêöèÿ (ñîîòâ., V -
ôóíêöèÿ), ïðèíèìàþùàÿ òàêèå çíà÷åíèÿ.



0.57 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà 149

Êàê ìû óæå âèäåëè ðàíüøå, òàêàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà.

0.57 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Òàòòà ëåæèò ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîé
V -ôóíêöèè. Òàê ìû íàçûâàåì V -ôóíêöèþ ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå ìíîãî-
÷ëåíîâ Z[s0, s1, . . . ] îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, òàêóþ, ÷òî ëþáóþ
äðóãóþ V -ôóíêöèþ ñî çíà÷åíèåì â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå K ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ si ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòîâ êîëüöà K.
Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòàìè êîëüöà Z[s0, s1, . . . ] ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ñóììû
ìîíîìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ si ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàçîâåì îñòîâ-
íûì ïîäãðàôîì ãðàôà âñÿêèé åãî ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå åãî âåðøèíû.
Òåì ñàìûì, ó êàæäîãî ãðàôà Γ ðîâíî 2|E(Γ)| îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ � ïî
÷èñëó ïîäìíîæåñòâ â ìíîæåñòâå ðåáåð. Ïîëîæèì

UΓ(s0, s1, . . . ) =
∑

E′⊂E(Γ)

s
i0(Γ(E

′))
0 s

i1(Γ(E
′))

1 . . . . (58)

Â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì E′

ìíîæåñòâà ðåáåð E(Γ); ÷åðåç Γ(E′) îáîçíà÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé îñòîâíûé
ïîäãðàô, à im(Γ(E′)) � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â Γ(E′) ñ öèêëîìàòè÷å-
ñêèì ÷èñëîì im (ò.å., i0(Γ(E

′)) � ÷èñëî äåðåâüåâ ñðåäè ñâÿçíûõ êîìïîíåíò,
i1(Γ(E

′)) � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñ îäíèì ïðîñòûì öèêëîì è ò.ä.).

Ëåììà 0.57.1. Ôóíêöèÿ UΓ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Òàòòà, ò.å.

UΓ = UΓ′
e
+ UΓ′′

e

äëÿ ëþáîãî ãðàôà Γ è ëþáîãî çâåíà e â íåì.

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ëåììó, ïîñìîòðèì, ÷òî îçíà÷àåò íà ïðàêòèêå
âû÷èñëåíèå ôóíêöèè UΓ.

Ïðèìåð 0.57.2. Ïóñòü Γ = C3 � ãðàô-òðåóãîëüíèê. Òîãäà ó íåãî 23 = 8
îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ. Ïîäãðàô ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåáåð ñîäåðæèò òðè
êîìïîíåíòû, êàæäàÿ ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 0, ïîýòîìó åãî âêëàä â
ôóíêöèþ UC3 ðàâåí s

3
0. Êàæäûé èç òðåõ ïîäãðàôîâ ñ îäíèì ðåáðîì ñîäåð-

æèò äâå êîìïîíåíòû, îáå ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 0. Èõ îáùèé âêëàä
ðàâåí ïîýòîìó 3s20. Àíàëîãè÷íî, âêëàä òðåõ äâóõðåáåðíûõ ïîäãðàôîâ ðà-
âåí 3s0. Íàêîíåö, ñàì ãðàô C3 ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñ
öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 1, ïîýòîìó åãî âêëàä ðàâåí s1. Òàêèì îáðàçîì,

UC3 = s30 + 3s20 + 3s0 + s1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 0.57.1 Ôèêñèðóåì ãðàô Γ è çâåíî e â íåì.
Îñòîâíûå ïîäãðàôû ãðàôà Γ, íå ñîäåðæàùèå ðåáðî e, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îñòîâíûìè ïîäãðàôàìè ãðàôà Γ′

e. Ïðè ýòîì ñî-
îòâåòñòâèè ïîäãðàôû èçîìîðôíû, à çíà÷èò ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ
i0, i1, . . . ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îñòîâíûå ïîäãðàôû ãðàôà Γ, ñîäåð-
æàùèå ðåáðî e, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îñòîâ-
íûìè ïîäãðàôàìè ãðàôà Γ′′

e . Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè â êàæäîì îñòîâíîì
ïîäãðàôå â Γ′′

e ñæèìàåòñÿ îäíî ðåáðî, ÷òî íå ìåíÿåò íàáîðà öèêëîìàòè÷å-
ñêèõ ÷èñåë åãî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì si ìû
ìîæåì ïðåâðàòèòü U â V -ôóíêöèþ ñ ëþáûìè íàïåðåä çàäàííûìè çíà÷åíè-
ÿìè íà îäíîâåðøèííûõ ãðàôàõ áåç ðåáåð. Îáîçíà÷èì îäíîâåðøèííûé ãðàô
ñ n ïåòëÿìè ÷åðåç Xn. Âûïèøåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U íà Xn. Èìååì

U(X0) = s0, U(X1) = s0 + s1, U(X2) = s0 + 2s1 + s2;

âîîáùå

U(Xn) =

n∑
j=0

(
n

j

)
sj .

Äåéñòâèòåëüíî, â ãðàôåXn èìååòñÿ 2n îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ � ïî ÷èñëó ïîä-
ìíîæåñòâ â ìíîæåñòâå ïåòåëü. Âñå ýòè ïîäãðàôû ñâÿçíû. ×èñëî îñòîâíûõ
ïîäãðàôîâ èç k ïåòåëü ðàâíî

(
n
k

)
, è åãî öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî k.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ìû ìîæåì âûðàçèòü si:

s0 = U(X0), s1 = U(X1)− U(X0), . . . , sn = (−1)n
n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
U(Xj), . . . .

Òåì ñàìûì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà çíà÷åíèé U(Xj) = tj , ìû ìîæåì
âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ si, à çíà÷èò è çíà÷åíèå ôóíêöèè U íà ïðîèçâîëüíîì
ãðàôå, ïîëîæèâ

si = (−1)i
i∑

j=0

(−1)j
(
i

j

)
tj .

Òåîðåìà Òàòòà äîêàçàíà.

Ïðîâåðèì ïðîâåäåííîå âûøå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U íà ãðàôå
C3. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ Òàòòà, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

C3 = X3
0 + 3X2

0 + 2X0 +X1.

Îòñþäà

UC3 = U3
X0

+3U2
X0

+2UX0 +UX1 = s30+3s20+2s0+s1+s0 = s30+3s20+3s0+s1

â ñîãëàñèè ñ íàøèìè ïðåäûäóùèìè âû÷èñëåíèÿìè.
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0.58 Íîâûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Òàòòà

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà îçíà÷àþò, ÷òî èíâàðèàíò Òàòòà ìîæíî
çàäàòü, ëèáî ïîäñòàâèâ â óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ UΓ ïðîèçâîëüíûå çíà÷å-
íèÿ âìåñòî ïàðàìåòðîâ si, ëèáî óêàçàâ çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòà íà ãðàôàõ Xn,
� ëþáîé èç ýòèõ íàáîðîâ çíà÷åíèé îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãîé.
Âîò ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïîäñòàíîâêàõ.

Ïðèìåð 0.58.1 (ðåáðà). Åñëè ìû ïîëîæèì â óíèâåðñàëüíîì èíâàðèàíòå U
âñå si = 1, òî ïîëó÷èì V -ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ íà ãðàôå Γ çíà÷åíèå
2|E(Γ)|.

Ïðèìåð 0.58.2 (äèõðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è äèõðîìàò). Äèõðîìàòè÷åñ-
êèé ìíîãî÷ëåí QΓ(t, z) çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ, è îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòà-
íîâêîé sk = tzk â óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò Òàòòà. Êàê íåòðóäíî âèäåòü,
çíà÷åíèå äèõðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ãðàôå Xn ðàâíî

QXn(t, z) = t(1 + z)n,

è ýòè ðàâåíñòâà òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü åãî îïðåäåëåíèåì.
Ïîäñòàíîâêà t = −c, z = −1 ïðåâðàùàåò äèõðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí â

õðîìàòè÷åñêèé.
Äèõðîìàò ãðàôà Γ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

χΓ(x, y) = (x− 1)−b0(Γ)QΓ(x− 1, y − 1),

èëè
χΓ(x, y) = (x− 1)−b0(Γ)

∑
E′⊂E(Γ)

(x− 1)b0(E
′)(y − 1)b1(E

′).

Ïðèìåð 0.58.3 (ïîòîêîâûé ìíîãî÷ëåí). Ïîäñòàíîâêà z = −m, t = −1 ïðå-
âðàùàåò äèõðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí â ïîòîêîâûé, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç FΓ(m):

FΓ(m) = QΓ(−1,−m).

Îáúÿñíèì ïðè÷èíó òàêîãî íàçâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zm ãðóïïó âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ m. Öåïüþ íàä Zm â ãðàôå Γ íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ðåáåð ãðàôà Γ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Zm, ò.å. ýëåìåíò ãðóïïû
ZE(Γ)
m . Îðèåíòèðóåì ðåáðà ãðàôà Γ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Òîãäà ãðàíè-

öåé öåïè íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåðøèí ãðàôà Γ,
â êîòîðîé êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîé âåðøèíå ðàâåí ñóììå êîýôôèöèåíòîâ
öåïè âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð ìèíóñ ñóììà êîýôôèöèåíòîâ âûõîäÿùèõ ðåáåð.
Öåïü íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè ó íåå íóëåâàÿ ãðàíèöà (ò.å. êîýôôèöèåíòû
ãðàíèöû ïðè êàæäîé âåðøèíå ðàâíû íóëþ). Ïîíÿòèå ýéëåðîâà ïîäãðàôà
ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì öèêëà íàä Z2. Ïðè ýòîì âûáîð îðèåíòàöèè ãðàôà íå
âàæåí, òàê êàê â ãðóïïå Z2 âñÿêèé ýëåìåíò ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ïðîòèâîïî-
ëîæíûì.

Íàïðèìåð, ãðàô èç äâóõ âåðøèí, ñîåäèíåííûõ äâóìÿ ðåáðàìè, äîïóñ-
êàåò äâå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ öåïè èìåþò
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âèä a1e1 + a2e2, ãäå ñèìâîëàìè e1, e2 îáîçíà÷åíû (îðèåíòèðîâàííûå) ðåáðà
ãðàôà, à a1, a2 ∈ Zm. Ãðàíèöà òàêîé öåïè ðàâíà ñóììå âåðøèí, âçÿòûõ ñ
êîýôôèöèåíòàìè a1 + a2,−(a1 + a2) â ñëó÷àå, åñëè ðåáðà îðèåíòèðîâàíû
îäèíàêîâî, è ñ êîýôôèöèåíòàìè a1−a2, a2−a1, åñëè îðèåíòàöèè ðåáåð ïðî-
òèâîïîëîæíû. Åñëè îáà ðåáðà îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî, òî öèêëû èìåþò
âèä ae1 − ae2, à åñëè îðèåíòàöèÿ ðåáåð ïðîòèâîïîëîæíà, òî öèêëû èìåþò
âèä ae1 + ae2.

Óòâåðæäåíèå 0.58.4. Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà FΓ(m) ïðè öåëîì m ≥ 2 ðàâíî
÷èñëó âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ íàä Zm â ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè ðåáåð
ãðàôà Γ, óìíîæåííîìó íà (−1)b1(Γ)+1.

Âñþäó íåíóëåâîé öèêë ìîæíî ïîíèìàòü êàê �ïîòîê� â ãðàôå, à åãî êîýô-
ôèöèåíòû ïðè ðåáðàõ êàê �âåëè÷èíó òîêà� âäîëü íàïðàâëåíèÿ ýòîãî ðåáðà,
÷òî è îáúÿñíÿåò íàçâàíèå èíâàðèàíòà. Ïðè ýòîì ñóììàðíûé ïîòîê ÷åðåç
ëþáóþ âåðøèíó ðàâåí íóëþ, ò.å. âåðøèíà íå ÿâëÿåòñÿ íè èñòî÷íèêîì, íè
ñòîêîì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ÷èñëî âñþ-
äó íåíóëåâûõ öèêëîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè ãðàôà: ÷òîáû ïðå-
âðàòèòü öèêë â íåêîòîðîé îðèåíòàöèè â öèêë îòíîñèòåëüíî äðóãîé îðèåí-
òàöèè, îòëè÷àþùåéñÿ îò ïåðâîé îðèåíòàöèåé íåêîòîðûõ ðåáåð, äîñòàòî÷íî
ïîìåíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ ðåáðàõ íà ïðîòèâîïîëîæíûå. ßñíî, ÷òî
òàêàÿ îïåðàöèÿ çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, êàê íà ìíîæå-
ñòâàõ öèêëîâ, òàê è íà ìíîæåñòâàõ âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ÷èñëî âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ íàä Zm, óìíîæåí-
íîå íà (−1)b1(Γ), ÿâëÿåòñÿ V -ôóíêöèåé. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ÷èñëà âñþäó
íåíóëåâûõ öèêëîâ î÷åâèäíà. Óìíîæåíèå íà (−1)b1(Γ) íå ìåíÿåò ýòîãî ñâîé-
ñòâà, ïîñêîëüêó ïðè íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè ãðàôîâ èõ öèêëîìàòè÷åñêèå
÷èñëà ñêëàäûâàþòñÿ.

Ôèêñèðóåì ãðàô Γ, îðèåíòàöèþ â íåì è ðåáðî e ∈ Γ. Äëÿ ïðîâåðêè
ñîîòíîøåíèÿ Òàòòà çàìåòèì, ÷òî âñÿêîìó âñþäó íåíóëåâîìó öèêëó â ãðàôå
Γ′′
e ìîæíî ñîïîñòàâèòü öèêë â ãðàôå Γ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì öåïü

â Γ, îòâå÷àþùóþ âûáðàííîìó öèêëó â Γ′′
e , è äîñòðîèì åå äî öèêëà. Äëÿ

ýòîãî íóæíî ïðèïèñàòü ðåáðó e â Γ êîýôôèöèåíò, ðàâíûé, ñ òî÷íîñòüþ äî
çíàêà, çíà÷åíèþ êîýôôèöèåíòà ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîé öåïè â ëþáîé
èç âåðøèí, èíöèäåíòíûõ ðåáðó e. Ýòè äâà çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ çíàêîì,
è âûáðàííûé êîýôôèöèåíò çàâèñèò îò âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ ðåáðà e.
Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, îäíàêî, ÷òî ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíò
ðàâåí íóëþ. Òàêîå ïðîèñõîäèò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà öèêë â
Γ′′
e çàäàåò öèêë â Γ′

e. Òåì ñàìûì, ÷èñëî âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ â Γ ðàâíî
ðàçíîñòè ÷èñëà âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ â Γ′′

e è Γ′
e. Öèêëîìàòè÷åñêèå ÷èñëà

ãðàôîâ Γ è Γ′′
e ñîâïàäàþò, à öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà Γ′

e ìåíüøå èõ
íà åäèíèöó. Ïîýòîìó ïîñëå óìíîæåíèÿ ÷èñëà âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ íà
(−1)b1(Γ) ïîëó÷àåì ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ Òàòòà.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü åå ñîâïàäåíèå ñ ôóíêöèåé F íà ãðàôàõ Xn. Íî ìû
çíàåì, ÷òî

FXn(m) = −(1−m)n,
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÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ íà (−1)b1(V (Γ))+1 = (−1)n+1 â òî÷íîñòè ðàâíî (m−1)n

� ÷èñëó âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ âXn íàä Zm (ïîñêîëüêó ëþáàÿ ðàññòàíîâ-
êà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Zm íà ïåòëÿõ ãðàôà Xn ÿâëÿåòñÿ öèêëîì),
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðèìåð 0.58.5 (ýéëåðîâîñòü). Âîò V -ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Z2, âûäå-
ëÿþùàÿ ýéëåðîâû ãðàôû (íàïîìíèì, ãðàô íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì, åñëè ó
âñåõ åãî âåðøèí ÷åòíûå âàëåíòíîñòè). Ïîëîæèì çíà÷åíèå V -ôóíêöèè ε ðàâ-
íûì 1 íà âñåõ ãðàôàõ Xn. Òîãäà çíà÷åíèå òàêîé ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì
ýéëåðîâîì ãðàôå Γ ðàâíî 1, à íà íåýéëåðîâîì ãðàôå � íóëþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
òàêàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Òàòòà. Ýéëåðîâîñòü ãðàôà ÿâ-
ëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé � îíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñòÿãèâàíèè
ðåáðà. Ïîýòîìó åñëè ãðàô Γ ýéëåðîâ, òî ãðàô Γ′′

e òîæå ýéëåðîâ äëÿ ëþáîãî
ðåáðà e ∈ E(Γ), à ãðàô Γ′

e íåýéëåðîâ � â íåì âàëåíòíîñòè äâóõ âåðøèí
ìåíÿþòñÿ íà 1. Åñëè æå ãðàô Γ íåýéëåðîâ, ïðè÷åì â íåì åñòü âåðøèíà
íå÷åòíîé âàëåíòíîñòè íå íà êîíöàõ ðåáðà e, òî è îáà ãðàôà Γ′

e è Γ′′
e íåýé-

ëåðîâû. Åñëè æå íå÷åòíóþ âàëåíòíîñòü èìåþò ëèøü îáà êîíöà ðåáðà e, òî
îáà ãðàôà Γ′

e è Γ′′
e ýéëåðîâû. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ

ε(Γ) = ε(Γ′
e) + ε(Γ′′

e ).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýéëåðîâîñòü ãðàôà ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âñþäó íåíó-
ëåâûõ öèêëîâ â íåì ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå Z2. Äåéñòâèòåëüíî, åäèí-
ñòâåííûé ñïîñîá ïðèïèñàòü âñåì ðåáðàì ãðàôà íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ â Z2

ñîñòîèò â òîì. ÷òîáû ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ðåáðó çíà÷åíèå 1. Â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷èì öèêë â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â êàæäîé âåðøèíå ñõî-
äèòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð, ò.å. åñëè íàø ãðàô � ýéëåðîâ. Òåì ñàìûì, ýòîò
ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäûäóùåãî.
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Çàäà÷à 0.167. Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, íàéäèòå χCn(c) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
öèêëà äëèíû n.

Çàäà÷à 0.168. Ïóñòü Γ � ãðàô. Äîêàæèòå, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ãðàôà, ïîëó÷åííîãî èç Γ äîáàâëåíèåì îäíîé âåðøèíû, ñîåäèíåííîé ñ îäíîé
èç åãî âåðøèí, ïîëó÷àåòñÿ èç õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ãðàôà Γ óìíîæå-
íèåì íà c− 1.

Çàäà÷à 0.169. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 0.52.2, ïîäñ÷èòàéòå çíà÷åíèÿ õðîìàòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè äëÿ à) äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ; á) òðèàíãóëÿöèé (ò.å. öèêëîâ,
â êîòîðûõ ïðîâåäåíû �ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãîíàëè�, ðàçáèâàþùèå
èõ íà òðåóãîëüíèêè, ñì. ðèñ. 36. Ïîêàæèòå, â ÷àñòíîñòè, ÷òî õðîìàòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ îäèíàêîâà äëÿ âñåõ äåðåâüåâ è äëÿ âñåõ òðèàíãóëÿöèé íà äàííîì
÷èñëå âåðøèí, à çíà÷èò, íå ðàçëè÷àåò ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå ãðàôû ýòèõ
òèïîâ.

Çàäà÷à 0.170. Äîêàæèòå, ÷òî âòîðîé êîýôôèöèåíò õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà χΓ(c) ãðàôà Γ ñ n âåðøèíàìè (êîýôôèöèåíò ïðè cn−1) ðàâåí ÷èñëó
ðåáåð â Γ, âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ.

Çàäà÷à 0.171. Äîêàæèòå, ÷òî çíàêè êîýôôèöèåíòîâ õðîìàòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ÷åðåäóþòñÿ � êîýôôèöèåíò ïðè ck èìååò çíàê (−1)n−k èëè ðàâåí
íóëþ.

Çàäà÷à 0.172. Äàéòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà, îñíîâàííîå íà òîì, ÷òî
îïåðàöèè óäàëåíèÿ/ñòÿãèâàíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ çâåíüåâ â ãðàôå êîììóòè-
ðóþò ìåæäó ñîáîé.

Çàäà÷à 0.173. Îðèåíòàöèåé ãðàôà íàçûâàåòñÿ âûáîð íàïðàâëåíèé ðåáåð â
íåì. Îðèåíòàöèÿ íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â ãðàôå îòñóòñòâóþò öèê-
ëû, èäóùèå â íàïðàâëåíèè îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòàöèé ãðàôà ðàâíî |χΓ(−1)| � ìîäóëþ çíà÷åíèÿ õðîìà-
òè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå −1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ è íà ãðàôû ñ êðàòíûìè ðåáðàìè è ïåòëÿìè.

Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà A2 = K2 èìååì χA2(−1) = 2, è äåéñòâèòåëüíî, îáå
âîçìîæíûå îðèåíòàöèè îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè. Â ñâîþ î÷åðåäü,
χK3(−1) = −6, è èç âîñüìè âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé òðåóãîëüíèêà ðîâíî
äâå íå ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóéòåñü òåì,
÷òî êîëè÷åñòâî àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòàöèé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Òàò-
òà (ïðåäâàðèòåëüíî äîêàçàâ ýòîò ôàêò).
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Çàäà÷à 0.174. Ïîäñ÷èòàéòå ïåðâîå ÷èñëî Áåòòè à) äëÿ äåðåâüåâ; á) äëÿ öèê-
ëîâ Cn; â) äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ Kn; ã) äëÿ òðèàíãóëÿöèé.

Çàäà÷à 0.175. Âû÷èñëèòå ìíîãî÷ëåí Ïåíðîóçà äëÿ âñåõ ãðàôîâ ñ íå áîëåå,
÷åì 4 âåðøèíàìè.

Çàäà÷à 0.176. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Ïåíðîóçà ñâÿçíîãî ãðàôà, â êî-
òîðîì åñòü ïåðåøååê (ðåáðî, ïðè âûêèäûâàíèè êîòîðîãî ãðàô ñòàíîâèòñÿ
íåñâÿçíûì) ðàâåí íóëþ.

Çàäà÷à 0.177. Âû÷èñëèòå ñëîæíîñòü ãðàôîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ê èçó÷àâøèì-
ñÿ íàìè ðàíåå òèïàì. Êàêîâà ñëîæíîñòü ãðàôà ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì
1, ñîäåðæàùåãî åäèíñòâåííûé ïðîñòîé öèêë äëèíû n?

Çàäà÷à 0.178. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëîæíîñòü ãðàôà íå ìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè
èç íåãî è äîáàâëåíèè ê íåìó ïåòåëü.

Çàäà÷à 0.179. Ïîíÿòèå öèêëà íàä ãðóïïîé Zm ìîæíî îáîáùèòü íà ïðîèç-
âîëüíûå àáåëåâû ãðóïïû. Äîêàæèòå, ÷òî ïîòîêîâûé ìíîãî÷ëåí ïåðå÷èñëÿåò
íå òîëüêî âñþäó íåíóëåâûå öèêëû íàä Zm, íî è âñþäó íåíóëåâûå öèêëû íàä
ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ñ m ýëåìåíòàìè.

Çàäà÷à 0.180. Îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà Γ íà 2n âåðøèíàõ íàçûâàåòñÿ ñîâåð-
øåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì, èëè 1-ôàêòîðîì, åñëè îí ñîñòîèò èç n ðåáåð áåç
îáùèõ êîíöîâ. Íàïðèìåð, â êâàäðàòå C4 äâà ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèÿ,
à â ïîëíîì ãðàôå K4 èõ òðè. Ðàññìîòðèì V -ôóíêöèþ, çíà÷åíèå êîòîðîé íà
ãðàôå Xn ðàâíî

(−1)n+1

2
(3n + 1).

Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ýòîé V -ôóíêöèè íà âñÿêîì êóáè÷åñêîì ãðàôå (ò.å.,
íà ãðàôå, âàëåíòíîñòè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû òðåì) ðàâíî ÷èñëó ñî-
âåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â íåì.

Ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ êóáè÷åñêîãî ãðàôà K4 � ïîëíîãî ãðàôà
íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ. Çíà÷åíèå óíèâåðñàëüíîãî èíâàðèàíòà U íà òàêîì
ãðàôå ðàâíî

UK4 = s40 + 6s30 + 15s20 + 4s0s1 + 16s0 + 15s1 + 6s2 + s3.

Åãî íåñëîæíî âû÷èñëèòü áëàãîäàðÿ âûñîêîé ñòåïåíè ñèììåòðèè ãðàôà K4.
Íàïðèìåð, â ìíîæåñòâå åãî ðåáåð èìååòñÿ

(
6
3

)
= 20 òðåõðåáåðíûõ ïîäìíî-

æåñòâ. ×åòûðå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ ñîñòàâëÿþò òðå-
óãîëüíèê C3, îáúåäèíåííûé ñ îòäåëüíîé âåðøèíîé, îñòàëüíûå 16 ñîñòî-
ÿò èç òðåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 0. Òàêèì îá-
ðàçîì, âêëàä òðåõðåáåðíûõ ïîäãðàôîâ â óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò ðàâåí
4s0s1 + 16s30. Âû÷èñëåíèå îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ åùå ïðîùå.

Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèÿìè äëÿ sn

s0 = t0, s1 = t1 − t0,
s2 = t2 − 2t1 + t0, s3 = t3 − 3t2 + 3t1 − t0,
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÷åðåç çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ ãðàôàõ è èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè

t0 = −1, t1 = 2, t2 = −5, t3 = 14,

ïîëó÷àåì
s0 = −1, s1 = 3, s2 = −10, s3 = 36.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò äàåò 3, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü.

Çàäà÷à 0.181. Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â à) öåïî÷-
êàõ An; á) öèêëàõ Cn; â) ïîëíûõ ãðàôàõ Kn.

Çàäà÷à 0.182. Íàéäèòå âñå ãðàôû ñ øåñòüþ âåðøèíàìè, èìåþùèå 6 ñîâåð-
øåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Çàäà÷à 0.183. Ñîñòàâüòå òàáëèöó, â êîòîðîé äëÿ âñåõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ ≤ 5
âåðøèíàìè óêàçàíû çíà÷åíèÿ âñåõ ââåäåííûõ âûøå èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ.



Àëãåáðà Õîïôà ãðàôîâ

Ïðè îáñóæäåíèè òåíåâîãî èñ÷èñëåíèÿ ìû âûÿñíèëè, ÷òî îíî òåñíî ñâÿçàíî
ñî ñòðóêòóðîé ãðàäóèðîâàííîé êîàëãåáðû íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îò
îäíîé ïåðåìåííîé. Ýòà ñòðóêòóðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
è íà ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Â ýòîé ãëàâå ìû
ïðèâîäèì åùå îäèí ïðèìåð êîàëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû � íà ïðîñòðàí-
ñòâå ãðàôîâ. Êîàëãåáðà ãðàôîâ òàêæå ãðàäóèðîâàíà � ÷èñëîì âåðøèí â
ãðàôå. Äîáàâèâ ê êîóìíîæåíèþ óìíîæåíèå, ïîðîæäåííîå íåñâÿçíûì îáú-
åäèíåíèåì ãðàôîâ, ìû ïîëó÷àåì íà ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ ñòðóêòóðó áèàë-
ãåáðû. Ñâîéñòâà ìíîãèõ èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ òåñíî ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì ýòîé
ñòðóêòóðû.

0.60 Àëãåáðà Õîïôà ãðàôîâ

0.60.1 Ñòðóêòóðà àëãåáðû

Áîëüøèíñòâî èç ðàññìàòðèâàâøèõñÿ íàìè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ èíâàðèàí-
òîâ ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè: èõ çíà÷åíèå íà íåñâÿçíîì îáú-
åäèíåíèè ãðàôîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ çíà÷åíèé íà êàæäîì èç îáúåäè-
íÿåìûõ ãðàôîâ. Òîò ôàêò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ïðèñóùå áîëüøîìó êîëè÷åñòâó
èíòåðåñíûõ èíâàðèàíòîâ, íàâåë Òàòòà íà ìûñëü ðàññìàòðèâàòü íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå ãðàôîâ êàê óìíîæåíèå â êîëüöå, à ìóëüòèïëèêàòèâíûå èíâà-
ðèàíòû � êàê ãîìîìîðôèçì êîëåö. Èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà ÿçûêà ìû
áóäåì áðàòü â êà÷åñòâå áàçîâîãî êîëüöà ïîëå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (à íå
êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z) è ãîâîðèòü îá àëãåáðå ãðàôîâ íàä ïîëåì C.

Îïðåäåëåíèå 0.60.1. Àëãåáðîé ãðàôîâ G íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ àë-
ãåáðà ñ åäèíèöåé íàä C, ïîðîæäåííàÿ êàê àëãåáðà ïðîñòûìè ñâÿçíûìè ãðà-
ôàìè, óìíîæåíèå îáðàçóþùèõ â êîòîðîé çàäàåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì
ãðàôîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòîé ãðàô íå ñîäåðæèò ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð.

Ïðèìåð 0.60.2. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü òàêîé ýëåìåíò àëãåáðû
G:

g = 15 + 7πK4 − (2− e)C5C6 +
3

4
C3

4 −K12; (59)

157
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Çäåñü 15 � êîýôôèöèåíò ïðè ïóñòîì ãðàôå, ÷åðåç K4 îáîçíà÷åí ïîëíûé
ãðàô íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ, C5C6 � ãðàô, ïîëó÷åííûé íåñâÿçíûì îáúåäè-
íåíèåì öèêëà íà ïÿòè âåðøèíàõ è öèêëà íà 6 âåðøèíàõ, C3

4 � ãðàô, ïîëó-
÷åííûé íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì òðåõ öèêëîâ íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ, K12 �
ïîëíûé ãðàô íà 12 âåðøèíàõ. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, íàì ðåäêî ïðèäåòñÿ
ñòàëêèâàòüñÿ ñ èððàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â àëãåáðå G ñîäåðæàòñÿ êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Gn, ïîðîæäåí-
íûå ãðàôàìè ñ n âåðøèíàìè (â êà÷åñòâå G0 ìû áåðåì ñàìî ïîëå C � îäíî-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ïóñòûì ãðàôîì). Èõ ðàçìåðíîñòü ðàâíà
÷èñëó (êàê ñâÿçíûõ, òàê è íåñâÿçíûõ) ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè. Ïðè ìàëûõ
n åå ëåãêî âû÷èñëèòü. Íàïðèìåð, dimG1 = 1, dimG2 = 2, dimG3 = 4. Îäíà-
êî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ýòî âû÷èñëåíèå ñòàíîâèòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé.
Ïðîñòðàíñòâà Gn íå ïðîñòî ñîäåðæàòñÿ â G; âñå ïðîñòðàíñòâî G ðàñêëàäû-
âàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

G = G0 ⊕ G1 ⊕ G2 ⊕ . . . . (60)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ñóììû

g = g0 + g1 + g2 + . . . ,

ãäå gi ∈ Gi, è ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè îòëè÷íî îò
íóëÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ýëåìåíòà g, çàäàííîãî ðàâåíñòâîì (59), èìååì g0 = 15,
g4 = 7πK4, g11 = −(2− e)C5C6, g12 = 3

4C
3
4 −K12, à âñå îñòàëüíûå gi ðàâíû

íóëþ.
Óìíîæåíèå â G óñòðîåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç

Gk è Gl ëåæèò â Gk+l. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçëîæåíèå (60) ÿâëÿåòñÿ ãðàäóè-
ðîâêîé àëãåáðû G, à óìíîæåíèå ñîãëàñîâàíî ñ ýòîé ãðàäóèðîâêîé. Ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ áóêâîé m èëè, êàê îáû÷íî, ïðîñòî çàïè-
ñûâàòü ñîìíîæèòåëè ïîäðÿä. Ïðàâèëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
áèëèíåéíûì ãðàäóèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì òåíçîðíîãî êâàäðàòà àëãåáðû
â ñàìó àëãåáðó:

m : G ⊗ G → G; m : Gk ⊗ Gl → Gk+l.

Ðîëü åäèíèöû àëãåáðû G èãðàåò ïóñòîé ãðàô. Åäèíèöó ìîæíî ïîíèìàòü
êàê ãîìîìîðôèçì e : G → C, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íà G0 è
îòîáðàæàåò â íóëü âñå Gi ïðè i > 0; ýòîò ãîìîìîðôèçì ñîïîñòàâëÿåò ëþáîìó
ýëåìåíòó â G êîýôôèöèåíò ïðè ïóñòîì ãðàôå â ýòîì ýëåìåíòå.

0.60.2 Ñòðóêòóðà êîàëãåáðû

Ïîíÿòèÿ êîàëãåáðû, áèàëãåáðû è àëãåáðû Õîïôà âîçíèêëè â òîïîëîãèè.
Îíè óæå ïîÿâëÿëèñü ó íàñ â òåíåâîì èñ÷èñëåíèè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì
êîàëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ. Åñòåñòâåííàÿ ñòðóê-
òóðà êîàëãåáðû âîçíèêàåò íà ïðîñòðàíñòâå, äâîéñòâåííîì ê ïðîèçâîëüíîé
àëãåáðå. Åñëè A � àëãåáðà, òî íà äâîéñòâåííîì ê íåé ïðîñòðàíñòâå A∗ (ò.å.
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íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ A → C) èìååòñÿ êîóìíîæåíèå.
Ýòî îïåðàöèÿ

µ : A∗ → A∗ ⊗A∗,

çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ(f)(a⊗ b) = f(m(a, b))

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ A∗ è ëþáûõ a, b ∈ A. Î÷åâèäíî, ÷òî êîóìíîæåíèå
ëèíåéíî. Åñëè ïðè ýòîì àëãåáðà A ãðàäóèðîâàíà,

A = A0 ⊕A1 ⊕A2 ⊕ . . . ,

òî è àëãåáðà A∗ ãðàäóèðîâàíà:

A∗ = A∗
0 ⊕A∗

1 ⊕A∗
2 ⊕ . . . .

(Â ñëó÷àå, åñëè ãðàäóèðîâêà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, ýòî îïðå-
äåëåíèå òðåáóåò óòî÷íåíèÿ, íî ìû íå áóäåì èì ñåé÷àñ çàíèìàòüñÿ.) Êîóìíî-
æåíèå ñîãëàñîâàíî ñ ãðàäóèðîâêîé äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà:

µ : A∗
n → A∗

0 ⊗A∗
n ⊕A∗

1 ⊗A∗
n−1 ⊕ · · · ⊕A∗

n ⊗A0.

Â òîïîëîãèè îáû÷íî A � àëãåáðà êîãîìîëîãèé íåêîòîðîãî òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Èíîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåæäó àëãåáðîé A è äâîéñòâåííûì ê íåé ïðî-
ñòðàíñòâîì A∗ ìîæíî óñòàíîâèòü åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì. Òàê áûâàåò,
íàïðèìåð, åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, è äëÿ åãî êîãî-
ìîëîãèé èìååò ìåñòî äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó-
÷àåì îäíî ïðîñòðàíñòâî A ñ äâóìÿ ñòðóêòóðàìè � àëãåáðû è êîàëãåáðû,
èëè, êàê ãîâîðÿò, ñî ñòðóêòóðîé áèàëãåáðû. Ïðè ýòîì óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ñòðóêòóðû êîàëãåáðû, à êîóìíîæåíèå � ãîìîìîðôèçìîì
ñòðóêòóðû àëãåáðû, ò.å.,

µ(ab) = µ(a)µ(b)

äëÿ ëþáîé ïàðû a, b ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà A.
Íà àëãåáðå G ñòðóêòóðà êîàëãåáðû çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî êî-

óìíîæåíèÿ. Äëÿ ãðàôà Γ è ïîäìíîæåñòâà J ⊂ V (Γ) åãî âåðøèí îáîçíà÷èì
÷åðåç J(Γ) ïîëíûé ïîäãðàô ãðàôà Γ íà âåðøèíàõ J , ò.å. ïîäãðàô, ìíîæå-
ñòâî âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ J , à ìíîæåñòâî ðåáåð ñîñòîèò èç òåõ ðåáåð
ãðàôà Γ, îáà êîíöà êîòîðûõ ëåæàò â J . Ïîëîæèì

µ(Γ) =
∑

I⊔J=V (Γ)

I(Γ)⊗ J(Γ). (61)

Â ýòîé ñóììå ñòîëüêî ñëàãàåìûõ, ñêîëüêî èìååòñÿ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèå-
íèé ìíîæåñòâà âåðøèí V (Γ) íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà; òåì
ñàìûì, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ðàâíî 2|V (Γ)|. Ïðèìåð êîïðîèçâåäåíèÿ ãðàôà
ïðèâåäåí íà ðèñ. 37.

Êîåäèíèöà çàäàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ε : C → G, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò
èçîìîðôèçì C → G0.
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µ( s s s) = 1⊗ s s s+ 2 s ⊗ s s + s ⊗ s s
+ s s ⊗ s + 2 s s ⊗ s + s s s ⊗ 1

Ðèñ. 37: Êîïðîèçâåäåíèå ãðàôà

Òåîðåìà 0.60.3. Ïðîñòðàíñòâî G ñ ââåäåííûìè íà íåì óìíîæåíèåì m è
êîóìíîæåíèåì µ ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðîé.

Áîëåå òîãî, ýòà áèàëãåáðà êîììóòàòèâíà è êîêîììóòàòèâíà, ãäå êî-
êîììóòàòèâíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: îáðàç µ(g) ëþáîãî ýëå-
ìåíòà g ∈ G ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè G ⊗ G → G ⊗ G,
ïåðåñòàâëÿþùåì ñîìíîæèòåëè â ïðîèçâåäåíèè, x⊗ y 7→ y ⊗ x.

Ïðèìåð 0.60.4 (ïîëíûå ãðàôû è ëåñà). Ïîäàëãåáðà â G, ïîðîæäåííàÿ ïîë-
íûìè ãðàôàìè Ki, i = 1, 2, . . . , âûäåðæèâàåò è êîóìíîæåíèå. Íà ïîëíûõ
ãðàôàõ êîóìíîæåíèå èìååò âèä

µ(Kn) =
n∑
i=0

(
n

i

)
Ki ⊗Kn−i.

Òåì ñàìûì, îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå Kn â s
n, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîð-

ôèçìà èç áèàëãåáðû, ïîðîæäåííîé ïîëíûìè ãðàôàìè, â áèàëãåáðó ìíîãî-
÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äðóãîé ïðèìåð ïîäàëãåáðû â G äàåò ïîäàëãåáðà ëåñîâ � ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ãðàôîâ áåç öèêëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, êîïðîèçâåäåíèå ëåñà ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ëåñîâ.

0.61 Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Íåêîòîðûå ýëåìåíòû â áèàëãåáðå âûãëÿäÿò �ïðîùå� äðóãèõ. Îíè èãðàþò
âàæíóþ ðîëü îáðàçóþùèõ áèàëãåáðû.

Ïðèìåð 0.61.1 (Ïîëèíîìèàëüíàÿ áèàëãåáðà). Îáîáùèì êîíñòðóêöèþ áèàë-
ãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íà ñëó÷àé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
Ðàññìîòðèì àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ C[x1, . . . , xn]. Â íåé ëåã-
êî ââåñòè êîóìíîæåíèå, ïîëîæèâ µ(xl) = 1⊗xl+xl⊗ 1 äëÿ ëþáîé ïåðåìåí-
íîé xl. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîïðîèçâåäåíèå ìîíîìà y1 . . . yk, ãäå êàæäûé èç
ýëåìåíòîâ yi ðàâåí îäíîìó èç xl, ðàâíî

µ(y1 . . . yk) =
∑

I⊔J={1,...,k}

∏
i∈I

yi ⊗
∏
j∈J

yj .

Ïîëèíîìèàëüíàÿ áèàëãåáðà ãðàäóèðîâàíà: îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿ-
ìóþ ñóììó ñâîèõ îäíîðîäíûõ ñîñòàâëÿþùèõ � ïîäïðîñòðàíñòâ îäíîðîäíûõ
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ìíîãî÷ëåíîâ äàííîé ñòåïåíè. Ýòó ãðàäóèðîâêó ìîæíî èçìåíèòü, óêàçàâ âåñ
êàæäîé ïåðåìåííîé. Òîãäà ïîëèíîìèàëüíàÿ áèàëãåáðà ðàñêëàäûâàåòñÿ â
ïðÿìóþ ñóììó ñîñòàâëÿþùèõ, îäíîðîäíûõ îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî âåñà.
Ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì � òðåáóåòñÿ ëèøü,
÷òîáû ÷èñëî ïåðåìåííûõ âåñà íå âûøå N áûëî êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî çíà-
÷åíèÿ N . Â ýòîì ñëó÷àå âñå âçâåøåííûå îäíîðîäíûå ñîñòàâëÿþùèå áóäóò
èìåòü êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 0.61.2. Ýëåìåíò p áèàëãåáðû íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì,
åñëè

µ(p) = 1⊗ p+ p⊗ 1.

Â ÷àñòíîñòè, âñå ïåðåìåííûå xi â ïîëèíîìèàëüíîé áèàëãåáðå ÿâëÿþò-
ñÿ ïðèìèòèâíûìè. Ýòî, îäíàêî, íå åäèíñòâåííûå ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû â
íåé: ëþáîé ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì.
Âîîáùå, ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû áèàëãåáðû îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

Â ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ
òàêæå ãðàäóèðîâàíî,

P = P1 ⊕P2 ⊕ P3 ⊕ . . . ,

ãäå Pi � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè i. Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå íà òî, ÷òî ãðàäóèðîâêà ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíè-
öû, à íå ñ íóëÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî µ(1) = 1⊗1, ïîýòîìó 1, à çíà÷èò è
íèêàêîé äðóãîé ýëåìåíò ñòåïåíè 0, íå ìîæåò áûòü ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì.

Åñëè â êàæäîì ïðèìèòèâíîì ïîäïðîñòðàíñòâå äàííîãî âåñà â ïîëèíî-
ìèàëüíîé áèàëãåáðå âìåñòî áàçèñà èç ïåðåìåííûõ âûáðàòü ëþáîé äðóãîé
áàçèñ, òî ïîëèíîìèàëüíàÿ áèàëãåáðà áóäåò åñòåñòâåííî èçîìîðôíà áèàë-
ãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ â ýòîì íîâîì áàçèñå. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò,
÷òî òàêàÿ æå êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé êîììóòàòèâíîé êîêîì-
ìóòàòèâíîé ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðå.

Òåîðåìà 0.61.3 (Ìèëíîð�Ìóð). Åñëè â ïðîèçâîëüíîé êîììóòàòèâíîé
êîêîììóòàòèâíîé ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðå âûáðàòü áàçèñ pi1, . . . , piki â
êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ Pi, i = 1, 2, . . . åå îäíîðîäíûõ ïðèìèòèâíûõ ýëå-
ìåíòîâ, òî ýòà áèàëãåáðà åñòåñòâåííî èçîìîðôíà ãðàäóèðîâàííîé ïîëè-
íîìèàëüíîé áèàëãåáðå C[p11, . . . , p1k1 , p21, . . . ] ñ ãðàäóèðîâêîé ýëåìåíòà pij
ðàâíîé i.

Çàìå÷àíèå 0.61.4. Â ïîëèíîìèàëüíîé áèàëãåáðå åñòü àíòèïîä � àâòîìîð-
ôèçì p 7→ −p, ïåðåâîäÿùèé êàæäûé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò â ïðîòèâîïî-
ëîæíûé. Áèàëãåáðà ñ àíòèïîäîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà. Òåì ñàìûì,
âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå áèàëãåáðû ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Õîïôà. Ìû, îä-
íàêî, áóäåì, êàê ïðàâèëî, íàçûâàòü èõ ïðîñòî áèàëãåáðàìè.

Êàê âûòåêàåò èç òåîðåìû Ìèëíîðà�Ìóðà, áèàëãåáðà ãðàôîâ G òîæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé áèàëãåáðîé îò ñâîèõ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ.
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Ïîìèìî ïîäïðîñòðàíñòâà ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ êàæäàÿ îäíîðîäíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðû ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàç-
ëîæèìûõ ýëåìåíòîâDn. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè, ïðåä-
ñòàâèìûìè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ xy, ãäå ïîðÿäîê êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ x, y
ìåíüøå n. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ âåñà n, íå
ñîäåðæàùèõ ìîíîìîâ ñòåïåíè 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíî-
ðîäíàÿ êîìïîíåíòà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó Pn⊕Dn ïðèìèòèâíîãî
è ðàçëîæèìîãî ïîäïðîñòðàíñòâ. Äëÿ áèàëãåáðû ãðàôîâ ýòî çàìå÷àíèå îçíà-
÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 0.61.5. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèìèòèâíûõ ýëåìåí-
òîâ P(Gn) ïîðÿäêà n â áèàëãåáðå ãðàôîâ ðàâíà ÷èñëó ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ n
âåðøèíàìè.

Çàìå÷àíèå 0.61.6 (î ðàçìåðíîñòÿõ). Ïî ðàçìåðíîñòÿì P1, P2, . . . îäíîðîä-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþò-
ñÿ ðàçìåðíîñòè îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ áèàëãåáðû. Ðàçìåðíîñòü n-ãî îä-
íîðîäíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïðè tn â ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè

1

(1− t)P1(1− t2)P2(1− t3)P3 . . .
.

Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé Pi, åñëè
ðàçìåðíîñòè îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áèàëãåáðû èçâåñòíû.

Ïðåäñòàâèìîñòü îäíîðîäíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà áèàëãåáðû â âèäå Pn⊕Dn
îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííàÿ
ïðîåêöèÿ âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé áèàëãåáðû ïðîåêöèÿ
ïðîñòî ñîïîñòàâëÿåò ëþáîìó ìíîãî÷ëåíó åãî ëèíåéíóþ ÷àñòü. Äëÿ áèàëãåá-
ðû ãðàôîâ îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 0.61.7. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå πn : Gn → Gn, çàäàííîå
ôîðìóëîé

πn : Γ 7→ Γ− 1!
∑

I1⊔I2=V (Γ)

I1(Γ)I2(Γ) + 2!
∑

I1⊔I2⊔I3=V (Γ)

I1(Γ)I2(Γ)I3(Γ)− . . . ,

ãäå ñóììèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè èäóò ïî âñåì íåóïîðÿäî÷åííûì ðàçáè-
åíèÿì ìíîæåñòâà âåðøèí V (Γ) ãðàôà Γ íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ
âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 0.61.8. Ðåçóëüòàò π4(C4) ïðîåêòèðîâàíèÿ êâàäðàòà C4 èçîáðàæåí
íà ðèñ. 38.

Ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü A = A0 ⊕ A1 ⊕ . . . �
ãðàäóèðîâàííàÿ áèàëãåáðà; ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Hom(A,K) ëèíåéíûõ
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π4(

s
s

s
s) =

s
s

s
s − 4 s s s s − 2 s s s s

+ 8 s s s s − 3 s s s s
Ðèñ. 38: Ïðîåêòèðîâàíèå 4-öèêëà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåí-
òîâ

îòîáðàæåíèé A → K, ãäå K � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà íàä C. Íà ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ïðîèçâåäåíèå ñâåðòêè:

φ1φ2(a) = mK(φ1 ⊗ φ2)µ(a),

ãäå mK � óìíîæåíèå â àëãåáðå K. Ïðè íàëè÷èè ïðîèçâåäåíèÿ ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ñòåïåííûå ðÿäû îò ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ëþ-
áîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : A → A, ÿâëÿþùååñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîàë-
ãåáð, ïðåäñòàâèìî â âèäå φ = 1 + φ0, ãäå φ0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 íà A0.
Ïîýòîìó îïðåäåëåí ëîãàðèôì

log(φ) = log(1 + φ0) = φ0 −
1

2
φ2
0 +

1

3
φ3
0 − . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, φ0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 íà A0, ïîýòîìó φ
2
0 ïðèíèìàåò çíà-

÷åíèå 0 íà A0⊕A1, φ
3
0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 íà A0⊕A1⊕A2, è ò.ä. Â ðåçóëü-

òàòå äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæå-
íèè log(φ)a îòëè÷íî îò íóëÿ, ïîýòîìó ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå log(φ) : A→ A
êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Óòâåðæäåíèå 0.61.9 (Øìèòò). Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ :
A → A, ÿâëÿþùåãîñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîàëãåáð, åãî ëîãàðèôì îòîáðàæà-
åò A â ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ P (A). Ëîãàðèôì log(I)
òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ I : G → G ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé π : G →
P (G).

Íàïðèìåð,

log(I)(K2) = I0(K2)−
1

2
I20 (K2) = K2 −K2

1 .

0.62 Ôàêòîðàëãåáðû áèàëãåáðû ãðàôîâ

Â àëãåáðå Õîïôà ãðàôîâ îáðàçû ñâÿçíûõ ãðàôîâ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè îá-
ðàçóþò áàçèñû îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ñâÿçíûå
ãðàôû óñòðîåíû òàê æå ñëîæíî, êàê è îáùèå ãðàôû, è íè÷åãî õîðîøåãî
ïðî íèõ â öåëîì ñêàçàòü íåëüçÿ. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðàçóìíûå ôàêòîð-
áèàëãåáðû áèàëãåáðû ãðàôîâ ïî ìîäóëþ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ îòíîøåíèé
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Ðèñ. 39: 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå íà ãðàôàõ ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè

ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðèäóìàòü òàêèå îòíîøåíèÿ � òàê ÷òîáû ôàêòîð ñîõðà-
íÿë ñòðóêòóðó áèàëãåáðû � ñîâñåì íåïðîñòî. Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå Òàò-
òà (56) íå ïîäõîäèò äëÿ ýòîé öåëè, ïîñêîëüêó ó ãðàôà ñî ñòÿíóòûì ðåáðîì
âåðøèí ìåíüøå, ÷åì ó äâóõ äðóãèõ ãðàôîâ, ò.å. ýòî ñîîòíîøåíèå íå ñîõðà-
íÿåò ãðàäóèðîâêó.

0.62.1 4-áèàëãåáðà

Ýòà áèàëãåáðà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðîôàêòîðèçîâàòü áèàëãåáðó ãðàôîâ ïî 4-
÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ

Γ− Γ′
AB = Γ̃AB − Γ̃′

AB. (62)

Çäåñü Γ � ïðîèçâîëüíûé ãðàô, A,B ∈ V (Γ) � ïðîèçâîëüíàÿ óïîðÿäî÷åí-
íàÿ ïàðà âåðøèí â íåì. Ãðàô Γ′

AB ïîëó÷åí èç Γ óäàëåíèåì ðåáðà AB, åñëè
îíî ñóùåñòâóåò, è åãî ïðèñîåäèíåíèåì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å., èçìåíåíèåì
ïðèìûêàíèÿ âåðøèí A è B. Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (62) ïîõîæå íà ñîîò-

íîøåíèå Òàòòà � åñëè ìû ñòÿíåì ðåáðî AB â êàæäîì èç ãðàôîâ Γ è Γ̃AB , òî
ïîëó÷åííûå ãðàôû áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ ëèøü êðàòíîñòÿìè íåêîòîðûõ ðåáåð.

Îïåðàöèÿ Γ 7→ Γ̃AB ìåíÿåò ïðèìûêàíèå ê âåðøèíå A âñåõ âåðøèí, ñî-
åäèíåííûõ ñ âåðøèíîé B, îñòàâëÿÿ âñå ïðî÷èå ïðèìûêàíèÿ íåèçìåííûìè.
Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ê ãðàôó K4 èçîáðàæåí íà ðèñ. 39.
Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè äåéñòâèòåëüíî ìîæåò
çàâèñåòü îò ïîðÿäêà âåðøèí A,B. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð äàåòñÿ êâàäðàòîì ñ
äèàãîíàëüþ: ó ñòîðîíû ýòîãî êâàäðàòà äâà ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêà âåðøèí.

Ïðîôàêòîðèçóåì áèàëãåáðó ãðàôîâ ïî 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì. Ê ñ÷à-
ñòüþ, îíè îäíîðîäíû � âñå ñëàãàåìûå èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåðøèí � è
ïîýòîìó ôàêòîðïðîñòðàíñòâà Fn ïðîñòðàíñòâ Gn ïî 4-÷ëåííûì ñîîòíîøå-
íèÿì ñîõðàíÿþò åñòåñòâåííóþ ãðàäóèðîâêó.

Óòâåðæäåíèå 0.62.1. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

F = F0 ⊕F1 ⊕F2 ⊕ . . .

ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðû, óíàñëåäîâàííîé îò áè-
àëãåáðû ãðàôîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå (62)
óâàæàåò óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå â áèàëãåáðå ãðàôîâ. Äëÿ óìíîæåíèÿ ýòî
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëå óìíîæå-
íèÿ âñåõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ íà îäèí è òîò æå ãðàô. Â ñëó÷àå êîóìíîæåíèÿ
ïðîâåðèì äâà ñëó÷àÿ. Ìíîæåñòâà âåðøèí âñåõ ÷åòûðåõ ãðàôîâ îòîæäåñòâ-
ëåíû ìåæäó ñîáîé; áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç V . ×ëåí, îòâå÷à-
þùèé ïîäìíîæåñòâó I ⊂ V (Γ) â êîïðîèçâåäåíèè ãðàôà Γ, áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç µI(Γ):

µI(Γ) = I(Γ)⊗ J(Γ),

ãäå J = V (Γ) \ I. Åñëè îáå âåðøèíû A,B ïîïàäàþò â îäíî ïîäìíîæåñòâî
I ⊂ V , òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I(Γ)− I(Γ)′AB = Ĩ(Γ)AB − Ĩ(Γ)
′
AB ,

à çíà÷èò è ðàâåíñòâî

I(Γ)− I(Γ′
AB) = I(Γ̃AB)− I(Γ̃′

AB),

ïîñêîëüêó êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ÷ëåíîì ïðåäûäóùåãî. Äëÿ J = V \ I èìååì

J(Γ) = J(Γ′
AB) = J(Γ̃AB) = J(Γ̃′

AB).

Óìíîæàÿ âñå ÷ëåíû ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà òåíçîðíî íà ýòîò îáùèé ìíî-
æèòåëü J(Γ), ìû ïðèõîäèì ê íóæíîìó ðàâåíñòâó

µI(Γ)− µI(Γ
′
AB) = µI(Γ̃AB)− µI(Γ̃

′
AB).

Çàìåíà I íà J îñòàâëÿåò ðàâåíñòâî âåðíûì. Åñëè æå âåðøèíà A ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó I, à âåðøèíà B � åãî äîïîëíåíèþ J , òî ðàâåíñòâî äàæå
óïðîùàåòñÿ:

µI(Γ) = µI(Γ
′
AB)

è òî æå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè. Ñóììèðóÿ ÷ëåíû µI ïî âñåì I ⊂ V , ìû ïðèõîäèì
ê òðåáóåìîìó ðàâåíñòâó.

Ïðèìåð 0.62.2. Íà ãðàôàõ ñ äâóìÿ âåðøèíàìè íåòðèâèàëüíûõ 4-÷ëåííûõ
ñîîòíîøåíèé íåò. Ïðîñòðàíñòâî F2 äâóìåðíî. Ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ â íåì îäíîìåðíî è ïîðîæäåíî ðàçíîñòüþ äâóõ äâóâåðøèííûõ
ãðàôîâ.

Íà ãðàôàõ ñ òðåìÿ âåðøèíàìè èìååòñÿ îäíî íåòðèâèàëüíîå ÷åòûðåõ-
÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå, ñì. ðèñ. 40. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî F3 òðåõìåðíî.
Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â íåì îäíîìåðíî è ïîðîæäåíî
ýëåìåíòîì π3(A3).
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Ðèñ. 40: 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàôîâ ñ 3 âåðøèíàìè

0.62.2 Âçâåøåííûå ãðàôû

Ðàññòàâèì â âåðøèíàõ ïðîñòîãî ãðàôà íàòóðàëüíûå ÷èñëà � âåñà âåðøèí.
Òàêîé ãðàô áóäåì íàçûâàòü âçâåøåííûì. Âåñîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ñóììà
âåñîâ âñåõ åãî âåðøèí. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà WGn, ïî-
ðîæäåííûå ãðàôàìè âåñà n. Èõ ïðÿìàÿ ñóììà

WG = WG0 ⊕WG1 ⊕WG2 ⊕ . . .

íàäåëåíà ñòðóêòóðîé ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðû. È óìíîæåíèå, è êîóìíî-
æåíèå çàäàþòñÿ, êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ ãðàôîâ.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âçâåøåí-
íûõ ãðàôîâ:

Γ = Γ′
e + Γ′′

e , (63)

ãäå e � ïðîèçâîëüíîå ðåáðî âçâåøåííîãî ãðàôà Γ. Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîë-
íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì Òàòòà, îäíàêî â íåì îïåðàöèÿ ñòÿãèâà-
íèÿ ðåáðà Γ 7→ Γ′′

e èìååò äðóãîé ñìûñë. Ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà ïîÿâèâøèåñÿ
êðàòíûå ðåáðà çàìåíÿþòñÿ îäíîêðàòíûìè, à âåñ íîâîé âåðøèíû ïîëàãàåòñÿ
ðàâíûì ñóììå âåñîâ òåõ âåðøèí, èç êîòîðûõ îíà îáðàçîâàëàñü. Â ðåçóëü-
òàòå ñîîòíîøåíèå (63) ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì: âåñà âñåõ òðåõ âõîäÿùèõ â
íåãî ãðàôîâ îäèíàêîâû. Ôàêòîðèçóÿ áèàëãåáðó WG ïî ñîîòíîøåíèÿì (63),
ìû ïîëó÷àåì íîâóþ áèàëãåáðó

W = W0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕ . . . .

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî W äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé êîì-
ìóòàòèâíîé êîêîììóòàòèâíîé áèàëãåáðîé ìû îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âçâåøåííûå ãðàôû ïîïàëè â ýòîò ðàçäåë íå çðÿ:
áèàëãåáðà W ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðáèàëãåáðîé áèàëãåáðû G. Äëÿ ýòîãî îïðåäå-
ëèì ãîìîìîðôèçì G → WG, ñîïîñòàâèâ êàæäîìó ãðàôó òîò æå âçâåøåííûé
ãðàô ñ âåñàìè âñåõ âåðøèí ðàâíûìè 1. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ
ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ñ ôàêòîðèçàöèåé ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèé (63) ÿâëÿ-
åòñÿ ýïèìîðôèçìîì áèàëãåáð, à çíà÷èò W äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-
áèàëãåáðîé áèàëãåáðû G.

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñòðóêòóðíîé òåîðåìû äëÿ áèàëãåáðû W, àíà-
ëîãè÷íîé òåîðåìå Òàòòà.
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Òåîðåìà 0.62.3. ÁèàëãåáðàW èçîìîðôíà áèàëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ C[s1, s2, . . . ],
ãðàäóèðîâàííîé ïðèñâîåíèåì ïåðåìåííîé si âåñà i, w(si) = i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñèòóàöèè ñ ñîîòíîøåíèåì Òàòòà, êàæäûé ãðàô
ýêâèâàëåíòåí â W ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàôîâ áåç ðåáåð: â ïðàâîé ÷à-
ñòè ñîîòíîøåíèÿ (63) ñòîÿò ãðàôû ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ðåáåð, ÷åì â ëåâîé
÷àñòè. Êàæäûé âçâåøåííûé ãðàô áåç ðåáåð ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíå-
íèåì âåðøèí íåêîòîðîãî âåñà. Ñîïîñòàâèâ âåðøèíå âåñà i ïåðåìåííóþ si,
ìû ñîïîñòàâëÿåì ãðàôó âåñà n íåêîòîðûé âçâåøåííî-îäíîðîäíûé ìíîãî-
÷ëåí âåñà n îò ïåðåìåííûõ si. Åäèíñòâåííîå, ÷òî îñòàëîñü äîêàçàòü � ýòî
òî, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ýòî äîñòèãàåòñÿ óêàçàíèåì
óíèâåðñàëüíîãî èíâàðèàíòà:

W (Γ) =
∑
γ

∏
γi

(−1)β1(γi)sw(γi).

Çäåñü ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì îñòîâíûì ïîäãðàôàì γ ãðàôà Γ, ò.å. ïî
âñåâîçìîæíûì ïîäìíîæåñòâàì â E(Γ), ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ñâÿç-
íûì êîìïîíåíòàì γi ãðàôà γ, à β1(γi) � öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà.

Íàïðèìåð, çíà÷åíèå èíâàðèàíòàW íà òðåóãîëüíèêå C3 ñ âåñàìè âåðøèí
a, b, c ðàâíî

W (C3) = sasbsc + sa+bsc + sa+csb + sb+csa + 2sa+b+c.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà îäíîâåðøèííîì ãðàôå ñ âåðøèíîé âåñà n ôóíêöèÿ
W ïðèíèìàåò çíà÷åíèå sn. Ïðîâåðêó òîãî, ÷òî W óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèÿì (63) è îïðåäåëÿåò, òåì ñàìûì, ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà W, ìû
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïîñòðîåííûé ãîìîìîðôèçì G → W ÿâëÿ-
åòñÿ ýïèìîðôèçìîì, îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îäíîâåðøèííûé ãðàô ïðîèç-
âîëüíîãî âåñà n ëåæèò â îáðàçå ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
âçÿòü îáðàç πn(An) ïðîåêöèè íà ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ãðàôà-öåïî÷êè ñ n
âåðøèíàìè.

Óòâåðæäåíèå 0.62.4. Ãîìîìîðôèçì áèàëãåáðû ãðàôîâ â áèàëãåáðó âçâå-
øåííûõ ãðàôîâ ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèé (63) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç 4-áèàëãåáðó
ãðàôîâ, ò.å. ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ýïèìîðôèçìîâ G → F → W.

Äîêàçàòåëüñòâî Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òîëüêî âòîðî-
ãî ãîìîìîðôèçìà. Â áèàëãåáðå âçâåøåííûõ ãðàôîâ êàæäàÿ èç ðàçíîñòåé â
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ

Γ− Γ′
AB = Γ̃AB − Γ̃′

AB

ýêâèâàëåíòíà ãðàôó ñî ñòÿíóòûì ðåáðîì AB. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè
äâà ãðàôà ñîâïàäàþò, ïðè÷åì âåñ íîâîé âåðøèíû â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåí 2.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.



168 ÃËÀÂÀ 0. ÀËÃÅÁÐÀ ÕÎÏÔÀ ÃÐÀÔÎÂ

0.63 4-èíâàðèàíòû

Ïîñòðîåííûé óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò âçâåøåííûõ ãðàôîâ ïîëíîñòüþ îïè-
ñûâàåò ñòðóêòóðó áèàëãåáðû âçâåøåííûõ ãðàôîâ è âñå ìóëüòèïëèêàòèâíûå
ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà íåé. Îäíàêî ñèòóàöèÿ ñ 4-áèàëãåáðîé îáñòîèò
íå òàê ïðîñòî. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå íå ïîç-
âîëÿåò óïðîñòèòü êàæäûé ãðàô: ãðàôû Γ è Γ̃AB ìîãóò èìåòü, ñêàæåì,
îäèíàêîâîå ÷èñëî ðåáåð. Â ðåçóëüòàòå ó íàñ íåò íåòàâòîëîãè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ äâîéñòâåííîé áèàëãåáðû F∗ � áèàëãåáðû 4-èíâàðèàíòîâ. Ïîýòîìó îñî-
áûé èíòåðåñ âûçûâàåò ïîñòðîåíèå îòäåëüíûõ ïðèìåðîâ è ñåðèé ïðèìåðîâ
4-èíâàðèàíòîâ. Ìû áóäåì îïðåäåëÿòü 4-èíâàðèàíòû èõ çíà÷åíèÿìè íà ãðà-
ôàõ, ïîäðàçóìåâàÿ ÷òî íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ãðàôîâ îíè ïðîäîëæàþòñÿ
ïî ëèíåéíîñòè.

Ïðèìåð 0.63.1 (õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí). Ñîãëàñíî íàáëþäåíèþ Ñ. Â. Äó-
æèíà, õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì. Äëÿ ïðîâåðêè
ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, êàê ìû ñäåëàëè ýòî â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-
íèÿ 0.62.4, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà AB â ãðàôàõ Γ è Γ̃AB ìû
ïîëó÷àåì, ïîñëå çàìåíû êðàòíûõ ðåáåð îäíîêðàòíûìè, îäèíàêîâûå ãðàôû.
Âïðî÷åì, õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí � ïî ñóùåñòâó åäèíñòâåííûé èç èíâà-
ðèàíòîâ Òàòòà, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî 4-èíâàðèàíòîì.

Ïðèìåð 0.63.2 (âåðøèííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè). Íàçîâåì âåðøèííûì ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîì â ãðàôå Γ íàáîð èç ÷åòûðåõ âåðøèí {A1, A2, A3, A4} ⊂ V (Γ),
òàêèõ ÷òî ïðè íåêîòîðîì öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (i, j, k, l) íà ìíîæåñòâå èí-
äåêñîâ {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4} â ãðàôå åñòü ðåáðà AiAj , AjAk, AkAl, AlAi.
Òîãäà ÷èñëî Qv(Γ) âåðøèííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ â ãðàôå Γ ÿâëÿåòñÿ 4-
èíâàðèàíòîì.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü äëÿ ÷åòûðåõ÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ
íà ðèñ. 39: îáà ãðàôà â ëåâîé åãî ÷àñòè ñîäåðæàò ïî åäèíñòâåííîìó âåð-
øèííîìó ÷åòûðåõóãîëüíèêó, òîãäà êàê â ãðàôàõ â ïðàâîé ÷àñòè òàêèõ ÷å-
òûðåõóãîëüíèêîâ íåò.

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ñíà÷àëà ïðîâåðèòü åãî íà âñåõ ãðàôàõ
ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè. Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç Qv4 èíâàðèàíò ãðàôîâ,
ðàâíûé ÷èñëó âåðøèííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ íà âñåõ ãðàôàõ ñ ÷åòûðüìÿ
âåðøèíàìè è íóëþ íà âñåõ îñòàëüíûõ ãðàôàõ. Ðàññìîòðèì òàêæå ãðàôî-
âûé èíâàðèàíò U , òîæäåñòâåííî ðàâíûé 1 íà âñåõ ãðàôàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî
è ôóíêöèÿ Qv4, è ôóíêöèÿ U , ÿâëÿþòñÿ 4-èíâàðèàíòàìè. Ïîýòîìó èõ ïðî-
èçâåäåíèå ñâåðòêè Qv4U òîæå ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì. Íåïîñðåäñòâåííàÿ
ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî Qv4U = Qv. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ýòîò èíâàðèàíò
ìóëüòèïëèêàòèâåí.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Qv ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì, è íåïîñðåäñòâåííî.
Ðàçíîñòü çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè íà ñëàãàåìûõ â ëåâîé (ñîîòâ., ïðàâîé)
÷àñòè 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíà ÷èñëó òàêèõ âåðøèííûõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ â Γ (ñîîòâ., â Γ̃AB), ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé èì íàáîð ðåáåð îáÿçàòåëüíî
ñîäåðæèò ðåáðî AB. Íî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìåæäó òàêèìè ïðÿìîóãîëü-
íèêàìè â Γ è â Γ̃AB ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-



0.63 4-èíâàðèàíòû 169

ñòâèå.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî îáùåãî
óòâåðæäåíèÿ:

Óòâåðæäåíèå 0.63.3. Åñëè f � 4-èíâàðèàíò ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè, f ∈
F∗
n, òî ôóíêöèÿ

F (Γ) =
∑
J

f(J(Γ)),

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì n-âåðøèííûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæå-
ñòâà V (Γ), ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì ãðàôîâ.

Çàìå÷àíèå 0.63.4 (ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ). Èíâàðèàíòû îïèñàííîãî â ýòîì
óòâåðæäåíèè òèïà, ïðèíèìàþùèå íóëåâîå çíà÷åíèå íà íåñâÿçíûõ ãðàôàõ,
ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìû (÷òî áû ýòî íè çíà÷èëî). Ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè n ñëîæíîñòü èõ âû÷èñëåíèÿ ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî |V (Γ)|. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ íóæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü íå âñå n-âåðøèííûå
ïîäãðàôû ãðàôà, à ëèøü âñå îêðåñòíîñòè ðàäèóñà n êàæäîé èç åãî âåðøèí.

Ïðèìåð 0.63.5 (ðåáåðíûå ìíîãîóãîëüíèêè ïî ìîäóëþ 2). Ðåáåðíûì ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîì â ãðàôå Γ íàçûâàåòñÿ íàáîð e1, e2, e3, e4 ðàçëè÷íûõ ðåáåð
ãðàôà, îáðàçóþùèõ çàìêíóòûé ïóòü â íåì. ×èñëî ðåáåðíûõ ÷åòûðåõóãîëü-
íèêîâ íå ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì, îäíàêî âçÿòîå ïî ìîäóëþ 2 îíî ñòàíî-
âèòñÿ 4-èíâàðèàíòîì. Íàïðèìåð, â ïåðâîì ãðàôå â ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 39 òðè
ðåáåðíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, âî âòîðîì òàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê îäèí, à â
ãðàôàõ â ïðàâîé ÷àñòè èõ âîîáùå íåò.

Òî æå ñàìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ÷èñëà ðåáåðíûõ n-óãîëüíèêîâ
äëÿ ëþáîãî n ≥ 4 (íî íå äëÿ n = 3). Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ek(Γ)
÷èñëî ðåáåðíûõ k-óãîëüíèêîâ â Γ. Ïðèìåíÿÿ ýòó ôóíêöèþ ê îáåèì ÷àñòÿì
4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî â ïðàâîé (ñîîòâ., ëåâîé) åãî ÷à-

ñòè ñòîèò ÷èñëî ðåáåðíûõ k-óãîëüíèêîâ â Γ (ñîîòâ., â Γ̃AB), ñîäåðæàùèõ
ðåáðî AB.

Âî âñÿêîì òàêîì k-óãîëüíèêå åñòü öåïî÷êà CABD, è ìû ìîæåì âûäå-
ëèòü òðè òèïà öåïî÷åê â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê C ïðèìûêàåò ê B, à D
ïðèìûêàåò ê A:

• C ïðèìûêàåò ê B, à D ïðèìûêàåò ê A;

• C ïðèìûêàåò ê B, à D íå ïðèìûêàåò ê A;

• C íå ïðèìûêàåò ê B.

Ðåáåðíûå k-óãîëüíèêè â Γ, ïðèíàäëåæàùèå êî âòîðîìó êëàññó, íàõîäÿò-
ñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ k-óãîëüíèêàìè â Γ̃AB, ñîäåðæà-
ùèìè ïóòü CBAD. Ðåáåðíûå k-óãîëüíèêè òðåòüåãî òèïà îäèíàêîâû â îáî-
èõ ãðàôàõ. Íàêîíåö, ðåáåðíûå k-óãîëüíèêè ïåðâîãî òèïà ðàçáèâàþòñÿ íà
ïàðû: öåïü CABD ìîæíî çàìåíèòü öåïüþ CBAD. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ðåáåðíûõ k-óãîëüíèêîâ ïåðâîãî òèïà ÷åòíî â îáîèõ ãðàôàõ, è óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.
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Ïðèìåð 0.63.6 (ñîâåðøåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ). ×èñëî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî-
÷åòàíèé â ãðàôå ÿâëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì. Ïðîâåðêó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìû
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòî íå
ñëèøêîì ìîùíûé èíâàðèàíò, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé ñëåäóþùåãî
î÷åíü ïðîñòîãî 4-èíâàðèàíòà. Åñëè ìû ïîëîæèì m(Γ) ðàâíûì 1 íà ãðàôå ñ
äâóìÿ âåðøèíàìè è îäíèì ðåáðîì, è 0 íà âñåõ îñòàëüíûõ ãðàôàõ, òî ÷èñëî
ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé äàåòñÿ ýêñïîíåíòîé

em = 1 +
m

1!
+
m2

2!
+ . . . .

Óìíîæåíèå çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå óìíîæåíèÿ ñâåðòêè.

Ïðèìåð 0.63.7 (êîðàíã ìàòðèöû ïðèìûêàíèé). Åñëè ìû çàíóìåðóåì ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì âåðøèíû ãðàôà Γ, òî ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü åìó ìàòðèöó
ïðèìûêàíèé A(Γ) ðàçìåðà |V (Γ)|×|V (Γ)|. Íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî
ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû ñòîèò 1, åñëè i-àÿ è j-àÿ âåðøèíà ñîåäèíåíû ðåáðîì,
è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íà äèàãîíàëè ìàòðèöû ñòîÿò íóëè.

Ìàòðèöà ïðèìûêàíèé ñèììåòðè÷íà. Ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåìåíòû ýòîé
ìàòðèöû êàê ýëåìåíòû êîëüöà Z2. Òîãäà êîðàíã ìàòðèöû ïðèìûêàíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ 4-èíâàðèàíòîì. Ðàçóìååòñÿ, ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ åå
ðàíãà, îäíàêî â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ èìåííî êîðàíã. Äîêàçàòåëü-
ñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî êîðàíã ìàòðèöû ïðèìûêàíèé ãðàôà íå ìåíÿåòñÿ
ïðè ïåðåõîäå îò Γ ê Γ̃AB . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåðøèíà A èìååò íîìåð 1, à
âåðøèíà B � íîìåð 2, òî A(Γ̃AB) = CTA(Γ)C, ãäå ìàòðèöà C èìååò âèä

C =


1 1 0 . . .
0 1 0 . . .
0 0 1 . . .
. . . . . . . . . . . .

 ,

à ìàòðèöà CT ïîëó÷àåòñÿ èç C òðàíñïîçèöèåé.

0.64 Îñíàùåííûå ìîäèôèêàöèè ãðàôîâûõ àë-

ãåáð

Ðàññìîòðåíèå ìàòðèöû ïðèìûêàíèé ãðàôà è åå êîðàíãà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ
òî÷êè çðåíèÿ 4-èíâàðèàíòîâ ãðàô � íå âïîëíå åñòåñòâåííûé îáúåêò. Íååñòå-
ñòâåííîñòü âûçâàíà òåì, ÷òî íà äèàãîíàëè ìàòðèöû ïðèìûêàíèé îáÿçàòåëü-
íî ñòîÿò íóëè, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå åå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü êàê íóëÿ-
ìè, òàê è åäèíèöàìè. Åñòåñòâåííî ïîïðîáîâàòü îáîáùèòü èçëîæåííûå âûøå
êîíñòðóêöèè íà îñíàùåííûå ãðàôû � ãðàôû, ó êîòîðûõ êàæäîé âåðøèíå
ïðèïèñàí ýëåìåíò êîëüöà Z2, êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê íóëåì, òàê è åäèíè-
öåé. Óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå îñíàùåííûõ ãðàôîâ îïðåäåëÿþòñÿ, êàê è
â íåîñíàùåííîì ñëó÷àå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì áèàëãåáðó îñíàùåííûõ
ãðàôîâ Gf .
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×åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå òîæå ïåðåíîñèòñÿ íà îñíàùåííûå ãðàôû.
Èìåííî, ìû ñîõðàíÿåì åãî ïðåæíèé âèä, ïðè÷åì äåéñòâèå îïåðàöèè Γ 7→
Γ̃AB ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè îñíàùåíèå âåðøèíû B ðàâíî 0,
òî îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â íåîñíàùåííîì ñëó÷àå. Åñëè
æå îñíàùåíèå âåðøèíû B ðàâíî 1, òî äîïîëíèòåëüíî îñíàùåíèå âåðøèíû
A ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå è ïðèìûêàíèå âåðøèí A è B çàìåíÿåòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûì. Òàêîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ
åå ïîíèìàíèåì êàê îïåðàöèè çàìåíû ìàòðèöû ïðèìûêàíèé ïîñðåäñòâîì
ïðåîáðàçîâàíèÿ C.

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî êîóìíîæåíèå â Gf óâàæàåò
îñíàùåííîå 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå, è ÷òî, òåì ñàìûì, îïðåäåëåíà ãðàäóè-
ðîâàííàÿ ôàêòîðáèàëãåáðà

Ff = Ff
0 ⊕Ff

1 ⊕Ff
2 ⊕ . . . .

Ïîìèìî òîãî, ÷òî áèàëãåáðà Ff ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñàìà ïî ñåáå, âàæ-
íóþ ðîëü èãðàåò íàëè÷èå äâóõ ãîìîìîðôèçìîâ F → Ff . Ïåðâûé èç íèõ
çàäàåòñÿ çàäàíèåì íóëåâîãî îñíàùåíèÿ ó êàæäîé âåðøèíû ãðàôà Γ, âòîðîé
ìåíåå òðèâèàëåí. Ïðè âòîðîì ãîìîìîðôèçìå ìû ñîïîñòàâëÿåì êàæäîìó
ãðàôó Γ àëüòåðíèðîâàííóþ ñóììó âñåõ îñíàùåííûõ ãðàôîâ ñ íåñóùèì ãðà-
ôîì Γ. Ãèïîòåòè÷åñêè ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Âíå çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, òàê ýòî èëè íåò, ïîäíÿòèå îòíîñèòåëüíî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà
âñÿêîãî ýëåìåíòà äâîéñòâåííîé áèàëãåáðû (Ff )∗ îïðåäåëÿåò 4-èíâàðèàíò
ãðàôîâ, è áûëî áû ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíî ïîíÿòü, êàêèå 4-èíâàðèàíòû èìå-
þò òàêîå ïðîèñõîæäåíèå.

Ïðèìåð 0.64.1. Íàì ïðèäåòñÿ åùå âñòðåòèòüñÿ ñ 4-èíâàðèàíòîì, çíà÷åíèå
êîòîðîãî íà ãðàôå Γ ðàâíî∑

σ

(−1)sign(σ)N corankA(Γσ),

ãäå ÷åðåç A(Γσ) îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ïðèìûêàíèé ãðàôà Γ ñ îñíàùåíèåì σ,
à sign(σ) � ÷èñëî åäèíèö â îñíàùåíèè.



172 ÃËÀÂÀ 0. ÀËÃÅÁÐÀ ÕÎÏÔÀ ÃÐÀÔÎÂ

0.65 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.184. Ïðîâåðüòå, ÷òî âñÿêèé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëèíîìèàëü-
íîé áèàëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãî÷ëåíîì.

Çàäà÷à 0.185. Ïóñòü p � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò â ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå
Õîïôà A. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ýêñïîíåíòà q = ep ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì ýëå-
ìåíòîì, ò.å. µ(q) = q ⊗ q. Íàîáîðîò, ëîãàðèôì p = ln q ãðóïïîâîãî ýëåìåíòà
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì.

Çàäà÷à 0.186. Ïóñòü p0, p1, p2, . . . , pn ∈ C[s] � ïðîèçâîëüíàÿ áèíîìèàëü-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå G → C[s], ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ãðàôó Γ ìíîãî÷ëåí p|V (Γ)|, ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ êîàëãåáð. Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêèõ
äðóãèõ ãîìîìîðôèçìîâ ãðàäóèðîâàííûõ êîàëãåáð G → C[s] íåò. Äîêàæèòå,
÷òî òàêîé ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîâ ãðàäóèðîâàííûõ áèàë-
ãåáð òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè pn(s) = sn äëÿ âñåõ n.

Çàäà÷à 0.187. Ïðèäóìàéòå ñâîè ïðèìåðû ãðàäóèðîâàííûõ ïîäáèàëãåáð â
áèàëãåáðå ãðàôîâ.

Çàäà÷à 0.188. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ
à) â ïîäáèàëãåáðå, ïîðîæäåííîé ëåñàìè; á) â ïîäáèàëãåáðå, ïîðîæäåííîé
ïîëíûìè ãðàôàìè; â) â ïðèäóìàííûõ Âàìè ïðèìåðàõ ïîäáèàëãåáð.

Çàäà÷à 0.189. Âûïèøèòå ðåçóëüòàòû ïðîåêòèðîâàíèÿ ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ ÷èñ-
ëîì âåðøèí íå áîëüøå 4 íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðî-
âåðüòå, ÷òî èõ îáðàçû îáðàçóþò áàçèñû â ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 0.190. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ëþáîãî ïðèìèòèâíîãî
ýëåìåíòà àëãåáðû ãðàôîâ ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 0.191. Ïîäñ÷èòàéòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ F4 è F5. Íàéäèòå ðàç-
ìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â íèõ è îáðàçóþùèå â
ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Çàäà÷à 0.192. Ðàññìîòðèì íà ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ
Γ = Γ̃AB äëÿ ëþáîãî ãðàôà Γ è ëþáîãî ðåáðà AB â íåì. Äîêàæèòå, ÷òî ðå-
çóëüòàò ôàêòîðèçàöèè ïî ýòèì ñîîòíîøåíèÿì íàäåëåí åñòåñòâåííîé ñòðóê-
òóðîé ãðàäóèðîâàííîé êîììóòàòèâíîé êîêîììóòàòèâíîé áèàëãåáðû. Íàé-
äèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé áèàëãåáðû.

Çàäà÷à 0.193. Äîêàæèòå, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî ïðèìèòèâ-
íîãî ýëåìåíòà áèàëãåáðû ãðàôîâ ëèíååí. Íàïðèìåð, äëÿ ïðîåêöèè 4-öèêëà
íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ èìååì

χπ4(C4)(c) = χC4(c)− 4χA1(c)χA3(c)− 2χA2(c)
2 + 8χA1(c)

2χA2(c)− 3χA1(c)
4

= c(c− 1)(c2 − 3c+ 3)− 4c2(c− 1)2 − 2c2(c− 1)2 + 8c3(c− 1)− 3c4 = −3c.

Çàäà÷à 0.194. Ïóñòü N � ôîðìàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå Γ 7→ N corankA(Γ) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì 4-èíâàðèàíòîì ñî
çíà÷åíèÿìè â C[N ].
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Çàäà÷à 0.195. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â
Ff
k äëÿ k = 1, 2, 3, 4.
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×àñòü III

ßçûêè, ãðàììàòèêè,

àâòîìàòû
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ßçûêè è êîíå÷íûå àâòîìàòû

Â ýòîé ãëàâå ìû íà÷íåì îáñóæäåíèå ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ. ßçûêè âñòðå÷à-
þòñÿ ïîâñåìåñòíî è íàõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ. Åñòåñòâåííûå ÿçû-
êè � òå, íà êîòîðûõ ìû ãîâîðèì è ïèøåì, � î÷åíü ñëîæíû äëÿ èçó÷åíèÿ.
Ôîðìàëüíûå ÿçûêè ýòî ïðîñòî ìíîæåñòâà ñëîâ â íåêîòîðîì àëôàâèòå. Îíè
òàêæå ìîãóò áûòü î÷åíü ñëîæíûìè. Îäíàêî ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ÿçûêàìè
ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé. Ê òàêèì ÿçûêàì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðåãóëÿðíûå
ÿçûêè, êîòîðûå ðàñïîçíàþòñÿ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè. Êîíå÷íûå àâòîìàòû
� åùå îäíî âàæíîå ïðèìåíåíèå ãðàôîâ.

0.66 ßçûê Äèêà

Êàê ìû çíàåì, ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû ïåðå÷èñëÿþòñÿ ÷èñëàìè
Êàòàëàíà. Âûïèøåì âñå ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû äî ïîðÿäêà 4:
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Åñëè îáîçíà÷èòü ëåâóþ ñêîáêó áóêâîé a, à ïðàâóþ � áóêâîé b, òî ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû â âèäå �ñëîâ� â àëôàâèòå
{a, b}. Â ïðèâåäåííîé âûøå òàáëèöå ïîä êàæäîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðîé çà-
ïèñàíî ñîîòâåòñòâóþùåå åé ñëîâî.

Ïðè òàêîé çàïèñè ìû ïîëó÷àåì íå âñå ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, à òîëüêî
íåêîòîðûå. Íàïðèìåð, ñëîâà a, b, aa, ba íå ñîîòâåòñòâóþò íèêàêèì ïðàâèëü-
íûì ñêîáî÷íûì ñòðóêòóðàì.

Îïðåäåëåíèå 0.66.1. Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , ak} � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷-
íûé íàáîð ðàçëè÷íûõ áóêâ. Ñëîâîì â àëôàâèòå A íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ α1α2 . . . αm, ãäå αi ∈ A, i = 1, . . . ,m.
×èñëî m íàçûâàåòñÿ äëèíîé ñëîâà. ßçûêîì íàä àëôàâèòîì A íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîëüíîå (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå A.

Ïóñòîå ñëîâî λ èìååò äëèíó 0 è ìîæåò âõîäèòü èëè íå âõîäèòü â ÿçûê.
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Ðèñ. 41: à) Êîíå÷íûé àâòîìàò è á) òîò æå àâòîìàò ñ âûäåëåííûì ïðèíèìà-
þùèì ñîñòîÿíèåì

Ïðèìåð 0.66.2. ßçûê F ñîñòîèò èç ñëîâ â àëôàâèòå {a, b}, íå ñîäåðæàùèõ
äâóõ áóêâ b ïîäðÿä: λ, a, b, ab, ba, aaa, aab, aba, baa, bab, aaaa, . . . .

Ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð âìåñòå ñ ïóñòîé ñòðóêòó-
ðîé îáðàçóåò ÿçûê íàä àëôàâèòîì {a, b}. Ýòîò ÿçûê íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì
Äèêà. Êîíå÷íî, òîò æå ÿçûê ìû ìîãëè áû ðàññìàòðèâàòü è íàä àëôàâè-
òîì {(, )}; ïðîñòî ñèìâîëû a, b â íàøåì âîñïðèÿòèè áîëåå ñîîòâåòñòâóþò
òåðìèíó �áóêâà�.

0.67 Êîíå÷íûå àâòîìàòû

Ïîñìîòðèì íà ãðàô ñ îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 41.
Èç êàæäîé âåðøèíû ýòîãî ãðàôà âûõîäèò äâà ðåáðà, îäíî èç êîòîðûõ ïîìå-
÷åíî áóêâîé a, à äðóãîå � áóêâîé b. Áóäåì íàçûâàòü òàêîé ãðàô àâòîìàòîì,
à åãî âåðøèíû � ñîñòîÿíèÿìè. Ñîñòîÿíèÿ ïîìå÷åíû ïðîïèñíûìè ëàòèíñêè-
ìè áóêâàìè.

Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé �
ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ñîñòîÿíèå òåêóùèì. Ïðè ïîëó÷åíèè íà âõîä áóêâû
àâòîìàò ïåðåõîäèò èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ â òî, íà êîòîðîå óêàçûâàåò ðåáðî,
âûõîäÿùåå èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è ïîìå÷åííîå ýòîé áóêâîé. Òåì ñàìûì,
êàæäîå ñëîâî â àëôàâèòå {a, b} ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê �ïðîãðàììó� äëÿ
àâòîìàòà: êàæäàÿ áóêâà â ñëîâå ÿâëÿåòñÿ êîìàíäîé, ïåðåâîäÿùåé àâòîìàò
èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Îäíî èç ñîñòîÿíèé � òî, â êîòîðîì àâòîìàò
íàõîäèòñÿ äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîé áóêâû, � íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì. Ìû áóäåì
âñåãäà ïîìå÷àòü åãî áóêâîé B.

Òàê, íàïðèìåð, âûãëÿäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé àâòîìàòà ñ ðèñ. 41,
íà âõîä êîòîðîãî ïîäàíî ñëîâî baabab:

B −→ C −→ B −→ C −→ B −→ C −→ B.

Êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà
áóêâ âî âõîäíîì ñëîâå, à êîëè÷åñòâî ñòðåëîê ðàâíî ýòîìó ÷èñëó.

Ìîæíî ïîìåòèòü íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ â àâòîìàòå êàê ïðèíèìàþùèå.
Ïðèíèìàþùèå ñîñòîÿíèÿ ìû áóäåì îáâîäèòü äâîéíûìè êðóæêàìè, ñì. ðèñ. 41
á). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àâòîìàò ïðèíèìàåò ñëîâî w, åñëè ïî îêîí÷àíèè åãî
îáðàáîòêè îí îêàçûâàåòñÿ â ïðèíèìàþùåì ñîñòîÿíèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
àâòîìàò íå ïðèíèìàåò ñëîâî. Íàïðèìåð, àâòîìàò ñ ðèñ. 41 b) ïðèíèìàåò
ñëîâî baabab, ïîñêîëüêó ïî îêîí÷àíèè åãî îáðàáîòêè îí îêàçûâàåòñÿ â ïðè-
íèìàþùåì ñîñòîÿíèè B, íî íå ïðèíèìàåò ñëîâî a.
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Ðèñ. 42: Êîíå÷íûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê F

Êàæäîìó àâòîìàòó ñ ïðèíèìàþùèìè ñîñòîÿíèÿìè ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ÿçûê ïðèíÿòûõ ñëîâ. Ýòîò ÿçûê ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ, ïðèíèìàåìûõ ýòèì
àâòîìàòîì. Ãîâîðÿò, ÷òî àâòîìàò íàä àëôàâèòîì A ðàñïîçíàåò ÿçûê L íàä
òåì æå àëôàâèòîì, åñëè îí ïðèíèìàåò ëþáîå ñëîâî èç ÿçûêà L è íå ïðèíè-
ìàåò íèêàêîå äðóãîå ñëîâî.

Íàïðèìåð, àâòîìàò ñ ðèñ. 41 á) ðàñïîçíàåò ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ
÷åòíîé äëèíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèÿ B â ñîñòîÿíèå C è
îáðàòíî íå çàâèñÿò îò î÷åðåäíîé áóêâû âî âõîäíîì ñëîâå. Ïîýòîìó îêîí÷à-
òåëüíîå ñîñòîÿíèå çàâèñèò ëèøü îò äëèíû ñëîâà, òî÷íåå � îò ÷åòíîñòè ýòîé
äëèíû.

Ïîñòðîèì àâòîìàò, êîòîðûé ðàñïîçíàåò ÿçûê F èç ïðèìåðà 0.66.2 â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Äëÿ îïèñàíèÿ àâòîìàòà ìû äîëæíû îïèñàòü íàáîð åãî ñîñòîÿíèé, ñòðåë-
êè, óêàçûâàþùèå ïåðåõîäû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå â çàâèñèìîñòè îò
áóêâû íà âõîäå, à òàêæå ñêàçàòü, êàêèå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèíèìàþùè-
ìè. Íàø àâòîìàò áóäåò èìåòü òðè ñîñòîÿíèÿ:

• íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå B; àâòîìàò ïåðåõîäèò â ýòî ñîñòîÿíèå âñÿêèé ðàç,
ïîëó÷àÿ áóêâó a, ïðè óñëîâèè, ÷òî â ñëîâå åùå íå âñòðåòèëèñü äâå
áóêâû b ïîäðÿä;

• ñîñòîÿíèå C, îòâå÷àþùåå ñèòóàöèè, êîãäà ïîñëåäíåé îáðàáîòàííîé áóê-
âîé â ñëîâå áûëà áóêâà b, ïðè óñëîâèè, ÷òî â ñëîâå åùå íå âñòðåòèëèñü
äâå áóêâû b ïîäðÿä;

• ñîñòîÿíèå D, îòâå÷àþùåå ñèòóàöèè, êîãäà â ñëîâå óæå âñòðåòèëîñü äâå
áóêâû b ïîäðÿä.

Òåïåðü ïîíÿòíî, êàê ñòðîèòü è ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè. Èç ñîñòî-
ÿíèÿ B ìû ïåðåõîäèì îáðàòíî â B, åñëè íà âõîä ïîñòóïèëà áóêâà a, è â C,
åñëè íà âõîäå áóêâà b. Íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè C, àâòîìàò ïåðåõîäèò â ñîñòî-
ÿíèå B, åñëè íà âõîäå áóêâà a, è â ñîñòîÿíèå D, åñëè íà âõîä ïîäàíà áóêâà b
(÷òî îçíà÷àåò, ÷òî âî âõîäíîì ñëîâå âñòðåòèëèñü äâå áóêâû b ïîäðÿä). Íàêî-
íåö, îáå ñòðåëêè èç ñîñòîÿíèÿ D âåäóò â òî æå ñîñòîÿíèå D � åñëè â ñëîâå
óæå âñòðåòèëèñü äâå áóêâû b ïîäðÿä, òî åãî èñïðàâèòü íåëüçÿ.

Ñîñòîÿíèÿ B è C ÿâëÿþòñÿ ïðèíèìàþùèìè � àâòîìàò ìîæåò íàõîäèòü-
ñÿ â îäíîì èç ýòèõ ñîñòîÿíèé òîëüêî, åñëè âî âõîäíîì ñëîâå íå áûëî ïîäðÿä
èäóùèõ áóêâ b. Íàîáîðîò, àâòîìàò ïîïàäàåò â ñîñòîÿíèå D òîëüêî, åñëè âî
âõîäíîì ñëîâå òàêèå áóêâû áûëè. Ïîýòîìó àâòîìàò ñ ðèñ. 42 ðàñïîçíàåò
ÿçûê F .
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Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà è ðàñïîçíà-
âàåìîãî èì ÿçûêà.

Îïðåäåëåíèå 0.67.1. Àâòîìàò íàä äàííûì àëôàâèòîì A ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîðíåâîé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ðåáðà êîòîðîãî ïîìå÷åíû áóêâàìè
àëôàâèòà, òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîé áóêâû àëôàâèòà A èç êàæäîé âåðøèíû
ãðàôà (ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà) âûõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî, ïîìå÷åííîå ýòîé
áóêâîé. Àâòîìàò íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô êîíå-
÷åí. Ïðè îáðàáîòêå ñëîâà íàä àëôàâèòîì A àâòîìàò ïåðåõîäèò èç íà÷àëüíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ (êîðíÿ ãðàôà) â òî, êóäà âåäåò ïóòü èç âåêòîðîâ, ïîìå÷åííûõ
áóêâàìè ýòîãî ñëîâà.

Îïðåäåëåíèå 0.67.2. Àâòîìàò íàä àëôàâèòîì A, ñðåäè ñîñòîÿíèé êîòî-
ðîãî âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé, ðàñïîçíàåò ÿçûê L
íàä òåì æå àëôàâèòîì, åñëè êîíå÷íîå åãî ñîñòîÿíèå ïðè îáðàáîòêå ëþáîãî
ñëîâà ÿçûêà L ÿâëÿåòñÿ ïðèíèìàþùèì, à ïðè îáðàáîòêå ëþáîãî äðóãîãî
ñëîâà � íåò.

Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ èçîáðàæåíèåì êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ ïîìîùüþ
ãðàôà åãî ëåãêî çàäàâàòü è òàáëèöåé. Ñòðîêè â òàêîé òàáëèöå ïîìå÷åíû
ñîñòîÿíèÿìè àâòîìàòà, à ñòîëáöû � áóêâàìè àëôàâèòà. Íàïðèìåð, àâòîìàò
ñ ðèñ. 42, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê F , çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèöû

a b
B B C
C B D
D D D

Òàêàÿ òàáëèöà íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé ïåðåõîäà. ×òîáû èíôîðìàöèÿ, ïðåä-
ñòàâëåííàÿ â òàáëèöå ïåðåõîäà, îïèñûâàëà àâòîìàò ïîëíîñòüþ, íåîáõîäèìî
äîáàâèòü åùå îäíó êîëîíêó, â êîòîðîé ïðî êàæäîå ñîñòîÿíèå óêàçàíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ îíî ïðèíèìàþùèì èëè íåò.

Âîâñå íå âñÿêèé ÿçûê ìîæíî ðàñïîçíàòü êîíå÷íûì àâòîìàòîì. ßçûêè,
ðàñïîçíàâàåìûå êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè, íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Íàïðè-
ìåð, ÿçûê F ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì � ìû ïîñòðîèëè ðàñïîçíàþùèé åãî êî-
íå÷íûé àâòîìàò. Íàïðîòèâ, ÿçûê Äèêà ðåãóëÿðíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 0.67.3. Ïóñòü u, v � äâà ñëîâà íàä àëôàâèòîì A. Ìû áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L íàä òåì æå àëôàâèòîì ðàçëè÷àåò ñëîâà u è v,
åñëè ñóùåñòâóåò ñëîâî x íàä A, òàêîå, ÷òî îäíî èç ñëîâ ux è vx ïðèíàä-
ëåæèò ÿçûêó L, à äðóãîå � íåò. Òàêèå äâà ñëîâà u è v áóäåì íàçûâàòü
L-ðàçëè÷èìûìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñëîâà íàä àëôàâèòîì A ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ïî-
ïàðíî L-íåðàçëè÷èìûõ ñëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñëîâà u, v L-íåðàçëè÷èìû
è ñëîâà v, w òàêæå L-íåðàçëè÷èìû, òî è ñëîâà u,w òàêæå L-íåðàçëè÷èìû,
ïîýòîìó íåðàçëè÷èìîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòìåòèì,
÷òî åñëè u � ñëîâî ÿçûêà L, à v /∈ L, òî ñëîâà u è v L-ðàçëè÷èìû: â êà÷å-
ñòâå x ìîæíî âçÿòü ïóñòîå ñëîâî.
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Òåîðåìà 0.67.4. ßçûê L íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì A ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
íûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî êëàññîâ L-íåðàçëè÷èìûõ
ñëîâ íàä àëôàâèòîì A êîíå÷íî.

Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L. Ïîñëå
îáðàáîòêè ëþáûõ äâóõ L-ðàçëè÷èìûõ ñëîâ u, v ýòîò àâòîìàò äîëæåí îêàçû-
âàòüñÿ â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ � èíà÷å îáðàáîòêà ëþáûõ ñëîâ ux è vx
çàêîí÷èòñÿ â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû ñóùå-
ñòâîâàíèþ ñëîâà x, äëÿ êîòîðîãî ëèøü îäíî èç ñëîâ ux è vx ïðèíàäëåæèò
ÿçûêó L.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êîëè÷åñòâî êëàññîâ L-íåðàçëè÷èìûõ ñëîâ íàä A
êîíå÷íî, òî âîçüìåì ýòè êëàññû â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé àâòîìàòà. Ïóñòü C �
îäíî èç ñîñòîÿíèé. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà u ∈ C è ëþáîé áóêâû a ∈ A íàïðàâèì
ñòðåëêó a èç C â ñîñòîÿíèå, ñîäåðæàùåå ñëîâî ua. Ïîíÿòíî, ÷òî êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå íå çàâèñèò îò òîãî, ñ êàêîãî ñëîâà u ìû íà÷èíàëè. Îáúÿâèì òå-
ïåðü ïðèíèìàþùèìè òå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò ñëîâà ÿçûêà L. Êàê
ìû âèäåëè âûøå, ýòè ñîñòîÿíèÿ íå ìîãóò ñîäåðæàòü ñëîâ, íå âõîäÿùèõ â
ÿçûê. Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè êîíå÷íûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L.
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ÷èñëî åãî ñîñòîÿíèé ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå.

Êîëè÷åñòâî êëàññîâ D-íåðàçëè÷èìûõ ñëîâ, ãäå D � ÿçûê Äèêà, áåñêî-
íå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáûå äâà ñëîâà u è v ðàçëè÷íîé äëèíû, ñîñòîÿùèå
òîëüêî èç áóêâ a, ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì: åñëè äëèíà ñëîâà u
ðàâíà ℓ è ìû ïðèïèøåì ê íåìó ñëîâî äëèíû ℓ, ñîñòîÿùåå òîëüêî èç áóêâ b,
òî ïîëó÷èì ñëîâî èç ÿçûêà Äèêà, à ïðèïèñûâàíèå òîãî æå ñëîâà ê ñëîâó v
íå äàñò ñëîâà ÿçûêà Äèêà. Ïîýòîìó ÿçûê Äèêà íå ðàñïîçíàåòñÿ êîíå÷íûì
àâòîìàòîì, à çíà÷èò, íåðåãóëÿðåí.

0.68 Àâòîìàòû ñî ñòåêîì

Íåëüçÿ ëè òàê ïîäïðàâèòü ïîíÿòèå àâòîìàòà, ÷òîáû àâòîìàò, ðàñïîçíàþ-
ùèé ÿçûê Äèêà, âñå-òàêè ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü? Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ñäåëàòü
íåñëîæíî. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ñíàáäèòü àâòîìàò ïðîñòîé ïàìÿòüþ � ñòåêîì.
Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àâòîìàòà ñòåê ïóñò. Â ñòåê ìîæíî êëàñòü îáðàáàòû-
âàåìûå àâòîìàòîì áóêâû àëôàâèòà, îäíàêî â ëþáîé ìîìåíò îí îáåñïå÷èâàåò
äîñòóï òîëüêî ê ïîñëåäíåé ïîëîæåííîé áóêâå � âåðøèíå ñòåêà. Òåì ñàìûì,
ñòåê ïîõîæ íà äåòñêóþ ïèðàìèäêó ñ öåíòðàëüíûì ñòåðæíåì, íà êîòîðóþ
ìîæíî ñâåðõó êëàñòü êðóæê�è (èëè íà ìàãàçèí ñ ïàòðîíàìè ó áîåâîãî àâ-
òîìàòà). Áóêâó ñ âåðøèíû ñòåêà ìîæíî ñíÿòü, òîãäà âåðõíåé ñòàíîâèòñÿ
ïðåäûäóùàÿ ïîëîæåííàÿ áóêâà � èëè ñòåê îñòàåòñÿ ïóñòûì. Ñ ïóñòîãî ñòå-
êà íåëüçÿ íè÷åãî ñíÿòü � ïðè ïîïûòêå ñäåëàòü ýòî àâòîìàò ëîìàåòñÿ.

Èçîáðàçèì àâòîìàò ñî ñòåêîì, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê Äèêà, ñ ïîìîùüþ
òàáëèöû ïåðåõîäà:
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a b, ñòåê ïóñò b, ñòåê íåïóñò
B B, ïîëîæèòü a â ñòåê D B, ñíÿòü âåðõóøêó ñòåêà
D D D D

Â àâòîìàòå ñî ñòåêîì ïåðåõîäû çàâèñÿò íå òîëüêî îò òåêóùåãî ñîñòî-
ÿíèÿ àâòîìàòà è âõîäíîãî ñèìâîëà, íî è îò çíà÷åíèÿ âåðõóøêè ñòåêà. Â
íàøåì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå D � íå ïðèíèìàþùåå. Àâòîìàò ìîæåò ïîïàñòü
â ñîñòîÿíèå D òîëüêî, åñëè â íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ÷àñòè âõîäíîãî ñëîâà
îêàçàëîñü áîëüøå çàêðûâàþùèõ ñêîáîê, ÷åì îòêðûâàþùèõ. Òàêîå ñëîâî íå
ìîæåò áûòü ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðîé, êàêèì áû íè áûë åãî êîíåö.
Â ëþáîé ìîìåíò îáðàáîòêè ñëîâà â ñòåêå ñîäåðæèòñÿ ñòîëüêî áóêâ a, êàêîâ
ñêîáî÷íûé èòîã (ò.å., ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ëåâûõ è ÷èñëîì ïðàâûõ ñêî-
áîê) îáðàáîòàííîé ÷àñòè ñëîâà. Ñîñòîÿíèå B ÿâëÿåòñÿ ïðèíèìàþùèì òîëü-
êî, åñëè ñòåê ïóñòîé. Åñëè æå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà ýòî ñîñòîÿíèå D
èëè B ïðè íåïóñòîì ñòåêå, òî ñëîâî íå ïðèíÿòî.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêà êîíå÷íûì àâòîìà-
òîì ñî ñòåêîì. Ïóñòü P ′ � ÿçûê äâóõáóêâåííûõ ïàëèíäðîìîâ íàä àëôà-
âèòîì {a, b, c}, ò.å ñëîâ íå÷åòíîé äëèíû, ñðåäíÿÿ áóêâà â êîòîðûõ åñòü c,
äðóãèõ áóêâ c íåò, ïðè÷åì ñëîâî îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî è ñïðà-
âà íàëåâî. ßçûê P ′ íà÷èíàåòñÿ ñî ñëîâ

c, aca, bcb, aacaa, abcba, bacab, bbcbb, . . . .

ßçûê P ′ ìîæíî ðàñïîçíàòü ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àâòîìàòà ñî ñòåêîì:

a, â ñòåêå a b, â ñòåêå b c a, â ñòåêå íå a b, â ñòåêå íå b
B B, ïîëî-

æèòü a â
ñòåê

B, ïîëî-
æèòü b â
ñòåê

C B, ïîëîæèòü a
â ñòåê

B, ïîëîæèòü b â
ñòåê

C C, ñíÿòü
âåðõóøêó
ñòåêà

C, ñíÿòü
âåðõóøêó
ñòåêà

D D D

D D D D D D

Ñîñòîÿíèÿ B è C ÿâëÿþòñÿ ïðèíèìàþùèìè òîëüêî, åñëè ñòåê ïóñò. Âî âñåõ
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíè îòâåðãàþò âõîäíîå ñëîâî, òàê æå, êàê è ñîñòîÿíèå D
� âíå çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ ñòåêà. Àâòîìàò ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå C,
êîãäà âî âõîäíîì ñëîâå âïåðâûå âñòðåòèëàñü áóêâà c. Ïîñëå ýòîãî îí ëèáî
îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè C, ëèáî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå D � åñëè âî âõîäíîì
ñëîâå îáíàðóæèëîñü íàðóøåíèå ïàëèíäðîìíîñòè.
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0.69 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.196. Âûïèøèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé àâòîìàòà ñ ðèñ. 42
ïðè îáðàáîòêå ñòðîêè a) abaabbaab; b) baabaaaba.

Çàäà÷à 0.197. Äëÿ êàæäîãî èç àâòîìàòîâ ñ ðèñ. ïîñòðîéòå ìèíèìàëüíûé
àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé òîò æå ÿçûê.

Çàäà÷à 0.198. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ñëîâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ íà÷àëàìè íèêàêèõ
ñëîâ èç äàííîãî ÿçûêà L, L-íåðàçëè÷èìû.

Çàäà÷à 0.199. Äîêàæèòå, ÷òî ñëîâî ÿçûêà L è ñëîâî, íå âõîäÿùåå â L, íå
ìîãóò áûòü L-íåðàçëè÷èìû.

Çàäà÷à 0.200. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÿçûêà, íåêîòîðûå ñëîâà êîòîðîãî ðàçëè-
÷èìû èì ñàìèì.

Çàäà÷à 0.201. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ äîêàæèòå, ÷òî îíè íåðå-
ãóëÿðíû: a) {anba2n|n ≥ 0}; b) {ajbjak|i + j < k}; c) ÿçûê ñëîâ â àëôàâè-
òå {a, b}, â êîòîðûõ íèêàêîå íà÷àëî íå ñîäåðæèò áîëüøå áóêâ b, ÷åì a.

Çàäà÷à 0.202. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ íàä àëôàâèòîì {a, b} ðå-
øèòå, ðåãóëÿðåí îí èëè íåò. Ïîñòðîéòå êîíå÷íûå àâòîìàòû äëÿ ðàñïîçíà-
âàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ è äîêàæèòå íåðåãóëÿðíîñòü îñòàëüíûõ. a) ÿçûê
ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ww, ãäå w � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî íåíóëåâîé äëèíû; b)
ÿçûê ñëîâ, ñîäåðæàùèõ âíóòðè ñåáÿ ñëîâî ww, ãäå w � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî
íåíóëåâîé äëèíû; c) ÿçûê ñëîâ íå÷åòíîé äëèíû, ñðåäíÿÿ áóêâà â êîòîðûõ a;
d) ÿçûê ñëîâ ÷åòíîé äëèíû, ñðåäíèå áóêâû â êîòîðûõ îäèíàêîâû; e) ÿçûê
ñëîâ âèäà xyx, ãäå x � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî íåíóëåâîé äëèíû; f) ÿçûê ñëîâ,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàëèíäðîìàìè.

Çàäà÷à 0.203. Ïîñòðîéòå êîíå÷íûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ñëîâà, äëèíà
êîòîðûõ êðàòíà òðåì.

Çàäà÷à 0.204. Ïóñòü ÿçûê L íàä àëôàâèòîì A ðåãóëÿðåí. Âåðíî ëè, ÷òî
ÿçûê L íàä òåì æå àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèé èç ñëîâ, íå âõîäÿùèõ â L, òàêæå
ðåãóëÿðåí?

Çàäà÷à 0.205. Âûïèøèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé àâòîìàòà ñî ñòåêîì,
ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê Äèêà, ïðè îáðàáîòêå ñòðîêè a) aababbab; b) abaabbbaba.

Çàäà÷à 0.206. Ïîñòðîéòå êîíå÷íûé àâòîìàò ñî ñòåêîì, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê
íàä àëôàâèòîì {a, b}, ñîñòîÿùèì èç ñëîâ, â êîòîðûõ áóêâ a áîëüøå, ÷åì
áóêâ b.

Çàäà÷à 0.207. Âûïèøèòå òàáëèöû ïåðåõîäà äëÿ àâòîìàòîâ ñî ñòåêàìè, ðàñ-
ïîçíàþùèõ ñëåäóþùèå ÿçûêè íàä àëôàâèòîì{a, b}: a) ÿçûê ñëîâ, â êîòîðûõ
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî áóêâ a è b; b) ÿçûê ñëîâ, â êîòîðûõ ðàçëè÷íîå êî-
ëè÷åñòâî áóêâ a è b; c) ÿçûê ñëîâ âèäà {anbn+mam|m,n ≥ 0}.
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ßçûêè è ôîðìàëüíûå

ãðàììàòèêè ñ îäíîçíà÷íûì

âûâîäîì

Êîíå÷íûå àâòîìàòû � óäîáíîå ñðåäñòâî äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè äàí-
íîãî ñëîâà äàííîìó ÿçûêó. Îäíàêî îíè íåïðèãîäíû äëÿ âûïèñûâàíèÿ âñåõ
ñëîâ äàííîãî ÿçûêà. Äëÿ ýòîãî ïðåäíàçíà÷åíû ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè.
Ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì ÿâëÿþòñÿ çàìå÷àòåëü-
íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîäñ÷åòà âñåõ ñëîâ äàííîé äëèíû â ÿçûêå, ò.å. äëÿ
ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷.

0.70 Ïðàâèëà âûâîäà â ÿçûêå Äèêà

Âûïèñûâàíèå âñåõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð äàííîé äëèíû � òðóäîåìêèé ïðî-
öåññ. ×òîáû íå ïðîïóñòèòü íè îäíîé ñòðóêòóðû è íå ïîâòîðèòü íèêàêóþ
ñòðóêòóðó äâàæäû, ýòîò ïðîöåññ íàäî óïîðÿäî÷èòü. Îäèí èç ñïîñîáîâ äî-
áèòüñÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü äâà ïðàâèëà âûâîäà
â ÿçûêå Äèêà:

1) r −→ λ;
2) r −→ arbr.

(64)

Çäåñü r � áóêâà, íå âõîäÿùàÿ â àëôàâèò {a, b}. Âìåñòî íåå ìû ìîãëè áû
âûáðàòü ëþáóþ áóêâó, îòëè÷íóþ îò a è b.

Ñòðåëêà â ïðàâèëàõ âûâîäà (64) çàìåíÿåò ôðàçó:
åñëè â ñëîâå åñòü áóêâà r, òî ýòó áóêâó ìîæíî çàìåíèòü íà ñëîâî,

ñòîÿùåå ñïðàâà îò ñòðåëêè.
Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàþò ïðàâèëà âûâîäà: âûâåäåì ïî ýòèì ïðàâèëàì

çàäàííóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó.
Ïóñòü íàì íóæíî âûâåñòè ñëîâî aabaabbb. Âîò, êàê âûãëÿäèò âûâîä:

r
2)−→ arbr

1)−→ arb
2)−→ aarbrb

1)−→ aabrb
2)−→ aabarbrb

1)−→

aabarbb
2)−→ aabaarbrbb

1),1)−→ aabaabbb

185
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Íàä êàæäîé ñòðåëêîé â ïðîöåññå âûâîäà íàïèñàí íîìåð ïðèìåíåííîãî
ïðàâèëà. Áóêâà r, ê êîòîðîé ïðèìåíÿëîñü ïðàâèëî, ïîä÷åðêíóòà.

Ïðàâèëà âûâîäà â ÿçûêå Äèêà ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Âñÿêîå ñëîâî â ÿçûêå Äèêà åñòü ëèáî
1) ïóñòîå ñëîâî,

ëèáî
2) ñëîâî, â êîòîðîì âíóòðè ñàìîé ëåâîé ïàðû ñîîòâåòñòâåííûõ ñêîáîê

ñòîèò íåêîòîðîå ñëîâî ÿçûêà Äèêà è ïîñëå ýòîé ïàðû ñòîèò ñëîâî ÿçûêà
Äèêà.

ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëîâà ÿçûêà Äèêà òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèí-
ñòâåííî.

Õàðàêòåðèñòèêîé ÷èñëà ñëîâ â ÿçûêå ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-
öèÿ.

Îïðåäåëåíèå 0.70.1. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ïðî-
èçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

L(s) = l0 + l1s+ l2s
2 + . . . ,

ãäå lk åñòü ÷èñëî ñëîâ äëèíû k â ÿçûêå L.

Âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ ïðàâèë âûâîäà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÿçû-
êà Äèêà. Äëÿ ýòîé öåëè âûïèøåì �íåêîììóòàòèâíûé ïðîèçâîäÿùèé ðÿä�,
ïåðå÷èñëÿþùèé ñëîâà ÿçûêà. Ýòîò ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ôîðìàëü-
íóþ ñóììó âñåõ ñëîâ ÿçûêà, âûïèñàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äëèíû:

D(a, b) = λ+ ab+ aabb+ abab+ aaabbb+ aababb+ . . . . (65)

Òåîðåìà 0.70.2. Ðÿä (65) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

D(a, b) = λ+ aD(a, b)bD(a, b). (66)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (66) çàïèñà-
íà ñóììà âñåõ ñëîâ ÿçûêà Äèêà. Ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåð-
æäåíèÿ

Âñÿêîå ñëîâî â ÿçûêå Äèêà åñòü ëèáî
1) ïóñòîå ñëîâî,

ëèáî
2) ñëîâî, â êîòîðîì âíóòðè ñàìîé ëåâîé ïàðû ñîîòâåòñòâåííûõ ñêîáîê

ñòîèò íåêîòîðîå ñëîâî ÿçûêà Äèêà è ïîñëå ýòîé ïàðû ñòîèò ñëîâî ÿçûêà
Äèêà.

Ïðè ýòîì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
×òîáû ïåðåéòè îò íåêîììóòàòèâíîãî ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà ê îáû÷íîìó,

ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó a = s, b = s, λ = s0 = 1. Óðàâíåíèå (66) ïðèìåò âèä

D(s, s) = 1 + s2D(s, s).

Îòñþäà, îáîçíà÷èâ D(s, s) ÷åðåç d(s), ïîëó÷èì

d(s) = 1 + s2d2(s). (67)
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Ðåøåíèå

d(s) =
1−

√
1− 4s2

2s2

ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîíå÷íî æå, ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî âîçâåäåíèÿ ôîð-
ìàëüíîé ïåðåìåííîé â êâàäðàò) ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñåë Êàòà-
ëàíà (22). Íåîáõîäèìîñòü ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé s2 âìåñòî s îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî â ÿçûêå Äèêà äëèíà ñëîâà, ñîñòàâëåííîãî èç n ïàð ñêîáîê, ðàâíà
2n, òîãäà êàê ðàíåå ìû ïåðå÷èñëÿëè ýòè ñëîâà ïî ÷èñëó ïàð ñêîáîê.

0.71 Ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè ñ îäíîçíà÷íûì

âûâîäîì

Ïðèâåäåì îáîáùåíèå ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Îïðåäåëåíèå 0.71.1. Ñëîâî w = β1 . . . βm ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ íåðàçëî-
æèìûì â ýòîì ÿçûêå, åñëè íèêàêîå åãî íåïóñòîå ïîäñëîâî βiβi+1 . . . βi+l,
1 ≤ i, i+ l ≤ m, l ≥ 0, îòëè÷íîå îò ñàìîãî ñëîâà w, íå ïðèíàäëåæèò ÿçûêó
L.

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòîå ñëîâî â ëþáîì ÿçûêå íåðàçëîæèìî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ÿçûê L îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

1) ïóñòîå ñëîâî âõîäèò â ÿçûê L;
2) íà÷àëî âñÿêîãî íåðàçëîæèìîãî ñëîâà

íå ñîâïàäàåò ñ êîíöîì äðóãîãî èëè òîãî æå
ñàìîãî íåðàçëîæèìîãî ñëîâà;

3) åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ áóêâàìè
ëþáîãî ñëîâà ÿçûêà L âñòàâèòü ñëîâî ÿçûêà L,
òî ïîëó÷èòñÿ ñëîâî ÿçûêà L;

4) åñëè èç ëþáîãî ñëîâà ÿçûêà L âûêèíóòü ïîäñëîâî,
âõîäÿùåå â ÿçûê L, òî ïîëó÷èòñÿ ñëîâî ÿçûêà L.

(68)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n(t) = n0 + n1t + n2t
2 + . . . ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

äëÿ ÷èñëà íåðàçëîæèìûõ ñëîâ ÿçûêà L, ÷åðåç l(s) = l0 + l1s + l2s
2 + . . . �

ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÿçûêà L.

Òåîðåìà 0.71.2. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÿçûêà L, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèÿì (68), è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîäúÿçûêà íåðàçëîæèìûõ ñëîâ
â íåì ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà

l(s) = n(sl(s)). (69)

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëàãðàíæà, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà íåðàçëîæèìûõ ñëîâ â ÿçûêå, óäîâëåòâîðÿþùåì
óñëîâèÿì (68), è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñàìîãî ÿçûêà âîññòàíàâëèâàþòñÿ
äðóã ïî äðóãó. Áîëåå òîãî, òà æå òåîðåìà äàåò ÿâíîå âûðàæåíèå êîýôôè-
öèåíòîâ îäíîé èç ýòèõ ôóíêöèé ÷åðåç êîýôôèöèåíòû äðóãîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîìó íåðàçëîæèìîìó ñëîâó αi1 . . . αim â ÿçûêå L
ñîïîñòàâèì ïðàâèëî âûâîäà

r −→ αi1rαi2r . . . αimr.

ßñíî, ÷òî êàæäîå ñëîâî ÿçûêà äîïóñêàåò âûâîä ïî ýòèì ïðàâèëàì. Òàêîé
âûâîä îäíîçíà÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü β1 . . . βk �ïðîèçâîëüíîå ñëîâî ÿçû-
êà L. Åñëè îíî íåðàçëîæèìî, òî îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðàâîé ÷àñòè
ïðàâèëà âûâîäà

r −→ β1rβ2r . . . βkr,

ãäå êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà r ñëåäóåò çàìåíèòü íà ïóñòîå ñëîâî. Èç
îïðåäåëåíèÿ íåðàçëîæèìîãî ñëîâà âûòåêàåò, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèí-
ñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî åñòü ðàçëîæèìûå ñëîâà, äîïóñêàþùèå ðàç-
ëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå. Ðàññìîòðèì ñàìîå êîðîòêîå òàêîå ñëîâî w. Â íåì
ñîäåðæèòñÿ íåðàçëîæèìîå ïîäñëîâî. Âûáåðåì èç âñåõ íåðàçëîæèìûõ ïîä-
ñëîâ ñëîâà w ñàìîå ïðàâîå (ýòî âîçìîæíî, òàê êàê íåðàçëîæèìûå ïîäñëîâà
íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ) è âûêèíåì åãî èç ñëîâà w. Ïîëó÷èì íîâîå ñëîâî w′.
Ýòî ñëîâî èìååò òå æå ñàìûå ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðàâûõ ÷àñòåé ïðàâèë
âûâîäà, ÷òî è ñëîâî w. Ïîýòîìó w′ � áîëåå êîðîòêîå ñëîâî, äîïóñêàþùåå
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íåêîììóòàòèâíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÿçûêà L
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

L(a1, . . . , am) = λ+ α11L(a1, . . . , am)α12L(a1, . . . , am) · · ·+ . . . .

Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó λ = 1, ai = t è ó÷èòûâàÿ, ÷òî l(t) = L(t, t, . . . , t), ïîëó-
÷àåì çàêëþ÷åíèå òåîðåìû.

Ïðèìåð 0.71.3. Äëÿ ÿçûêà Äèêà n(t) = 1+ t2. Íåðàçëîæèìûå ñëîâà � ýòî λ
è ab. Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (67) íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ äëÿ ÿçûêà Äèêà.

Îäíîãî ñèìâîëà çà÷àñòóþ áûâàåò íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàììà-
òèêè. Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ãðàììàòèêè.

Îïðåäåëåíèå 0.71.4. Ïóñòü R = {r1, . . . , rl} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèì-
âîëîâ, íå âõîäÿùèõ â àëôàâèò A. Ïðàâèëîì âûâîäà íàçûâàåòñÿ çàïèñü âèäà

ri −→ w,

ãäå ri ∈ R, à w � ñëîâî â àëôàâèòå A ⊔ R. Ìíîæåñòâî Γ (êîíå÷íîå èëè
áåñêîíå÷íîå) ïðàâèë âûâîäà

r1 −→ w11

r1 −→ w12

. . .
rl −→ wl1
rl −→ wl2

. . .
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íàçûâàåòñÿ (êîíòåêñòíî ñâîáîäíîé) ãðàììàòèêîé (íàä àëôàâèòîì A). Ñëî-
âî â àëôàâèòå A ïîðîæäàåòñÿ ñèìâîëîì ri, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
öåïî÷êîé ïîäñòàíîâîê, çàäàâàåìûõ ãðàììàòèêîé, èç ñèìâîëà ri. ßçûê Li
ïîðîæäàåòñÿ ñèìâîëîì ri, åñëè âñå ñëîâà ÿçûêà Li è òîëüêî îíè ïîðîæ-
äàþòñÿ ñèìâîëîì ri. Ãðàììàòèêà Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàììàòèêîé ñ îäíîçíà÷íûì
âûâîäîì, åñëè êàæäîå ñëîâî, âûâîäèìîå èç ñèìâîëà ri, åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðàâîé ÷àñòè îäíîãî èç ïðàâèë âûâîäà ri −→ wik.

Â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ïåðå÷èñëåíèÿ íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì. Òàêàÿ ãðàììàòèêà
áûëà ïîñòðîåíà äëÿ ÿçûêà Äèêà. Ïðèâåäåì åùå îäèí ïîäîáíûé ïðèìåð.

Ïðèìåð 0.71.5. Ðàññìîòðèì ÿçûê F èç ïðèìåðà 0.66.2. Îí ñîñòîèò èç ñëîâ
â àëôàâèòå {a, b}, íå ñîäåðæàùèõ ïîäðÿä èäóùèõ áóêâ b. Âîò âîçìîæíàÿ
ãðàììàòèêà äëÿ ýòîãî ÿçûêà:

r1 −→ λ
r1 −→ b
r1 −→ r2b
r1 −→ r2
r2 −→ r1a

ßçûê F âûâîäèòñÿ èç ñèìâîëà r1. Èç ñèìâîëà r2 âûâîäèòñÿ ïîäúÿçûê ÿçûêà
F , ñîñòîÿùèé èç ñëîâ, êîí÷àþùèõñÿ íà a.

Ïðèâåäåííàÿ ãðàììàòèêà ÷èòàåòñÿ òàê:

1. âñÿêîå ñëîâî ÿçûêà F åñòü ëèáî ïóñòîå ñëîâî, ëèáî ñëîâî b, ëèáî ñëîâî
ÿçûêà F , êîí÷àþùååñÿ íà a, ê êîòîðîìó ïðèïèñàíà áóêâà b, ëèáî ñëîâî
ÿçûêà F , êîí÷àþùååñÿ íà a;

2. âñÿêîå ñëîâî ÿçûêà F , êîí÷àþùååñÿ íà a, åñòü íåêîòîðîå ñëîâî ÿçûêà
F , ê êîòîðîìó ïðèïèñàíà áóêâà a.

Îíà îäíîçíà÷íà � êàæäîå ñëîâî ÿçûêà F ìîæåò ñëóæèòü ïðàâîé ÷àñòüþ
òîëüêî îäíîãî èç ïðàâèë âûâîäà.

Ïðèìåð 0.71.6. Ïðèâåäåì ïðèìåð ãðàììàòèêè ñ íåîäíîçíà÷íûì âûâîäîì.
Ãðàììàòèêà

r −→ λ
r −→ arb
r −→ rarb

âûâîäèò ÿçûê Äèêà. Îäíàêî íåêîòîðûå ñëîâà â ýòîì ÿçûêå äîïóñêàþò ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå ïðàâîé ÷àñòè êàê âòîðîãî, òàê è òðåòüåãî ïðàâèë âûâîäà.
Ýòî â òî÷íîñòè òå ñëîâà, â êîòîðûõ ïàðíîé ïðàâîé ñêîáêîé ê ïåðâîé ëåâîé
ñêîáêå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ñêîáêà ñëîâà. Òåì ñàìûì, êàæäîå òàêîå ñëîâî
ìîæåò áûòü âûâåäåíî íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, è ãðàììàòèêà
êàê òàêîâàÿ íå ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü óðàâíåíèå íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
ÿçûêà Äèêà.



190 ÃËÀÂÀ 0. ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÃÐÀÌÌÀÒÈÊÈ

Òåîðåìà 0.71.7. Ïóñòü Γ � ãðàììàòèêà ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì äëÿ ÿçû-
êà L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri(s) ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà ñëîâ â ÿçûêå
L, âûâîäèìûõ èç ñèìâîëà ri (ò.å. ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîäúÿçûêà
Li). Òîãäà ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ri óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

ri(s) =
∑
j

sνij
∏
k

r
ηkj

k (s).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷èñëî ïðàâèë âûâîäà êîíå÷íî, òî ôóíêöèè ri óäîâëå-
òâîðÿþò ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ àëãåáðà-
è÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòóïèì, êàê è â ñèòóàöèè ñ îäíèì ïîðîæäàþùèì
ñèìâîëîì, � ââåäåì íåêîììóòàòèâíûå ïðîèçâîäÿùèå ñòåïåííûå ðÿäû äëÿ
÷èñëà ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ êàæäûì èç ñèìâîëîâ ri. Ââèäó îäíîçíà÷íîñòè
ïðåäñòàâëåíèÿ êàæäîãî ñëîâà â âèäå ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà âûâîäà ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà íåêîììóòàòèâíûå ðÿäû. Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó
λ = s0 = 1, ai = s ïðè i = 1, . . . ,m, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ïðîèç-
âîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ÷èñëà ñëîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

0.72 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ðåãóëÿðíûõ ÿçû-

êîâ

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ðàöèîíàëüíà � îíà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÿçûêà F èç ïðèìåðà 0.66.2, ðàñïî-
çíàâàåìîãî êîíå÷íûì àâòîìàòîì. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ
ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåé.

Òåîðåìà 0.72.1. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà ðàöè-
îíàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÿçûê L íàä àëôàâèòîì A = {a1, . . . , ak} ðå-
ãóëÿðåí; ðàññìîòðèì ðàñïîçíàþùèé åãî êîíå÷íûé àâòîìàò, è ïóñòü R =
{r1, . . . , rl} � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ýòîãî àâòîìàòà, ïðè÷åì ñîñòîÿíèå r1 íà-
÷àëüíîå. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ñîñòîÿíèþ ri àâòîìàòà è êàæäîé âõîäÿùåé
â ýòî ñîñòîÿíèå ñòðåëêå am ïðàâèëî âûâîäà

ri −→ rjam,

åñëè ñòðåëêà am âûõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ rj . (Îòìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèå rj ìîæåò
ñîâïàäàòü ñ ñîñòîÿíèåì ri.) Äîïîëíèòåëüíî ñîïîñòàâèì íà÷àëüíîìó ñîñòîÿ-
íèþ r1 àâòîìàòà ïðàâèëî âûâîäà

r1 −→ λ.

Ïîëó÷åííûé íàáîð ïðàâèë âûâîäà çàäàåò ãðàììàòèêó ñ îäíîçíà÷íûì
âûâîäîì. Äåéñòâèòåëüíî, ÿçûê Li ñëîâ, âûâîäèìûõ èç ñèìâîëà ri, i =
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1, . . . , l ñîñòîèò èç ñëîâ, îáðàáîòêà êîòîðûõ àâòîìàòîì çàêàí÷èâàåòñÿ â ñî-
ñòîÿíèè ri. Ïîýòîìó êàæäîå ñëîâî íàä A ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðàâîé ÷àñòè
ëèøü îäíîãî èç ïðàâèë âûâîäà. Ïðè çàìåíå íåêîììóòàòèâíîé ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèè íà êîììóòàòèâíóþ ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Li ÿçû-
êîâ Li. Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû äàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè
ôóíêöèÿìè. Êàæäàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ îïðåäåëè-
òåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîãî÷ëåí. Ñóììèðóÿ ýòè
ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ïî âñåì ïðèíèìàþùèì ñîñòîÿíèÿì àâòîìàòà, ìû
ïîëó÷àåì ðàöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ íàøåãî ðåãóëÿðíîãî
ÿçûêà.

0.73 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé â

âèäå íåïðåðûâíûõ äðîáåé

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà óäîâëåòâîðÿåò êâàäðàòíîìó
óðàâíåíèþ (21)

s2 Cat2(s)− Cat(s) + 1 = 0.

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

Cat(s)− s2 Cat2(s) = 1,

èëè

Cat(s) =
1

1− s2 Cat(s)
. (70)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ Cat(s) èç ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (70) â ïðàâóþ
÷àñòü òîãî æå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

Cat(s) =
1

1− s2

1−s2 Cat(s)

.

Ïîäñòàâëÿÿ âíîâü âûðàæåíèå (70) äëÿ Cat(s) â ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî è
ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè Êàòà-
ëàíà â âèäå íåïðåðûâíîé äðîáè:

Cat(s) =
1

1− s2

1− s2

1−...

. (71)

Ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå íóæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ìû
îáîðâåì íåïðåðûâíóþ äðîáü íà n-ì øàãå (îñòàâèâ âìåñòî íåå êîíå÷íóþ
íåïðåðûâíóþ äðîáü, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ),
òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì s áóäóò
ñîâïàäàòü ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Cat(s) âïëîòü äî ÷ëå-
íà s2n. Çàìåòèì, ÷òî èç-çà íàëè÷èÿ ìíîæèòåëÿ s2 â ÷èñëèòåëå î÷åðåäíîé
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äðîáè, ïðèñîåäèíÿåìîé íà (n+1)-ì øàãå, óâåëè÷åíèå ÷èñëà ÷ëåíîâ â íåïðå-
ðûâíîé äðîáè íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïåðâûõ n êîýôôèöèåíòîâ â åå ðàç-
ëîæåíèè. Íàïðèìåð,

1

1− s2
= 1+ s2 + s4 + s6 + s8 + . . .

1

1− s2

1−s2
= 1+ s2 + 2s4 + 4s6 + 8s8 + . . .

1

1− s2

1− s2

1−s2

= 1+ s2 + 2s4 + 5s6 + 13s8 + . . .

1

1− s2

1− s2

1− s2

1−s2

= 1+ s2 + 2s4 + 5s6 + 14s8 + . . .

Ñòàáèëèçèðóþùàÿñÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ âûäåëåíà.
Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Êàòàëàíà â âèäå íåïðåðûâíîé äðîáè òåñíî ñâÿ-

çàíî ñ äâóìÿ ñïîñîáàìè åå ïîëó÷åíèÿ � ïåðå÷èñëåíèåì ïóòåé ïî òðåóãîëüíè-
êó Äèêà (ðàçäåë 0.17) è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ãðàììàòèêè (ðàçäåë 0.70).
Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà äðóãèå ôóíêöèè, ïå-
ðå÷èñëÿþùèå ðàçëè÷íûå ïóòè.

Âñïîìíèì òðåóãîëüíèê Äèêà ñ êðàòíîñòÿìè (ðèñ. 18), â îñíîâàíèè êî-
òîðîãî ëåæàò ÷èñëà Ýéëåðà. Ñåé÷àñ ìû ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ äðîáü, îò-
âå÷àþùóþ ýòîìó òðåóãîëüíèêó.

Òåîðåìà 0.73.1. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

F0(s) = 1 + s2 + 5s4 + 61s6 + 1385s8 + . . .

äëÿ íèæíåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ñ ðèñ. 18 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåïðå-
ðûâíîé äðîáè

F0(s) =
1

1− 12s2

1− 22s2

1− 32s2
1−...

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ F0(s) ïåðå÷èñëÿåò ðàçëè÷-
íûå ïóòè ñ íà÷àëîì è êîíöîì íà âûñîòå 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fi(s) ïðîèç-
âîäÿùóþ ôóíêöèþ, ïåðå÷èñëÿþùóþ ïóòè ñ íà÷àëîì è êîíöîì íà âûñîòå i,
êîòîðûå íå îïóñêàþòñÿ íèæå óðîâíÿ i, ïî èõ äëèíå. Òîãäà

F0(s) =
1

1− s2F1(s)
.

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ïóòü ñ íà÷àëîì è êîíöîì íà âûñîòå 0 åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà òàêèå ó÷àñòêè, ÷òî

1. êîíöû ïóòè íà êàæäîì ó÷àñòêå ëåæàò íà âûñîòå 0;



0.73 Íåïðåðûâíûå äðîáè 193

2. âûñîòà âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê ïóòè íà êàæäîì ó÷àñòêå áîëüøå
íóëÿ.

Åñëè îòáðîñèòü íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé îòðåçîê òàêîãî ó÷àñòêà, òî ìû
ïîëó÷èì ïóòü, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ íà âûñîòå 1.

Àíàëîãè÷íî,

F1(s) =
1

1− 4s2F2(s)
.

Ïîÿâëåíèå ÷åòâåðêè â êîýôôèöèåíòå ïðè s2 îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ê äàííîìó
ïóòè, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ëåæàò íà âûñîòå 2, íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé
âåêòîðû, ïðåâðàùàþùèå åãî â ïóòü íà âûñîòå 1, ìîæíî äîáàâèòü ÷åòûðüìÿ
�ðàçëè÷íûìè� ñïîñîáàìè.

Ïðîäîëæàÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

Fk(s) =
1

1− (k + 1)2s2Fk+1(s)
,

è íåïðåðûâíàÿ äðîáü òåïåðü âûïèñûâàåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì:

F0(s) =
1

1− s2F1(s)

=
1

1− s2

1−4s2F2(s)

= . . .

=
1

1− s2

1− 4s2

1− 9s2
1−...

.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ðàñïðåäåëå-
íèå êðàòíîñòåé ïî âîñõîäÿùåìó è íèñõîäÿùåìó âåêòîðàì ïóòè â êàæäîì
ñëîå íå èìååò çíà÷åíèÿ. Íåîáõîäèìî ëèøü, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ýòèõ êðàò-
íîñòåé âíóòðè êàæäîãî ñëîÿ áûëî ïîñòîÿííûì. Íàïðèìåð, òðåóãîëüíèê,
èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 43, ïîðîæäàåò òó æå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ
ïóòåé ñ íóëåâîé âûñîòîé íà÷àëà è êîíöà, ÷òî è òðåóãîëüíèê ñ ðèñ. 18 à).
Çàìåòèì, ÷òî òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïóòåé íà äðóãèõ âûñîòàõ.

576

36 1080

4 56 1324

1 5 61 1385

1 1 5 61 1385
�� �� �� ��@R @R @R @R

�� �� �� ��@R @R @R

�� �� ��@R @R

�� ��@R

1 1 1 11 1 1 1

4 4 4 41 1 1

9 9 91 1

16 161

Ðèñ. 43: Äðóãàÿ ðàññòàíîâêà êðàòíîñòåé â òðåóãîëüíèêå Äèêà
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Êîíå÷íî, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ðàññòà-
íîâêó êðàòíîñòåé. Áîëåå òîãî, åãî ìîæíî áåç òðóäà ïåðåíåñòè è íà òðåóãîëü-
íèê Ìîöêèíà (ðèñ. 44).
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f f f f f
f f f f

f f f
f f

f

α0 α0 α0 α0β0 β0 β0 β0

γ0 γ0 γ0 γ0 γ0

α1 α1 α1 α1β1 β1 β1

γ1 γ1 γ1 γ1

α2 α2 α2β2 β2

γ2 γ2 γ2

α3 α3β3

γ3 γ3

Ðèñ. 44: Òðåóãîëüíèê Ìîöêèíà ñ êðàòíîñòÿìè

Òåîðåìà 0.73.2. Ïóñòü ÷åðåç αi, βi, γi îáîçíà÷åíû êðàòíîñòè âåêòîðîâ
(1, 1), (1,−1) è (1, 0) ñîîòâåòñòâåííî â i-ì ñëîå âçâåøåííîãî òðåóãîëüíè-
êà Ìîöêèíà. Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Fk(s) äëÿ ïóòåé ñ íà÷àëîì è
êîíöîì íà âûñîòå k, íå îïóñêàþùèõñÿ íèæå ýòîé âûñîòû, ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå íåïðåðûâíîé äðîáè

Fk(s) =
α0α1 . . . αk−1

1− γks− αkβks2

1−γk+1s−
αk+1βk+1s2

1−...

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíå÷íî, ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è
åå ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìà 0.73.1. Ìû, îäíàêî, õîòèì èçëîæèòü òî æå ñà-
ìîå äîêàçàòåëüñòâî íà ÿçûêå ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê. Ñîïîñòàâèì âåêòî-
ðàì (1, 1), (1,−1), (1, 0) â i-ì ñëîå áóêâû ai, bi, ci ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ÿçûêè F0,F1, . . . â àëôàâèòå èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà áóêâ
{a0, b0, c0, a1, b1, c1, . . . }. ßçûê Fk ñîñòîèò èç ñëîâ, îòâå÷àþùèõ ïóòÿì ñ íà-
÷àëîì è êîíöîì íà âûñîòå k, íå îïóñêàþùèìñÿ íèæå ýòîé âûñîòû.
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Ãðàììàòèêà

r0 −→ λ

r0 −→ c0r0

r0 −→ a0r1b0r0

r1 −→ λ

r1 −→ c1r1

r1 −→ a1r2b1r1

. . .

ÿâëÿåòñÿ ãðàììàòèêîé ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì. Áóêâà rk, k = 0, 1, 2, . . .
ïîðîæäàåò ÿçûê Fk. Ïîýòîìó íåêîììóòàòèâíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ
ÿçûêîâ Fk óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

F0 = λ+ c0F0 + a0F1b0F0

F1 = λ+ c1F1 + a1F2b1F1

. . .

Ïîäñòàâëÿÿ λ = 1, ai = αis, bi = βis, ci = γis, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé íà êîììóòàòèâíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

F0(s) = 1 + γ0sF0(s) + α0β0s
2F0(s)F1(s)

F1(s) = 1 + γ1sF1(s) + α1β1s
2F1(s)F2(s)

. . .

îòêóäà

F0(s) =
1

1− γ0s− α0β0s2F1(s)

=
1

1− γ0s− α0β0s2

1−γ1s−α1β1s2F2(s)

= . . .

Âûâîä ôîðìóë äëÿ îñòàëüíûõ Fk àíàëîãè÷åí, è òåîðåìà äîêàçàíà.

0.74 Ñðàâíåíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí ñâîéñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öåëûõ ÷èñåë, ïðèâå-
äåííûõ ïî ðàçëè÷íûì ìîäóëÿì.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ýéëåðà

1, 1, 5, 61, 1385, . . . .

Îñòàòêè îò äåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà 4 îáðàçóþò íî-
âóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1, 1, 1, 1, 1, . . . .
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Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî è ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàê-
æå áóäóò åäèíèöàìè.

Òà æå ñàìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âçÿòàÿ ïî ìîäóëþ 3, âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . . .

Ïåðèîäè÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäñêàçûâàåò íàì, ÷òî îíà çàäàåòñÿ
ðàöèîíàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü N � äëèíà
ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai, ò.å. ak+N = ak äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ k. Òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåòñÿ ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì è, ñîãëàñíî òåîðåìå 0.10.1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ ðàöèîíàëüíà.

Â ñëó÷àå ÷èñåë Ýéëåðà òàêóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ íåñëîæíî íàéòè.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ íèõ
â âèäå íåïðåðûâíîé äðîáè

E(s) =
1

1− 12s2

1− 22s2

1− 32s2
1−...

.

Ïðè ïðèâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþ 4 âòîðîé ÷ëåí ýòîé äðîáè
îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó âñÿ äðîáü ïðèíèìàåò âèä

E4(s) ≡
1

1− s2
mod 4.

(Äâà ðÿäà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñðàâíèìû ïî êàêîìó-ëèáî ìîäóëþ,
åñëè ïî ýòîìó ìîäóëþ ñðàâíèìû ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ.)
Ïðè ïðèâåäåíèè ïî ìîäóëþ 3 îáðàùàåòñÿ â íóëü òðåòèé ÷ëåí, è äðîáü âû-
ãëÿäèò òàê:

E3(s) ≡
1

1− s2

1−4s2

mod 3 ≡ 1− s2

1 + s2
mod 3.

Âîîáùå, ïðè ïðèâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë Ýéëåðà ïî ìîäóëþ
p ìû ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ äðîáü

Ep(s) ≡
1

1− 12s2

1−... (p−2)2s2

1−(p−1)2s2

mod p,

òàê êàê êîýôôèöèåíò p2 â ñëåäóþùåì ÷èñëèòåëå ñðàâíèì ñ íóëåì ïî ìîäóëþ
p è, òåì ñàìûì, îáðàùàåò â íóëü âåñü õâîñò íåïðåðûâíîé äðîáè. ßñíî, êàê
ðàñïðîñòðàíèòü ýòî ðàññóæäåíèå íà ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ äðîáü.

Òåîðåìà 0.74.1. Ïóñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(s) ïðåäñòàâëåíà â âèäå
íåïðåðûâíîé äðîáè

A(s) =
1

1− c1s− p1s2

1−c2s− p2s2

1−c3s− p3s2

1−...

.
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Òîãäà ôóíêöèÿ Ap(s) ≡ A(s)mod p ðàöèîíàëüíà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà p, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ äåëèòåëåì îäíîãî èç ïðîèçâåäåíèé p1, p1p2, p1p2, p3, . . . . Åñëè p
äåëèò ïðîèçâåäåíèå p1 . . . pk, òî

Ap(s) ≡
1

1− c1s− p1s2

1−...
pk−2s2

1−ck−1s−pk−1s2

mod p.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 0.74.1 ïîçâîëÿåò íàéòè ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
ðàöèîíàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îòâå÷àþ-
ùèõ âçâåøåííûì òðåóãîëüíèêàì Äèêà, êîòîðûå ïðèâåäåíû ïî íåêîòîðûì
(èíîãäà äàæå ïî âñåì, êàê â ñëó÷àå ÷èñåë Ýéëåðà) ìîäóëÿì.

Äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ ÷èñëî-
âûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ íèõ. Âîò ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïîäîáíîãî ðàñ-
ñóæäåíèÿ. ×èñëî

1

n+ 1

(
2n

n

)
=

(2n)!

(n+ 1)!n!

ÿâëÿåòñÿ öåëûì ïðè ëþáîì n, îäíàêî íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû ýòî íå
î÷åâèäíî. Ìû çíàåì, âïðî÷åì, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó ïðàâèëüíûõ ñêî-
áî÷íûõ ñòðóêòóð èç n ïàð ñêîáîê, è ïîýòîìó îíî íå ìîæåò íå áûòü öåëûì.

Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë Êàòàëàíà òðèàíãóëÿöèÿìè ïðàâèëüíûõ (n + 2)-
óãîëüíèêîâ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 0.74.2. Åñëè ÷èñëî n+2 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà, n+ 2 = pk è n > 1, òî ÷èñëî Êàòàëàíà cn äåëèòñÿ íà p.

Íàïðèìåð,

c2 = 2 ≡ 0mod 2; c5 = 42 ≡ 0mod 7; c7 = 429 ≡ 0mod 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà Zn+2 âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n + 2 äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå òðèàíãóëÿöèé ïðàâèëüíîãî (n + 2)-óãîëüíèêà ïîâîðîòàìè. Ïðè
n > 1 ó ýòîãî äåéñòâèÿ íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïîýòîìó äëèíà êàæäîé åãî
îðáèòû äåëèòñÿ íà p, à, çíà÷èò, äåëèòñÿ íà p è ÷èñëî òðèàíãóëÿöèé.

Àíàëîãè÷íî, ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë Êàòàëàíà ïðàâèëüíûìè ñêîáî÷íûìè
ñòðóêòóðàìè äàåò åùå îäíî ñâîéñòâî ýòèõ ÷èñåë.

Óòâåðæäåíèå 0.74.3. Åñëè ÷èñëî n åñòü ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, n = pk,
òî cn ≡ 2mod p.

Íàïðèìåð,

c2 = 2 ≡ 2mod 2; c3 = 5 ≡ 2mod 3; c5 = 42 ≡ 2mod 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà âû÷åòîâ Z2n ïî ìîäóëþ 2n äåéñòâóåò íà ìíî-
æåñòâå ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð èç n ïàð ñêîáîê ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó. Îáðàçóþùàÿ ýòîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì
íà åäèíèöó. Ïðè òàêîì ñäâèãå
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1. ñàìàÿ ëåâàÿ ñêîáêà ñòèðàåòñÿ;

2. âìåñòî íåå â ñòðóêòóðó äîáàâëÿåòñÿ ñàìàÿ ïðàâàÿ ñêîáêà;

3. ïðàâàÿ ñêîáêà, ïàðíàÿ ñòåðòîé ñàìîé ëåâîé ñêîáêå, çàìåíÿåòñÿ íà ëå-
âóþ ñêîáêó.

Âñå îñòàëüíûå ñêîáêè íå ìåíÿþòñÿ. Ïðè n > 1 ó ýòîãî äåéñòâèÿ íåò íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê.

Ðîâíî îäíà îðáèòà òàêîãî äåéñòâèÿ èìååò äëèíó 2. Îíà ñîñòîèò èç ñêî-
áî÷íûõ ñòðóêòóð

()() . . . ()︸ ︷︷ ︸
n ïàð ñêîáîê

è ( () . . . ()︸ ︷︷ ︸
n− 1 ïàðà ñêîáîê

).

Äëèíû îñòàëüíûõ îðáèò äåëÿòñÿ íà p, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
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0.75 Çàäà÷è

Çàäà÷à 0.208. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàììàòèêà èç ïðèìåðà 0.71.5 äåéñòâèòåëüíî
îïèñûâàåò ÿçûê F èç ïðèìåðà 0.66.2 è ÷òî âûâîä â íåé îäíîçíà÷åí. Âîñïîëü-
çîâàâøèñü ýòîé ãðàììàòèêîé, íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÿçûêà
F .
Çàäà÷à 0.209. Ïðèäóìàéòå äëÿ ÿçûêà F ïîðîæäàþùóþ ãðàììàòèêó ñ îäíèì
ïîðîæäàþùèì ñèìâîëîì è îäíîçíà÷íûì âûâîäîì.

Çàäà÷à 0.210. Íàïèøèòå ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ÿçûêà ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ
ñòðóêòóð èç äâóõ ïàð ñêîáîê (êðóãëûõ è êâàäðàòíûõ) è âûâåäèòå ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ íåãî. Ýòîò ÿçûê íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì Äèêà âòîðîãî
ïîðÿäêà. Îáîáùèòå ðåçóëüòàò íà ÿçûêè Äèêà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 0.211. Çàäàéòå ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê ÿçûêè ñèñòåì
ïóòåé èç çàäà÷ 0.65, 0.71; âûâåäèòå îòñþäà ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè.

Çàäà÷à 0.212. ßçûêîì Ìîöêèíà íàçûâàåòñÿ ÿçûê â àëôàâèòå {a, b, c}, ñîñòî-
ÿùèé èç òàêèõ ñëîâ, ÷òî çà÷åðêèâàíèå âñåõ áóêâ c â íèõ äàåò ñëîâî èç ÿçûêà
Äèêà. Ñëîâà â ÿçûêå Ìîöêèíà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïóòÿìè Ìîöêèíà èç çàäà÷è 0.63. Ïîñòðîéòå äëÿ ÿçûêà Ìîöêèíà
ãðàììàòèêó ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì è íàéäèòå ñ åå ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿ-
ùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòîãî ÿçûêà.

Çàäà÷à 0.213. Ïîñòðîéòå ãðàììàòèêó äëÿ ÿçûêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, çàïè-
ñàííûõ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Çàäà÷à 0.214. Ïîñòðîéòå ãðàììàòèêó äëÿ ÿçûêà ïðàâèëüíûõ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ âûðàæåíèé â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ â àëôàâèòå {(, ),+, 1, 0}.
Çàäà÷à 0.215. Ïîñòðîéòå ãðàììàòèêè äëÿ ÿçûêîâ à) L1 = {a3ibi|i ≥ 0};
á) L2 = {aibj |i ≥ j ≥ 0}; â) L3 = {w|÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû a â ñëîâî w
ðàâíî ÷èñëó âõîæäåíèé áóêâû b â ýòî ñëîâî};
ã) L4 = {w|÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû a â ñëîâî w âäâîå áîëüøå ÷èñëà âõîæ-
äåíèé áóêâû b};
ä) L5 = ìíîæåñòâî ïàëèíäðîìîâ â àëôàâèòå èç òðåõ áóêâ. (Ïàëèíäðîìîì
íàçûâàåòñÿ ñëîâî, îäèíàêîâî ÷èòàþùååñÿ ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî.)

Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ýòèõ ÿçûêîâ.

Çàäà÷à 0.216. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ÿçûêîâ èç äâóõ áóêâ,
ñëîâà êîòîðûõ íå ñîäåðæàò
à) ïîäñëîâà ba; á) ïîäñëîâà aabb; â) ïîäñëîâà aba;
ã) ïîäñëîâ aabab, ababa.

Çàäà÷à 0.217. Îáîçíà÷èì ÷åðåç an,k ÷èñëî ïóòåé â òðåóãîëüíèêå Äèêà, ñî-
ñòîÿùèõ èç n çâåíüåâ, ïëîùàäü ïîä êîòîðûìè ðàâíà k; a2,1 = 1, a2,k = 0
ïðè k ÷åòíîì. Äîêàæèòå, ÷òî

A(s, t) =
∑

an,ks
ntk =

1

1− s2t

1− s2t3

1− s2t5
1−...

.
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Çàäà÷à 0.218. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ðàçëîæåíèé â íåïðå-
ðûâíûå äðîáè:

• à)

B(s) =
s

1− 1·2s2
1− 2·3s2

1−···− k(k+1)s2

1−...

,

ãäå B(s) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñòîðîíû Áåðíóëëè òðåóãîëü-
íèêà Áåðíóëëè�Ýéëåðà;

• á)
∞∑
n=0

(2n− 1)!!s2n =
1

1− s2

1− 2s2

1− 3s2
1−...

,

ãäå (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1);

• â)
∞∑
n=0

Ins
n =

1

1− s− s2

1−s− 2s2

1−s− 3s2
1−...

,

ãäå In � ÷èñëî èíâîëþöèé (ïåðåñòàíîâîê, êâàäðàò êîòîðûõ åñòü òîæ-
äåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà) íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ, I1 = 1, I2 = 2,
I3 = 4, I4 = 10, . . . ;

• ã)
∞∑
n=0

(n+ 1)!sn =
1

1− 2s− 1·2s2
1−4s− 2·3s2

1−6s− 3·4s2
1−...

;

• ä)
∞∑
n=0

n!sn =
1

1− s− 12s2

1−3s− 22s2

1−5s− 32s2
1−...

.

Çàäà÷à 0.219. Íàïèøèòå ïðîèçâîäÿùóþ ãðàììàòèêó ñ îäíîçíà÷íûì âûâî-
äîì äëÿ ÿçûêà â àëôàâèòå 0, 1, ñîñòîÿùåãî èç ñëîâ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì íóëåé
è íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòîãî ÿçûêà.

Çàäà÷à 0.220. Íàïèøèòå ïðîèçâîäÿùóþ ãðàììàòèêó ñ îäíîçíà÷íûì âûâî-
äîì äëÿ ÿçûêà â àëôàâèòå 0, 1, 2, ñîñòîÿùåãî èç ñëîâ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì íóëåé
è ÷åòíûì ÷èñëîì åäèíèö è íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòîãî ÿçû-
êà.

Çàäà÷à 0.221. Íàéäèòå äëèíû ïåðèîäîâ ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
à) ÷èñåë Ýéëåðà mod 6; á) ÷èñåë Ýéëåðà mod 7; â) ÷èñåë Áåðíóëëè mod 6;
ã) ÷èñåë Áåðíóëëè mod 7; ä) ÷èñëà èíâîëþöèé In mod 6; å) ÷èñëà èíâîëþ-
öèé In mod 7.
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Â ýòîì ïðèëîæåíèè ñîáðàíû ðåøåíèÿ êëþ÷åâûõ çàäà÷ èç ñïèñêîâ çàäà÷,
ïðèâåäåííûõ â êîíöå êàæäîé ãëàâû.

.1 Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû I

1.3 à) ×èñëî ïåðåñòàíîâîê òèïà 1n−422 ðàâíî êîëè÷åñòâó âàðèàíòîâ âûáî-
ðà äâóõ (ðàçëè÷íûõ) ïàð ýëåìåíòîâ â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå Nn.
Ïðèâåäåì äâà ñïîñîáà ïîäñ÷åòà ýòîãî ÷èñëà.

Ñïîñîá 1. Â Nn èìååòñÿ
(
n
4

)
ðàçëè÷íûõ 4-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà,

êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæíî ðàçáèòü íà 2 ïàðû
(
4
2

)
= 3 ñïîñîáàìè. Èòîãî:

#1n−422 = 3
(
n
4

)
= n!

8(n−4)! .

Ñïîñîá 2. Èìååòñÿ
(
n
2

)
âàðèàíòîâ âûáîðà ïàðû ýåëåìåíòîâ â Nn. Ñëå-

äóþùóþ ïàðó âûáèðàåì èç îñòàâøèõñÿ n − 2 ýëåìåíòîâ
(
n−2
2

)
ñïî-

ñîáàìè. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîðÿäîê, â êîòîðîì âûáèðàþòñÿ ïàðû,
íåñóùåñòâåíåí, ïîëó÷àåì #1n−422 = 1

2

(
n
2

)(
n−2
2

)
= n!

8(n−4)! .

1.3 á) Â Nn èìååòñÿ
(
n
3

)
3-ýëåìåíòðûõ ïîäìíîæåñòâà. Äëÿ êàæäîé òðîéêè

ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò 2 ðàçíûõ ñïîñîáà èõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè
(ñì. çàäà÷ó 1.2). Ñëåäîâàòåëüíî, #1n−33 = 2

(
n
3

)
= n!

3(n−3)! .

1.6 á) Ñîîòíîøåíèå (1 + s)α(1 + s)β = (1 + s)α+β ïîäñòàíîâêîé îïðåäåëåíèÿ
(1.4) ïðèâîäèòñÿ ê öåïî÷êå ðàâåíñòâ∑n

k=0

(
α
k

)(
β

n−k
)
=
(
α+β
n

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâ ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 0 ðàâåí-
ñòâî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

(
a
0

)
= 1 ∀a. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïåðâûå n + 1

ñîîòíîøåíèé öåïî÷êè âåðíû, ïðîâåðèì âûïîëíåíèå (n + 2)-ãî ðàâåí-
ñòâà. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà:(
α+β
n+1

)
= α+β−n

n+1

(
α+β
n

)
= α+β−n

n+1

∑n
k=0

(
α
k

)(
β

n−k
)
=
∑n
k=0

(
α−k
n+1 + β−n+k

n+1

) (
α
k

)(
β

n−k
)

=
∑n
k=0

(
k+1
n+1

(
α
k+1

)(
β

n−k
)
+ n+1−k

n+1

(
α
k

)(
β

n+1−k
))

=
∑n+1
k=0

(
α
k

)(
β

n+1−k
)
,

201
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

1.6 â) Óêàçàíèå: â äîêàçàòåëüñòâå óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì î÷å-
âèäíûì óòâåðæäåíèåì

F (s) = G(s) ⇔ F (0) = G(0), F ′(s) = G′(s),

è ïðèìåíèòü ñîîòíîøåíèå èç çàäà÷è 1.6 á).

1.8 Íàì èçâåñòíî, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ îáðàòíûå ôóíêöèè ê B(s) (ìû îáî-
çíà÷àåì èõ A(s) è C(s), ñîîòâåòñòâåííî) ñóùåñòâóþò è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû (ñì. òåîðåìó 1.4.5). Ïðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêó t = C(u) â
ðàâåíñòâå A(B(t)) = t, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî B(C(u)) = u, óáåæäàåìñÿ â
ñîâïàäåíèè ïðàâîé è ëåâîé îáðàòíûõ ôóíêöèé:

C(u) = A(B(C(u))) = A(u) .

Â äàííîì ðàññóæäåíèè èñïîëüçîâàíà àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ïîä-
ñòàíîâêè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðî-
âåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.

1.9 Îòâåòû: a) A(s) + 1
s (A(s) − A(0)); á) A(s)

1−s ; â) A(bs); ã) 1
2 (A(s) +

A(−s)).

1.11 Âî âñåõ òðåõ ïðèìåðàõ ýòîãî íîìåðà ìîæíî ïðåäúÿâèòü ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ îáðàòíûõ ôóíêöèé. Îäíàêî íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàðà-
áîòêà íàâûêîâ ðåêóðñèâíûõ âû÷èñëåíèé ðàçëîæåíèÿ îáðàòíîé ôóíê-
öèè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì åå àðãóìåíòà. Äëÿ ïðèìåðà ðàçáåðåì ñëó÷àé
á).

Îáðàòíàÿ ê (exp s − 1) ôóíêöèÿ F (s) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
expF (s)− 1 = s (î÷åâèäíî, F (s) = ln(1 + s)). Ïîäñòàâèì F (s) = f1s+
f2s

2 + f3s
3 + . . . è áóäåì ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå, óäåðæèâàÿ ÷ëåíû

âïëîòü äî òðåòüåé ñòåïåíè ïî s:

expF (s)− 1 = F (s) +
1

2!
F 2(s) +

1

3!
F 3(s) + . . .

= f1 s+ (f2 +
1

2
f21 )s

2 + (f3 + f1f2 +
1

6
f31 )s

3 + . . . = s.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì: f1 = 1, f2 = −1
2f1 = −1

2 , f3 = −f1f2 − 1
6f

3
1 =

1
3 .

à) F (s) = sin−1 s = s − 1
6s

3 + 3
40s

5 + . . . ; â) F (s) =
√
1+4s−1

2 =
s− s2 + 2s3 − . . . .

1.12 Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé àðêñèíóñà. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ
ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè, � (F−1)′(s) = 1/F ′(F−1(s)) � âû-
÷èñëÿåì

arcsin′(s) =
1

cos(arcsin(s))
=

1√
1− s2

=
∑
k≥0

(−1/2
k

)
(−s2)k =

∑
k≥0

(
k−1/2
k

)
s2k .
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ àðêñèíóñà:

arcsin(s) =

∫ s

0

ds√
1− s2

=
∑
k≥0

(
k−1/2
k

) s2k+1

2k + 1
.

1.14 Â ðÿäàõ A(s) è B(s) âûäåëèì ïåðâûå íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû am ̸= 0
è bn ̸= 0, ñîîòâåòñòâåííî:

A(s) = ams
m +

∑
k>m

aks
k, B(s) = bns

n +
∑
k>n

bks
k.

Òîãäà A(s)B(s) = cm+ns
m+n +

∑
k>m+n

cks
k, ãäå cm+n = ambn ̸= 0.

1.15 Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà B−1(s) =∑
k≥1 b̄ks

k. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.4.5 îá îáðàòíîé ôóíêöèè

ìû óáåäèëèñü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà B−1(s) íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíî-
øåíèé âèäà

b̄1 =
1

b1
, b̄k+1 b

k
1 = P (b1, . . . , bk+1; b̄1, . . . , b̄k),

ãäå P � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîá-
õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì öåëî÷èñëåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ
B−1(s) ÿâëÿåòñÿ b1 ∈ {1,−1}. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðÿäîâ B(s),
òàêèõ ÷òî bk ∈ Z ∀k, b0 = 0, b1 = 1, îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè (ñð. ñ çàäà÷åé 1.10).

1.16 á) Ñíà÷àëà íàéäåì âñå îáðàòèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (s) : F (0) ̸=
0. Ïåðåíîñÿ âñå ÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò F â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ è
èíòåãðèðóÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåì∫

F ′(s)

F 2(s)
=

∫
1 ⇔

∫ s

0

dF (s)

F 2(s)
=

∫ s

0

ds .

Èíòåãðàëû â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ è ìû ïîëó-
÷àåì − 1

F (s) +
1

F (0) = s, òî åñòü

F (s) =
F (0)

1− F (0)s
.

Â ñëó÷àå, åñëè F (0) = 0, èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò F ′(0) = 0. Ïîñëå-
äîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ â íåãî

çíà÷åíèå s = 0, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî dkF
dsk

|s=0 = 0 ∀k, òî åñòü F (s) ≡ 0.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîðìóëà äëÿ F (s) ó÷èòûâàåò àâòî-
ìàòè÷åñêè è ýòî íåîáðàòèìîå ðåøåíèå.



204 Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ

1.17 á) Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è F (s) = 1·2+2·3 s+· · ·+(n+1)(n+2) sn+. . .
. Èíòåãðèðóÿ äâàæäû ôîðìóëó äëÿ F (s), ïîëó÷àåì∫ ∫

F (s) = s2 + s3 + · · ·+ sn+2 + . . . =
s2

1− s
=

1

1− s
− 1− s .

Îñòàåòñÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü 2 ðàçà ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå:

F (s) =
d2

ds2

(
1

1− s

)
=

2

(1− s)3
.

1.19 Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.2.5, ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ ïðîèç-
âîäíûõ îò ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîèìåííîé
ôîðìóëû äëÿ îáû÷íûõ ïðèçâîäíûõ, äîêàçûâàåìîé â êóðñå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà. Îäíàêî åå íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïîëåçíûì óïðàæíåíèåì ïî ñóììèðîâàíèþ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ, è ïî-
ýòîìó ìû êðàòêî îáñóäèì åãî.

Îáîçíà÷èì A(s) =
∑
aks

k, B(s) =
∑
bks

k. Êîýôôèöèåíò ïðè sk â
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèèA′(s) ðàâåí (k+1)ak, à êîýôôèöèåíò ïðè s

n−k

â B(s) ðàâåí bn−k. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè sn â ïðîèçâå-
äåíèè A′(s)B(s) ðàâåí

∑n
k=0(k + 1)ak+1bn−k. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíò ïðè sn â A(s)B′(s):
∑n
k=0(n+1−k)akbn+1−k.

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, èìååì

(A′(s)B(s) +A(s)B′(s)) |sn =

n∑
k=0

(k + 1)ak+1bn−k +

n∑
k=0

ak(n+ 1− k)bn+1−k

=
n+1∑
k=1

kakbn+1−k +
n∑
k=0

(n+ 1− k)akbn+1−k = (n+ 1)
n+1∑
k=0

akbn+1−k ,

÷òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè sn â
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (A(s)B(s))′.

1.21 Âñÿêîé ïàðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è k ñîïîñòàâèì íàáîð ñòðîãî âîç-
ðàñòàþùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 0 ≤ b1 < b2 < · · · < bk ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó. Ñíà÷àëà âûáåðåì bk ≥ 0 òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü íåðà-
âåíñòâà (óáåäèòåñü, ÷òî òàêîé âûáîð îäíîçíà÷åí)(

bk
k

)
≤ n <

(
bk + 1

k

)
.

Çàòåì îïðåäåëèì bk−1 ≥ 0 èç óñëîâèé(
bk−1

k − 1

)
≤ n−

(
bk
k

)
<

(
bk−1 + 1

k − 1

)
.

Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî bk > bk−1.
Äåéñòâèòåëüíî,(

bk−1

k−1

)
≤ n−

(
bk
k

)
<
(
bk+1
k

)
−
(
bk
k

)
=
(
bk
k−1

)
⇒ bk−1 < bk.
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Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü ïîäîáíûì îáðàçîì, îïðåäåëèì ÷èñëà bk−2,
bk−3 è ò. ä. âïëîòü äî b1:(

b1
1

)
≤ n−

(
bk
k

)
− · · · −

(
b2
2

)
<

(
b1 + 1

1

)
.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî n =
(
b1
1

)
+
(
b2
2

)
+ · · ·+

(
bk
k

)
.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè íàáîð ÷èñåë 0 ≤ b1 < · · · < bk, äàþùèé
èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå n.

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîâåäåì èí-
äóêöèåé ïî k. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ðàññìàòðèâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå â âè-
äå ñóììû k − 1 ñëàãàåìîãî åäèíñòâåííî, è äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
îòëè÷íûé îò óæå ïîñòðîåííîãî íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 0 ≤ c1 <
· · · < ck, òàêîé ÷òî n =

(
c1
1

)
+ · · · +

(
ck
k

)
. Â ñèëó óñëîâèé íà bk èìå-

åì ck ≤ bk, ïðè÷åì ðàâåíñòâî ck = bk ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî ck ≤ bk − 1 è ìû èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

n−
(
ck
k

)
≥
(
bk
k

)
−
(
ck
k

)
≥
(
bk
k

)
−
(
bk−1
k

)
=
(
bk−1
k−1

)
≥
(
ck
k−1

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ïðåäñòàâëåíèå
÷èñëà n −

(
ck
k

)
â âèäå n −

(
ck
k

)
=
(
c1
1

)
+
(
c2
2

)
+ · · · +

(
ck−1

k−1

)
åäèíñòâåí-

íî, ïðè÷åì n−
(
ck
k

)
<
(
ck−1+1
k−1

)
. Ñðàâíèâàÿ äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà,

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ck−1 + 1 > ck è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâ-
ëåíèå åäèíñòâåííî.

1.23 Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ñèììåòðèè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ ïðåîáðàçóåì êàæäûé ÷ëåí ñóììû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ê âèäó(
2n
k

)2
=
(
2n
k

)(
2n

2n−k
)
, ïîñëå ÷åãî çàìå÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà

ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïðè s2n â ìíîãî÷ëåíå

(1− s)2n(1 + s)2n = (1− s2)2n .

Òåïåðü óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì.

1.24 Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà F (s) = −(1 − s)n ïðè
s = 1. Ñ îäíîé ñòîðîíû, F ′(s) |s=1 = n(1− s)n−1 |s=1 = 0 ïðè n > 1. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû,

F ′(s) |s=1 =

n∑
k=0

(−1)k−1

(
n

k

)
(sk)′ |s=1 =

n∑
k=1

(−1)k−1 k

(
n

k

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà s = 1 çàêîííà,
òàê êàê ìû èìååì äåëî ñ ìíîãî÷ëåíîì, à íå ôîðìàëüíûì ðÿäîì (ñì.
çàìå÷àíèå 1.4.2).

1.25 Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå äâóìÿ ñïîñîáàìè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ 1

0

1− (1− s)n

s
ds =

∫ 1

0

1− sn

1− s
ds



206 Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ

1.28 Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

n∑
k=0

(
n

k

)(
k

i

)
= 2n−i

(
n

i

)
.

Ñóììà â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååò íåíóëåâûå ñëàãàåìûå
òîëüêî ïðè k ≥ i. Îãðàíè÷èâàÿ èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ íà îáëàñòü i ≤
k ≤ n è îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó k → p : p = k − i ïðåîáðàçóåì ëåâóþ
÷àñòü

n∑
k=i

(
n
k

)(
k
i

)
=
(
n
i

)n−i∑
p=0

(
n−i
p

)
=
(
n
i

)
2n−i ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òîæäåñòâà. Òèïè÷íîå ñëàãàåìîå â ëåâîé
åãî ÷àñòè èìååò âèä

(
n
k

)
(2k−n)2, k = 0, 1, . . . , n . Çàìåòèì, ÷òî ìíîæè-

òåëü (2k−n)2 ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áèíîìèàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ

(2k − n)2 = 8
(
k
2

)
− 4(n− 1)

(
k
1

)
+ n2

(
k
0

)
.

Òàêèì îáðàçîì òîæäåñòâî ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âñïîìîãà-
òåëüíûõ ñîîòíîøåíèé:

n∑
k=0

(
n

k

)
(2k− n)2 = 8

(
n

2

)
2n−2 − 4(n− 1)

(
n

1

)
2n−1 + n2

(
n

0

)
2n = n2n .

Çàäà÷à 1.27 ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî æå âû÷èñ-
ëèòåëüíîãî ïðèåìà.

.2 Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 0.7

2.1 Èíäóêöèåé ïî k íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: f−1−k = (−1)k−1fk−1. Îòñþäà
f−10 = f8 = 34.

2.2 ã) Åñëè áû ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(s) =
∑
n≥0

sn

(n+1)2 áûëà ðàöèîíàëü-

íà, òî ðàöèîíàëüíà áûëà áû è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ − ln(1−s) =
s
(
sA(s)

)′
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê: − ln(1 − s) =

P (s)/Q(s), ãäå P (s) è Q(s) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû. Ïðîäèô-
ôåðåíöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî è èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëÿ, ïîëó÷àåì
ïîëèíîìèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

P 2(s) = (1− s)
(
P (s)Q′(s)− P ′(s)Q(s)

)
, (1)

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî s = 1� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P (s), òî åñòü P (s) =
(1− s)kR(s), ãäå R(1) ̸= 0 è k > 0 � êðàòíîñòü êîðíÿ s = 1. Ïîäñòàâèâ
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âûðàæåíèå äëÿ P (s) â ñîîòíîøåíèå (1) è ñîêðàòèâ îáùèé ìíîæèòåëü
(1− s)k â åãî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ, èìååì

(1− s)kR2(s) = (1− s)
(
R(s)Q′(s)−R′(s)Q(s)

)
− kR(s)Q(s).

Íàêîíåö, ïîäñòàâèâ s = 1 â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìû ïîëó÷àåìQ(1) =
0, òî åñòü s = 1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Q(s), ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î âçàèìíîé ïðîñòîòå P (s) è Q(s). Èòàê, ëîãà-
ðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à âìåñòå ñ íåé è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(s),
èððàöèîíàëüíû.

2.2 ä) Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f2n ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì Àäàìàðà äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé � Fib(s) ◦
Fib(s) � è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàöèîíàëüíà. Ïîñòðîåíèþ ýòîé ôóíê-
öèè ïîñâÿùåíà çàäà÷à 2.12.

2.3 Ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå êâàçèìíîãî÷ëåíîâ:

a)
1

3
(−1)n+

1

3
2n+1; á) −1

9
(−1)n+

6n+ 5

9
2n+1; â)

(n− 2)(n− 3)

2
.

2.4 Îòâåòû: a) an+3 = 2(an+2+an+1+an); á) an+3 = 2(an+1+an); â) an+2 =
3an.

2.5 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè:

à) A(s) =
5s− 1

(1− 2s)(1− 3s)
; á) B(s) =

1 + 2s

(1− 2s)2
; â) C(s) =

s(3− s)

(1 + s)(1− s)2
.

2.6 Ïðèâåäåííûå â ïðèìåðàõ ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè íà êî-
ýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ s â ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâàõ äëÿ ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è:

à)
Fib(s)

1− s
=

Fib(s)− f0 − sf1
s2

, á, â)
Fib(s) + s

1− s2
=

Fib(s)− f0
s

.

2.7 Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû èç
óðàâíåíèÿ (2.9) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Äëÿ ýòîãî, íàïðèìåð, ñðàâ-
íèòå ïåðâûå ñòðîêè â ýòîé ìàòðèöå è â åå ñòåïåíÿõ.

2.11 á) Êîýôôèöèåíò ïðè sn â èñêîìîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ðàâåí
(
n+k−1
k−1

)(
n+l−1
l−1

)
(qr)n.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñî-
îòíîøåíèåì (

n+l−1
l−1

)
=
∑k−1
p=0(−1)p

(
n+l+k−p−2

l−p−1

)(
k−1
p

)
.

Îòâåò: (1−qs)−k◦(1−rs)−l =
∑min{k,l}−1
p=0

(−1)p(k+l−p−2)!
(k−p−1)!(l−p−1)!p! (1−qrs)

1+p−k−l.

2.12 Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è â âèäå
êâàçèìíîãî÷ëåíîâ (ñì. (2.7)). Îòâåò: Fib(s) ◦ Fib(s) = 1−s

(1+s)(1−3s+s2) .
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2.14-19 Óêàçàíèå: äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé â ýòèõ çàäà÷àõ íóæ-
íî íàéòè ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâî-
ðÿþò ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

2.17 Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå âïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γn ÷èñåë
ðàçáèåíèé ïîëîñêè øèðèíîé 3 è äëèíîé n êâàäðàòèêîâ, èç êîòîðîé
èçúÿò îäèí ñàìûé ïðàâûé âåðõíèé (èëè íèæíèé) êâàäðàòèê. Óáåäè-
òåñü, ÷òî äëÿ ÷èñåë cn è γn âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
c2n = 2γ2n−1 + c2n−2, γ2n−1 = c2n−2 + γ2n−3. Èñêëþ÷èâ γn, ïîëó÷èòå
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ cn: c2n+4 = 4c2n+2 − c2n.

2.18 Âñÿêîå çàìîùåíèå äîìèíîøêàìè ïîëîñêè øèðèíîé â 2 êëåòêè äîëæíî
ñîäåðæàòü ÷åòíîå ÷èñëî h ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ äîìèíî-
øåê, ïîýòîìó dn îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøü ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ ñòîè-
ìîñòè n = h + 2v. Òàê êàê âñÿêîå çàìîùåíèå ñòîèìîñòè n + 2 ìîæíî
ïîëó÷èòü äîáàâëåíèåì ê çàìîùåíèþ ñòîèìîñòè n îäíîé âåðòèêàëüíîé
ïîëîñêè, ëèáî ïàðû ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñîê, òî èìååì dn+2 = 2dn.

2.19 Îáîçíà÷èì ÷èñëà äâóõñòóïåí÷àòûõ (òðåõñòóïåí÷àòûõ) n-êëåòî÷íûõ

ëåñåíîê ýòîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâåííî, l
(2)
n (l

(3)
n ). Ïåðâûå 6 ÷ëåíîâ ýòèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîâïàäàþò: l
(i)
0 = l

(i)
1 = l

(i)
2 = 1, l

(i)
3 = l

(i)
4 = 2,

l
(i)
5 = 3, ïðè i = 2, 3. Îäíàêî, l

(2)
6 = 3, l

(3)
6 = 4, è äàëåå l

(3)
n > l

(2)
n ∀n > 5.

a) Áîëüøèíñòâó n-êëåòî÷íûõ 2-ñòóïåí÷àòûõ ëåñåíîê ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü (n−1)-êëåòî÷íûå 2-ñòóïåí÷àòûå ëåñåíêè, óìåíüøèâ ðàçìåð íèæ-
íåé ñòóïåíüêè íà îäíó êëåòêó. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëåñåíêè, ó êî-
òîðûõ ðàçìåðû âåðõíåé è íèæíåé ñòóïåíåê îòëè÷àþòñÿ íà îäíó êëåò-

êó. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü l
(2)
n+1 − l

(2)
n ðàâíà íóëþ, ëèáî åäèíèöå (â

çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n). Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî óäàëåíèå äâóõ êëå-
òîê, ïî îäíîé â êàæäîé èç ñòóïåíåê, íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ïîäñ÷åò
ðàçíîñòè. Èòàê

l
(2)
n+1 − l(2)n = l

(2)
n−1 − l

(2)
n−2

åñòü èñêîìîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå. Îòâåò: L(2)(s) =
∑
n≥0 l

(2)
n sn =

1−s2+s3
(1−s)(1−s2) .

á) Â ýòîì ñëó÷àå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ñ óäàëåíèåì êëåòîê â íèæíèõ

äâóõ ñòóïåíüêàõ ëåñåíêè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü (l
(3)
n+1−l

(3)
n )−(l

(3)
n−1−

l
(3)
n−2) ðàâíà 0 èëè 1 (1 â ñëó÷àå, åñëè âåðõíÿÿ ñòóïåíüêà èñõîäíîé
ëåñåíêè îòëè÷àåòñÿ ïî ðàçìåðó îò ñðåäíåé ñòóïåíüêè íà îäíó êëåòêó).
Òàê êàê óäàëåíèå òðåõ êëåòîê, ïî îäíîé â êàæäîé ñòóïåíüêå, íå âëèÿåò
íà ïîäñ÷åò ðàçíîñòè, òî èñêîìîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

l
(3)
n+1 − l(3)n − l

(3)
n−1 + l

(3)
n−2 = l

(3)
n−2 − l

(3)
n−3 − l

(3)
n−4 + l

(3)
n−5.

Îòâåò: L(3)(s) =
∑
n≥0 l

(3)
n sn = 1

1−s +
s3

(1−s)(1−s2)(1−s3) .
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2.20 Âî âñåõ ïðèìåðàõ ýòîãî íîìåðà ïðè âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïôàô-
ôà íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíûìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
a) Â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èìååì ðåêóððåíòíûå ñîîòíî-
øåíèÿ an+1 = qan, è ïîýòîìó ïðè âû÷èòàíèè èç ëþáîé ñòðîêè (ñòîëá-
öà) ìàòðèöû An ñîñåäíåé ñâåðõó (ñëåâà) ñòðîêè (ñòîëáöà), äîìíîæåí-
íîé íà êîýôôèöèåíò q, íåêîòîðàÿ ÷àñòü êîìïîíåíò ðåçóëüòàòà áóäåò
ðàâíà 0. Âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì (êàêèì èìåííî?) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òàêèõ âû÷èòàíèé, ìàòðèöó An ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
(çäåñü ó÷òåíî óñëîâèå a0 = 1)

Ãn =


0 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 . . . −1 0 1
0 . . . . . . −1 0

 .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èòàíèé çàäàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ
ìàòðèö An è Ãn:

Ãn = Bn An BTn, ãäå Bn =


1 0 0 . . . 0
−q 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 . . . −q 1 0
0 . . . . . . −q 1

 . (2)

Î÷åâèäíî, detAn = det Ãn = 1, îòêóäà |pn| = |Pf An| = 1. Îïðåäåëèòü
çíàêè ýëåìåíòîâ pn ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (2) ïåðåâîäèò êîñîñèììåò-

ðè÷åñêóþ ìàòðèöó An â êîñîñèììåòðè÷åñêóþ æå ìàòðèöó Ãn, ïðè÷åì
ïôàôôèàíû ìàòðèö ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Pf Ãn = detBn · Pf An

(óáåäèòåñü â ýòîì, ñðàâíèâ çíàêè ïðè ìîíîìå (b11b22 . . . b2n,2n)(a12a34 . . . a2n−1,2n)

â îáåèõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèÿ). Â íàøåì ïðèìåðå Pf An = Pf Ãn, è,
çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü çíàê ïôàôôèàíà ìàòðèöû Ãn. Â
îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé âêëàä äàåò ìî-
íîì

(−ã21ã12)(−ã43ã34) . . . (−ã2n 2n−1 ã2n−1 2n) = (ã12ã34 . . . ã2n−1 2n)
2,

è, ñëåäîâàòåëüíî, Pf Ãn = ã12ã34 . . . ã2n−1 2n = 1.

á) Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è ìàòðèöû Bn è Ãn = BnAnBTn
èìåþò ñëåäóþùèé âèä (îáúÿñíèòå, êàêèì îáðàçîì ïî ðåêóððåíòíîìó
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ñîîòíîøåíèþ fn+2 = fn+1 + fn îïðåäåëÿåòñÿ âèä ìàòðèö Bn?)

Bn =



1 0 0 0 . . . 0
−1 1 0 0 . . . 0
−1 −1 1 0 . . . 0
0 −1 −1 1 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 . . . 0 −1 −1 1


, Ãn =



0 1 0 0 . . . 0
−1 0 2 0 . . . 0
0 −2 0 2 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 . . . . . . −2 0 2
0 . . . . . . 0 −2 0


.

Îòñþäà, Pf An = Pf Ãn = 2n.

Oòâåòû: â) pn = 3n; ã) pn = n+ 1.

2.21 ×èñëî ñòåêîâûõ ïîëèìèíî ïåðèìåòðà 2n áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
Φ2n. Íà ìíîæåñòâå ñòåêîâûõ ïîëèìèíî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðà-
öèè, óìåíüøàþùèå ïåðèìåòð ïîëèìèíî íà 2:

- óäàëåíèå êðàéíåé ëåâîé êîëîíêè, åñëè ýòà êîëîíêà ñîäåðæèò ðîâíî
îäíó êëåòêó;

- óäàëåíèå êðàéíåé ïðàâîé êîëîíêè, åñëè ýòà êîëîíêà ñîäåðæèò ðîâíî
îäíó êëåòêó;

- óäàëåíèå íèæíåãî ðÿäà êëåòîê, åñëè è â ëåâîé è â ïðàâîé êðàéíèõ
êîëîíêàõ ñîäåðæèòñÿ áîëåå îäíîé êëåòêè.

Çàìåòèì, ÷òî ê êàæäîìó ñòåêîâîìó ïîëèìèíî ïåðèìåòðà 2n+ 4 ìîæ-
íî ïðèìåíèòü õîòÿ áû îäíó èç ýòèõ òðåõ îïåðàöèé, ïðè÷åì òåì ïî-
ëèìèíî, ê êîòîðûì ìîæíî ïðèìåíèòü ñðàçó äâå îïåðàöèè � ïåðâóþ
è âòîðóþ � âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïîëèìèíî ïåðèìåòðà
2n. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÷èñåë Φ2n âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîò-
íîøåíèå Φ2n+4 = 3Φ2n+2 − Φ2n. Òî÷íî òàêîìó æå ñîîòíîøåíèþ óäî-
âëåòâîðÿþò è ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè f2n (ïðîâåðü-
òå!). Îñòàåòñÿ ñðàâíèòü íà÷àëüíûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Φ2n}
è {f2n}: Φ4 = f0 = 1, Φ6 = f2 = 2, è, ñëåäîâàòåëüíî, Φ2n+4 = f2n.

2.22 Ïåðåâîä ÷èñëà n â Ôèáîíà÷÷èåâó ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ. Âûáåðåì íàèáîëü-
øåå èç ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è fk òàêîå, ÷òî fk ≤ n, è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
n1 = n − fk. Äëÿ n1 ïîäáåðåì íàèáîëüøåå fk1 : fk1 ≤ n1, è ïåðåéäåì
ê ðàññìîòðåíèþ ðàçíîñòè n2 = n1 − fk1 . Ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ ìû
çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñìîæåì ïðåäñòàâèòü n â âèäå ñóììû ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è: n = fk + fk1 + . . . , ïðè÷åì â ýòîé ñóììå ëþáûå äâà ñîñåä-
íèõ ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è fki è fki+1 áóäóò èìåòü íîìåðà, îòëè÷àþùèåñÿ
áîëåå ÷åì íà åäèíèöó, ki − ki+1 > 1 (ïî÷åìó?).

Àëãîðèòì ñëîæåíèÿ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðàâåíñòâ

fn + fn+1 = fn+2, fn + fn = fn+1 + fn−2.

Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ â ñâîåé îñíîâå èìååò ðàâåíñòâî

fkfn = fn+k−1 + fk−2fn−2,



Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ 211

äîêàçûâàåìîå èíäóêöèåé ïî k. Ïîëîæèâ äëÿ îïðåäåëåííîñòè k ≤ n,
ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

fkfn = fn+k−1+fn+k−5+· · ·+fn+k−1−4i+· · ·+
{
fn−k+3 + fn−k, åñëè k ÷åòíîå;
fn−k+5 + fn−k+1, åñëè k íå÷åòíîå.

Çäåñü â ñëó÷àå n = k ñëåäóåò çàìåíèòü fn−k = f0 íà f1.

2.23 Êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Q(s) ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ïðîèç-
âåäåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ Q1(s) è Q2(s).

2.24 Àñèìïòîòè÷åñêè fn ∼ 1√
5
( 1+

√
5

2 )n+1. Îòâåòû: à) 21; á) 209.

2.25 Îòâåò: 7−1/2 2(n+3)/2.

.3 Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 0.14

0.63 [Óêàçàíèå:] Âûâåäèòå äëÿ ÷èñåë Ìîöêèíà ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

mn+1 = mn +
∑

k+l=n−1

mkml.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ñîîòíîøåíèåì è íà÷àëüíûì óñëîâèåì m0 =
1, äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ M(s) äëÿ ÷èñåë Ìîöêèíà
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

M(s) = 1 + sM(s) + s2M2(s).

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ.

0.65 à) [Óêàçàíèå:] Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ïóòåé èç 2n øà-
ãîâ ðàâíî

(
2n
n

)
� â êàæäîì òàêîì ïóòè åñòü ðîâíî n øàãîâ âïðàâî.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûâåñòè äëÿ ýòèõ ÷èñåë
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

an+1 = 2
∑
k+l=n

ckal,

ãäå ck � ÷èñëà Êàòàëàíà. (Ðàçîáüåì ïóòü èç 2n øàãîâ íà äâå ÷àñòè,
ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü ýòîãî ïóòè äî ïåðâîãî
âîçâðàùåíèÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò. Êîýôôèöèåíò 2 âîçíèêàåò áëàãîäà-
ðÿ òîìó, ÷òî ïåðâûé øàã ìîæåò áûòü ñäåëàí êàê âïðàâî, òàê è âëåâî.)

á) [Óêàçàíèå:] Êàê êîëè÷åñòâî òàêèõ ïóòåé ñâÿçàíî ñ ÷èñëàìè Êàòà-
ëàíà?

â,ã) [Óêàçàíèå:] Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , N
â ëþáîì ïóòè, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ çàäà÷è, ñîäåðæèòñÿ ïåðâûé
øàã â òî÷êó ñ íîìåðîì i, ïîñëå êîòîðîãî ïóòü íå âîçâðàùàåòñÿ â òî÷êè
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ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè. Äëÿ çàäà÷è â) ýòî íàáëþäåíèå äàåò ñëåäóþùåå
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà êîëè÷åñòâî ïóòåé èç 2n+N øàãîâ:

b2n+N =
∑

k1+···+kN=n

ak1ck2 . . . ckN .

Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak ïåðå÷èñëÿåò ïóòè èç çàäà÷è à), ck � ÷èñ-
ëà Êàòàëàíà. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðâûé íåíóëåâîé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòî ÷ëåí bN , è âñå åå ÷ëåíû ñ íîìåðàìè, ÷åòíîñòü
êîòîðûõ îòëè÷íà îò ÷åòíîñòè ÷èñëà N , ðàâíû 0.

0.67 [Óêàçàíèå:] Ñîïîñòàâüòå òàêîé òàáëèöå ïóòü Äèêà, i-é îòðåçîê â êîòî-
ðîì èäåò ââåðõ, åñëè ýëåìåíò i ñòîèò â âåðõíåì ðÿäó òàáëèöû, è âíèç
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

0.69 Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïóòè Äèêà ïàðàëëåëîãðàììíîå ïîëèìèíî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Â ïóòè Äèêà åñòü âåðøèíû (ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû) è
âïàäèíû (ëîêàëüíûå ìèíèìóìû). Çàíóìåðóåì âåðøèíû è âïàäèíû (ïî
îòäåëüíîñòè) ñëåâà íàïðàâî. Ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè âåðøèíàìè ëåæèò ðîâíî îäíà âïàäèíà, ïîýòîìó ÷èñëî âïàäèí
íà 1 ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïóòè Äèêà äâå öåëî-
÷èñëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u1, . . . , uk è d1, . . . , dk−1, ãäå ui � óâå-
ëè÷åííàÿ íà 1 âûñîòà i-îé âåðøèíû, à dj � óâåëè÷åííàÿ íà 1 âûñîòà
i-îé âïàäèíû. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðàëëåëîãðàììíîå ïîëèìèíî ñêëåè-
âàåòñÿ èç k ñòîëáèêîâ øèðèíû 1 (çäåñü k ýòî ÷èñëî âåðøèí) è âûñîòû
a1, . . . , ak. Ñòîëáèê ñ íîìåðîì i + 1 ïðèêëåèâàåòñÿ ê i-ìó ñòîëáèêó
ñïðàâà, ïðè÷åì íèæíèå di êëåòîê (i + 1)-ãî ñòîëáèêà ïðèêëåèâàþòñÿ
ê âåðõíèì di êëåòîê i-ãî ñòîëáèêà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå
èç ïóòè Äèêà äëèíîé 2n ìû ïîëó÷àåì ïàðàëëåëîãðàììíîå ïîëèìèíî
ïåðèìåòðà 2n+ 2.

Ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî, ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Íà Ðèñ. 45 ïðèâåäåíû ïóòü Äèêà
âìåñòå ñ ïîñòðîåííûì ïî íåìó ïàðàëëåëîãðàììíûì ïîëèìèíî.

0.216 [Óêàçàíèå:] Âûïèñàííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

2− Cat

(
−s

1− 4s

)
.

Âûïîëíèòå ïîäñòàíîâêó è ïðîâåðüòå ÷òî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèòåëüíî
ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ Êàòàëàíà.

0.72 á) Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ (1− s)−2 èìååò âèä 1+2s+3s2 +4s3 + . . . .
Åå óìíîæåíèå ïî Àäàìàðó íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êàòàëàíà äàåò

Cat0 +2Cat1 s+ 3Cat2 s
2 + . . . = (sCat(s))′ =

(
s
1−

√
1− 4s

2s

)′

= (1− 4s)−1/2.
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Ðèñ. 45: Ïóòü Äèêà è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïàðàëëåëîãðàììíîå ïîëèìè-
íî. Íà ðèñóíêå óêàçàíû ÷èñëà ui (óâåëè÷åííûå íà 1 âûñîòû âåðøèí) è dj
(óâåëè÷åííûå íà 1 âûñîòû âïàäèí). Ïîëèìèíî ñîñòîèò èç òðåõ ñòîëáèêîâ
âûñîòîé 4, 5, 5, ñêëååííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî äâóì îòðåçêàì äëèí 3 è 4

.4 Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 0.18

0.73 [Óêàçàíèå:] Âûâåäÿ ðàâåíñòâî

cos(n+ 1)φ = 2 cosφ cosnφ− cos(n− 1)φ,

ïåðåïèøèòå åãî â âèäå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, âûâåäèòå ïðî-
èçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

0.75 â) Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè Ãóð-
âèöà

A(s) = a1
s

1!
+ a2

s2

2!
+ a3

s3

3!
+ . . .

(ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè a1, a2, . . . ) â ìîíîì xn/n!, ò.å. äîêàçàòü,
÷òî ôóíêöèÿ Fn(s) = An(s)/n! ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãóðâèöà. Áóäåì äî-
êàçûâàòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 îíî âåðíî,
ïîñêîëüêó ñàìà ôóíêöèÿ A ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãóðâèöà. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ôóíêöèÿ Fn−1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãóðâèöà. Ôóíêöèÿ Fn
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãóðâèöà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åå ïðî-
èçâîäíàÿ F ′

n ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãóðâèöà. Íî ýòà ïðîèçâîäíàÿ

F ′
n(s) =

An−1(s)

(n− 1)!
A′(s) = Fn−1(s)A

′(s)

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé Fn−1(s) (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-
öèè, ôóíêöèè Ãóðâèöà) è A′(s), ò.å., ñîãëàñíî ïóíêòó à) íàñòîÿùåé
çàäà÷è, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãóðâèöà.
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0.76 Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ïðè sn â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà

(1− s)A′(s) =

(
1− 1

2
s2
)
A(s),

ãäå A = A(s) � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè a0, a1, . . . . Â ëåâîé ÷àñòè êîýôôèöèåíò ðàâåí

an+1

n!
− an

(n− 1)!
,

à â ïðàâîé
(n+ 1)an

n!
− 1

2

an−2

(n− 2)!
,

Ïåðåíåñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå èç ëåâîé ÷àñòè â ïðàâóþ è óìíîæèâ îáå
÷àñòè íà n!, ïîëó÷èì íóæíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå. Ïîäñòàâèâ
ôóíêöèþ (1− s)−1/2es

2/2+s4/4 âìåñòî A â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì, à ðàâåíñòâî ïåðâûõ
äâóõ åå êîýôôèöèåíòîâ 1 îáåñïå÷èâàåò è ñîâïàäåíèå âñåõ ïîñëåäóþ-
ùèõ êîýôôèöèåíòîâ.

0.80 à) [Óêàçàíèå:] Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ÷èñåë Ýéëåðà. á)
×èñëî (2n − 1)!! ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû
ìíîæåñòâà {1, . . . , 2n}, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷èñëó èíâîëþöèé áåç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ýòîì ìíîæåñòâå. Ñîïîñòàâèì êàæäîé èíâî-
ëþöèè ïóòü Äèêà äëèíû 2n ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: i-é øàã ïóòè
ÿâëÿåòñÿ øàãîì ââåðõ, åñëè ýëåìåíò i ÿâëÿåòñÿ ìåíüøèì ýëåìåíòîì
â ñâîåé ïàðå, è øàãîì âíèç, åñëè îí � áîëüøèé ýëåìåíò. Î÷åâèäíî,
÷òî îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ïóòü äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïóòåì
Äèêà. Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî èíâîëþöèé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñîîò-
âåòñòâóþò äàííîìó ïóòè Äèêà. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü âñå
èíâîëþöèè, îòâå÷àþùèå äàííîìó ïóòè. Ïóñòü ïîñëå ïåðâûõ i øàãîâ
ïóòü ïîäíÿëñÿ íà âûñîòó h. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé ñòðîÿùåéñÿ
èíâîëþöèè áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê âûäåëåíû h ýëåìåíòîâ, ÿâëÿþùè-
åñÿ ìåíüøèìè â ñâîèõ ïàðàõ, êîòîðûì åùå íå ñîïîñòàâëåí áîëüøèé
ýëåìåíò. Åñëè (i + 1)-é øàã ÿâëÿåòñÿ øàãîì ââåðõ, òî ýëåìåíò i + 1
ìåíüøèé â ñâîåé ïàðå è, çíà÷èò, ó íàñ åñòü åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü
ïðîäîëæèòü èíâîëþöèþ. Åñëè æå (i + 1)-é øàã èäåò âíèç, òî ìû ìî-
æåì ïðèñîåäèíèòü ýëåìåíò i + 1 ê îäíîìó èç h ìåíüøèõ ýëåìåíòîâ
â åùå íå äîñòðîåííûõ ïàðàõ. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî êðàòíîñòü âåêòî-
ðà, ñïóñêàþùåãîñÿ ñ âûñîòû h, äîëæíà ðàâíÿòüñÿ h. â) [Óêàçàíèå:]
Ñîïîñòàâüòå êàæäîìó îäèíî÷íîìó ýëåìåíòó (ò.å., íåïîäâèæíîé òî÷êå
èíâîëþöèè) ãîðèçîíòàëüíûé âåêòîð è âîñïîëüçóéòåñü ðåøåíèåì çàäà-
÷è á). ä) [Óêàçàíèå:] ×èñëî n! ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà
{1, . . . , n}. Âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ. Ñîïîñòàâèì ïåðåñòàíîâêå ïóòü â òðåóãîëüíèêå Äèêà,
ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå ìèíèìàëüíîìó ýëåìåíòó â êàæäîì öèêëå âîñ-
õîäÿùèé âåêòîð, ìàêñèìàëüíîìó � íèñõîäÿùèé, à âñåì îñòàëüíûì �
ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðû.
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0.82 Ïóñòü y(s) =
∑∞
n=0 ans

n. Êîýôôèöèåíò ïðè sn â ëåâîé ÷àñòè äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí

(n+ 1)nan+1 + (n = 1)an+1 − 4nan − 2an = 0,

îòêóäà

an+1 =
2(2n+ 1)

(n+ 1)2
an.

Òåïåðü ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
(
2n
n

)
/n! óäîâëå-

òâîðÿåò ýòîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ.

0.86 Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

y(s) = es
2/2

∫
e−s

2/2 = a0 + a1s+ a2s
2 + . . . ,

ïîëó÷àåì

y′ = ses
2/2

∫
e−s

2/2 + 1 = sy + 1.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà y(0) = a0 = 0, ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ýêâèâàëåíòíî ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (n+1)an+1 = an−1, îòêóäà
a2n = 0, a2n−1 = 1/(2n− 1)!!:

y = s+
s3

3
+
s5

15
+

s7

105
+ . . .

0.87 [Óêàçàíèå:] Âîñïîëüçóéòåñü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
×åáûøåâà èç çàäà÷è 0.73.

.5 Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 0.25

0.89 Äèôôåðåíöèðóÿ ìíîãî÷ëåí Àáåëÿ, ïîëó÷àåì

(An(x))
′ = (x(x+ n)n−1)′ = (x+ n)n−1 + (n− 1)x(x+ n)n−2

= n(x+ 1)(x+ n)n−2 = nδAn−1(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåì ñàìûì,

d

dx
δ−An(x) = nAn−1(x),

ãäå δ− � ñäâèã íà −1. Òåì ñàìûì, d
dxδ− åñòü äåëüòà-îïåðàòîð äëÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ Àáåëÿ. Ïîñêîëüêó îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ
îïåðàòîðîì ñäâèãà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àáåëÿ áèíîìèàëüíà.

0.92 [Óêàçàíèå:] Ýòî ìíîãî÷ëåíû 1, x, x2 − 2x, x3 − 6x2 + 12x, x4 − 12x3 +
60x2 − 120x, . . . , çàäàâàåìûå îáùåé ôîðìóëîé

pn(x) =
n∑
k=0

(−1)k
(n+ k)!

k!(n− k)!
xn−k.
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0.94 Ñðàâíèòå â áèíîìèàëüíîì òîæäåñòâå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Àáåëÿ çíà÷å-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè à) x2y; á) x2y2.

0.97 Ïóñòü

A(x, t) =
∞∑
n=0

An(x)
tn

n!
= exc(t)

� ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîãî÷ëåíîâ Àáåëÿ. Ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
ïî ñòåïåíÿì x, óáåæäàåìñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè x â ýòîì ðàçëîæå-
íèè ñîâïàäàåò ñ c(t). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ëåâîé ÷àñòè ýòîò êîýôôèöè-
åíò ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíîâ
Àáåëÿ, äåëåííûõ íà ôàêòîðèàë èõ íîìåðà. Ïîýòîìó

c(t) =
∞∑
n=1

nn−1 t
n

n!
.

0.100 Ïðèìåíèâ äåëüòà-îïåðàòîðà∆ áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíî-
ãî÷ëåíîâ p0(x), p1(x), . . . ê ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

exc(t) = p0(x) + p1(x)
t

1!
+ p2(x)

t2

2!
+ . . . ,

ïîëó÷èì

∆exc(t) =
∞∑
n=0

∆pn(x)
tn

n!
=

∞∑
n=0

∆npn−1(x)
tn

n!
= texc(t).

Ïîýòîìó ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ëþáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòèØåôôåð ïðåîáðàçóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì äåëüòà-îïåðàòîðà
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ
ïî ïðàâèëó

∆a(t)exc(t) = ta(t)exc(t).

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ∆sn(x) = nsn−1(x). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå
î÷åâèäíî.

0.101 Ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà:

H0(x) = 1

H1(x) = x

H2(x) = x2 − 1

H3(x) = x3 − 3x

H4(x) = x4 − 6x2 + 3

H5(x) = x5 − 10x3 + 15x

H6(x) = x6 − 15x4 + 45x2 − 15

H7(x) = x7 − 21x5 + 105x3 − 105x



Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ 217

Ìíîãî÷ëåíû Ýéëåðà:

E0(x) = 1

E1(x) = x− 1/2

E2(x) = x2 − x

E3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

4

E4(x) = x4 − 2x3 + x

E5(x) = x5 − 5

2
x4 +

5

2
x2 − 1

2

E6(x) = x6 − 3x5 + 5x3 − 3x.

Ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè:

B0(x) = 1

B1(x) = x− 1/2

B2(x) = x2 − x+ 1/6

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x

B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30

B5(x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x

B6(x) = x6 − 3x5 +
5

2
x4 − 1

2
x2 +

1

42
.

0.104 Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà
èìååò âèä

∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
= e−

t2

2 ext.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî t, ïîëó÷àåì

∞∑
n=1

Hn(x)
tn−1

(n− 1)!
= −te− t2

2 ext + xe−
t2

2 ext = (x− t)
∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
.

Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè tn

n! â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà è äàåò òðåáóåìîå òîæäåñòâî.

0.106 Ïóñòü f = f(s) � ïðîèçâîëüíûé ñòåïåííîé ðÿä. Ïîñêîëüêó

dn

dxn
ext = tnext,



218 Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ

î÷åâèäíî,

f

(
d

dx

)
ext = f(t)ext.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ôàêòîì, ïðèìåíèâ ðÿä îò äèôôåðåíöèðîâàíèé
d/dx

ed/dx−1
ê ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

xn
∞∑
n=0

xn
tn

n!
= ext.

Ïîëó÷èì
d
dx

ed/dx − 1
ext =

t

et − 1
ext,

ò.å. â òî÷íîñòè ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

0.107 Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x ëåâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà, ïî-
ëó÷èì (∫ x+1

x

Bn(ξ)dξ

)′

= Bn(x+ 1)−Bn(x).

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí ðàâåí nxn−1. Ýêñïîíåíöèàëü-
íàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè èìååò âèä

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
=

t

et − 1
ext.

Ïîýòîìó ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñäâèíóòûõ
ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè Bn(x+ 1) ðàâíà

∞∑
n=0

Bn(x+ 1)
tn

n!
=

t

et − 1
e(x+1)t =

tet

et − 1
ext = text +

t

et − 1
ext.

(Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî çàìåíà x íà x + 1 � äîïóñòèìàÿ îïå-
ðàöèÿ, ïîñêîëüêó ýòî ïîäñòàíîâêà â ìíîãî÷ëåí, à íå â áåñêîíå÷íûé
ðÿä.) Ðàçíîñòü ýòèõ äâóõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
ðàâíà text, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ nxn−1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

0.108 Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ñóìì ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n ðàâíà

∞∑
k=0

(
n∑

m=1

mk

)
tk

k!
=

∞∑
k=0

1k
tk

k!
+

∞∑
k=0

2k
tk

k!
+ · · ·+

∞∑
k=0

nk
tk

k!

= et + e2t + · · ·+ ent =
e(n+1)t − et

et − 1
.
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(Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé äëÿ ñóììû êî-
íå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýêñïîíåíöè-
àëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè ïðèâîäèò
ê ðàâåíñòâàì

∞∑
k=0

Bk(n+ 1)
tk

k!
=
te(n+1)t

et − 1
,

∞∑
k=0

Bk(0)
tk

k!
=

t

et − 1
.

Ðàçíîñòü ïîñëåäíèõ äâóõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ñóìì ñòå-
ïåíåé, óìíîæåííîé íà t, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

.6 Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 0.32

0.113 Ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà m ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé.

0.115 [Óêàçàíèå:] Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäñòàâëåíèåì ðàçáèåíèÿ â âèäå äèàãðàì-
ìû Þíãà è ïðèìåíèòå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè ýòîé äèà-
ãðàììû.

0.116 Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâ

1

1− s
= (1 + s)(1 + s2)(1 + s4)(1 + s8) . . . ,

1

1− s3
= (1 + s3)(1 + s6)(1 + s12)(1 + s24) . . . ,

1

1− s5
= (1 + s5)(1 + s10)(1 + s20)(1 + s40) . . . ,

. . .

Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ ýòî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êàæäîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ (ñð. ñ çàäà÷åé 0.114). Âñå îñòàëüíûå ðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ
èç ïåðâîãî ïîäñòàíîâêîé.

0.117 [Óêàçàíèå:] Ñì. çàäà÷ó 0.116.

0.118 à)7 ×ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé s áåñêîíå÷íîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
n=1

(1− sn) (1)

âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììàì Þíãà ñ ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûìè ÷àñòÿìè. Çíàê ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà ðàâåí êîëè÷åñòâó

7Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò I. Pak, The nature of partition bijections. I. Involutions
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ñòðîê â äèàãðàììå. ×ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåí-
íîé s áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
n=1

1

1− sn
(2)

âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììàì Þíãà. Çíàê ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ÷ëåíà ðàâåí êîëè÷åñòâó ñòðîê â äèàãðàììå.

Âîçüìåì äèàãðàììó Þíãà ñî ñòðîêàìè ðàçëè÷íîé äëèíû, îòâå÷àþ-
ùóþ íåêîòîðîìó ìîíîìó èç ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (1). Îòìåòèì
ïîñëåäíþþ êëåòêó â êàæäîé ñòðîêå ýòîé äèàãðàììû. Âñòàâèì ñòðîêè
ýòîé äèàãðàììû â äèàãðàììó Þíãà, îòâå÷àþùóþ íåêîòîðîìó ÷ëåíó
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïðîèçâåäåíèÿ (2), òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäàÿ
ñòðîêà ïåðâîé äèàãðàììû øëà íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå âñåõ ñòðîê òîé
æå äëèíû âòîðîé äèàãðàììû. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì äèàãðàììó
Þíãà, íåêîòîðûå óãëîâûå êëåòêè êîòîðîé îòìå÷åíû. Íàîáîðîò, èìåÿ
äèàãðàììó Þíãà ñ îòìå÷åííûìè óãëîâûìè êëåòêàìè, ìû ìîæåì ðàç-
áèòü åå íà äâå äèàãðàììû, îäíà èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ñòðîê ñ îòìå÷åí-
íûìè êëåòêàìè (äëèíû âñåõ ñòðîê ýòîé äèàãðàììû ïîïàðíî ðàçëè÷-
íû), à âòîðàÿ ñîñòàâëåíà èç ñòðîê, â êîòîðûõ íåò îòìå÷åííûõ êëåòîê.
Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû â ðàçëîæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ (1) è (2)
âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììàì Þíãà, íåêîòîðûå óã-
ëîâûå êëåòêè â êîòîðûõ îòìå÷åíû. Çíàê òàêîãî ýëåìåíòà ñîâïàäàåò ñ
÷åòíîñòüþ êîëè÷åñòâà ñòðîê â äèàãðàììå Þíãà.

Äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî èñïîëüçîâàííîìó ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 0.34.1.

Îïðåäåëèì èíâîëþöèþ íà ìíîæåñòâå äèàãðàìì Þíãà, íåêîòîðûå óã-
ëîâûå êëåòêè â êîòîðûõ îòìå÷åíû. Ýòà èíâîëþöèÿ çàòðàãèâàåò ñàìûé
ïðàâûé ñòîëáåö è ñàìóþ íèæíþþ ñòðîêó â äèàãðàììå. Åñëè êîëè÷å-
ñòâî íåïîìå÷åííûõ êëåòîê â ïðàâîì ñòîëáöå äèàãðàììû ìåíüøå, ÷åì
äëèíà íèæíåé ñòðîêè, òî ìû îòðåçàåì ïðàâûé ñòîëáåö è ïðèêëåèâàåì
ê äèàãðàììå â êà÷åñòâå íîâîé íèæíåé ñòðîêè. Åñëè ïðè ýòîì íèæ-
íÿÿ êëåòêà ñòîëáöà áûëà ïîìå÷åííîé, òî ìû ýòó ïîìåòêó óáèðàåì, è
íàîáîðîò. Åñëè æå êîëè÷åñòâî íåïîìå÷åííûõ êëåòîê â íèæíåé ñòðî-
êå äèàãðàììû ìåíüøå, ÷åì âûñîòà ïðàâîãî ñòîëáöà, òî ìû ïîñòóïàåì
íàîáîðîò, îòðåçàÿ íèæíþþ ñòðîêó è ïðèêëåèâàÿÿ åå â êà÷åñòâå ïðàâî-
ãî ñòîëáöà äèàãðàììû. ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ÷åòíîñòü
êîëè÷åñòâà ñòðîê â äèàãðàììå ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè è
âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.

Îïðåäåëåííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå íåïðèìåíèìî ê äèàãðàììàì Þí-
ãà ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ òèïîâ: ïðÿìîóãîëüíèêàì r × (r + 1) áåç îòìå-
÷åííûõ êëåòîê, ïðÿìîóãîëüíèêàì (r + 1) × r ñ îòìå÷åííîé óãëîâîé
êëåòêîé; êâàäðàòàì r × r ñ îòìå÷åííîé ëèáî íå îòìå÷åííîé óãëîâîé
êëåòêîé. Ñ òàêèìè äèàãðàììàìè ìû íè÷åãî äåëàòü íå áóäåì. ×ëåíû
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ðàçëîæåíèÿ, îòâå÷àþùèå äèàãðàììàì ïåðâûõ äâóõ òèïîâ, èìåþò ïðî-
òèâîïîëîæíûå çíàêè è âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. ×ëåíû ïðîèçâåäåíèÿ,
îòâå÷àþùèå êâàäðàòàì, è îáðàçóþò îêîí÷àòåëüíîå åãî ðàçëîæåíèå.

0.119 Ïóñòü íà ïðÿìîé ðàñïîëîæåíî n øàðèêîâ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n â
âèäå ñóììû k íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ � ýòî ðàçìåùåíèå k − 1 ïàëî-
÷åê â n − 1 ïðîìåæóòêàõ ìåæäó øàðèêàìè, íå áîëåå, ÷åì ïî îäíîé â
ïðîìåæóòêå. Ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî(

n− 1

1

)
+

(
n− 1

2

)
+ · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
= 2n−1 − 1.

0.121 Äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé âåñà i ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîðîæäàåìûõ
åé ìîíîìîâ èìååò âèä 1/(1− si). Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïåðåìíîæàþòñÿ. Ïîýòîìó
èñêîìàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

1

(1− s)q1(1− s2)q2(1− s3)q3 . . .
.

0.122 à) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà

P (s) =
∞∏
n=1

1

1− sn
.

Èìååì

s
P ′(s)

P (s)
= s(log(P (s)))′ = s

(
1

1− s
+

2s

1− s2
+

3s2

1− s3
+ . . .

)
= Σ(s),

ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ïðè skn â ðàçëîæåíèè â ðÿä n-îé äðîáè ðà-
âåí n, à âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0.

á) Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè sn â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà
sP ′(s) = P (s)Σ(s). Ïîëó÷èì

npn = p0σn + p1σn−1 + · · ·+ pn−1σ1.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî p0 = 1,

σn = npn − p1σn−1 − · · · − pn−1σ1.

0.124 Ýòî óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî äèàãðàììÞíãà ñ ïåðèìåò-
ðîì 2n ðàâíî 2n−2. Äèàãðàììà Þíãà èìååò ïåðèìåòð 2n â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóììà êîëè÷åñòâà ñòðîê è êîëè÷åñòâà ñòîëáöîâ
â íåé ðàâíà n. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, êîëè÷åñòâî äèàãðàìì ñ k ñòðî-
êàìè è n − k ñòîëáöàìè ðàâíî

(
n−2
k−1

)
. Ñóììèðóÿ ýòè áèíîìèàëüíûå

êîýôôèöèåíòû ïî âñåì k, ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè 2n−2.



222 Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ

0.125 Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë ðàçáèåíèé íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõî-
äÿùèå c, ðàâíà 1/((1 − s)(1 − s2) . . . (1 − sc)). Åñëè ñòîðîíà êâàäðàòà
Äþðôè äàííîé äèàãðàììû Þíãà ðàâíà c, òî, âûêèíóâ èç äèàãðàììû
åå êâàäðàò Äþðôè, ìû ïîëó÷àåì äâå äèàãðàììû Þíãà, îäíà èç êîòî-
ðûõ ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì c ñòîëáöîâ, à äðóãàÿ � èç íå áîëåå, ÷åì c
ñòðîê. Êîëè÷åñòâà è òåõ, è äðóãèõ äèàãðàììû îïèñûâàþòñÿ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñåë ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèå c.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñàìîì êâàäðàòå Äþðôè ñîäåðæèòñÿ c2 êëåòîê, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî èñêîìàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

sc
2

((1− s)(1− s2) . . . (1− sc))2
.

0.128 Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ ÷åòíûå ÷àñòè
ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ðàâíà,

(1 + s2)(1 + s4)(1 + s6) . . .

(1− s)(1− s3)(1− s5) . . .
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé, â
êîòîðûõ íèêàêàÿ ÷àñòü íå ïîâòîðÿåòñÿ áîëüøå òðåõ ðàç, èìååò âèä

(1+s+s2+s3)(1+s2+s4+s6)(1+s3+s6+s9) · · · = 1− s4

1− s
·1− s8

1− s2
·1− s12

1− s3
. . . .

Óìíîæèâ êàæäóþ èç ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé íà (1 − s)(1 − s3)(1 −
s5) . . . , ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè äîêàçàòü ðàâåíñòâî

(1 + s2)(1 + s4)(1 + s6) · · · = 1− s4

1− s2
· 1− s8

1− s4
· 1− s12

1− s6
. . . ,

êîòîðîå î÷åâèäíî.

0.129 [Óêàçàíèå:] Âîñïîëüçóéòåñü îòðàæåíèåì äèàãðàììûÞíãà îòíîñèòåëü-
íî äèàãîíàëè.

0.131 [Óêàçàíèå:] Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ
íè îäíà ÷àñòü íå âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, èìååò âèä

∞∏
n=1

(
1

1− sn
− sn

)
.

0.134 Ïîêàæåì, êàê ýòî òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïðè k = 2; â îáùåì ñëó-
÷àå ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî. Íàì íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ìîíîìû
min(m,n)smtn, m,n ≥ 1. Ýòè ìîíîìû îáðàçóþò êâàäðàíò

...
...

...
...

...
. . .

st5 2s2t5 3s3t5 4s4t5 5s5t5 . . .
st4 2s2t4 3s3t4 4s4t4 4s5t4 . . .
st3 2s2t3 3s3t3 3s4t3 3s5t3 . . .
st2 2s2t2 2s3t2 2s4t2 2s5t2 . . .
st s2t s3t s4t s5t . . .
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Ðàçîáúåì ýòîò êâàäðàíò íà òðè ÷àñòè � äèàãîíàëü, ïîääèàãîíàëüíóþ
è íàääèàãîíàëüíóþ � è ïîäñ÷èòàåì ñóììó ìîíîìîâ â êàæäîé ÷àñòè
ïî îòäåëüíîñòè. Ñóììà íàääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíà

(st2 + st3 + st4 + . . . ) + (2s2t3 + 2s2t4 + 2s2t5 + . . . ) +

(3s3t4 + 3s3t5 + . . . ) + · · · = st2

1− t
+

2s2t3

1− t
+

3s3t4

1− t
+ · · · = st2

1− t

1

(1− st)2
.

Àíàëîãè÷íî, ñóììà ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíà

s2t

1− s

1

(1− st)2
,

à ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíà

st

(1− st)2
.

Ñóììèðóÿ ýòè òðè ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

.7 Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 0.36

0.135 [Óêàçàíèå:] Ýòà ïëîùàäü ðàâíà π − α− β − γ.

0.138 [Óêàçàíèå:] Ðàññìîòðèòå ñëåäóþùèå k ñâîéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1
äî n: ñâîéñòâî ñ íîìåðîì i ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà pi. Òî-
ãäà èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë, íå îáëàäàþùèõ íè îäíèì
èç ýòèõ ñâîéñòâ.

0.144 Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ÷èñëà áåñïîðÿäêîâ
D(s) =

∑
dns

n/n! èìååì

D(s) = 1 +

(
1− 1

1!

)
s+

(
1− 1

1!
+

1

2!

)
s2 +

(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!

)
s3 + . . .

= (1 + s+ s2 + . . . )− (1 + s+ s2 + . . . )
s

1!
+ (1 + s+ s2 + . . . )

s2

2!
− . . .

=
e−s

1− s
.

0.145 Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ýêñïîíåíòà es � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ f ′(s) = f(s) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì f(0) = 1.
Ïðîèçâîäíàÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà( ∞∏

n=1

(1− sn)−µn/n

)′

=

∞∑
n=1

µns
n−1

∏
k ̸=n

(1− sk)−µk/k−1

=
∞∏
n=1

(1− sn)−µn/n ·
∞∑
n=1

µns
n−1

1− sn
.
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×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîâïà-
äàåò ñ íèì ñàìèì, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ
â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ðàâåí 1. Óìíîæèì ýòî âûðàæåíèå íà s è ïîä-
ñ÷èòàåì êîýôôèöèåíò ïðè sN â åãî ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåí-
íîé s. Ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí∑

n|N

µn,

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì äåëèòåëÿì n ÷èñëà N . Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ Ìåáèóñà îáðàòíà äçåòà ôóíêöèè. óêàçàííàÿ ñóììà ðàâíà 1,
åñëè N = 1, è îíà ðàâíà 0 ïðè âñåõ îñòàëüíûõ N , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

0.146 Âñå èäåàëû â àëãåáðå ôóíêöèé Äèðèõëå ãëàâíûå. Îíè íóìåðóþòñÿ
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Èäåàë IN ñîñòîèò èç ðÿäîâ Äèðèõëå

∞∑
n=1

an
ns
,

â êîòîðûõ îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü êîýôôèöèåíòû an äëÿ èíäåêñîâ n,
äåëÿùèõñÿ íà N . Ïðîñòûå èäåàëû ýòî èäåàëû Ip, ãäå p ïðîñòîå.

0.147 [Îòâåò:] Êîýôôèöèåíò an èñêîìîé ôóíêöèè ðàâåí 1, åñëè n � êâàäðàò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

0.148 Èìååì

ζ(s)ζ(s− α) =

(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+ . . .

)(
1

1s−α
+

1

2s−α
+

1

3s−α
+

1

4s−α
+ . . .

)
=

(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+ . . .

)(
1α

1s
+

2α

2s
+

3α

3s
+

4α

4s
+ . . .

)
,

è òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì.
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