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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÐÎ×ÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÏÐÎÖÅÍÒÍÛÕ ÑÒÀÂÎÊ

Ñðî÷íàÿ ñòðóêòóðà ïðîöåíòíûõ ñòàâîê, îïèñûâàåìàÿ áåñêóïîííîé êðèâîé äîõîäíî-

ñòè, â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãëàâíûé èíäèêàòîð ñîñòîÿíèÿ ôèíàíñîâîãî

ðûíêà, îäèí èç âàæíåéøèõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ýòàëîí äëÿ îöåíêè öåííûõ

áóìàã â äðóãèõ ñåêòîðàõ ðûíêà èíñòðóìåíòîâ ôèêñèðîâàííîé äîõîäíîñòè. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñðî÷íîé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ

ñòàâîê ïî êîòèðîâêàì ãðóïïû îáëèãàöèé îäíîðîäíîãî êðåäèòíîãî êà÷åñòâà è ëèêâèäíî-

ñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèâàÿ äîõîäíîñòè, ýêñïîíåíöèàëüíî-ñèíóñîèäàëüíûå ñïëàéíû, ðàç-

ðûâíàÿ çàìåíà âðåìåíè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

1. Ââåäåíèå. Ñðî÷íàÿ ñòðóêòóðà ïðîöåíòíûõ ñòàâîê (áåñêóïîííàÿ êðèâàÿ äîõîä-

íîñòè), ëåæàùàÿ â îñíîâå òåîðèè îöåíêè àêòèâîâ ñ ôèêñèðîâàííûì äîõîäîì è ÿâëÿþ-

ùàÿñÿ îäíèì èç íàèáîëåå äèñêóññèîííûõ âîïðîñîâ ïðîâåäåíèÿ ýôôåêòèâíîé äîëãîâîé

è äåíåæíîé ïîëèòèêè, ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò èíòåíñèâíûõ çàðóáåæíûõ èññëåäîâàíèé óæå

áîëåå 30 ëåò. Â Ðîññèè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ êðèâàÿ äîõîäíîñòè ê

ïîãàøåíèþ, ãäå âìåñòî ñðîêà äî ïîãàøåíèÿ èñïîëüçóþò äþðàöèþ, îòâå÷àþùóþ ïëîñ-

êîé ñðî÷íîé ñòðóêòóðå ïðîöåíòíûõ ñòàâîê, à îáùåïðèçíàííîé â ìèðå ìîäåëè ïîñòðî-

åíèÿ êðèâîé áåñêóïîííîé äîõîäíîñòè äî ñèõ ïîð íå ñóùåñòâóåò [1]. Òåì íå ìåíåå, äëÿ

ðÿäà ïðèëîæåíèé íåîáõîäèìà èìåííî áåñêóïîííàÿ êðèâàÿ äîõîäíîñòè. Íàïðèìåð, åå

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ, äëÿ îöåíêè ïðèâåäåí-

íîé ñòîèìîñòè ïîòîêà ïëàòåæåé, äëÿ çàäà÷ öåíîîáðàçîâàíèÿ íåêîòîðûõ ôèíàíñîâûõ

èíñòðóìåíòîâ, òàêèõ, êàê îáëèãàöèè, âåêñåëÿ, ïðîöåíòíûå ñâîïû è äð.

Ïîä îáëèãàöèåé áóäåò ïîíèìàòüñÿ äîëãîâîå îáÿçàòåëüñòâî, ðàñïèñàíèå ïëàòåæåé ïî

êîòîðîìó çàðàíåå èçâåñòíî (ò.å. ìû ðàññìàòðèâàåì îáëèãàöèè ñ ôèêñèðîâàííûì êóïî-

íîì), îáðàùàþùååñÿ íà âòîðè÷íîì ðûíêå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèçèðóþòñÿ êðèâûå,

ïîñòðîåííûå ïî ãðóïïå îáëèãàöèé, èìåþùèõ ðàâíóþ ñòåïåíü ðèñêîâàííîñòè (êðåäèò-

íûé ðèñê, ñâÿçàííûé ñ íåèñïîëíåíèåì ýìèòåíòîì ñâîèõ îáÿçàòåëüñòâ) è ëèêâèäíîñòè.

Â êà÷åñòâå óïðîùàþùèõ, íî îáùåïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé, ðàññìîòðèì �èäåàëüíûé�

ðûíîê, íà êîòîðîì òîðãóþòñÿ îáëèãàöèè ñî âñåìè âîçìîæíûìè íîìèíàëàìè è âðåìåíà-

ìè äî ïîãàøåíèÿ òîé æå ñòåïåíè ðèñêîâàííîñòè è ëèêâèäíîñòè, ÷òî è äàííûå.

1Ôàêóëüòåò ÂÌèÊ ÌÃÓ, àñï., e�mail: victor.lapshin@gmail.com.
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Ðàññìîòðèì áåñêóïîííóþ îáëèãàöèþ ñ åäèíîâðåìåííîé âûïëàòîé îñíîâíîãî äîëãà

ñî âðåìåíåì äî ïîãàøåíèÿ T è íîìèíàëîì 1 . Îáîçíà÷èì åå öåíó â òåêóùèé ìîìåíò

âðåìåíè d(T ) . Ýòà çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé äèñêîíòèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñðî÷íîé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçà-

íà ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòîèìîñòü

ëþáîé êóïîííîé îáëèãàöèè ðàâíà ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ áåñêóïîííûõ îáëèãàöèé ñ ñî-

îòâåòñòâóþùèìè ñðîêàìè ïîãàøåíèÿ. Òîãäà çàâèñèìîñòü öåíû P îáëèãàöèè îò ñðîêîâ

ti, i = 0, ..., n, è îáúåìîâ âûïëàò Fi, i = 0, ..., n, èìååò âèä P =
n∑
i=0

d(ti)Fi , ãäå d(t)

� ôóíêöèÿ äèñêîíòèðîâàíèÿ. È ïóñòü íà ðûíêå òîðãóþòñÿ N èíñòðóìåíòîâ ñ öåíàìè

Pk, k = 1, ..., N, è îáúìàìè âûïëàò Fi,k, i = 0, ..., n, k = 1, ..., N, â ìîìåíòû âðåìåíè

ti, i = 0, ..., n , ïðè÷åì ìîìåíòû ti âûáèðàþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ èíñòðóìåíòîâ. Ïðè

ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû öåíû èíñòðóìåíòîâ, ïðåäñêàçàííûå ïî íàéäåííîé ôóíêöèè äèñ-

êîíòèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé öåíû, áûëè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû òåêóùèì

ðûíî÷íûì öåíàì. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ áûëà äîñòàòî÷íî ãëàä-

êîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å: íàéòè ôóíêöèþ äèñêîíòèðîâàíèÿ d(t), t ≥ 0 ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) d(t) íå âîçðàñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

2) d(t) > 0, d(0) = 1 ;

3)
n∑
i=0

d(ti)Fi,k = Pk äëÿ âñåõ k = 1, ..., N .

Ñâÿçü ìåæäó êðèâîé äîõîäíîñòè è ôóíêöèåé äèñêîíòèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñî-

áîì íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ; íàèáîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîå íà÷èñëåíèå ïðî-

öåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ äîõîäíîñòè r(t) è ôóíêöèÿ äèñêîíòèðîâàíèÿ d(t) ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì d(t) = exp(−r(t)t) . Ñîîòâåòñòâåííî, ìãíîâåííûå ôîðâàðäíûå ïðîöåíò-

íûå ñòàâêè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì r(t) =
t∫
0

f(τ)dτ .

Â òàêîé ïîñòàíîâêå ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé. Â ñàìîì äåëå:

èç ïðèâåäåííûõ óñëîâèé ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äèñêîíòèðîâà-

íèÿ â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ, ò.å. îïðåäåëèòü d(ti) , ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì ýòî ìîæíî

ñäåëàòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà â óñëîâèè 3 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé, ÷òî àïðèî-

ðè ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà íè îäíà îáëèãàöèÿ íå

èìååò êóïîííûõ âûïëàò (âðåìåíà ïîãàøåíèÿ îáëèãàöèé îáû÷íî íå ñîâïàäàþò). Èíà÷å

òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñôîðìèðîâàííàÿ âûáîðêà îáëèãàöèé, ÷òî ñèëüíî îãðà-

íè÷èâàåò îáùíîñòü ìåòîäà. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå îäíîçíà÷íîìó îïðåäåëåíèþ

íå ïîääàþòñÿ äàæå d(ti) , íå ãîâîðÿ óæå î çíà÷åíèÿõ d(t) â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ. Êðî-

ìå òîãî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â íåóñòîé÷èâîñòè çàäà÷è äàæå â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ.
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Ïðèíöèïû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ îïèñàíû â [19]. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïðèíöèïàìè, îïèñàííûìè òàì, à òàêæå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ãëàäêîñòü ñðî÷íîé ñòðóê-

òóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê � ýêîíîìè÷åñêè ðàçóìíîå òðåáîâàíèå [2, 10, 11, 12, 15], äëÿ

ðåãóëÿðèçàöèè â äàëüíåéøåì ìû íàëîæèì íà ñòðóêòóðó ïðîöåíòíûõ ñòàâîê óñëîâèå

ìàêñèìàëüíîé ãëàäêîñòè.

2. Îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ. Ïîäõîäû, òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûå äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ñðî÷íîé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê (íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè äèñêîíòè-

ðîâàíèÿ) ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû: �íàèâíûå�, èëè èíæåíåðíûå ìåòîäû; ïàðà-

ìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå è èíòåðïîëÿöèîííûå ìåòîäû.

Ê �íàèâíûì� ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå äîõîäíîñòè ïîõîæåé îá-

ëèãàöèè, èñïîëüçîâàíèå êðèâîé äîõîäíîñòè ê ïîãàøåíèþ, ìåòîä ïîøàãîâîãî îïðåäåëå-

íèÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê (bootstrapping) [2], ìåòîä ÿäåð [3].

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä áûë âïåðâûå îïèñàí â ðàáîòå [4]. Ïî ñåé äåíü øèðîêîå ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå èìåþò ìåòîäû Íåëüñîíà�Çèãåëÿ [5], Ñâåíñîíà [6]. Ìîäåëè ñ ïðîèçâîëüíî

çàäàâàåìûì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ áûëè ïðåäëîæåíû â [7] (ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíê-

öèè), [8] (ýêñïîíåíöèàëüíî-ïîëèíîìèàëüíûå). Íà ðîññèéñêîì ðûíêå òàêæå èñïîëüçóåò-

ñÿ G-êðèâàÿ, â ïëàíå ïàðàìåòðèçàöèè ÿâëÿþùàÿñÿ âàðèàöèåé ìåòîäà Íåëüñîíà�Çèãåëÿ

[9].

Ñðåäè èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòîäîâ ìîæíî âûäåëèòü ñïëàéíîâûé ïîäõîä, êîòîðûé

áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â ðàáîòå [10]. Â [10] èñïîëüçîâàëèñü êâàäðàòè÷íûå, â [11] è

[12] � êóáè÷åñêèå ñïëàéíû. Â [13] âïåðâûå áûëè èñïîëüçîâàíû B-ñïëàéíû, à â [14] �

ýêñïîíåíöèàëüíûå. Â ðàáîòàõ [15] è [16] áûëà ïîäìå÷åíà âàæíîñòü ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ

è, ñîîòâåòñòâåííî, áûëè èñïîëüçîâàíû ñãëàæèâàþùèå ñïëàéíû. Ïîòîì â [17] ãëàäêîñòü

áûëà ïîñòàâëåíà â çàâèñèìîñòü îò ñðî÷íîñòè (îò ó÷àñòêà êðèâîé). Ïóòåì êîìáèíàöèè

ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñïëàéíîâ è òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è, â [18]

áûëè ïîëó÷åíû2 ýêñïîíåíöèàëüíî-ñèíóñîèäàëüíûå ñïëàéíû.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû èìåþò ðÿä íåäîñòàòêîâ: ýêîíîìè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâûå ðå-

çóëüòàòû (èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, øèðîêî èçâåñòíûõ

ìåòîäîâ Íåëüñîíà�Çèãåëÿ è Ñâåíñîíà, èíîãäà ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì, àáñóðäíûì ñ

ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ); íåêîððåêòíûå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñäåëîê ïî

áóìàãàì ñ ìàëûìè èëè áîëüøèìè ñðîêàìè äî ïîãàøåíèÿ; ÷èñëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

ðåçóëüòàòà (÷àñòî îòáðàñûâàíèå îäíîé áóìàãè ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ôîðìó êðèâîé, îñî-

áåííî íà êîðîòêîì åå êîíöå, îêîëî t = 0).

2Ýòîò ðåçóëüòàò äå-ôàêòî áûë ïîëó÷åí Ñìèðíîâûì è Çàõàðîâûì â 2003 ãîäó è ïðåäñòàâëåí â âèäå

äîêëàäà íà çàñåäàíèè Åâðîïåéñêîé êîìèññèè ïî îáëèãàöèÿì (EFFAS-EBC).
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Ê íåäîñòàòêàì ñïëàéíîâûõ (è íåïàðàìåòðè÷åñêèõ â öåëîì) ìåòîäîâ ìîæíî îòíåñòè

âûñîêóþ ñëîæíîñòü ïîëó÷àåìûõ ìîäåëåé è ñâÿçàííóþ ñ íåé òðóäîåìêîñòü îöåíêè ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè. Òàêæå çà÷àñòóþ ðåçóëüòàò òðóäíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñ ýêîíîìè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ.

Ïîäõîä, ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îòíîñèòñÿ ê ñïëàéíîâûì ìåòîäàì è ìî-

æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçâèòèå îïèñàííîãî â [16] ïîäõîäà, õîòÿ èñõîäíûå ïîñûëêè

èíûå. Åãî îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ ñïëàéíîâûõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî î âèäå

ôóíêöèè íå äåëàåòñÿ çàðàíåå íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé, íî íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå ãëàä-

êîñòè íà ôóíêöèþ äèñêîíòèðîâàíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìè÷åñêè îáîñíîâàí-

íûì: îí ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íåïðåðûâíîñòü îæèäàíèé ó÷àñòíèêîâ ðûíêà, ÷òî ïðàêòè÷åñêè

âñåãäà èìååò ìåñòî íà ïðàêòèêå. Ïîèñê ðåøåíèÿ â âèäå ñïëàéíà ïðè äàííîì ïîäõîäå �

ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûé ðåçóëüòàò.

3. Íîâûé ïîäõîä ê çàäà÷å. Èñïîëüçóÿ èäåþ, ïðåäëîæåííóþ â ñòàòüå [16], ñäåëàåì

çàìåíó ïåðåìåííûõ: d(t) = exp(−z(t)) . Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó{
ż = f(x),

ẋ = u.
(1)

Çäåñü u(t) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à f � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèé 1 è 2 ïîòðåáóåì, ÷òîáû f(x) ≥ 0 è z(0) = 0 . Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

óñëîâèÿ 3 ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåøåíèå äîñòàâëÿëî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

J(u) =
N∑
k=1

wk
2

(
n∑
i=0

e−z(ti)Fi,k − Pk)2.

Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ [19], ìû äîáàâèì â ýòîò ôóíêöèîíàë ñëàãàåìîå,

îòâå÷àþùåå çà �ãëàäêîñòü� ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ: α2

2

T∫
0

u2(τ)dτ , ãäå α � ïàðàìåòð ðå-

ãóëÿðèçàöèè, ðåãóëèðóþùèé ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãëàäêîñòüþ è æåëàåìîé òî÷íîñòüþ

ïðèáëèæåíèÿ.

Ïîñëå ñêàçàííîãî âûøå çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:
ż = f(x),

ẋ = u,

J(u) = α2

2

T∫
0

u2(τ)dτ + 1
2

N∑
k=1

wk(
n∑
i=0

e−z(ti)Fi,k − Pk)2 → min .

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå yk(t) =
ti≤t∑
i=0

Fi,ke
−z(ti) , k = 1, ..., N. Òîãäà çàäà÷ó ìîæíî

4



çàïèñàòü â âèäå

ż = f(x), z(0) = 0,

ẋ = u, x(0) = x0,

ẏk =
n∑
i=0

Fi,ke
−zδ(t− ti), yk(0) = 0,

J(x0, u) = α2

2

T∫
0

u2(τ)dτ + 1
2

N∑
k=1

wk(yk(T )− Pk)2 → min,

ãäå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â íóëå. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ìû âîñïîëüçóåìñÿ �ðàçðûâíîé� çàìåíîé âðåìåíè. Ââåäåì

ôóíêöèþ ν(t) , îñòàíàâëèâàþùóþ âðåìÿ, è çàïèøåì ôóíêöèîíàë êàê åùå îäíó ôàçîâóþ

ïåðåìåííóþ:

ż = f(x)ν(t)m z(0) = 0,

ẋ = uν(t) , x(0) = x0,

ẏk =
n∑
i=0

Fi,ke
−z(1− νi(t)) yk(0) = −Pk,

ẋ0 = α2

2
u2ν(t) +

N∑
k=1

wk(yk − Pk)
n∑
i=0

Fi,ke
−z(1− νi(t)),

J(x0, u) = x0(T )→ min .

Çäåñü

ν(t) = min
i=0,...,n

νi(t), νi(t) =

{
0, t ∈ [ti + i; ti + i+ 1], i = 0, ..., n,

1, èíà÷å.

�Îñòàíîâëåííîå� âðåìÿ áóäåò èìåòü äèíàìèêó τ̇ = ν(t) . Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðå-

øåíèå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ÿâëÿåòñÿ ñïëàéíîì íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî

âèäà. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ó çàäà÷è â òàêîé ïîñòàíîâêå

îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Íî ïðè ýêîíîìè÷åñêè ðàçóìíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (â ÷àñòíîñòè, îãðà-

íè÷åííîñòè ìãíîâåííîé ôîðâàðäíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè f(x(t))) áóäåò ñóùåñòâîâàòü

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

H(z, x, y, ψ, u, t) = −α2

2
u2ν(t)−

N∑
k=1

wk(yk − Pk)
n∑
i=0

Fi,ke
−z(1− νi(t))+

+ψzf(x)ν(t) + ψxuν(t) +
N∑
k=1

ψk
n∑
i=0

Fi,ke
−z(1− νi(t)).

Çäåñü ψ = (ψ0, ψz, ψx, ψk) (ìû ñðàçó ïîëîæèëè ψ0 = −1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà äëÿ îïòèìàëüíîé ïàðû ((z, x, y), u∗) ñóùå-
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ñòâóþò ôóíêöèè ψz, ψx, ψk , òàêèå, ÷òî

H(z, x, y, ψ, u∗, t) = max
u

H(z, x, y, ψ, u, t),

ψ̇z = −
N∑
k=1

wk(yk − Pk)
n∑
i=0

Fi,ke
−z(1− νi(t))−

N∑
k=1

ψk
n∑
i=0

Fi,ke
−z(1− νi(t)),

ψ̇x = −ψzf ′(x)ν(t),

ψ̇k = wkẏk.

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè äàäóò

ψz(T ) = ψx(0) = ψx(T ) = ψk(T ) = 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî íàéäåì u ïðè ν(t) = 1 : u = ψx

α2 . Î÷åâèäíî, çíà÷åíèå u ïðè ν(t) = 0

íè íà ÷òî íå âëèÿåò.

Êðîìå òîãî, ïîïûòàåìñÿ íàéòè ψ . Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ qk = yk(T ) :

ψk = wk(yk − qk),

ψ̇z = −
N∑
k=1

wk(qk − Pk)
n∑
i=0

Fi,ke
−z(1− νi(t)).

Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó νi(t) , à òàêæå òî, ÷òî z, x = const ïðè ν(t) = 0 ,

ψz =
N∑
k=1

wk(qk − Pk)
ti+i>t∑

i

Fi,ke
−z(ti)

Âèäíî, ÷òî ψz � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ψz = ci íà [ti−1 + i, ti + i) , ãäå

ci =
N∑
k=1

wk(qk − Pk)
n∑
s=i

Fs,ke
−z(ts+s).

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì:

ẍ = − ci
α2
f ′(x)ν(t), t ∈ [ti−1 + i, ti + i).

Çäåñü âñå óïèðàåòñÿ â âèä ôóíêöèè f(x) , ïðî êîòîðóþ ìû ïðåäïîëîæèëè òîëüêî

íåîòðèöàòåëüíîñòü. Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ áóäåò ðàçóìíî ïîëîæèòü f(x) = x2 ,

êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [18] 3, òîãäà èìååì:

ẍ = −2ci
α2 xν(t),

(ẍ− λx)ν(t) = 0, λ = −2ci
α2 , ẋ(0) = ẋ(T ) = 0,

ẋ = 0 ïðè ν(t) = 0.

3Ñòîèò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî ýòî íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé âàðèàíò. Òàê, íàïðèìåð, çàñëóæèâàåò

ðàññìîòðåíèÿ âûáîð f(x) = ex , òàêæå äàþùèé àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.
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Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

x = pi−1φλi(ti − τ) + piφλi(τ − ti−1), τ ∈ [ti−1, ti), (2)

ãäå τ̇ = ν(t), τ(0) = 0 ,

φλi(τ) =


sh
√
λiτ

sh
√
λi(ti−ti−1)

, λi > 0,
sin
√
−λiτ

sin
√
−λi(ti−ti−1)

, λi < 0,

τ
ti−ti−1

, λi = 0.

(3)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, òî ñóùåñòâóåò òàêæå îïòèìàëü-

íîå ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x ≥ 0 . Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì òî÷êó

t1 , â êîòîðîé x = 0 , à u < 0 . Åñëè òàêèõ òî÷åê íåò, x ≥ 0 âåçäå, òàê êàê x(0) ≥ 0 .

Íà÷èíàÿ ñ ýòîé òî÷êè (t > t1) , ïîëîæèì u1 = −u, x1 = −x . Çíà÷åíèÿ z è
∫
u2dτ îñòà-

íóòñÿ òàêèìè æå â ñèëó òîãî, ÷òî òóäà âõîäÿò òîëüêî êâàäðàòû âåëè÷èí x, u . Ïîñëå

ýòîãî áåðåì ñëåäóþùóþ òî÷êó t2 , â êîòîðîé x = 0, u < 0 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì x∗, u∗ ,

òàêèå, ÷òî x∗ ≥ 0 .

Óêàçàííîå ñâîéñòâî âëå÷åò λi ≥ − π2

(ti−ti−1)2
(ñì. âûðàæåíèå (3)).

Çàïèøåì òåïåðü óñëîâèå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè x(t) (ýòîò ôàêò ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî ẍ êóñî÷íî-íåïðåðûâíà):

−pi−1φ′λi(0) + piφ
′
λi

(ti − ti−1) = −piφ′λi+1
(ti+1 − ti) + pi+1φ

′
λi+1

(0).

Ýòî óñëîâèå à òàêæå óñëîâèÿ ẋ(0) = ẋ(T ) = 0 ìîæíî çàïèñàòü êàê Bλp = Bcp = 0 , òàê

êàê λi è ci ñâÿçàíû âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòíîøåíèåì. Íî ìàòðèöà Bc êâàäðàòíàÿ,

à ó óðàâíåíèÿ Bcp = 0 ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, Bc èìååò

íåïîëíûé ðàíã, è ìîæíî ïîëîæèòü îäíó ïåðåìåííóþ (p0 ) ñâîáîäíîé, à îñòàëüíûå âû-

ðàçèòü ÷åðåç íåå. Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä Acp = fcp0 , à ïåðåìåííûå p áóäóò âûðàæàòüñÿ

òàê: p = p0A
−1
c fc , ãäå ìàòðèöà Ac òðåóãîëüíàÿ ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì 2n+ 1 óðàâíåíèé è 2n+ 1 íåèçâåñòíóþ:
ci =

N∑
k=1

wk(qk − Pk)
n∑
s=i

Fs,ke
−z(ts),

Acp = fcp0,

detAc = 0.

(4)

Çíà÷åíèå z(t) íàõîäèòñÿ ïðè èçâåñòíûõ p, ci , ò.ê. äëÿ ż èçâåñòíî âûðàæåíèå (1),(2).

Íî ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðîèñõîäèò äîâîëüíî ìåäëåí-

íî. Ãîðàçäî ëó÷øå çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ ñëåäóþùèé ìåòîä: òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíèÿ

óðàâíåíèþ (4) íóæíî âñòàâèòü â ôóíêöèîíàë, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåòñÿ â ìåòîäå, îïè-

ñàííîì â [18]. Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ïîäõîäà, èñïîëüçîâàííîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêà-

çàííîãî ìåòîäà, óðàâíåíèå (4) ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. Â òî æå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî

7



ïîäòâåðæäåíî, ÷òî óêàçàííàÿ äîáàâêà ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòå-

ðàöèîííîãî ïðîöåññà.

4. Âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðåäëîæèì òàêæå ìåòîä íàõîæäåíèÿ íà-

÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè. Ââåäåì íîâûé íà-

áîð ïàðàìåòðîâ di = d(ti), d = (d0, ..., dn)T , è ïåðåíåñåì òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè íà ôóíê-

öèþ d(t) . Ïîëó÷èì çàäà÷ó
Fd = P,

tn∫
t0

(d′′(t))2dt → min,

d0 = 1, di ≥ di+1 > 0,

ãäå F � ìàòðèöà ïîòîêîâ ïëàòåæåé, Fi,k � ðàçìåð ïëàòåæà ïî k -ìó èíñòðóìåíòó â

ìîìåíò ti , à P = (P1, ..., Pk)
T � âåêòîð öåí èíñòðóìåíòîâ. Êàê è ïðåæäå, óñëîâèå

ðàâåíñòâà Fd = P çàìåíèì íà óñëîâèå ìèíèìóìà êâàäðàòà íåâÿçêè ‖Fd− P‖2 → min .

Êðîìå ýòîãî, çàìåíèì èíòåãðàë íà èíòåãðàëüíóþ ñóììó ïî ðåøåòêå ñ óçëàìè â ti , à

ïðîèçâîäíóþ çàìåíèì íà åå ðàçíîñòíûé àíàëîã íà òîé æå ñåòêå.

Ïîíÿòíî, ÷òî àäåêâàòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ ëèøü ïðè ïîäõîäÿùåì ðàñ-

ïîëîæåíèè óçëîâ. Âîçíèêàåò ñîáëàçí ïðîñòî äîðàçáèòü ñëèøêîì áîëüøèå ïðîìåæóòêè

ìåæäó óçëàìè, âñòàâèâ ôèêòèâíûå óçëû, ëèáî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå íîâóþ, ðàâíî-

ìåðíóþ ñåòêó. Îäíàêî, ïðè ýòîì ïðèäåòñÿ ïåðåñ÷èòûâàòü ìàòðèöó F . Ïðåèìóùåñòâî

ðàâíîìåðíîé ñåòêè â òîì, ÷òî êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íà íåé íà

ïîðÿäîê âûøå, ÷åì íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå. Çà ýòî ìû ðàñïëà÷èâàåìñÿ �îòðûâîì îò

ðåàëüíîñòè�, òàê êàê âñòàåò âîïðîñ î âûáîðå óçëîâ ñåòêè. Åñëè ðàíüøå îí ðåøàëñÿ ñàì

ñîáîé, òî çäåñü ïðèõîäèòñÿ ïðèâîäèòü äîïîëíèòåëüíûå ýêñïåðòíûå àðãóìåíòû â ïîëü-

çó òîãî èëè èíîãî ðàçáèåíèÿ. Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà óçëîâ ñåòêè òàêæå îòðèöàòåëüíî

ñêàçûâàåòñÿ íà áûñòðîäåéñòâèè, òàê êàê ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óçëîâ

ñåòêè. Êðîìå òîãî, â íàøó çàäà÷ó âõîäèò ïîëó÷åíèå íå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ëèøü

ðàçóìíîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ýòèõ öåëåé âïîëíå äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîé

ñåòêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì çàäà÷ó
‖Fd− P‖2 → min,

‖D2d‖2 → min,

d0 = 1, di ≥ di+1 > 0,

êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ{
‖Hd− f‖2 → min,

Ad ≤ b.
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Äëÿ åå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò âûñîêîýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-

íèÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè J íåîáõîäèìî ïðèâåñòè åãî ê òîìó âèäó, ñ êîòîðûì îïåðèðóþò

îïèñàííûå âûøå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè.

Äëÿ ïåðåõîäà îò ïåðåìåííûõ di ê ïåðåìåííûì pi, λj ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-

ùèé àëãîðèòì.

1) Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû fk èç âûðàæåíèÿ

di = exp{−
i∑

k=1

fk}; fk = ln
dk−1
dk

.

2) Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå pi, i = 0, ..., n .

3) Îïðåäåëèì λi èç ðàâåíñòâ

fk =

ti∫
ti−1

f(t)2dt =

ti∫
ti−1

(pi−1φλi(ti − t) + piφλi(t− ti−1))2dt.

4) Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

I(p0, ..., pn) =
n−1∑
i=1

(f ′(ti + 0)− f ′(ti − 0))2 + f ′(t0 + 0)2 + f ′(tn − 0)2,

ãäå f(t) îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì (2),(3) ñ íàéäåííûìè λ1, ..., λn , è ðåøèì çàäà÷ó

I(po, ...., pn)→ min
p0,...,pn

.

Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ p0, ..., pn è ñîîòâåòñòâóþùèå èì λ1, ..., λn è áóäóò îïðåäåëÿòü íàé-

äåííóþ ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì ôóíêöèþ.

Ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ â èòåðàöèîííîé

ïðîöåäóðå ìèíèìèçàöèè.

5. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî åùå îäíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïðå-

äåëåíèÿ âðåìåíí�îé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê. Èñïîëüçîâàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ

íîâûì â ÷àñòè ýêîíîìè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé è íàëîæåííûõ

àïðèîðè óñëîâèé. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ôîðìàëèçàöèÿ çàäà÷è, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà ãëóáæå

çàõâàòèòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ìîäåëè è ïîëó÷èòü áîëåå êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïðåäøåñòâóþùèìè ðàáîòàìè [16] è [18], ðàçâèòèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äàí-

íàÿ ñòàòüÿ. Òåì íå ìåíåå, ïðåäëîæåííàÿ ôîðìàëèçàöèÿ âïîëíå îòâå÷àåò äóõó ïîäõîäà
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[18] è ñîõðàíÿåò âñå åãî ïðåèìóùåñòâà: ýêîíîìè÷åñêóþ îáîñíîâàííîñòü ïðåäïîëîæåíèé

è ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî íåâîçðàñòàíèÿ ðåçóëüòèðóþ-

ùåé ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ðåøåíèåì çàäà÷è. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî-

ëó÷åíî ñòîëüêî æå óðàâíåíèé, ñêîëüêî íåèçâåñòíûõ. Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû [16], [18]

ïðåäïîëàãàëè ðåøåíèå ìèíèìèçàöèîííûõ ïîäçàäà÷, òàê êàê êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé íå

áûëî äîñòàòî÷íûì. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïîñòðîåí è ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé

àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ ïî ðåàëüíûì äàííûì.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ â ñìåæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ,

òðåáóþùèõ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ

êðåäèòíûõ ñïðåäîâ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ Êóðæàíñêîìó Àëåêñàí-

äðó Áîðèñîâè÷ó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå, ê.ô.-ì.í. äîö. Ñìèðíîâó Ñåðãåþ Íèêîëàåâè÷ó çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷è è öåííûå çàìå÷àíèÿ è ê.ô.-ì.í. Äàðüèíó Àëåêñàíäðó Íèêîëàåâè÷ó

çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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