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Рассматривается модель эндогенного роста с человеческим капиталом на простой пространствен-

ной структуре (прямой). Особое внимание уделено специальному случаю — комбинации параметров, 

при которой удается впервые получить решение задачи центрального планировщика на прямой в яв-

ном виде. 
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В последние годы в теории международ-

ной торговли и пространственной экономи-

ки получило развитие направление исследо-

ваний, которое использует простые модели 

пространственных структур [5, 6, 8, 9]. Вско-

ре это направление включило и модели эко-

номического роста на простых пространст-

венных структурах, таких как линия и ок-

ружность. 

В [1] рассмотрены AK-модели роста в 

случае, когда моделью пространственной 

структуры являлась окружность с равномер-

но распределенным населением и получено 

явное решение. В [2—4] рассматривались мо-

дели роста, где в качестве пространственной 

структуры использовалась прямая линия, но 

не удалось получить нестационарные реше-

ния в явном виде. 

В [2] функция полезности имеет вид: 

 
0

( , ) ( )te c x t x 
 




  . 

Наличие множителя плотности населе-

ния, ,( )x  обеспечивает сходимость интегра-

ла по пространственной координате. При 

этом предположении получается явное ста-

ционарное решение во внутренней точке. 

Найдены условия, при которых оптимальный 

путь сходится к этому внутреннему реше-

нию, так же как и условия, при которых этот 

путь «колеблется». 

В [3, 4] показатель численности населе-

ния в каждом местоположении остается по-

стоянным и равен единице. Проводится ана-

лиз решения в окрестности устойчивого со-

стояния. 

Во всех трех моделях [2—4] центральный 

планировщик выбирает траекторию, которая 

максимизирует общую полезность, включая 

потребление во всех местоположениях во все 

моменты времени. Значение показателя фи-

зического капитала постепенно распределя-

ется равномерно в пространстве. 

Ни в одной из перечисленных работ не 

рассматривался человеческий капитал. В дан-

ной статье мы попытаемся заполнить этот 

пробел и рассмотрим модель с физическим и 

человеческим капиталами, распределенными 

в пространстве, в то время как в качестве 

модели пространственной структуры исполь-

зуется прямая линия. Так же как и в моделях 
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[10] и [7], время репрезентативного индиви-

дуума распределяется между временем, за-

трачиваемым на работу в материальном про-

изводстве, и временем, расходуемым на на-

копление человеческого капитала. Показа-

тель физического капитала имеет некоторое 

начальное распределение и изменяется во 

времени и в пространстве. Показатель чело-

веческого капитала также имеет некоторое 

начальное распределение и изменяется в ка-

ждом местоположении, но не перемещается 

в пространстве. 

Производственная функция в любом ме-

стоположении имеет форму, подобную произ-

водственной функции в модели Лукаса [7], а 

изменения показателя человеческого капитала 

в любом местоположении описываются в 

точности, как в модели Лукаса. Функция по-

лезности предполагается линейной относи-

тельно душевого потребления, как и в [2]. 

Решение для всей пространственной структу-

ры находится центральным планировщиком, 

так же как в [1—4]. Точно так же как в [2—4], 

для решения задачи центрального планиров-

щика мы применяем основную лемму класси-

ческого вариационного исчисления. 

Мы уделяем основное внимание специ-

альному случаю комбинации значений пара-

метров, при которых мы могли решить зада-

чу на прямой в явном виде, что другим ис-

следователям не удавалось. Напомним, что в 

[1] было обращение к модели на окружности 

как раз потому, что не удавалось получить 

явное решение на прямой. 

Далее мы рассмотрим модель на прямой, 

ее описание и вывод условий оптимальности. 

Модель на прямой 

Формулировка задачи и условия  
оптимальности 

Производственная функция имеет форму 

 
       

     1

, , [ , ,

, ] , ,a a

Y x t AK x t u x t h x t

N x t u x t h x t





 

   
 

где K(x, t) — физический капитал; u(x, t) — 

доля несвободного времени, расходуемая 

в производстве; h(x, t) — человеческий капи-

тал репрезентативного индивидуума; N(x, t) — 

численность населения; ua(x, t) — средняя 

в данном местоположении доля несвободного 

времени, используемая в производстве; ha(x, t) 
— средний в данном местоположении уровень 

человеческого капитала. 

Центральный планировщик максимизи-

рует следующий функционал: 

   
0

, .t

R

U C x t e dxdt


   

Функция полезности предполагается ли-

нейной по душевому потреблению: 

         0 ,, , , tU C x t C x t c x t N x e   

где  — темп прироста населения. Кроме то-

го, мы предполагаем, что человеческий капи-

тал не перемещается в пространстве и что, 

следуя Ксаю [11], человеческий капитал ока-

зывает внешнее воздействие на процесс про-

изводства с эластичностью . 
Как и в [1—4], изменение величины фи-

зического капитала во времени и простран-

стве описывается дифференциальным урав-

нением в частных производных: 

 

   

   

2

2

.

, ,

, ,

K x t K x t

t x

Y x t C x t

 
 

 
 

 (1) 

Изменение человеческого капитала опи-

сывается следующим дифференциальным 

уравнением в частных производных: 

     1 , , ,
h

u x t h x t
t


    

 (2) 

где   1 ,u x t  — доля несвободного време-

ни, которая затрачивается на обучение. 

Начальное распределение показателей 

физического и человеческого капиталов счи-

таем заданным: 

    0 ,, 0K x K x  

    0 ., 0h x h x  

Следуя [2], предположим, что 

 
 0lim 0, 0,

x

K x
t

x 


  


 

 
 0lim 0, 0.

x

h x
t

x 


  

  
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Так же как и в [1—4], мы не накладываем 

условия ( 0., )С x t   Во многих случаях неот-

рицательность потребления является свойст-

вом решения задачи оптимизации. В общем 

случае, если физический капитал подвижен, 

может существовать часть траектории, где 

 , 0C x t   («отрицательное потребление»). 

Мы объясняем это тем, что центральный пла-

нировщик использует возможности нацио-

нальной экономики, например экспроприи-

рует продукцию подсобного хозяйства для 

пополнения физического капитала в данном 

местоположении или для вывоза капитала из 

него. История знает периоды в СССР, Китае 

и ряде других стран с плановой экономикой, 

когда такая ситуация имела место. Однако 

такая ситуация может возникнуть в модели, 

использующей окружность, и только при ус-

ловии подвижности человеческого капитала, а 

в рассматриваемой здесь модели, использую-

щей прямую линию, она не возникает. 

Предложение. Необходимым и достаточ-

ным условием достижения максимума функ-

ционалом 

  
0

, t

R

C x t e dxdt


   

при ограничениях (1) и (2) является следую-

щая система уравнений: 

  , ,tq x t e   
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     

2
1

2

1 1 1

, ,
, { ,

, , , } 0,

q x t q x t
q x t AK x t

t x
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
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 
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h x t N x t q x t
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

   
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,
1 ,

h x t
u x t h x t

t

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Доказательство. 
Гамильтониан для задачи центрального 

планировщика имеет вид: 

   
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Интегрируя по частям, получаем следую-

щие соотношения: 
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Положим, 

      , , , ,cc x t c x t v x t   

      , , , ,KK x t K x t v x t   

      , , , ,uu x t u x t v x t   

      , , , ,hh x t h x t v x t   

где , , ,c K u h     — оптимальные распределе-

ния; , , ,c K u hv v v v  — линейные вариации со-

ответствующих функций.  
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Тогда 
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Применяя основную лемму классическо-

го вариационного исчисления, получаем тре-

буемое утверждение. 

Нахождение явного решения 

Сделаем теперь упрощающее предполо-

жение:  = . Тогда наши условия принима-
ют форму: 

  , ,tq x t e   (3) 

 

       
     

2
1

2

1

, ,
, ,

, , , 0,

q x t q x t
q x t AK x t

t x

u x t h x t N x t





 



 
  

 

 

 (4) 

        1, ,, , ,AK x t N x t q x t p x t     (5) 

 

      

       1

,
1 , ,

, , , , 0,

p x t
u x t p x t

t

AK x t u x t N x t q x t 





     
 

 (6) 

 

     

       

2

2

1

, ,
,

, , , , ,

K x t K x t
AK x t

t x

u x t h x t N x t C x t





 
  

 
 

 (7) 

 
      , .

,
1 ,

h x t
u x t h x t

t


    
 (8) 

Кроме того, должны выполняться сле-

дующие начальные условия: 

        0 0, 0 , , ,K x K x h x t h x   (9) 

так же как и граничные условия: 

 

   

 

, ,
lim lim

,
lim 0,

x x

x

K x t h x t

x x

q x t

x

 



 
 

 


 


 (10) 

    lim , lim , 0.
t t

q x t p x t
 

   (11) 

Подставляя (5) в (6), мы получаем диф-

ференциальное уравнение для теневой цены 

человеческого капитала: 

 0,
p

p
t


  


 

решение которого — 

    0 ., tp x t p x e   (12) 

Однако условия оптимальности не накла-

дывают никаких ограничений на р0(х). Под-
ставляя (3) и (12) в (5), получаем: 

 
     

 

11
0

0 ,

,
t t

t

AK x t N x e e

p x e

  



 






 

откуда 

    
 1

0, ,
t

K x t K x e

   


  

  (13) 

где      1
0 0 0 .

A
p x K x N x 


  

Обратимся к показателю человеческого 

капитала. С помощью подстановки (3) и (13) 

в (4) получаем: 

 
 
 

 1 1
0

1
0

.
tK x

uh e
AN x

   








  

  (14) 
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Обозначая 

    
 

1
0

1
0

K x
f x

AN x











  (15) 

и 

  1 ,
  

 


 
   (16) 

имеем 

   .tuh f x e  (17) 

Подставляя (14) в (8), находим 

   .t
h

h f x e
t

 
  


 (18) 

Ясно, что экономический смысл пред-

ставляет только случай  > , т. е. 

   1 .       Это значит, что или обще-

ство достаточно терпеливо, или процесс на-

копления человеческого капитала достаточно 

эффективен. Решая дифференциальное урав-

нение (18), находим: 

       ,, t th x t B x e A x e    (19) 

где 

    
,

f x
A x


 




 (20) 

и определяем постоянную интегрирования из 

начальных условий. При t = 0 имеем: 

      0 .B x h x A x   (21) 

С помощью подстановки (20) и (21) в 

(19) получаем 

         0 ,, t th x t h x A x e A x e     (22) 

где параметр  определен уравнением (16), а 

функция f(x) — уравнением (15). 

Динамика показателя, характеризующего 

человеческий капитал в данном местополо-

жении, определяется начальными уровнями 

показателей человеческого и физического 

капиталов. Условие неотрицательности по-

казателя человеческого капитала на траек-

тории в некотором местоположении x пред-

ставляется неравенством    0 ,h x A x  ко-

торое связывает начальные значения пока-

зателей физического и человеческого капи-

талов. 

Если некоторое местоположение, x1, изна-

чально богаче физическим капиталом, чем дру-

гое местоположение, x2, тогда x1 будет и впредь 

оставаться богаче физическим капиталом. 

Иначе обстоит дело с человеческим капи-

талом. Местоположение x2 в момент времени 

t богаче человеческим капиталом, чем место-

положение x1 , если 

 

   
     
0 1 0 2

1 2
.

t

t t

h x h x e

f x f x
e e



 

 

   

   


 

Переходя к пределу при t  + получаем: 

 
   
   

0 1 0 2

0 1 0 2

.
h x h x

f x f x


 




 
  (23) 

Неравенство (23) есть условие того, что 

местоположение x2 со временем становится 

богаче человеческим капиталом, чем место-

положение x1. Такая ситуация возможна, ко-

гда местоположение x1 богаче, чем x2 по обо-

им видам капитала, т. е.    1 2 ,f x f x  

   0 1 0 2 ,h x h x  но неравенство (23) выпол-

няется. Тогда x1 со временем станет беднее 

человеческим капиталом, чем местоположе-

ние x2, несмотря на то, что последнее было 

изначально беднее по обоим видам капитала. 

Сравнивая выражения (22) и (14) и учи-

тывая (15), видим, что 

 
   
 

 
1

00
1
0

1
, .

t

u x t
AN x h x

e
K x


 



  
   







 

    

 

Так как   , то   0,lim 


txu
t

 для лю-

бого местоположения x, т. е. время работы в 

материальном производстве стремится к ну-

лю. Более того, в каждом местоположении 

время работы в материальном производстве 

сокращается, а время учебы увеличивается.  

Найдем душевое потребление. Подстав-

ляя (13) и (14) в (7), получим: 

       

 

2
0

0 2

1

1
,

.
t

K x
C x t K x
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e

   


  


  

   
   

 


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Тогда 

   
     2

0
0 2

0

11

.

,

t

K x
c x t K x

N x x

e

  


  


 

   
   

 



 

Решение центрального планировщика та-

ково, что динамика физического и человече-

ского капиталов в каждом местоположении 

зависит только от исходных размеров капи-

талов в данном местоположении, но не от 

всего начального распределения физического 

и человеческого капиталов. В каждом место-

положении физический капитал и потребле-

ние растут с постоянным темпом прироста, 

одинаковым для всех местоположений. 

Все граничные условия для K(x, t), p(x, t), 

q(x, t) очевидно удовлетворены. Чтобы про-

верить выполнение граничных условий также 

для h(x, t), мы должны сделать дополнитель-

ное предположение, что 

    0 0lim / / .0
x

K x x K x


    Это предполо-

жение представляется совершенно естест-

венным. 

Условие трансверсальности для K(x, t) 

очевидным образом выполняется, а условие 

трансверсальности для h(x, t) выполнено, ес-

ли  < 2. 

Итак, мы исследовали вариант модели 

эндогенного роста Лукаса [7] на простой 

пространственной структуре — прямой. При 

упрощающем предположении найдены в яв-

ном виде траектории развития физического и 

человеческого капиталов, распределение 

времени на работу в материальном производ-

стве и накопление человеческого капитала, а 

также потребления, которые являются реше-

нием задачи оптимизации функции общест-

венного благосостояния. 

Решение показывает, что чем больше на-

чальный запас человеческого капитала в том 

или ином местоположении, тем большее 

время затрачивается в этом местоположении 

на накопление человеческого капитала в ка-

ждый момент времени. Наоборот, чем боль-

ше начальный запас физического капитала, 

тем больше времени затрачивается на работу 

в материальном производстве. Это вполне 

соответствует специализации географических 

областей на различных видах деятельности, 

которая имеет место в действительности. 

Также модель показывает, что чем больше 

доля физического капитала в местоположе-

нии, тем больше люди там работают. Чем 

более нетерпеливо общество (чем больше 

значение параметра ), тем меньше люди 

учатся и больше работают в материальном 

производстве. 
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