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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþ-
ùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}, ôîðìóëàìè â íåïîëíûõ áàçèñàõ. Ïîëó÷åíû âåðõíèå è íèæíèå
àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèè òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ôîðìóëû, ñëîæíîñòü ôîðìóë.

The problem of the complexity of implementation of functions of the three-valued logic taking
values from the set {0, 1} by formulas over incomplete generating systems is considered. Upper and
lower asymptotical estimates for corresponding Shannon functions are derived.

Key words : functions of three-valued logic, formulas, complexity of formulas.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé
ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}, ôîðìóëàìè íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû â [1]. Âñå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â
[2�6].

Ïóñòü k > 2, n > 1. Ïîëîæèì Ek = {0, 1, ..., k − 1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En
k ìíîæåñòâî âñåõ

íàáîðîâ α̃ = (α1, ..., αn), òàêèõ, ÷òî α1, ..., αn ∈ Ek. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãè-
êè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pk, à ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ìíîæåñòâà E2, � ÷åðåç ÷åðåç P3,2. Ïóñòü G ⊆ Pk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [G]
çàìêíóòûé êëàññ, ïîðîæäåííûé ñèñòåìîé G, à ÷åðåç G(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç G,
çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, n > 1. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ [G], Φ � ôîðìóëà íàä G, ðåàëè-
çóþùàÿ ôóíêöèþ f , à F ⊆ [G]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(Φ) ÷èñëî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò,
âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Φ (ñëîæíîñòü ôîðìóëû Φ), ÷åðåç LG(f) � ñëîæíîñòü ôóíêöèè f , à ÷åðåç
LG(F (n)) � ôóíêöèþ Øåííîíà äëÿ ìíîæåñòâà F . Ïóñòü x � ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ôîðìóëó
Φ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Φ;x) ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x â ôîðìóëó Φ.

Î.Á. Ëóïàíîâ [4] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëíîé ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé G âûïîëÿíåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

LG(P2(n)) ∼ 2n

log2 n

(ñì. òàêæå [2, 3]). Èçâåñòíî [7], ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû G ⊆ P2 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà
c = c(G), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) èç [G] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî LG(f) 6 cn.
Â ðàáîòàõ [8, 9] äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïîëíûõ áàçèñîâ G ⊆ Pk, k > 3, ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå

LG(Pk(n)) ∼ kn

logk n

(ñì. òàêæå [10]). Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé 4-çíà÷íîé ëîãèêè, ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè
êîòîðûõ â êëàññå ôîðìóë íàä íåêîòîðîé êîíå÷íîé íåïîëíîé ñèñòåìîé èìååò ñâåðõýêñïîíåíöè-
àëüíûé ïîðÿäîê ðîñòà îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ïðèâåäåí â [11].

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé äëÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé èç ðàáîòû
[12], à èìåííî: S � ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé; Ti � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíê-
öèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó i, i = 0, 1; M � ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé; L � ìíî-
æåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé; O∞ � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
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< 0∞ >; I∞ � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 1∞ >; K � ìíîæåñòâî
âñåõ êîíúþíêöèé; D � ìíîæåñòâî âñåõ äèçúþíêöèé; U � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñóùåñòâåí-
íî çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé; C � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ
ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïîëîæèì

Li = L ∩ Ti, Mi = M ∩ Ti, Ki = K ∩ Ti, Di = D ∩ Ti, Ui = U ∩ Ti, Ci = C ∩ Ti, i = 0, 1;

M01 = M0 ∩M1, L01 = L0 ∩ L1, K01 = K0 ∩K1, D01 = D0 ∩D1, U01 = U0 ∩ U1;

SU = S ∩ U, MU = M ∩ U, O∞0 = T0 ∩O∞, I∞1 = T1 ∩ I∞;

MO∞ = M ∩O∞, MI∞ = M ∩ I∞, MO∞0 = M ∩O∞0 , MI∞1 = M ∩ I∞1 .

Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2. Ïðîåêöèåé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ prf(x1, ..., xn),
çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå α̃ ∈ En

2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì prf(α̃) = f(α̃).
Ïðîåêöèåé prF ìíîæåñòâà ôóíêöèé F ⊆ P3,2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

⋃
{prf}, ãäå îáúåäèíå-

íèå áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈ F . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà
F ⊆ P3,2 ìíîæåñòâî prF ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïîëîæèì

pr−1B = {f ∈ P3,2| prf ∈ B}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî pr−1B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì è äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî
êëàññà F ⊆ P3,2, òàêîãî, ÷òî prF = B, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå F ⊆ pr−1B. Êëàññ pr−1B áó-
äåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì çàìêíóòûì êëàññîì. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó çàìêíóòîìó êëàññó
áóëåâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2. Èçâåñòíî [6], ÷òî çàìêíó-
òûé êëàññ pr−1B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B /∈ {C,C0, C1}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ji(x) ôóíêöèþ èç P3,2, ðàâíóþ 1 ïðè x = i è 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, i ∈ E3,
à ÷åðåç k(x) � ôóíêöèþ èç P3,2, ðàâíóþ 1 ïðè x ∈ E2 è 0 ïðè x = 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x+y è x ·y
ôóíêöèè èç P3,2, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ E3 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà α+ β = j1(α)⊕ j1(β)
è α · β = j1(α)&j1(β) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ⊕ è & � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ 2. Ïóñòü
p ∈ E3. Ïîëîæèì

δ(x1, x2) = j1(x1) · k(x2), θ(x1, x2) = j1(x1) + j2(x2), ρp(x1, x2, x3) = j1(x1) + jp(x2) · j2(x3);

ψp(x1, x2, x3) = j1(x3) + j1(x1) · jp(x2) · j2(x3), ζp(x1, x2, x3, x4) = j1(x4) + j1(x1) · jp(x2) · j2(x3).

Îòìåòèì, ÷òî ïðîåêöèè ôóíêöèé δ, θ è ρp, ψp, ζp, p ∈ E3, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó U01. Ïî-
ëîæèì U = {j1, δ, θ, ρ0, ρ1, ρ2, ψ0, ψ1, ψ2, ζ0, ζ1, ζ2}. Î÷åâèäíî, ÷òî prU ⊆ U01. Èçâåñòíî [6], ÷òî
[U] = pr−1U01, à òàêæå äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B, îòëè÷íîãî îò êëàñ-
ñîâ C,C0, C1, è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ P3,2, òàêîãî, ÷òî prA = B, ìíîæåñòâî A∪U ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé êëàññà pr−1B.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî

B /∈ {C,C0, C1}, E(B) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P3,2, òàêîå, ÷òî

[prE(B)] = B, à G = E(B) ∪ U. Òîãäà

3n

log2 n
. LG(pr−1B(n)) .

3n

log2 n
+ LprG(B(n)).
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Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ñíà÷àëà íà îñíîâå ìåòîäà èç ðàáîòû [13] ñòðî-
èòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Er

3 , r > 3, íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà U0, U1, ..., UT (r), òàêîå,
÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà U0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|U0| 6 2r + r · 2r−1 +
r(r − 1)

2
· 2r−2,

à êàæäîå ìíîæåñòâî Ui, i = 1, ..., T (r), îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) Ui ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî øàðà ðàäèóñà 1;
2) íàéäåòñÿ l = l(i), 1 6 l 6 r, òàêîå, ÷òî l-ÿ êîìïîíåíòà êàæäîãî íàáîðà èç Ui ðàâíà 2.
Çàòåì îöåíèâàåòñÿ ìîùíîñòü T (r) äàííîãî ðàçáèåíèÿ: äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

T (r) 6 2 · 3r+1

r
· ln r.

Äàëåå äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn), n > 3, èç ìàêñèìàëüíîãî êëàññà pr−1B ñòðî-
èòñÿ íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gf (x1, ..., xn) ôóíêöèþ èç P3,2, çíà÷åíèÿ êîòî-
ðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå En

2 è ðàâíû íóëþ íà âñåõ íàáîðàõ

èç En
3 \ En

2 , à ÷åðåç ĥf (x1, ..., xn) � ôóíêöèþ èç P3,2, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷å-
íèÿìè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå En

3 \ En
2 è ðàâíû íóëþ íà âñåõ íàáîðàõ èç En

2 . Ïîëîæèì

hf (x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) + ĥf (x1, ..., xn). Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ hf ïðèíàäëåæèò êëàññó
pr−1U01. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x1, ..., xn) = hf (x1, ..., xn, gf (x1, ..., xn)). (1)

Êðîìå òîãî, äëÿ ôóíêöèè hf íà îñíîâå îïèñàííîãî âûøå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Er
3 ñòðîèòñÿ

ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå òðåòüåìó ïðåäñòàâëåíèþ áóëåâûõ ôóíêöèé èç [3].
Ïîñëå ýòîãî ñòðîèòñÿ ôîðìóëà Φh íàä ñèñòåìîé G, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ hf , òàêàÿ, ÷òî

LG(Φh) .
3n

log2 n
, (2)

N(Φh;xn+1) = 1. (3)

Ñòðîèòñÿ òàêæå ôîðìóëà Φg íàä G, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ gf , òàêàÿ, ÷òî

L(Φg) 6 LprG(B(n)) + c1n, (4)

ãäå c1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò G. Èç ðàâåíñòâà (1) è ñîîòíîøåíèé (2)�(4) ïîëó÷à-
åì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ôóíêöèè LG(pr−1B(n)). Ñïðàâåäëèâîñòü íèæíåé îöåíêè âûòåêàåò èç
ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]).

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à î ïîâåäåíèè ôóíêöèè LG(pr−1B(n)) ñâîäèòñÿ â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ê çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé â íåïîëíûõ áàçèñàõ (ò.å. ê çàäà÷å î
ïîâåäåíèè ôóíêöèè LprG(B(n))). Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 1 è èçâåñòíûõ ðàíåå âåðõíèõ îöåíîê
ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [2, 4, 14]) âûòåêàþò àñèìïòîòè÷åñêè
òî÷íûå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì êëàññàì.
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïî

êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) L01 ⊆ B;
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2) M01 ⊆ B;
3) B ∈ {O∞, O∞0 , I∞, I∞1 ,MO∞,MO∞0 ,MI∞,MI∞1 };
4) B ∈ {D01, D0, D1, D,K01, K0, K1, K, U, SU, U01,MU,U0, U1}.

Òîãäà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà G ⊆ P3,2, òàêàÿ, ÷òî [G] = pr−1B è

LG(pr−1B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîô. À.Á. Óãîëüíèêîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �11-01-00508, è ïðîãðàììû

ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ �Àëãåáðàè÷åñêèå è êîì-
áèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëå-
íèÿ�, ïðîåêò �Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì�.
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