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Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ

òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ) îáëàäàþò

ñâîéñòâîì êîâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíûõ

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èíäèâèäóàëüíûõ ïîëåçíîñòåé.

Ýòî ñâîéñòâî, îäíàêî, íå ó÷èòûâàåò ìåæïåðñîíàëüíûõ

ñðàâíåíèé ïîëåçíîñòåé èãðîêîâ. Èç íåêîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé,

ó÷èòûâàþùèõ òàêèå ñðàâíåíèÿ, íàèáîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà Äóòòà�Ðýÿ (DR)

[3], îïðåäåëåííîãî íà êëàññå âûïóêëûõ èãð. Â ñòàòüå

ïðåäëàãàåòñÿ îñëàáëåíèå ñâîéñòâà êîâàðèàíòíîñòè, êîòîðîìó

óäîâëåòâîðÿåò DR-ðåøåíèå, òàê ÷òî ñ ïðèìåíåíèåì ýòîãî

ñâîéñòâà, íàçâàííîãî ñàìî-êîâàðèàíòíîñòüþ, ïðèâîäèòñÿ äâå

àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè ïàð ðåøåíèé äëÿ êëàññà

âûïóêëûõ èãð: DR-ðåøåíèÿ è ïðåä n-ÿäðà, è DR-ðåøåíèÿ è

çíà÷åíèÿ Øåïëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîîïåðàòèâíàÿ èãðà, âûïóêëàÿ èãðà, ðåøåíèå

Äóòòû�Ðýÿ, çíà÷åíèå Øåïëè, ïðåä n-ÿäðî, ñîãëàñîâàííîñòü.
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Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè

ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ) îáëàäàþò ñâîéñòâîì êîâàðèàíòíîñòè, êîòîðîå

îçíà÷àåò êîâàðèàíòíîñòü ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíûõ

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èíäèâèäóàëüíûõ ïîëåçíîñòåé èãðîêîâ

ñ îäèíàêîâûì ìíîæèòåëåì. Èíûìè ñëîâàìè, ïîëåçíîñòè èãðîêîâ

èçìåðÿþòñÿ â èíòåðâàëüíûõ øêàëàõ ñ îäèíàêîâûì ìíîæèòåëåì

è ïðîèçâîëüíûìè ñäâèãàìè. Ýòî ñâîéñòâî åñòåñòâåííî äëÿ

òðàíñôåðàáåëüíîñòè âûèãðûøåé èãðîêîâ, êîãäà âûèãðûø êîàëèöèè

ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ñóììå âûèãðûøåé åå ÷ëåíîâ Äåéñòâèòåëüíî,

òîëüêî ñóììû âûèãðûøåé ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ

ìåæäó âåêòîðàìè âûèãðûøåé, èçìåðÿåìûìè â óêàçàííûõ

èíòåðâàëüíûõ øêàëàõ. Ïîýòîìó òåîðèÿ ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ

èãð ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè ðàçâèâàëàñü, â îñíîâíîì,

èçó÷åíèåì êîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé.

Îäíàêî òàêîé ïîäõîä íå ó÷èòûâàåò ìåæïåðñîíàëüíûõ ñðàâíåíèé

âûèãðûøåé èãðîêîâ, òàê êàê âîçìîæíîñòüþ ïðèáàâëåíèÿ

ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ìîæíî âñåãäà äîáèòüñÿ èçìåíåíèÿ

â ñðàâíåíèè áîëüøå-ìåíüøå âûèãðûøåé îòäåëüíûõ èãðîêîâ.

Îïðåäåëåíèå íîâîãî ðåøåíèÿ ýãàëèòàðíîãî òèïà, äàííîãî Äóòòà

è Ðýåì [4] äëÿ êëàññà âûïóêëûõ èãð (äàëåå íàçûâàåìîãî DR-

ðåøåíèåì), äàëî òîë÷îê ê îïðåäåëåíèþ è èññëåäîâàíèþ äðóãèõ

ðåøåíèé, ÷óâñòâèòåëüíûõ â òîé èëè èíîé ìåðå ê ìåæïåðñîíàëüíûì

ñðàâíåíèÿì èíäèâèäóàëüíûõ ïîëåçíîñòåé. Íàïðèìåð, ðåøåíèÿ,

êîâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îäèíàêîâûõ ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþò ìåæïåðñîíàëüíûå ñðàâíåíèÿ, íî ýòîìó

ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òàê

÷òî åãî ñëåäîâàëî áû óñèëèòü. Çàìåòèì, ÷òî êîâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ

òàêæå îñòàâëÿþò ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíîñòü ìåæïåðñîíàëüíûõ

ñðàâíåíèé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñäâèãà íå íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð,

à íà âåêòîð ðåøåíèÿ èñõîäíîé èãðû, êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå

íå ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ êîìïîíåíò. Åñëè ñôîðìóëèðîâàòü

ñâîéñòâî ðåøåíèÿ áûòü èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èãðû ñ âåêòîðîì ðåøåíèÿ ýòîé èãðû, òî

ìû ïîëó÷èì íîâîå, áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî êîâàðèàíòíîñòè, êîòîðîìó

óæå óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âìåñòå

ñ òðàäèöèîííûìè ñâîéñòâàìè ýôôåêòèâíîñòè, ïîëîæèòåëüíîé
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îäíîðîäíîñòè, àíîíèìíîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè â îïðåäåëåíèÿõ

Äýâèñà�Ìàøëåðà èëè Õàðòà�Ìàñ-Êîëåëëà îíî äàåò íà êëàññå

âûïóêëûõ èãð ñîâìåñòíûå àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè

íàèáîëåå èçâåñòíûõ îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé ÒÏ èãð: ïðåä n-ÿäðà è

DR-ðåøåíèÿ, à òàêæå çíà÷åíèÿ Øåïëè è DR-ðåøåíèÿ.

2. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

2.1. Îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé ÒÏ èãð è èõ ñâîéñòâà

Êîîïåðàòèâíîé èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ

èãðîé) íàçûâàåòñÿ ïàðà (N, v), ãäå N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ,

v : 2N → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èãðû ñîïîñòàâëÿþùàÿ

êàæäîé êîàëèöèè S ⊂ N âåùåñòâåííîå ÷èñëî v(S)

( ïîëàãàåòñÿ v(∅) = 0), âûðàæàþùåå ñèëó êîàëèöèè. Èñõîäîì èãðû

íàçûâàåòñÿ âåêòîð âûèãðûøåé èãðîêîâ x ∈ RN ∈ X(N, v), ãäå

X(N, v) = {x ∈ RN |
∑
i∈N

xi ≤ v(N)}

� ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé.

Äëÿ âåêòîðà x ∈ RN è êîàëèöèè S ⊂ N áóäåì èñïîëüçîâàòü

òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ x(S) =
∑

i∈S xi, xS = Pr|RSx.

Ðåøåíèåì σ äëÿ êëàññà G ÒÏ èãð íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé èãðå (N, v) ∈ G íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî

σ(N, v) ⊂ X(N, v)

×åðåç X∗(N, v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ âåêòîðîâ

âûèãðûøåé:

X∗(N, v) = {x ∈ RN |
∑
i∈N

xi = v(N)}.

Åñëè äëÿ êàæäîé èãðû (N, v) èç êëàññà G |σ(N, v)| = 1, òî ðåøåíèå

σ íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì.

ÏóñòüN � ïðîèçâîëüíîå óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ. ×åðåç

GN áóäåì îáîçíà÷àòü âñåõ èãð ñ ìíîæåñòâàìè èãðîêîâ èç N :

(N, v) ∈ GN =⇒ N ⊂ N .

Ïóñòü π : N → N � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì èãðó

(π(N), πv) ∈ GN ðàâåíñòâàìè v(π(S)) = v(S) äëÿ âñåõ S ⊆ N. Äëÿ



4 Å.Á.ßíîâñêàÿ

ëþáîãî âåêòîðà x ∈ RN îáîçíà÷èì ÷åðåç y = π(x) òàêîé âåêòîð

y ∈ RN , ÷òî yπ(i) = xi, i ∈ N. Èãðà (N ′, w) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíîé

èãðå (N, v), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå π : N → N ′, ÷òî

π(N) = N ′ è πv = w. .

Äâå èãðû (N, v), 〈N ′, w〉 ∈ GN íàçûâàþòñÿ ñòðàòåãè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå π : N → N , ÷òî π(N) = N ′ è òàêèå âåêòîð β ∈ RN

è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî α > 0, ÷òî w = π(v′), ãäå v′ = αv + β.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà òåîðåòèêî-èãðîâûõ

ðåøåíèé, èñïîëüçóåìûõ â âèäå àêñèîì ïðè õàðàêòåðèçàöèè òåõ èëè

èíûõ ðåøåíèé.

Ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà GN íàçûâàåòñÿ

� íå ïóñòûì, åñëè σ(N, v) 6= ∅ äëÿ âñåõ (N, v) ∈ GN ;

� ýôôåêòèâíûì, åñëè
∑

i∈N xi(N, v) = v(N) äëÿ ëþáîãî x ∈
σ(N, v) è äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ GN ;

� àíîíèìíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ èãðû (N, v) ∈ GN , èãðîêà i ∈
N è îòîáðàæåíèÿ π : N → N èãðà (π(N), πv) ∈ GN è

σπ(i)(π(N), πv) = σi(N, v)

� ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ GN
ñèììåòðè÷íûå èãðîêè i, j, äëÿ êîòîðûõ v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j})
äëÿ âñåõ S 63 i, j, ïîëó÷àþò ïîðîâíó: xi(N, v) = xj(N, v) äëÿ

âñåõ x ∈ σ(N, v);

� îäíîòî÷å÷íûì, èëè çíà÷åíèåì , åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈
GN |σ(N, v)| = 1;

� ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α > 0 è

èãðû (N, v) ∈ GN (N, αv) ∈ G è σ(N, αv) = ασ(N, v);

� óäîâëåòâîðÿåò èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, åñëè

äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ GN è ÷èñëà b 〈N, v + b〉 ∈ GN , è

x ∈ σ(N, v) =⇒ x ∈ σ(N, v + b),

ãäå (v + b)(S) = v(S) + b äëÿ âñåõ S $ N, è (v + b)(N) = v(N);
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� êîâàðèàíòíûì, åñëè îíî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî è

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà;

� ñëàáî êîâàðèàíòíûì , åñëè îíî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî è

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà ëþáîé âåêòîð b ñ ðàâíûìè

êîîðäèíàòàìè;

� ñîãëàñîâàííûì , åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ GN , êîàëèöèè

T ⊂ N, è âåêòîðà x ∈ σ(N, v) åå ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà (N \
T, vx

N\T ), ïîëó÷åííàÿ ïîñëå óõîäà èãðîêîâ èç êîàëèöèè T ñ

âûèãðûøàìè xi, i ∈ T, òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó GN è

x = (xN\T , xT ) ∈ σ(N, v) =⇒ xN\T ∈ σ(N \ T, vΦ
N\T ). (2.1)

� áèëàòåðàëüíî ñîãëàñîâàííûì, åñëè ïðåäûäóùåå ñâîéñòâî

âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ðåäóöèðîâàííûõ èãð äâóõ ëèö //

(|N \ T | = 2;)

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèé

ðåäóöèðîâàííûå èãðû íå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî èñõîäíîé èãðîé

è ðåøåíèåì. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ðåäóöèðîâàííûõ

èãð, èì, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèå èì

îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèé.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì äâà îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

ðåäóöèðîâàííûõ èãð, ïðèíàäëåæàùèå, ñîîòâåòñòâåííî, Äýâèñó è

Ìàøëåðó [2] è Õàðòó è Ìàñ�Êîëåëëó [5].

Ðåäóöèðîâàííîé èãðîé â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà (S, vx
S)

èãðû (N, v) íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ S îòíîñèòåëüíî âåêòîðà

âûèãðûøåé x íàçûâàåòñÿ èãðà ñî ñëåäóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ôóíêöèåé:

vx
S(T ) =

{
v(N)− x(N \ S), åñëè T = S,

maxQ⊂N\S(v(T ∪Q)− x(Q)) äëÿ îñòàëüíûõ êîàëèöèé .

(2.2)

Äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó�

Ìàøëåðó ðåøåíèÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íà êëàññàõ èãð,

êîòîðûå, âìåñòå ñ ëþáîé èãðîé, ñîäåðæàò âñå åå ðåäóöèðîâàííûå

èãðû.
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Õàðò è Ìàñ-Êîëåëë îïðåäåëÿëè ðåäóöèðîâàííóþ èãðó

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî îäíîòî÷å÷íîãî ðåøåíèÿ (çíà÷åíèÿ).

Ðåäóöèðîâàííîé èãðîé â îïðåäåëåíèè Õàðòà è Ìàñ-Êîëåëëà (S, vϕ
S)

èãðû (N, v) íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ S îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ϕ

íàçûâàåòñÿ èãðà ñî ñëåäóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé:

vx
S(T ) =

{
v(N)− x(N \ S), åñëè T = S,

v(T ∪ (N \ S))−
∑

i∈N\S ϕi(T ∪ (N \ S), v), åñëè T $ S,

(2.3)

ãäå (T ∪ (N \ S), v) � ïîä-èãðà èãðû (N, v).

Åñëè çíà÷åíèå ϕ ýôôåêòèâíî, òî ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà èãðû ïîñëå

óõîäà îäíîãî i-ãî èãðîêà çàïèøåòñÿ òàê:

vϕ
N\{i}(S) = v(S ∪ {i})− ϕi(S ∪ {i}, v)

äëÿ âñåõ S ⊂ N \ {i}, ãäå (S ∪ {i}, v) � ïîä-èãðà èãðû (N, v).

Ýòî îïðåäåëåíèå ãîäèòñÿ äëÿ ðåøåíèé êëàññîâ èãð, êîòîðûå

âìåñòå ñ ëþáîé èãðîé èç ýòîãî êëàññà ñîäåðæàò âñå åå ïîä-

èãðû, è âñå ðåäóöèðîâàííûå èãðû îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ áèëàòåðàëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå

ðåäóöèðîâàííûå èãðû íà ìíîæåñòâà èç äâóõ èãðîêîâ ïðèíàäëåæàëè

ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó.

2.2. Ðàññìàòðèâàåìûå ðåøåíèÿ ÒÏ èãð è èõ

àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè

Çíà÷åíèå Øåïëè (Sh) [11] îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé

êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v) ôîðìóëîé

Shi(N, v) =
∑
S⊂N
i∈S

(n− s)!(s− 1)!

n!

(
v(S)− v(S \ {i})

)
, ∀i ∈ N. (2.4)

Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ÒÏ èãðà, x ∈ X(N, v), e(S, x) =

v(S)−x(S) � ýêñöåññ êîàëèöèè îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x, ({e(S, x)}S$N

� âåêòîð ýêñöåññîâ. ×åðåç θ(x) ∈ R2N
îáîçíà÷èì âåêòîð, êîìïîíåíòû
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êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà {e(S, x)}S$N , íî

ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ:

θt(x) = max
T ⊂2N

|T |=t

min
S∈T

e(S, x). (2.5)

Ïóñòü ≥lex � îòíîøåíèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ â

ïðîèçâîëüíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rm :

x ≥lex y ⇐⇒ x = y èëè ∃1 ≤ k ≤ m, òàêîå ÷òî xk = yk è xi > yi äëÿ i < k.

Ïðåä n-ÿäðîì PN(N, v) èãðû (N, v) [12],[7] íàçûâàåòñÿ

åäèíñòâåííûé ýôôåêòèâíûé âåêòîð âûèãðûøåé, íà êîòîðîì

äîñòèãàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ìèíèìóì ìíîæåñòâà âåêòîðîâ

θ(y), y ∈ X(N, v) :

θ(y) ≥lex θ(PN(N, v)) äëÿ âñåõ y ∈ X∗(N, v). (2.6)

Êàê è çíà÷åíèå Øåïëè, ïðåä n-ÿäðî íå ïóñòî äëÿ âñåõ ÒÏ èãð. Íà

êëàññå èãð äâóõ ëèö ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò è ðàâíû ñòàíäàðòíîìó

ðåøåíèþ (ST), êîòîðîå äëÿ êàæäîé èãðû äâóõ ëèö (N, v), |N | = 2,

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

STi(N, v) =
v(N)

2
+

v({i})
2

− v({j})
2

, ãäå N = {i, j}. (2.7)

Îáà âûøå îïðåäåëåííûõ ðåøåíèÿ ýôôåêòèâíû, îäíîòî÷å÷íû äëÿ

êëàññå âñåõ ÒÏ èãð, àíîíèìíû è êîâàðèàíòíû.

Ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå Äóòòà-Ðýÿ (DR-ðåøåíèå) [4] îïðåäåëåíî

íà êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð, îíî ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé âûïóêëîé ÒÏ

èãðå åäèíñòâåííûé âåêòîð èç ñ-ÿäðà, äîìèíèðóþùèé ïî Ëîðåíöó âñå

îñòàëüíûå âåêòîðû èç ñ-ÿäðà.

Äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ

ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà (ÑÅ). ÏóñòüN = {i, j}. Òîãäà

CE(N, v) =


(

v(N)
2

, v(N)
2

)
, åñëè v({i}), v({j}) ≤ v(N)

2
,

(v({i}), v(N)− v({i})), åñëè v({i}) > v(N)
2

,

(v(N)− v({j}), v({j})), åñëè v({j}) > v(N)
2

.
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DR-ðåøåíèå íà êëàññå âûïóêëûõ èãð ýôôåêòèâíî, îäíîòî÷å÷íî,

àíîíèìíî, íî íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå êîâàðèàíòíîñòè, îíî

óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî àêñèîìå ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G0
2 êëàññ ñóïåðàääèòèâíûõ (âûïóêëûõ) èãð äâóõ

ëèö (N, v), N = {1, 2} ñ v(N) = 0.

Ïðèâåäåì èçâåñòíûå àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè âñåõ òðåõ

ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè.

Òåîðåìà I [Sobolev [1]]. Åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ êëàññà

âñåõ ÒÏ èãð ñ áåñêîíå÷íûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì

èãðîêîâ,óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, êîâàðèàíòíîñòè,

àíîíèìíîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó ÿâëÿåòñÿ

ïðåä n-ÿäðî.

Òåîðåìà II [Hart, Mas-Colell [5]]. Â êëàññå âñåõ ÒÏ

èãð ñ ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ,

åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì

íåïóñòîòû, ñòàíäàðòíîñòè äëÿ èãð äâóõ ëèö è ñîãëàñîâàííîñòè

ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó, ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå Øåïëè.

Òåîðåìà III [Dutta [3]]. Â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð ñ ïðîèçâîëüíûì

óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì,

óäîâëåòâîðÿþùåì àêñèîìàì íåïóñòîòû, ñîãëàñîâàííîñòè ïî

Äýâèñó�Ìàøëåðó è îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà äëÿ èãð äâóõ ëèö,

ÿâëÿåòñÿ DR-ðåøåíèå.

Òåîðåìà IV [Dutta [3]]. Â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð ñ ïðîèçâîëüíûì

óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì,

óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè

ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó è îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà äëÿ èãð äâóõ

ëèö, ÿâëÿåòñÿ DR-ðåøåíèå.

Ýòè ÷åòûðå òåîðåìû õàðàêòåðèçóþò òðè ñàìûõ èçâåñòíûõ

çíà÷åíèÿ äëÿ ÒÏ èãð. Èõ õàðàêòåðèçàöèè â ñòðóêòóðíîì ñìûñëå

áëèçêè (êðîìå ïåðâîé òåîðåìû): èñïîëüçóåòñÿ îäíî èç äâóõ ñâîéñòâî

ñîãëàñîâàííîñòè è ðåøåíèå äëÿ èãð äâóõ ëèö èç ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå àêñèîìû. Êðîìå òîãî, õàðàêòåðèçàöèÿ

DR-ðåøåíèÿ äàíà äëÿ êëàññà âûïóêëûõ èãð, à õàðàêòåðèçàöèè

ïðåä n-ÿäðà è çíà÷åíèÿ Øåïëè � äëÿ êëàññà âñåõ ÒÏ èãð, íî,

ñîîòâåòñòâåííî, ñ áåñêîíå÷íûì è ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûìè
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ìíîæåñòâàìè èãðîêîâ.

Äëÿ ïðåäñòîÿùåé óíèôèêàöèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îãðàíè÷èìñÿ

êëàññîì âûïóêëûõ èãð ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ïåðâûå äâå òåîðåìû

äëÿ êëàññà âûïóêëûõ èãð.

Òåîðåìà I′. Åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ êëàññà âûïóêëûõ

ÒÏ èãð ñ ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, ñòàíäàðòíîñòè äëÿ èãð

äâóõ ëèö è ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó ÿâëÿåòñÿ ïðåä n-

ÿäðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òîãî, ÷òî ïðåä n-ÿäðî ïðèíàäëåæèò ñ-

ÿäðó â ñëó÷àå íåïóñòîòû ïîñëåäíåãî, à ðåäóöèðîâàííûå ïî Äýâèñó�

Ìàøëåðó èãðû âûïóêëûõ èãð îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ èç ñ-ÿäðà òàêæå

âûïóêëûå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî åäèíñòâåííîñòü çíà÷åíèÿ ϕ,

óäîâëåòâîðÿþùåãî âñå àêñèîìàì, óêàçàííûì â òåîðåìå.

Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ èãðà, x = ϕ(N, v).

Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííûå èãðû ({i, j}, vx) èãðû (N, v) íà

ìíîæåñòâà èãðîêîâ {i, j}, i, j ∈ N îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x :

vx(S) =

{
v(N)− x(N \ {i, j}), åñëè S = {i, j},
maxQ⊂N\{i,j} v({i} ∪Q)− x(Q), åñëè S = {i}.

(2.8)

Ââèäó ñîãëàñîâàííîñòè çíà÷åíèÿ ϕ

xi = ϕi(N, v) = ϕi({i, j}, vx), ϕj(N, v) = ϕj({i, j}, vx).

Òàê êàê ϕ ñòàíäàðòíî äëÿ èãð äâóõ ëèö, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

vx
N\{i,j}({i})− xi = vx

N\{i,j}({j})− xj (2.9)

äëÿ âñåõ i, j ∈ N . Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ôóíêöèè ðåäóöèðîâàííîé èãðû èç (2.8) â (2.9) , ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

max
S⊂N

S3i,S 63j

(v(S)− x(S)) = max
S⊂N

S3j,S 63i

(v(S)− x(S))

äëÿ âñåõ i, j ∈ N, êîòîðûå îçíà÷àþò , ÷òî x ∈ PK(N, v). Ââèäó

òîãî, ÷òî â âûïóêëûõ èãðàõ ïðåä k-ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ïðåä n-ÿäðîì,

ïîëó÷àåì x = PN(N, v).
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Òåîðåìà II′. Â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð ñ ïðîèçâîëüíûì

óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ, åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì,

óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, ñòàíäàðòíîñòè äëÿ èãð

äâóõ ëèö è ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó,

ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå Øåïëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü îðèãèíàëüíîå

äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû IV ê êëàññó âûïóêëûõ èãð, äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó èãðà íà

ìíîæåñòâî äâóõ èãðîêîâ ëþáîé âûïóêëîé èãðû îòíîñèòåëüíî

çíà÷åíèÿ Øåïëè ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàääèòèâíîé, ò.å. âûïóêëîé.

Ïóñòü (N, v) -ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ èãðà, x = Sh(N, v).

Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííóþ èãðó ({i, j}, vSh
i,j ), i, j ∈ N. Ïî

îïðåäåëåíèþ ðåäóöèðîâàííîé èãðû â îïðåäåëåíèè Õàðòà�Ìàñ-

Êîëåëëà

vSh
i,j ({i}) = v(N \ {j})−

∑
k∈N,k 6=i,j Shk(N \ {j}, v) = Shi(N \ {j}, v),

vSh
i,j ({j}) = v(N \ {i})−

∑
k∈N,k 6=i,j Shk(N \ {i}, v) = Shj(N \ {i}, v),

vSh
i,j ({i, j}) = v(N)−

∑
k∈N\{i,j} Shk(N, v),

(2.10)

ãäå (N \ {i}, v), (N \ {j}, v) � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîä-èãðû

èãðû (N, v). Ïî ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè çíà÷åíèÿ Øåïëè ïî

ìíîæåñòâó èãðîêîâ (population monotonicity) [6],[10],[13] ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

Shi(N \ {j}, v) ≤ Shi(N, v),

Shj(N \ {j}, v) ≤ Shj(N, v),
(2.11)

îòêóäà èç (2.10) è ýôôåêòèâíîñòè çíà÷åíèÿ Øåïëè ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî

vSh
i,j ({i}) + vSh

i,j ({j}) ≤ vSh
i,j ({i, j}).

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì

Òåîðåìû IV

Òåîðåìû 1′,2′,3,4 ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ðåøåíèÿìè íà êëàññå

âûïóêëûõ èãð äâóõ ëèö, è ñîãëàñîâàííîñòüþ. Ðåøåíèé âñåãî

äâà: ñòàíäàðòíîå è îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà, è îïðåäåëåíèé

ñîãëàñîâàííîñòè òîæå äâà: â îïðåäåëåíèÿõ Äýâèñà�Ìàøëåðà è

Õàðòà�Ìàñ-Êîëåëëà. Âñåãî âîçìîæíî 4 âàðèàíòà ðàçëè÷íûõ
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ñî÷åòàíèé ýòèõ ñâîéñòâ, èç êîòîðûõ äâà ñ îäíèì è òåì æå ñâîéñòâîì

îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà äëÿ èãð äâóõ ëèö õàðàêòåðèçóþò îäíî

ðåøåíèå.

Â ôîðìóëèðîâêàõ ýòèõ òåîðåì íå èñïîëüçóþòñÿ àêñèîìû

àíîíèìíîñòè (èëè ñèììåòðèè) è ñîãëàñîâàííîñòè. Ýòè ñâîéñòâà, åñëè

ðåøåíèå èìè îáëàäàåò, íàñëåäóþòñÿ ñâîéñòâàìè ñîãëàñîâàííîñòè

îò èãð äâóõ ëèö, ãäå ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ óæå äàåò íàëè÷èå èëè

îòñóòñòâèå ýòèõ ñâîéñòâ.

3. Íåêîâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ èãð äâóõ ëèö

3.1. Îñëàáëåíèå ñâîéñòâà êîâàðèàíòíîñòè

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïîä êîâàðèàíòíîñòüþ ïîíèìàòü òîëüêî

êîâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãà (translation covariance),

îãîâàðèâàÿ îòäåëüíî ïîëîæèòåëüíóþ îäíîðîäíîñòü.

Ðåøåíèå σ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ÒÏ èãð G íàçûâàåòñÿ ñëàáî

êîâàðèàíòíûì åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ G è ÷èñëà β ∈ RN

(N, v + β) ∈ G è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

σ(N, v + β)) = σ(N, v) + β̄, (3.1)

ãäå (v + β(S) = v(S) + β|S| äëÿ âñåõ S ⊂ N, β̄ = (β, β, ..., β).

Â ýòîì îïðåäåëåíèè ðåøåíèå σ ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì

îòíîñèòåëüíî îäèíàêîâûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

èíäèâèäóàëüíûõ ïîëåçíîñòåé èãðîêîâ. Îòìåòèì, ÷òî DR-ðåøåíèå

óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó. Îäíàêî åãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ

õàðàêòåðèçàöèè ýòîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ îñòàëüíûõ òðàäèöèîííûõ

àêñèîì: àíîíèìíîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè.

Ââåäåì åùå îäíî îñëàáëåíèå àêñèîìû êîâàðèàíòíîñòè

îäíîòî÷å÷íîãî ÒÏ ðåøåíèÿ (çíà÷åíèÿ) ϕ :

Çíà÷åíèå ϕ äëÿ êëàññà èãð G íàçûâàåòñÿ ñàìî-êîâàðèàíòíûì

(Self-COV), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà A ≥ −1 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ϕ(N, v + Aϕ(v)) = (A + 1)ϕ(N, v) (3.2)

äëÿ âñåõ èãð (N, v) ∈ G.

Â äàííîì îïðåäåëåíèè ñäâèã õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

ïîçâîëÿåòñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè, çàäàííîì âåêòîðîì ðåøåíèÿ
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èñõîäíîé èãðû. Îãðàíè÷åíèå A ≥ −1 ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü

ìåæïåðñîíàëüíîå ñðàâíåíèå èíäèâèäóàëüíûõ ïîëåçíîñòåé â

ðåøåíèÿõ èñõîäíîé è ñäâèíóòûõ èãð.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. DR-ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ñàìî-

êîâàðèàíòíîñòè íà êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð.

Äîêàçàòåëüñòâî. (N, v) x = DR(N, v). Òîãäà âåêòîð x

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå [3]:

x = (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
T1

, a2, . . . , a2,︸ ︷︷ ︸
T2

. . . am . . . , am︸ ︷︷ ︸
Tm

), (3.3)

ãäå a1 = max
S⊂N

v(S)

|S|
=

v(T1)

|T1|
, aj = max

S⊂N\∪j−1
i=1 Ti

vj(S)

|S|
=

vj(Tj)

|Tj|
, j =

2, . . . ,m, è

vj(S) = v

(
j−1⋃
i=1

Ti ∪ S

)
− v

(
j−1⋃
i=1

Ti

)
äëÿ S ⊂ N \

j−1⋃
i=1

Ti. (3.4)

Çäåñü êîàëèöèè T1, T2, ... îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìàêñèìàëüíûå

ïî âêëþ÷åíèþ êîàëèöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì ñâîéñòâàì

ìàêñèìàëüíîñòè íîðìèðîâàííîãî ïî ÷èñëó èãðîêîâ çíà÷åíèÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Èç íåðàâåíñòâ v(T1

|T1| ≥
v(S)
|S| äëÿ âñåõ S ⊂ N è a1 > aj äëÿ âñåõ

j = 2, ...,m, ðàâåíñòâà DRT1(N, v) = (a1, ..., a1) è ïðèíàäëåæíîñòè

DR-ðåøåíèÿ ñ-ÿäðó ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

(A + 1) · a1 ≥ (A + 1) · DRS(N, v)

|S|
≥ (A + 1)

v(S)

|S|

äëÿ âñåõ êîàëèöèé S ⊂ N, îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

T1 ∈ arg max
S⊂N

v(S) + A ·DR(S)(N, v)

|S|
∀S ⊂ N, (3.5)

è T1 � ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ èç êîàëèöèé, ïðèíàäëåæàùèõ

arg max â (3.5).

Ðàññìîòðèì òåïåðü èãðû (N \ T1, v
1), (N \ T1, (v + A ·DR(N, v))1).
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Ïî îïðåäåëåíèþ èãðû (N, v1) (è èãðû (N, (v + a1 ·DR)1), èìååì

v1(S) = v(T1 ∪ S)− a1|T1|,

(v + A ·DR(N, v))1(S) = v(T1 ∪ S) + A · a1|T1| +A ·DR(N, v)(S)− (1 + A) · a1|T1| =

v(T1 ∪ S) + A ·DR(N, v)(S)− a1|T1| = v1(S) + A ·DR(N, v)(S).
(3.6)

Ââèäó ðàâåíñòâ (3.6) è ïðèâåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà

ìàêñèìàëüíîñòè âûèãðûøåé â DR-ðåøåíèè îáåèõ èãð íà êîaëèöèè

T1, ïîëó÷àåì, ÷òî T2 ∈ arg maxS⊂N\T1

v(S)+A·DR(S)(N,v)
|S| , è T2�

ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ èç âñåõ êîàëèöèé, ïðèíàäëåæàùèõ

ñîîòâåòñòâóþùåìó arg maxS⊂N\T1 .

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ î÷åâèäíîé èíäóêöèåé ïî

êîëè÷åñòâó êîàëèöèé Ti, i = 1, 2, ...,m â ïðåäñòàâëåíèè (3.3).

3.2. ϕk � ðåøåíèÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö

Ðàññìîòðèì êëàññ G0
2 ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö ñ íóëåâûì

îáùèì âûèãðûøåì:

(N, v) ∈ G0
2 ⇐⇒ |N | = 2, N = {i, j}, v(N) = 0, v({i}) + v({j}) < 0.

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè vi =

v({i}), vj = v({j}).
Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çíà÷åíèé

ϕk, k ∈ [−1, 1] äëÿ êëàññà G0
2 : Ïóñòü (N, v) ∈ G0

2 - ïðîèçâîëüíàÿ èãðà.

Åñëè vi = vj, òî ϕk(N, v) = (0, 0) äëÿ âñåõ k ∈ [−1, 1].

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè vj > vi. Òîãäà vi < 0, è

Åñëè vj ≤ kvi, òî ϕk(N, v) = (0, 0);

Åñëè vj > kvi, òî

ϕk(N, v) =

((kvi − vj

1 + k

)
i
, (

vj − kvi

1 + k
)j

)
. (3.7)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ [−1, 1] ϕk � ýôôåêòèâíîå è

àíîíèìíîå çíà÷åíèå.

Ïðè k = 0 ϕ0 ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà

(CE), èëè, â òåîðåòèêî-èãðîâîé òåðìèíîëîãèè, ñ ðåøåíèåì Äóòòà�

Ðýÿ. Ïðè k = 1 ϕ1 � ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå.

Ïðè k = −1 ýòî óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå, îáà èãðîêà ïîëó÷àþò ïî
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íóëþ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì âèä çíà÷åíèé ϕk ñ ïîìîùüþ ëèíèé ïîñòîÿíñòâà

çíà÷åíèé:

1. Ñëó÷àé k > 0.

(0,0) tg(π
4
− α) = k
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2. Ñëó÷àé k < 0.
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Äëÿ v = (vi, vj), ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè óãëà α ïî îáå ñòîðîíû îò

äèàãîíàëè çíà÷åíèå ϕk(N, v) = (0, 0).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k ≥ 0 ðåøåíèÿ ϕk îáëàäàþò ñâîéñòâîì

èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè, à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ k � íåò.

Ðàñïðîñòðàíèì çíà÷åíèÿ ϕk íà èãðû ñ ïðîèçâîëüíûìè

çíà÷åíèÿìè v(N), èñïîëüçóÿ ñëàáóþ êîâàðèàíòíîñòü, ò.å. äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî v(N) ϕk(N, v) = ϕ(N, v − ev(N)) + ev(N), ãäå

ev(N) =
(

v(N)
n

, ..., v(N)
n

)
. c èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé (3.1). Òîãäà

çíà÷åíèÿ ϕ îïðåäåëåíû äëÿ êëàññà G2 âñåõ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö, è ýòè ðåøåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè

è ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè.

Ëåììà 3.1. Çíà÷åíèÿ ϕk ñàìî-êîâàðèàíòíû â êëàññå G2 äëÿ âñåõ

k ∈ [−1, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè çíà÷åíèé ϕk,

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ êëàññà G0
2 . Èç

îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ϕk è, îñîáåííî, èç Ðèñ. 1 è 2 ñëåäóåò,

÷òî íà ïëîñêîñòè çíà÷åíèé (vi, vj) îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà çíà÷åíèé

ϕk(N, v) : ýòî ëèáî çàìêíóòûé óãîë ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò,

ëèáî ïîëóïðÿìûå ñ îäíèì êîíöîì íà ïðÿìîé çíà÷åíèé ϕk :

(ϕki(N, v)i + (ϕk(N, v))j = 0.

Äëÿ èãð (N, v) ∈ G0
2 ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ϕk(N, v) = 0

óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî.

Ïóñòü (N, v) ∈ G0
2 � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà ñ vj > vi è ϕk(N, v) 6= 0.

Òîãäà vj > kvi. Ðàññìîòðèì ïîëóïðÿìóþ xj = vj + k(xi − vi), xi ≤ 0,

âûõîäÿùóþ èç òî÷êè ϕk(N, v) è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó v (ñì.

Ðèñ.1,2). Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê x = (xi, xj) ýòîé ïîëóïðÿìîé äëÿ

àääèòèâíûõ èãð (N, x) ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé ϕk âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà ϕk(N, x) = ϕk(N, v). Äëÿ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé ñ xi < vi èìååì

ðàâåíñòâî

v = β(x)x + (1− β(x))ϕk(v), (3.8)

ãäå β(x) ∈ (0, 1) β(x) →xi→−∞ 0. Èç ðàâåíñòâ ϕk(x) = ϕk(v) è (3.8)

ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

ϕk

(
v + (β − 1)ϕk(N, v)

)
= βϕk(v) (3.9)
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äëÿ âñåõ β ∈ (0, 1). Ïîëàãàÿ β−1 = A, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

3.3. Àêñèîìàòèçàöèÿ ϕk-çíà÷åíèé

Ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ äëÿ êëàññà âûïóêëûõ ÒÏ èãð ñîïîñòàâëÿåò

êàæäîé âûïóêëîé èãðå âåêòîð èç ñ-ÿäðà, äîìèíèðóþùèé ïî

Ëîðåíöó îñòàëüíûå âåêòîðû èç ñ-ÿäðà. Äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö îíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà,

ò.å. ñ ðåøåíèåì ϕ0. Ýòî ðåøåíèå èìååò äâå àêñèîìàòè÷åñêèå

õàðàêòåðèçàöèè, èñïîëüçóþùèå åãî ñîâïàäåíèå ñ ðåøåíèåì

îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà â âèäå àêñèîìû, è îäíó èç àêñèîì

ñîãëàñîâàííîñò: â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà èëè â îïðåäåëåíèè

Õàðòà�Ìàñ-Êîëåëëà [3].

Ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì óðàâíèâàþùèõ ïðèáûëåé äëÿ çàäà÷

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáûëåé. Ýòîò ìåòîä èìååò àêñèîìàòè÷åñêèå

õàðàêòåðèçàöèè [8], [14], îäíàêî, ñîîòâåòñòâóþùèå àêñèîìû

(íåçàâèñèìîñòü îò ïóòè, íèæíÿÿ ãðàíèöà) íå èìåþò òåîðåòèêî-

èãðîâûõ èíòåðïðåòàöèé äëÿ èãð ñ á�îëüøèì ÷èñëîì èãðîêîâ.

Äëÿ òåîðåòèêî-èãðîâîé àêñèîìàòèçàöèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü

òðàäèöèîííûå äëÿ òåîðèè èãð àêñèîìû, òàêèå êàê ýôôåêòèâíîñòü,

àíîíèìíîñòü, êîâàðèàíòíîñòü, ìîíîòîííîñòü è ò.ä. Îñòàíîâèìñÿ íà

êîâàðèàíòíîñòè. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî

ýãàëèòàðèçìà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîâàðèàíòíîñòè, íî îáëàäàåò

òîëüêî ñâîéñòâîì ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè, ò.å. êîâàðèàíòíîñòè

îòíîñèòåëüíî îäèíàêîâûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëåçíîñòåé

èãðîêîâ. Óñèëåíèå ýòîé àêñèîìû � àêñèîìà íåçàâèñèìîñòè (òî÷íåå,

êîâàðèàíòíîñòè) îò îäèíàêîâûõ ïîðÿäêîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ïîëåçíîñòåé èãðîêîâ áûëà èñïîëüçîâàíà â àêñèîìàòèêå, íî ýòà

àêñèîì òàêæå ïðèãîäíà òîëüêî äëÿ ðåøåíèé èãð äâóõ ëèö.

Ìîæíî, íàîáîðîò, îñëàáèòü àêñèîìó êîâàðèàíòíîñòè â äðóãîì

íàïðàâëåíèè, èìåííî, ïðåäïîëàãàòü êîâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

ñäâèãà íå äëÿ ëþáîãî âåêòîðà âûèãðûøåé èãðîêîâ, à òîëüêî îò

íåêîòîðûõ, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûõ ñ èçó÷àåìûì ðåøåíèåì. Ýòî

è áûëî ñäåëàíî â ïàðàãðàôå 2, ãäå áûëà îïðåäåëåíà àêñèîìà

ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè, îäíîòî÷å÷íîãî ðåøåíèÿ (çíà÷åíèÿ) äëÿ êëàññà

âñåõ ÒÏ èãð. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé àêñèîìû ìîæíî ïîëó÷èòü
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åùå îäíó àêñèîìàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííîãî

ýãàëèòàðèçìà.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè çíà÷åíèå ϕ íà êëàññå cóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ

ëèö G2 óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ANO, EFF, HOM, wCOV è Self-

COV, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ϕk-çíà÷åíèåì, k ∈ [−1, 1]. Åñëè îíî åùå

èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíî, òî k ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ϕk, k ∈ [−1, 1]

óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì EFF, ANO, HOM è wCOV. Â ëåììå

1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå Self-COV.

Ïóñòü òåïåðü ϕ - ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå äëÿ êëàññà

ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì óêàçàííûì

àêñèîìàì. Òàê êàê ìíîæåñòâî èãðîêîâ N = {i, j} çäåñü ôèêñèðîâàíî,
áóäåì äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷àòü èãðó ïðîñòî áóêâîé v. Äîêàæåì

ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ êëàññà G0
2 . Ïóñòü v ∈ G0

2 �

ïðîèçâîëüíàÿ èãðà. Òîãäà vi + vj < 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

vj > vi.

Åñëè ϕ(v) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ G0
2 , òî ϕ = ϕ−1.

Ïóñòü òåïåðü ϕ(v) 6≡= 0. Ðàññìîòðèì èãðó v, äëÿ êîòîðîé ϕ(v) 6=
0. Ïî àêñèîìå ϕCOV ϕ(v + A · ϕ(v)) = (A + 1)ϕ(v) äëÿ âñåõ A ≥
−1. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ϕ(w) = ϕ(v) äëÿ âñåõ èãð w

, ïðèíàäëåæàùèõ ëó÷ó, âûõîäÿùåìó èç òî÷êè ϕ(v) è ïðîõîäÿùåìó

÷åðåç v . Óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé

wj − vj = (wi − vi)
ϕj(v)− vj

ϕi(v)− vi

.

Ïîêàæåì, ÷òî ϕi(v) 6= vi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(v) = (vi,−vi). Âîçüìåì

òî÷êó v̄ = (vi, vi). Òîãäà ïî àíîíèìíîñòè ϕ(v̄) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, v = αv̄+(1−α)ϕ(v)) äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (0, 1),

îòêóäà αv̄ =
(
v + (α − 1)ϕ(v)

)
. Òàê êàê α < 1, ïî àêñèîìàì HOM è

wCOV ïîëó÷àåì ϕ(v̄) = ϕ(v), è ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Îáîçíà÷èì k =
ϕj(v)−vj

ϕi(v)−vi
. Òîãäà wj = kwi + vj − kvi. Ïîêàæåì, ÷òî

k ≤ 1. Îïÿòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è k > 1. Òîãäà íàéäåòñÿ

òî÷êà íà äèàãîíàëè (w, w), w < 0, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé wj = kwi +

vj − kvi : èìåííî, w =
vj−kvi)

1−k
. Òî÷êà v ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé ìåæäó

òî÷êàìè w è ϕ(v), ïîýòîìó v = αw + (1 − α)ϕ(v) äëÿ íåêîòîðîãî
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α ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

αw = v + (α− 1)ϕ(v),

è, ïî àêñèîìàì Self-COV è HOM ϕ(w) = ϕ(v), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ϕ(w) = 0 ïî àêñèîìå ANO.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ ϕ(v) äëÿ ïîñòîÿííû äëÿ âñåõ w ,

ëåæàùèõ íà ïîëóïðÿìûõ wj = kwi + (1 + k)a, a ≥ 0, è ðàâíû

ϕ(w) = (a,−a).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ v = (vi, vj), kvi > vj > vi ϕ(v) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ϕ(v) 6= 0, òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè v è

ϕ(v) , ïåðåñåêàë áû ïðÿìóþ xj = kxi â íåêîòîðîé òî÷êå w 6= 0. Òîãäà

w = αv + (1 − α)ϕ(v) äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (0, 1), è ïî àêñèîìàì Self-

COV è HOM äîëæíî áûëî áû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ϕ(w) = ϕ(v),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ϕ(w) = 0.

Èòàê, çíà÷åíèÿ ϕ îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ v : vj > vi, vi + vj < 0, ò.å.,

ó÷èòûâàÿ àíîíèìíîñòü ϕ, ýòî çíà÷åíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ϕk.

Ïóñòü òåïåðü çíà÷åíèå ϕ èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíî. Òîãäà k =
ϕj(v)− vj

ϕi(v)− vi

> 0, è äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Èç ϕk çíà÷åíèé íàèáîëåå èçâåñòíûìè è ðàññìàòðèâàåìûìè â

äàííîé ðàáîòå ðåøåíèÿìè ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà (k = 0), à òàêæå ðåøåíèÿ,

îïðåäåëåííûå äëÿ êëàññà âñåõ ÒÏ èãð: ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå (k = 1)

è óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå (k = −1). Ïîïûòêè äîáàâëåíèÿ àêñèîì ê

àêñèîìàì Òåîðåìû 3.1 ñ öåëüþ õàðàêòåðèçàöèè ýòèõ ðåøåíèé, êàê

ïðàâèëî, ïðèâîäÿò ê ñîâìåñòíûì õàðàêòåðèàöèÿì äâóõ èç íèõ.

Íàïðèìåð, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èç âñåõ ϕk -çíà÷åíèé äëÿ k ∈
[−1, 1] òîëüêî ñòàíäàðòíîå è óðàâíèâàþùåå çíà÷åíèÿ àääèòèâíû.

Ïîýòîìó ïðèâåäåì ïåðâîå ñëåäñòâèå èç Òåîðåìû 3.1:

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè çíà÷åíèå ϕ äëÿ êëàññà ñóïåðàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì Òåîðåìû 3.1 è àääèòèâíî, òî îíî

ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñòàíäàðòíûì, ëèáî óðàâíèâàþùèì.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ òàêæå î÷åâèäíû.
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Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè çíà÷åíèå ϕ äëÿ êëàññà ñóïåðàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì Òåîðåìû 3.1 è äëÿ ëþáîé èãðû

(N, v) ∈ G2 ñ vj > vi ϕ(N, v) íå çàâèñèò îò vi, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèáî

ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà, ëèáî óðàâíèâàþùèì.

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè çíà÷åíèå ϕ äëÿ êëàññà ñóïåðàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì Òåîðåìû 3.1 è èíäèâèäóàëüíî

ðàöèîíàëüíî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñòàíäàðòíûì, ëèáî ðåøåíèåì

îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà.

Èç ïîñëåäíèõ òðåõ ñëåäñòâèé ìîæíî ïîëó÷èòü è àêñèîìàòè÷åñêèå

õàðàêòåðèçàöèè êàæäîãî èç òðåõ ðåøåíèé, îäíàêî, âîçìîæíî,

èçáûòî÷íûå, ò.å. íåèçâåñòíî, áóäóò ëè ñîîòâåòñòâóþùèå àêñèîìû

ëîãè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå, ÷åì Self-COV. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî çíà÷åíèå ϕ íà êëàññå èãð äâóõ ëèö îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ñèëüíîé ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè (SSelf-COV), åñëè ðàâåíñòâî (3.17)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ÷èñåë A .

Õîòÿ ýòî óñëîâèå ñèëüíåå ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè, îíî ñëàáåå

îáû÷íîé êîâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. Íàïðèìåð,

óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå ϕE
i (N, v) = v(N)

n
äëÿ âñåõ i ∈ N îáëàäàåò

ñâîéñòâîì SSelf-COV, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì.

Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè çíà÷åíèå ϕ äëÿ êëàññà ñóïåðàääèòèâíûõ

èãð äâóõ ëèö G2 ýôôåêòèâíî, àíîíèìíî, ïîëîæèòåëüíî

îäíîðîäíî, èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíî è îáëàäàåò ñèëüíîé ñàìî-

êîâàðèàíòíîñòüþ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ϕ = ϕk äëÿ íåêîòîðîãî

k ∈ [0, 1]. Ðàññìîòðèì, êàê è ðàíåå, òîëüêî èãðû èç êëàññà

G0
2 , ýòîãî äîñòàòî÷íî ïî ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè è ïîëîæèòåëüíîé

îäíîðîäíîñòè çíà÷åíèÿ ϕ.

Ïóñòü (N, v) ∈ G0
2 � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà ñ vi < vj, vi + vj < 0..

Ïðîäîëæèì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè v è v − ϕ(v), â ñòîðîíó, íà

êîòîðîé áóäóò ëåæàòü òî÷êè v − A · ϕ(v) äëÿ A < −1 (ñì. Ðèñ.3).

Äëÿ ëþáîãî k ∈ (0, 1), ò.å. äëÿ ëþáîãî óãëà α ∈ (0, π
4
) íàéäåòñÿ òàêîå

÷èñëî A < 0, ÷òî (v − A · ϕk(v))i > (v − A · ϕk(v))j. Òîãäà (ñì. Ðèñ.3,

ãäå A = −2) ϕk(v + A · ϕk(v)) 6= (A + 1)ϕk(v).
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Ðèñ.3

Äëÿ ïðèâåäåííîé íà Ðèñ. 3 èãðû ϕk(v − 2ϕk(v)) = 0 6= ϕk(−v) =

−ϕk(v).

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé k = 0, êîãäà ϕ0 = 0. Ïóñòü vj > 0. Òîãäà DR(v) =

(−vj, vj). Âûáåðåì A òàêèì, ÷òî

vi − Avj > vi + Avj, vi − Avj > 0.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ DR-ðåøåíèÿ

DR(v+A·DR(v)) = (vi−Avj,−v1+Avj) 6= (A+1)(−vj, vj) = (A+1)DR(v).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çíà÷åíèé ϕk îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü

âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (3.17) äëÿ âñåõ A: ýòî k = 1, ò.å. äëÿ

ñòàíäàðòíîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå äàæå êîâàðèàíòíî, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò

áîëåå ñèëüíîìó óñëîâèþ, ÷åì (3.17) äëÿ âñåõ A.

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè ñòàíäàðòíîãî

ðåøåíèÿ êàê äëÿ âñåõ ÒÏ èãð, òàê è äëÿ êëàññà ñóïåðàääèòèâíûõ

èãð äâóõ ëèö ñ ïîìîùüþ àêñèîì ýôôåêòèâíîñòè, îäíîòî÷å÷íîñòè,

àíîíèìíîñòè è êîâàðèàíòíîñòè, â ïðèâåäåííîì Ñëåäñòâèè 3.4

êîâàðèàíòíîñòü çàìåíÿåòñÿ áîëåå ñëàáîé àêñèîìîé ñèëüíîé ñàìî-

êîâàðèàíòíîñòè, íî çàòî äîáàâëÿåòñÿ åùå àêñèîìà èíäèâèäóàëüíîé

ðàöèîíàëüíîñòè.
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Òåì íå ìåíåå, DR-ðåøåíèå íà êëàññå âûïóêëûõ èãð íå îáëàäàåò

ñèëüíîé ñàìî-êîâàðèàíòíîñòüþ (SSelf-COV), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì,

ââèäó òîãî, ÷òî DR-ðåøåíèå áóäåò îäíèì èç èññëåäóåìûõ ðåøåíèé,

ýòà àêñèîìà áîëüøå óïîòðåáëÿòüñÿ íå áóäåò.

3.4. Ñîãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ ϕk-çíà÷åíèé

3.4.1 Ñîãëàñîâàííîñòü ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò ïðîâåðåíî, êàêèå çíà÷åíèÿ ϕk äîïóñêàþò

ñîãëàñîâàííûå ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó ðàñøèðåíèÿ íà èãðû

ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ

k = 0, 1 òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïðåä n-ÿäðî è ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ

ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê çíà÷åíèÿ ϕk áûëè îïðåäåëåíû è îõàðàêòåðèçîâàíû òîëüêî

äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö, òî òàêîâûìè äîëæíû áûòü

ðåäóöèðîâàííûå èãðû íà èãðû äâóõ ëèö îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ϕk.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, íà êëàññå ñóïåðàääèòèâíûõ

èãð äâóõ ëèö çíà÷åíèå ϕ1 ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì, à

çíà÷åíèå ϕ0 � ñ ðåøåíèåì Äóòòà�Ðýÿ. Ïîñëåäíåå ðåøåíèå ñîãëàñîâàíî

â êëàññå âûïóêëûõ èãð, à ïðåä n-ÿäðî, ñîâïàäàþùåå ñî ñòàíäàðòíûå

ðåøåíèåì â êëàññå èãð äâóõ ëèö, ñîãëàñîâàíî â êëàññå âñåõ ÒÏ èãð.

Â ýòîì ïîäïóíêòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òîëüêî èç âñåõ ϕk

çíà÷åíèé òîëüêî ýòè äâà çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà

ñîãëàñîâàííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êëàññîâ èãð ñ ÷èñëîì èãðîêîâ, á�îëüøèì

äâóõ.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Â êëàññå ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö

åäèíñòâåííûìè ñðåäè çíà÷åíèé ϕk, k ∈ [−1, 1], êîòîðûå ìîãóò áûòü

ðàñïðîñòðàíåíû íà êëàññ ñáàëàíñèðîâàííûõ (âûïóêëûõ) èãð ñ ÷èñëîì

èãðîêîâ, á�îëüøèì äâóõ c âûïîëíåíèåì ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè

ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó, ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå, k = 1, è

ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà, k = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñëàáî êîâàðèàíòíîå çíà÷åíèå ϕ

íà êëàññå ñáàëàíñèðîâàííûõ èëè âûïóêëûõ èãð íå ïðèíàäëåæèò ñ-

ÿäðó, òî îíî íå ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàííûì, òàê êàê äëÿ íåêîòîðûõ

èãð èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà íàéäóòñÿ ðåäóöèðîâàííûå èãðû
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äâóõ ëèö îòíîñèòåëüíî âåêòîðà çíà÷åíèé èñõîäíîé èãðû, êîòîðûå íå

ÿâëÿþòñÿ ñóïåðàääèòèâíûìè.

Ïîýòîìó âîçìîæíûìè äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çíà÷åíèÿ ϕk äîëæíû

áûòü ñ k ≥ 0.

Èç óæå èçâåñòíûõ ðàâåíñòâ äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö:

ϕ0(N, v) = DR(N, v), ϕ1(N, v) = ST (N, v) = PN(N, v) = Sh(N, v)

ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ðåøåíèé ϕk ñ k ∈ (0, 1) íà õîòÿ áû îäíó âûïóêëóþ èãðó (îíà æå

ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé) òðåõ ëèö.

Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ èãðó òðåõ ëèö (N, v), N = {i, j, l},
ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò, â êîòîðîé

äâóõýëåìåíòíûå àääèòèâíû: v({r, t} = vr + vt äëÿ âñåõ r, t ∈ N,

vi + vj + vl < v(N).

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé vi > vj > vl. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

k ∈ (0, 1] ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ϕk(N, v) := (ϕk
i , ϕ

k
j , ϕ

k
l .)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå ϕk ñîãëàñîâàíî ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó.

Ðåäóöèðóåì èãðó íà ìíîæåñòâî {i, j} îòíîñèòåëüíî âåêòîðà çíà÷åíèé
ϕk(N, v). Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðåäóöèðîâàííîé èãðû

({i, j}, vϕk

{i,j}) ðàâíà

vϕk

{i,j}({i, j}) = v(N)− ϕk
l , v

ϕk

{i,j}({i}) = vi, v
ϕk

{i,j}({j}) = vj, (3.10)

òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ vϕk

{i,j} èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíû.

Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà çíà÷åíèé ϕk(N, v)

îòëè÷íû îò v(N)
3

. Ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ ϕk äëÿ êàæäîãî v(N)

íàéäóòñÿ òàêèå vi > vj > vl, ÷òî ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî.

Òîãäà , ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.7) è óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ

ϕk ïî ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè äëÿ èãð ñ v(N) 6= 0, ïîëó÷èì, ÷òî â

ðåäóöèðîâàííîé èãðå

(
ϕk({i, j}, vϕk

{i,j})
)

i
=

kvi −
v(N)−ϕk

l

2
− (vj −

v(N)−ϕk
l

2
)

1 + k
+

v(N)− ϕk
l

2
.

(3.11)

Ïî ñîãëàñîâàííîñòè çíà÷åíèÿ ϕk

ϕk({i, j}, vϕk

{i,j}) = (ϕk
i , ϕ

k
j ). (3.12)
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Ðåäóöèðóåì òåïåðü èãðó (N, v) íà ìíîæåñòâî {i, l} îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà ϕk(N, v). Òîãäà, àíàëîãè÷íî (3.11) è (3.12), ïîëó÷èì

(
ϕk({i, l}, vϕk

{i,j})
)

i
=

k(vi −
v(N)−ϕk

l

2
)− (vl −

v(N)−ϕk
l

2
)

1 + k
+

v(N)− ϕk
j

2
(3.13)

ϕk({i, l}, vϕk

{i,l}) = (ϕk
i , ϕ

k
l ). (3.14)

Ïðèðàâíÿåì òåïåðü çíà÷åíèå ϕk
i èç ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ (3.11)

è (3.13):

k(vi −
v(N)−ϕk

l

2
)− (vj −

v(N)−ϕk
l

2
)

1 + k
+

v(N)− ϕk
l

2
= (3.15)

k(vi −
v(N)−ϕk

j

2
)− (vl −

v(N)−ϕk
j

2
)

1 + k
+

v(N)− ϕk
j

2

Èç ðàâåíñòâà (3.15) ïîëó÷àåì

ϕk
l − ϕk

j = vl − vj. (3.16)

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ðåäóöèðîâàííóþ èãðó íà ìíîæåñòâî {j, l}
è îäíó èç âûøå ðàññìîòðåííûõ ðåäóöèðîâàííûõ èãð, ïîëó÷èì

ðàâåíñòâà âèäà (3.16) è äëÿ îñòàëüíûõ ïàð èãðîêîâ. Ýòè ðàâåíñòâà

îçíà÷àþò, ÷òî ðåøåíèå ϕk ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñòàíäàðòíîãî

ðåøåíèÿ, ò.å. k = 1.

Òåîðåìà 3.2. Â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð ñ ïðîèçâîëüíûì

óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ åäèíñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè,

óäîâëåòâîðÿþùèìè àêñèîìàì ANO, EFF, HOM, wCOV, Self-COV è

CONS ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó , ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ϕ = PN ϕ = DR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðåä n-ÿäðî óäîâëåòâîðÿåò

àêñèîìàì EFF, ANO, HOM, COV, è CONS íà êëàññå âñåõ ÒÏ

èãð. Èç Òåîðåìû 1′ ñëåäóåò, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ñîãëàñîâàííîñòè

ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó è â êëàññå âûïóêëûõ èãð. Îñòàëüíûå àêñèîìû,

î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âûïóêëûõ èãð.
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DR-ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì EFF, ANO, wCOV, CONS

ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó â êëàññå âûïóêëûõ èãð [3], à Óòâåðæäåíèå

3.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî DR-ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñàìî-

êîâàðèàíòíîñòè.

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýòèõ çíà÷åíèé. Òåîðåìà 3.1 óòâåðæäàåò,

÷òî òàêèìè çíà÷åíèÿìè ìîãóò áûòü òîëüêî ϕk-çíà÷åíèÿ äëÿ k ∈
[−1, 1]. Äàëåå, èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî k = 0 èëè k = 1.

Äëÿ ñëó÷àÿ k = 0 óòâåðæäåíèå Òåîðåìû ñëåäóåò èç Òåîðåìû I′,à äëÿ

k = 1 óòâåðæäåíèå Òåîðåìû î÷åâèäíî.

3.4.2 Ñîãëàñîâàííîñòü ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó

Òåîðåìû II è IV äàþò àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè

ñîîòâåòñòâåíííî çíà÷åíèÿ Øåïëè íà êëàññå âñåõ ÒÏ èãð è DR-

çíà÷åíèÿ íà êëàññå âûïóêëûõ èãð ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà

ñîãëàñîâàííîñòè çíà÷åíèÿ ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà îáåèõ òåîðåì èñïîëüçóþò òîëüêî

áèëàòåðàëüíóþ ñîãëàñîâàííîñòü.

Ýòè âåñüìà ñõîæèå õàðàêòåðèçàöèè îòëè÷àþòñÿ íå òîëüêî

ðåøåíèÿìè íà èãðàõ äâóõ ëèö, íî è êëàññàìè ðàññìàòðèâàåìûõ èãð:

çíà÷åíèå Øåïëè õàðàêòåðèçóåòñÿ íà êëàññå âñåõ ÒÏ èãð, à DR-

çíà÷åíèÿ � íà êëàññå âûïóêëûõ èãð, ãäå îíî îïðåäåëåíî.

Â ýòîì ïîäïóíêòå áóäåò ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû 3.2, â êîòîðîì

áóäåò äàíà åäèíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ çíà÷åíèÿØåïëè è DR-ðåøåíèÿ íà

êëàññå âûïóêëûõ èãð ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó�

Ìàñ-Êîëåëëó.

Äîêàæåì àíàëîã Ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ñ çàìåíîé â íåì

ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó ñîãëàñîâàííîñòüþ ïî Õàðòó�

Ìàñ-Êîëåëëó.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Â êëàññå ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö

åäèíñòâåííûìè ñðåäè çíà÷åíèé ϕk, k ∈ [−1, 1], êîòîðûå ìîãóò áûòü

ðàñïðîñòðàíåíû íà êëàññ ñáàëàíñèðîâàííûõ (âûïóêëûõ) èãð ñ ÷èñëîì

èãðîêîâ, á�îëüøèì äâóõ c âûïîëíåíèåì ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ïî

Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå, k = 1, è DR-

ðåøåíèå, k = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâó
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óòâåðæäåíèÿ 3.2. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

íåâîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çíà÷åíèé ϕk äëÿ k ∈ (0, 1).

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå ñîãëàñîâàíî

ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó íà êëàññå âñåõ ÒÏ èãð. Îäíàêî â

êëàññàõ ñóïåðàääèòèâíûõ è âûïóêëûõ èãð îíî íå ÿâëÿåòñÿ

ñîãëàñîâàííûì, òàê êàê ðåäóöèðîâàííûå èãðû îòíîñèòåëüíî

óðàâíèâàþùåãî çíà÷åíèÿ, åñëè îíî íå ïðèíàäëåæèò ñ-ÿäðó, ìîãóò

íå ïðèíàäëåæàòü ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññàì. Ïîýòîìó ìîæíî

îãðàíè÷èòüñÿ çíà÷åíèÿìè ϕk, k ∈ (−1, 1].

Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ èãðó òðåõ ëèö (N, v), N = {i, j, l},
ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò, â êîòîðîé

äâóõýëåìåíòíûå àääèòèâíû: v({i, j}) = vi + vj äëÿ âñåõ i, j ∈ N,

è vi + vj + vl < v(N), vi > vj > vl. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ (0, 1]

ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ϕk(N, v) = (ϕk
i , ϕ

k
j , ϕ

k
l .) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

çíà÷åíèå ϕk ñîãëàñîâàíî ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó. Ðåäóöèðóåì

èãðó íà ìíîæåñòâî {i, j} îòíîñèòåëüíî âåêòîðà çíà÷åíèé ϕk(N, v).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîé èãðû (N, v) âñå åå ïîä-èãðû ñ ÷èñëîì

èãðîêîâ, ðàâíûì äâóì, àääèòèâíûå. Â òàêèõ èãðàõ çíà÷åíèÿ

ϕk(N \ {j}, v) = (vi, vl) äëÿ âñåõ k 6= −1 è âñåõ ïåðåñòàíîâîê

èãðîêîâ. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðåäóöèðîâàííîé èãðû

({i, j}, vϕk

{i,j}) ðàâíà

vϕk

{i,j}({i}) = v({i, l})− (ϕk({i, l}, v))l = vi,

vϕk

{i,j}({j}) = v({j, l})− (ϕk({j, l}, v))l = vj,

vϕk

{i,j}({i, j}) = v(N)− (ϕk(N, v))l = v(N)− ϕk
l .

(3.17)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà ({i, j}, vϕk

{i,j})

ñîâïàäàåò ñ ðåäóöèðîâàííîé èãðîé, îïðåäåëåííîé â (3.10).

Òàêèì îáðàçîì, äàëåå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ

äîêàçàòåëüñòâîì Ïðåäëîæåíèÿ 3.2.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ï.2.1, èç Òåîðåìû 1 è Óòâåðæäåíèÿ 3.3

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.3. Â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð ñ ïðîèçâîëüíûì

óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ åäèíñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè,

óäîâëåòâîðÿþùèìè àêñèîìàì ANO, EFF, HOM, wCOV, Self-COV è
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áèëàòåðàëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè ïî Õàðòó�Ìàñ-Êîëåëëó, ÿâëÿþòñÿ

çíà÷åíèÿ ϕ = Sh è ϕ = DR.

4. Çàêëþ÷åíèå

Òðåìÿ îñíîâíûìè îäíîòî÷å÷íûìè ðåøåíèÿìè (çíà÷åíèÿìè) äëÿ

êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ

çíà÷åíèå Øåïëè, ïðåä n-ÿäðî, îïðåäåëåííûå è íåïóñòûå äëÿ âñåõ

ÒÏ èãð, è ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ, êîòîðîå îïðåäåëåíî òîëüêî äëÿ

êëàññà âûïóêëûõ èãð. Äâå àêñèîìàòèçàöèè ïîñëåäíåãî ðåøåíèÿ �

ñ ïîìîùüþ ñîãëàñîâàííîñòè â îïðåäåëåíèÿõ Äýâèñà�Ìàøëåðà, è

Õàðòà�Ìàñ-Êîëåëëà � îòëè÷àþòñÿ îò àñèîìàòèçàöèé ïðåä n-ÿäðà

è çíà÷åíèÿ Øåïëè íà êëàññå âûïóêëûõ èãð òîëüêî ðåøåíèÿìè

äëÿ êëàññà ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö, îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ

ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå àêñèîì: çíà÷åíèå Øåïëè è ïðåä n-ÿäðî äëÿ

ýòîãî êëàññà ñîâïàäàþò ñî ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì, à ðåøåíèå Äóòòà-

Ðýÿ � ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèàíèçìà. Åñëè ñòàíäàðòíîå

ðåøåíèå ñàìî äîïóñêàåò àêñèîìàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñ

ïîìîùüþ àêñèîì îäíîòî÷å÷íîñòè, ýôôåêòèâíîñòè, àíîíèìíîñòè

è êîâàðèàíòíîñòè, òî íåêîâàðèàíòíîñòü ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííîãî

ýãàëèòàðèàíèçìà íå èìååò äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè àêñèîìàòè÷åñêîé

õàðàêòåðèçàöèè â òåîðåòèêî-èãðîâûõ àêñèîìàõ, â îòëè÷èå îò

åãî õàðàêòåðèçàöèè â òåðìèíàõ ìåòîäîâ ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò è

ïðèáûëåé.

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îñëàáëåíèå ñâîéñòâà êîâàðèàíòíîñòè

ðåøåíèé äî �ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè�, êîòîðîå îçíà÷àåò âûïîëíåíèå

òðåáîâàíèÿ êîâàðèàíòíîñòè òîëüêî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà â

íàïðàâëåíèè, çàäàâàåìûì âåêòîðîì ðåøåíèÿ èãðû. Ýòîìó ñâîéñòâó,

ñ îäíîé ñòîðîíû, óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ, à, ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èçâåñòíûå àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè çíà÷åíèÿ

Øåïëè è ïðåä n-ÿäðà íà êëàññå âûïóêëûõ èãð, â êîòîðûõ

êîâàðèàíòíîñòü îñëàáëÿåòñÿ äî ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè, ïðèâîäÿò

ê ñîâìåñòíîé õàðàêòåðèçàöèè ýòèõ ðåøåíèé âìåñòå ñ ðåøåíèåì

Äóòòà�Ðýÿ.

Ñëåäóþùèì øàãîì äîëæíî áûòü íàõîæäåíèå àêñèîì,

ïîçâîëÿþùèõ ðàçäåëèòü ýòè ïàðû ðåøåíèé.

Êðîìå òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü àêñèîìó ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè
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è äëÿ ðåøåíèé, îïðåäåëåííûõ äëÿ êëàññà âñåõ ÒÏ èãð. Èç

èçâåñòíûõ íåêîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ýòà àêñèîìà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

óðàâíèâàþùåãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, óäîâëåòâîðÿåò

ïî÷òè âñåì ñâîéñòâàì, ïðèìåíÿåìûì äëÿ õàðàêòåðèçàöèè

ðåøåíèé ÒÏ èãð. Ïðàêòè÷åñêàÿ íåïðèìåíèìîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ

îáóñëîâëèâàåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, îòñóòñòâèåì ñâîéñòâà

èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ,

ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ðåøåíèÿì ÒÏ èãð, îäíàêî, îíî íå ïðèìåíÿëîñü

ïðè èõ àêñèîìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèçàöèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì

àêñèîì ñîãëàñîâàííîñòè, òàê êàê êëàññ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð, íå

çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ðåäóöèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ

èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé. Äîáàâëåíèå

ñâîéñòâà èíäèâèäóëüàíîé ðàöèîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ðåøåíèÿ äëÿ

ñóïåðàääèòèâíûõ èãð óäàëèò èç êàíäèäàòîâ óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå,

è, âîçìîæíî, ïðèâåäåò ê íîâûì õàðàêòåðèçàöèÿì çíà÷åíèÿ Øåïëè

è ïðåä n-ÿäðà äëÿ êëàññà âñåõ ÒÏ èãð.
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