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Введение 
 
Целью настоящей статьи является подведение 

итогов работ в области теории графов, выполнен-
ных в течение года коллективом ее авторов. Рабо-
ты велись в разных направлениях, и статья состо-
ит из четырех частей, тематически слабо связан-
ных между собой. Мы не приводим здесь доказа-
тельств, развернутое изложение будет дано в от-
дельных публикациях по каждой теме.  

Объединяет части данной статьи то, что в них 
рассматриваются наследственные классы графов. 
Множество графов, замкнутое относительно пе-
реименования вершин, называется классом гра-
фов. Класс, замкнутый относительно удаления 
вершин, называется наследственным. Эквива-
лентно – это класс, который можно задать запре-
щенными подграфами. Если Х – множество гра-
фов, то через Free(X) обозначается класс всех 
графов, не содержащих порожденных подграфов, 
изоморфных графам из Х. Множество графов Y 
является наследственным классом тогда и только 
тогда, когда Y = Free(X) для некоторого Х.  

В первой части настоящей статьи рассматри-
ваются графы, у которых для каждого порожден-
ного подграфа совпадают мощности наименьшего 
покрытия и наибольшей упаковки 3-путей. Они 
интересны тем, что для них отсутствует разрыв 
двойственности в соответствующих задачах цело-
численного линейного программирования, кото-
рые поэтому решаются эффективно. Найдено 

множество запрещенных подграфов для этого 
класса графов, и мы предполагаем, что это все 
минимальные запрещенные подграфы. 

Во второй части рассматривается задача о 
независимом множестве графа. Известно, что 
эта задача NP-полна для класса субкубических 
графов. Доказывается ее полиномиальная раз-
решимость для некоторых подмножеств этого 
класса. 

Третья часть посвящена вопросам асимпто-
тического перечисления графов в наследствен-
ных классах. Охарактеризованы все классы, 
определяемые запрещенными подграфами с не 
более чем четырьмя вершинами, в которых чис-
ло графов растет с факториальной скоростью. 

В четвертой части рассматривается задача о 
реберном списковом ранжировании. Найдены 
все минимальные классы, определяемые не бо-
лее чем тремя запрещенными порожденными 
подграфами, для которых эта задача остается 
NP-полной. 

 
Упаковки и покрытия 3-путей 

 
Пусть X – множество графов. X-упаковкой 

графа G называется множество его непересе-
кающихся порожденных подграфов, каждый из 
которых изоморфен какому-нибудь графу из X. 
Наибольшее число подграфов в X-упаковке 
графа G будем обозначать через pack(X;G). X-
покрытием графа G называется множество 
вершин, после удаления которых получается 
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граф, не содержащий порожденных подграфов, 
принадлежащих X. Наименьшее число вершин 
в X-покрытии графа G будем обозначать через 
cover(X;G). В случае, когда X состоит из един-
ственного графа H, будем говорить просто об 
H-покрытии и H-упаковке. В частности, K2-
упаковки – это паросочетания, а K2-покрытия 
известны как вершинные покрытия. 

Очевидно, всегда выполняется неравенство 
pack(X;G)   cover(X;G). Теорема Кенига ут-
верждает, что для двудольных графов имеет 
место равенство pack(P2;G) = cover(P2;G). Верно 
и в известном смысле обратное утверждение: 
если это равенство выполняется для графа G и 
любого его порожденного подграфа, то этот 
граф – двудольный. 

Граф G будем называть кениговым графом 
относительно множества X, если для любого 
его порожденного подграфа H выполняется ра-
венство pack(X;H) = cover(X;H). Класс всех ке-
ниговых графов относительно X обозначим че-
рез K(X). 

Класс K(X) при любом X является наследст-
венным и, следовательно, может быть описан 
множеством минимальных запрещенных (по-
рожденных) подграфов. Для P2 такую характе-
ризацию дает теорема Кенига вместе с извест-
ным критерием двудольности. Кроме этой клас-
сической теоремы нам известен еще только 
один результат такого рода для обыкновенных 
графов – в работе [14] описаны все запрещен-
ные подграфы для класса K(C), где C – множе-
ство всех простых циклов. 

Цель настоящей работы – охарактеризовать 
класс K(P3). Мы применяем два подхода к опи-
санию этого класса. Один из них – «конструк-
тивный»: мы показываем, как можно построить 
любой граф из этого класса с помощью опера-
ций подразбиения ребер и замены вершин кли-
ками. При другом подходе ищется стандартное 
описание наследственного класса запрещенны-
ми подграфами. Найденное множество запре-
щенных подграфов состоит из четырех беско-
нечных семейств и трех отдельных графов. Не-
известно, является ли оно полным множеством 
минимальных запрещенных подграфов для 
K(P3), но мы предполагаем, что это так. Далее 
под кениговым графом подразумеваем кенигов 
граф относительно P3.  

Операция замены вершины x t-кликой состо-
ит в том, что эта вершина удаляется из графа, к 
нему добавляются t новых вершин, все они по-
парно соединяются между собой, и каждая из 
них соединяется ребром с каждой вершиной, с 
которой была смежна x. Граф, получаемый из 
графа G заменой некоторых его вершин степени 

1 и 2 кликами (возможно, разного размера), на-
зовем расширением графа G. 

Лемма 1. Любое расширение любого дерева 
является кениговым графом. 

Для описания некоторых графов будем ис-
пользовать операции сложения + и соединения *. 
Первая есть просто объединение графов с непе-
ресекающимися множествами вершин, во вто-
рой к этой сумме добавляются все ребра, соеди-
няющие вершины из разных слагаемых. Обо-
значим через A множество, состоящее из трех 
графов: K1*P4, K1*(K1+P3), K2*O3. Введем также 
обозначения для некоторых бесконечных мно-
жеств графов: 

B – множество всех циклов, длина которых 
не кратна 3; 

C – множество всех графов, которые можно 
получить добавлением к циклу, длина которого 
кратна 3, двух вершин, не смежных между со-
бой, каждая из которых соединяется ребром с 
одной вершиной цикла, причем расстояние ме-
жду этими вершинами цикла должно быть не 
кратно 3;  

D – множество всех графов, которые можно 
получить добавлением к циклу, длина которого 
кратна 3, двух вершин, не смежных между со-
бой, одна из которых соединяется ребром с од-
ной вершиной цикла, а другая – с тремя подряд 
идущими вершинами цикла, причем расстояние 
между добавленными вершинами должно быть 
сравнимо с 1 по модулю 3;  

E – множество всех графов, которые можно 
получить из циклов длины, кратной 3, путем 
замены 2-кликами трех вершин цикла, разби-
вающих цикл на отрезки, длина каждого из ко-
торых не меньше 4 и сравнима с 1 по модулю 3.  

Связные графы из класса K(P3) удобно раз-
делить на две категории: расширенные циклы и 
все остальные графы, последние будем назы-
вать ординарными. Пусть H – мультиграф без 
петель. Каждое цикловое ребро (ребро, принад-
лежащее какому-нибудь циклу) этого мульти-
графа подразобьем двумя вершинами. Эти вер-
шины будем называть новыми. Заменим каж-
дую новую вершину и каждую вершину степе-
ни 1 или 2, не принадлежащую циклу, какой-
нибудь кликой. Полученный таким образом 
граф будем называть 2-расширением исходного 
мультиграфа. 

Теорема 1. Следующие утверждения равно-
сильны для связного графа G: 

1) G – ординарный кенигов граф; 
2) G не содержит порожденных подграфов 

из множества ABCDE; 
3) G является 2-расширением некоторого 

мультиграфа, отличного от простого цикла.  
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Теорема 2. Каждое расширения циклов C6 и 
C9 является кениговым графом. 

 
Независимые множества в графах без 

вписанных поддеревьев c большим числом 
листьев 

 
Независимым множеством графа называет-

ся любое множество попарно несмежных вер-
шин. Задача о независимом множестве состоит 
в том, чтобы найти в заданном графе независи-
мое множество наибольшей мощности. Эта за-
дача NP-трудна, немало работ посвящено поис-
ку областей эффективности, т.е. классов графов, 
для которых она может быть решена за полино-
миальное время. Такие классы называются НМ-
простыми. Часто НМ-простые классы описы-
ваются запрещенными подграфами, т.е. подгра-
фами, которых не должно быть в графах из рас-
сматриваемого класса. В настоящей работе 
представлены бесконечные семейства НМ-
простых классов, определяемых запрещенными 
поддеревьями с ограниченным числом листьев. 
Направление поиска подсказано высказанной в 
[12] гипотезой о том, что задача целочисленно-
го линейного программирования с матрицей, 
все миноры которой ограничены по абсолютной 
величине некоторой константой, решается за 
полиномиальное время. Однако найденные на-
ми НМ-простые классы на самом деле не явля-
ются подмножествами классов графов с ограни-
ченными минорами матриц инцидентности, по-
этому полученные результаты сохраняют свое 
значение независимо от того, верна или нет 
упомянутая гипотеза.  

Обозначим через FTk класс всех графов, у 
которых отсутствуют поддеревья с k листьями. 
Используя результаты работы [5], можно дока-
зать следующее утверждение: 

Теорема 3. При любом k класс FTk является 
НМ-простым. 

Мы предполагаем, что этот результат можно 
усилить. Поддерево некоторого графа назовем 
вписанным, если никакие три его вершины не 
порождают треугольника в графе. Обозначим 
через FTk

* класс всех графов, не имеющих впи-
санных поддеревьев с k листьями. 

Предположение. При любом k класс FTk
* яв-

ляется НМ-простым. 
В настоящее время нами установлена НМ-

простота некоторых подмножеств классов FTk
*, 

являющихся пересечениями этих классов с из-
вестными классами, для которых задача о неза-
висимом множестве остается NP-трудной. Один 
из них – класс FC3 всех графов, не содержащих 
циклов длины 3. Из теоремы 3 следует 

Теорема 4. При любом k класс FTk
* FC3 

является НМ-простым. 
Другой известный класс с NP-трудной зада-

чей о независимом множестве – класс субкуби-
ческих графов (графов, у которых степени вер-
шин не превосходят 3), обозначим его SC.  

Теорема 5. При любом k класс FTk
* SC яв-

ляется НМ-простым.  
 

Оценка числа графов в наследственных 
классах с запрещенными графами  

маленького порядка 
 
Рассматриваются помеченные графы с мно-

жеством вершин },...,2,1{ n . В.Е. Алексеев дока-
зал [2], что для любого бесконечного наследст-
венного класса графов X, отличного от класса 
всех графов, справедливо соотношение  

log(Xn) = (1-1/c(X))
2

2n  + o(n2),         (1)  

где c(X) – натуральное число, называемое ин-
дексом класса X, а Xn – множество всех n-
вершинных графов из класса X (логарифм здесь 
и далее берется по основанию 2). Множество 
классов, соответствующих определенному зна-
чению индекса, называется слоем. Так, множе-
ство классов с индексом, равным 1, образует 
унитарный слой. Для классов из унитарного 
слоя соотношение (1) не дает асимптотической 
оценки величины log(Xn), знание которой важ-
но, например, при экономном кодировании гра-
фов из класса X [1]. Для исследования поведе-
ния величины log(Xn) для классов X из унитар-
ного слоя используется понятие равновелико-
сти. Два класса графов X и Y называются рав-
новеликими, если существуют положительные 
числа c′, c″ и n0, такие, что |Yn|c′   |Xn|   |Yn|c″ 
для любого n > n0. Очевидно, что равновели-
кость является отношением эквивалентности. 
Классы эквивалентности на множестве наслед-
ственных классов графов называются ярусами. 
Унитарный слой состоит из бесконечного числа 
ярусов.  

В [3] были выделены первые четыре яруса 
унитарного слоя, для которых log(Xn) по поряд-
ку совпадает с 1, logn, n, и nlogn. Эти ярусы на-
зываются константным, полиномиальным, экс-
поненциальным и факториальным соответст-
венно. В каждом из четырех этих ярусов найде-
ны все минимальные элементы [15]. Кроме то-
го, для первых трёх ярусов в [3] дана полная 
структурная характеризация. Факториальный 
ярус является наименьшим, для которого такой 
характеризации не известно. В то же время это-
му ярусу принадлежат многие известные клас-
сы: реберные графы, интервальные графы, леса, 
планарные графы, кографы и др. 
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В [4, 6] исследование факториального яруса 
начато с изучения конечно определенных клас-
сов, то есть таких, у которых множество запре-
щенных подграфов конечно. До сих пор класс 
Free(K1,3,C4) был единственным классом, опре-
деляемым двумя запрещенными подграфами с 
четырьмя вершинами, для которого вопрос о 
принадлежности факториальному ярусу был 
открыт. В данной работе дается ответ на этот 
вопрос. 

Теорема 6. Класс Free(K1,3,C4) является 
факториальным. 

Этот результат в совокупности с результата-
ми работ [4, 6] позволяет выделить все факто-
риальные классы, у которых множество запре-
щенных подграфов состоит из графов с не более 
чем четырьмя вершинами. Обозначим через B, 
co(B), P класс двудольных, кодвудольных и 
расщепляемых графов соответственно. 

Теорема 7. Пусть M – множество графов с 
числом вершин не более четырех и Free(M) – не 
менее чем факториальный класс. Класс Free(M) 
является факториальным тогда и только то-
гда, когда ни одно из следующих множеств не 
пусто: M B, M co(B), M P, M  
 Free(K1,3,C4), M ),( 34 KCFree . 

 
Конечно определенные минимальные  

сложные классы графов для задачи  
о реберном списковом ранжировании 

 
В этом разделе исследуются элементы гра-

ницы между «простыми» и «сложными» клас-
сами графов для некоторой задачи в семействе 
наследственных классов графов. Формализуем 
понятия «простого» и «сложного» класса гра-
фов. Пусть П – какая-либо NP-полная задача на 
графах. Наследственный класс графов назовем 
П-простым, если задача П для графов из этого 
класса полиномиально разрешима, и П-слож-
ным в противном случае. Далее везде предпола-
гаем справедливость неравенства P NP и не 
включаем его явно в формулировки получен-
ных результатов. 

Естественной идеей решения задачи демар-
кации является поиск максимальных П-простых 
и минимальных П-сложных классов, т.е. тупи-
ковых классов графов соответствующей слож-
ности из рассматриваемой решетки. К сожале-
нию, использование понятия максимального 
простого класса графов оказывается безрезуль-
татным. Так, В.Е. Алексеев в работе [13] уста-
новил, что ни один П-простой класс не является 
максимальным простым (правда, в [13] это ут-
верждается только про задачу о независимом 
множестве, но все рассуждения из данной рабо-
ты легко переносятся на общий случай). Вместе 

с тем, до недавнего времени про минимальные 
сложные классы ничего не было известно. 

Первый результат о минимальных сложных 
классах был получен в работе [7]. Там рассмат-
ривалась задача распознавания принадлежности 
наследственному классу графов X (задача 
РП[X]) и было доказано, что для любого на-
следственного класса X минимальных РП[X]-
сложных классов не существует. С другой сто-
роны, в работах [7–10] было показано, что оп-
ределенные классы графов являются минималь-
ными сложными для некоторых обобщений за-
дач о раскраске – задач о списковом ранжиро-
вании (реберного и вершинного вариантов). 
Здесь рассматривается только задача о ребер-
ном списковом ранжировании.  

Задача о реберном списковом ранжировании 
(далее задача РСР) заключается в следующем. 
Пусть заданы граф G с множеством ребер E и 
множество L = {L(e): eE}, где каждое L(e) – 
конечное множество натуральных чисел (цве-
тов, в которые разрешается покрасить ребро e). 
L-ранжированием ребер графа G называется 
такая раскраска c его вершин, что: 

1. c(e)   L(e) для каждого ребра e; 
2. Если c(e1) = c(e2), e1   e2, то каждый путь, 

соединяющий e1 и e2, содержит такое ребро e3, 
что c(e3) > c(e1). 

Задача РСР состоит в том, чтобы по данным 
G и L определить, существует ли L-ранжи-
рование ребер графа G. Уточним, что под РСР-
простым классом графов далее понимается та-
кой наследственный класс, что задача РСР ре-
шается для графов из этого класса за полиноми-
альное время при любом множестве L.  

К настоящему времени полное описание 
множества минимальных РСР-сложных классов 
не известно. Начать движение к получению та-
кого описания можно, рассматривая классы, 
определяемые небольшим числом запрещенных 
подграфов. Первый результат такого рода был 
получен в работе [11]. 

Теорема 8. Класс полных графов является 
единственным минимальным РСР-сложным 
класссом, определяемым одним запрещенным 
подграфом. 

Обозначим через BC множество двудольных 
графов, содержащих не более чем две вершины 
в одной из долей. Справедлива следующая  

Теорема 9. Не существует минимальных 
РСР-сложных классов, определяемых двумя за-
прещенными порожденными подграфами. Класс 
BC является единственным минимальным РСР-
сложным классом, определенным тремя запре-
щенными порожденными подграфами.  
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