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На примере моделей н-триаконтана исследованы аномальные характеристики диффузии, про-
являющиеся при использовании соотношения Эйнштейна–Смолуховского, и особенности
асимптотического поведения автокоррелятора скорости центров масс молекул, применяюще-
гося для расчета коэффициента диффузии по формуле Грина–Кубо. По данным комплементар-
ных подходов охарактеризованы особенности микроскопических механизмов диффузии в выс-
ших алканах. Проиллюстрирована применимость соотношения Стокса–Эйнштейна для коэф-
фициента вязкости.
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ВВЕДЕНИЕ
Транспортные свойства веществ отражают

специфику микроскопического движения обра-
зующих их атомов и молекул. Несмотря на дли-
тельную историю развития кинетической теории,
восходящей к работе J.C. Maxwell [1] 1860 года,
точные формулы, позволяющие проводить соот-
ветствующий расчет транспортных коэффициен-
тов, появились лишь в 50-х годах ХХ века и полу-
чили название формул Грина–Кубо [2]. Формулы
Грина–Кубо являются следствием флуктуацион-
но-диссипативной теоремы и выражают транс-
портные коэффициенты как интегралы по време-
ни от автокорреляционных функций соответ-
ствующих микроскопических потоков.

Появление компьютеров в 1950 г. позволило
поставить задачу о численном решении уравне-
ний движения систем многих атомов и молекул.
Подобный теоретико-вычислительный подход
получил название метода молекулярной динами-
ки [3]. Таким образом, появилась возможность
расчета переносных свойств практически любых
веществ, исходя из их микроскопического описа-
ния.

Первой работой, в которой методами моле-
кулярной динамики исследовались транспорт-
ные свойства жидкостей гибких цепных моле-
кул, была [4], посвященная расчету коэффици-
ента диффузии жидкого н-бутана. Уже в этой

пионерской работе показано, что метод Грина–
Кубо дает завышенные значения коэффициен-
та диффузии по сравнению с методом Эйн-
штейна–Смолуховского. Проблема согласия
между двумя эквивалентными методами на-
блюдается и по сей день, например в работах по
исследованию коэффициентов переноса ион-
ных жидкостей [5, 6]. Значительные усилия бы-
ли приложены для расчета простых одноатом-
ных систем, взаимодействующих по потенциа-
лу Леннарда–Джонса (см. работу [7] и ссылки в
ней). Так, в работе [7] результаты использова-
ния формулы Грина–Кубо для расчета вязкости
сопоставлены с вычислениями коэффициента
вязкости непосредственно по соотношению
Эйнштейна–Гельфанда (аналог соотношения
Эйнштейна–Смолуховского для диффузии).
Cравнение для расчетов вязкости было затруд-
нено в связи с тем, что метод моментов Гель-
фанда [8] долгое время не был адаптирован для
моделирования конечных систем в периодиче-
ских граничных условиях. Однако данный во-
прос был разрешен, и для случая леннард-
джонсовской жидкости было показано, что
расчеты по формулам Грина–Кубо и по соот-
ношениям Эйнштейна–Смолуховского и
Эйнштейна–Гельфанда дают эквивалентные
результаты [7].

Существуют и другие методы предсказания
коэффициентов переноса н-алкановых жидко-
стей. В статье [9] приводятся зависимости коэф-
фициентов диффузии, вязкости и теплопровод-

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского на-
учного фонда (проект № 14-50-00124).
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ности от давления, построенные на основе мето-
да молекулярной динамики расчетов для модели
твердых сфер и соответствующих эксперимен-
тальных данных. Несферичность н-алкановых
цепочек учитывается введением поправочных па-
раметров, не зависящих от температуры и плот-
ности. В работе [10] зависимость коэффициента
диффузии в эквимольных растворах н-алканов от
состава жидкости интерполируется по массиву
экспериментальных данных.

Модельная система с межатомным потенциа-
лом Леннарда–Джонса является универсальной
моделью одноатомных жидкостей. Свойства бо-
лее сложных систем определяются спецификой
молекулярной структуры и межмолекулярного
взаимодействия. Например, свойства жидкой во-
ды в значительной степени обусловлены наличи-
ем дипольного момента молекул и возможностью
образования водородных связей между ними.
Атомистические модели водных систем должны
учитывать эти особенности [11, 12]. Используя
эмпирические межатомные потенциалы, можно
описывать изменение типа гибридизации, разрыв
и образование химических связей. В работе [13]
подобный реакционный потенциал AIREBO был
применен для моделирования плавления графи-
та. В работах [14, 15] та же модель AIREBO служи-
ла для исследования динамики бензольных моле-
кул в карбоновых нанотрубках и углеродных по-
рах.

В данной работе рассматриваются жидкости,
состоящие из цепочечных молекул достаточно
большой молекулярной массы, межмолекуляр-
ные силы в которых имеют, главным образом,
ван-дер-ваальсовскую природу. Примером слу-
жит жидкий н-триаконтан (представитель выс-
ших алканов). В работах [16, 17] проведено срав-
нение моделей объединенного атома с различны-
ми константами торсионного взаимодействия
для н-пентана и н-декана, и показано, что в слу-
чае н-алканов сильное влияние на коэффициент
диффузии оказывают внутримолекулярные взаи-
модействия. Мы используем три различные мо-
дели описания внутримолекулярного и межмоле-
кулярного взаимодействия, чтобы охарактеризо-
вать величину “систематической погрешности”,
которую вносит в результаты расчетов прибли-
женный характер описания межатомных взаимо-
действий.

Так, далее в разделах “Модель” и “Методы
расчета” изложены модели внутримолекулярного
и межмолекулярного взаимодействия, параметры
расчетной ячейки и численного интегрирования
уравнений движения атомов, процедура вывода
системы на равновесие и принципы статистиче-
ского усреднения. В разделе “Самодиффузия”
представлены результаты вычислений коэффи-
циента самодиффузии по соотношению Эйн-

штейна–Смолуховского и по формуле Грина–
Кубо, исследованы асимптотики автокорреля-
ционных функций скорости в рассматриваемых
потенциалах, проведено сравнение двух мето-
дов для трех моделей жидкого н-триаконтана и
описан специфический для высших алканов
механизм диффузии. В разделе “Сдвиговая
вязкость”представлены оценки вязкости для ис-
следуемой системы.

МОДЕЛЬ
Взаимодействие в молекулярных системах мо-

жет быть разделено на внутримолекулярное и
межмолекулярное.

Внутримолекулярная часть описывает взаимо-
действия между атомами одной молекулы и мо-
жет быть выражена как

где ,  и  – валентные взаимодей-
ствия, такие как связь ближайших соседей, угло-
вое и торсионное;  и – невалентные взаи-
модействия: леннард-джонсовское и кулонов-
ское. Первые два взаимодействия могут быть
представлены в гармоническом виде:

(1)

, (2)
здесь Ka и Kb – энергетические константы,  и θ –
расстояние и угол между атомами,  и θ0 – равно-
весные значения длины связи и угла. Леннард-
джонсовское взаимодействие задается в форме
(6)–(12):

(3)
где ε – константа взаимодействия, σ – расстоя-
ние, на котором энергия взаимодействия стано-
вится равной нулю,  – расстояние между атома-
ми. Кулоновское взаимодействие записывается
как

(4)

(  и  – заряды на -м и -м атомах,  – рассто-
яние между ними).

Торсионное взаимодействие имеет вид:  =
= , где  – энергети-
ческий барьер вращения;  – периодичность
связи; φ –текущий торсионный угол между плос-
костями, проведенными через соответствующие
тройки атомов; – равновесное значение угла.
Константы взаимодействия зависят от типа хи-
мического окружения -го и -го атомов.

Межмолекулярная часть описывает силы, ко-
торые действуют между атомами разных молекул.
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Она также представлена леннард-джонсовским и
кулоновским взаимодействиями.

Ниже показана молекула н-триаконтана
C30H62 в различных подходах:

Модель DREIDING [18] (названная в честь
швейцарского химика André Dreiding) является
полноатомной моделью, учитывающей все атомы
в системе.

В данном потенциале пренебрегается электро-
статическим взаимодействием. Эта модель, пер-
воначально созданная для исследования конфор-
маций крупных молекул, используется для пред-
сказания тепловых и механических свойств
эпоксидных полимеров [19, 20].

Модель Optimized Potential for Liquid Simula-
tions All-Atom (OPLS-AA) [21] также является
полноатомным потенциалом. Разница заключа-
ется в том, что в данной модели в параметриза-
цию входят заряды атомов в молекуле и, как след-
ствие, учитывается кулоновское взаимодействие.
Изменения в распределении электронной плот-
ности, вызванные поляризацией связей, являют-
ся источниками зарядов. Углеродные атомы име-
ют заряд, равный  (e – заряд электрона) в
метиленовых группах (CH2) и  в метильных
группах (CH3). Атомы водорода несут заряд .
Также данная модель имеет более сложный вид
торсионного взаимодействия:

(5)

где K1, K2, K3, K4 – энергетические константы.
OPLS-AA применяется для моделирования само-
диффузии и структурных свойств н-алканов до
н-декана [22]. В работе [23] с потенциалом, по-
добным OPLS-AA, но с иной параметризацией,
рассчитываются коэффициенты диффузии, вяз-
кости и теплопроводности ионных жидкостей.

Transferable Potential for Phase Equilibria – Unit-
ed Atom (TraPPE-UA) [24] является потенциалом
объединенного атома. Метиловая и метиленовая

группы рассматриваются как две эффективные
частицы. Положительно заряженные атомы во-
дорода объединены с отрицательно заряженными
углеродами, что делает частицы нейтральными. В
связи с этим в модели нет кулоновского взаимо-
действия. Для задания взаимодействий между
псевдоатомами TraPPE-UA использует формулы
(1)–(5), но с другими значениями параметров.
Из-за упрощений, связанных с объединением
атомов в группы, количество констант взаимо-
действия уменьшается и параметризация стано-
вится проще, чем в полноатомных рассмотрени-
ях. TraPPE-UA применялся для предсказания
структурных и термодинамических свойств н-
гексана, н-декана и н-гептадекана [25]. Расчеты
сдвиговой вязкости для н-декана и н-гексадекана
проведены в работе [26], для изомеров C30 в рабо-
те [27]. Физические свойства жидкого н-гексана
были изучены в работе [28]. Подобные модели, но
с другими параметрами, служат для исследования
пластической деформации олигомерных стекол
(в частности, состоящих из разветвленного алка-
на C13H31) [29], конформационных свойств жид-
костей C20H42 и C48H98 [30] и диффузии точечных
структурных дефектов в полимерных кристаллах
[31].

В табл. 1 и 2 представлены параметры кова-
лентных, угловых и торсионных взаимодействий
в моделях DREIDING, OPLS-AA и TraPPE-UA.
В табл. 3 отражена параметризация леннард-
джонсовского и электростатического взаимодей-
ствий.

МЕТОДЫ РАСЧЕТА
Метод молекулярной динамики

Расчеты проведены методом молекулярной
динамики [32, 33]. Количество молекул в системе

OPLS-AA

q(C) = −0.12 e
q(C') = −0.18 e
q(H) = 0.06 e

q(C) = 0
q(H) = 0

q(CH2) = 0
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CH3
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H

H

H
H

H
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DREIDING TraPPE-UA
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1 2

3 4

2 (1 cos( )) (1 cos(2 ))
(1 cos(3 )) (1 cos(4 )),

torsionE K K
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варьируется от 125 до 8000 (для исследования вли-
яния размеров системы). Размер расчетной ячей-
ки для 125 молекул – 48.38 Å, для 8000 – 193.52 Å.
Температура 353 ± 5 К. Плотность в случае
TraPPE-UA и OPLS-AA – 0.77 г/см3, в DREIDING –
0.69 г/см3, давление атмосферное. В расчетах
используются периодические граничные усло-
вия. Шаг интегрирования траектории методом
молекулярной динамики 1 фс. Радиус обрезки
электростатического и леннард-джонсовского
взаимодействий 12 Å для полноатомных потенци-
алов и 14 Å для потенциала TraPPE-UA. Дально-
действующую часть кулоновского взаимодей-
ствия рассчитывали методом частица–частица
частица–сетка (PPPM) [34]. Расчеты реализовы-
вали в молекулярно-динамическом пакете
LAMMPS [35].

Вывод системы на равновесие

Для проведения корректных расчетов коэф-
фициента самодиффузии система должна нахо-
диться в равновесии. Задание равновесной кон-
фигурации в жидкостях со сложными молекула-
ми считается нетривиальной задачей. Помимо
основных термодинамических величин (темпера-
тура, давление) в процессе релаксации необходи-
мо следить за конфигурационной динамикой мо-
лекул. Подобного рода задачи могут быть решены
с помощью относительного параметра асиммет-
рии , который показывает, как расположены
атомы в молекуле относительно центра масс. Он
используется для анализа конфигурационных
свойств больших молекул [36] и выражается как

 ( , ,  – собствен-

ные числа тензора инерции молекулы Sαβ =

= , где ,  –
масса и координата -й частицы в -м направле-
нии, ,  – масса и координата центра масс мо-
лекулы в -м направлении).

Если , то все атомы молекулы лежат на
одной прямой, если  – атомы расположены
сферически симметрично относительно центра
масс. Когда система выходит на равновесие, от-
носительный параметр асимметрии, усреднен-
ный по всем молекулам, должен принимать по-
стоянное значение. Подобный критерий уже
применялся ранее при получении предваритель-

2κ

4 4 4
2 1 2 3

2 2 2 2
1 2 3

λ λ λ3 1κ
2 2(λ λ λ )

+ += −
+ + 1λ 2λ 3λ

β
CM CM1

( )( )/atomsN
i i ii

m r r r r mα α β
=

− −∑ im ir
α

i α
m CMr α

α
2κ 1=

2κ 0=

Таблица 1. Параметры ковалентных связей и угловых взаимодействий в потенциалах TraPPE-UA, DREIDING и
OPLS-AA

Потенциал Связь , ккал/моль , Å Угол , ккал/моль , град

TraPPE-UA CHx–CHx 268 1.54 CHx–CHx–CHx 62.1 114

DREIDING C–C 350 1.53 X–C–X 175 109.471
C–H 350 1.09

OPLS-AA C–C 268 1.529 C–C–C 58.35 112.7
C–H 340 1.09 H–C–C 37.50 110.7

H–C–H 33.0 107.8

bK 0r aK 0θ

Таблица 2. Параметры торсионных взаимодействий в потенциалах TraPPE-UA, DREIDING и OPLS-AA

Потенциал Угол , ккал/моль , ккал/моль , ккал/моль , ккал/моль

TraPPE-UA CHx–CHx–CHx–CHx 1.411 –0.271 3.145 0
DREIDING X–C–C–X 0 0 0.11111 0
OPLS-AA H–C–C–H 0 0 0.318 0

H–C–C–C 0 0 0.366 0
C–C–C–C 1.740 –0.157 0.279 0

1K 2K 3K 4K

Таблица 3. Параметры леннард-джонсовских и куло-
новских взаимодействий в потенциалах TraPPE-UA,
DREIDING и OPLS-AA

Потенциал Атом , 
ккал/моль , Å q/e

TraPPE-UA CH2 0.0914 3.95 0

CH3 0.195 3.75 0
DREIDING C 0.0951 3.47 0

H 0.0152 2.85 0
OPLS-AA C(CH3) 0.066 3.5 +0.18

C(CH2) 0.066 3.5 +0.12
H 0.03 2.5 –0.06

ε σ
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ных результатов [37], но в ходе данной работы
программа для расчета  (усреднение по моле-
кулам) была существенно доработана.

Зависимость  от времени в процессе выво-
да на равновесие в модели TraPPE-UA представ-
лена на рис. 1. Начальной конфигурацией являет-
ся газ одинаковых вытянутых молекул, находя-
щихся на расстоянии бóльшем, чем радиус
обрезки потенциала, чему соответствует 
Молекулам сообщается скорость, соответствую-
щая 500 К. Затем  начинает уменьшаться, что
свидетельствует о начале их движения и скручи-
вании относительно центра масс. В процессе сжа-
тия элементарной ячейки к физической плотно-
сти молекулы образуют капли и вытягиваются
внутри них (зависимость плотности от времени
представлена на рис. 2). На следующем этапе по-
лученная жидкость релаксирует в NPT-ансамбле
2 нс при атмосферном давлении и 353 К. Среднее
значение плотности берется на последних 0.5 нс,
и при этой плотности жидкость релаксирует в
NVT-ансамбле на протяжении 2 нс. При релакса-
ции жидкости в термостатах NPT и NVT  вы-
ходит на постоянное значение и испытывает есте-
ственные флуктуации, обусловленные размером
ячейки. Данный факт свидетельствует о наличии
конфигурационного равновесия в системе. На за-
ключительном этапе производится нагрев жидко-

2κ〈 〉

2κ〈 〉

≈2κ 1.

2κ〈 〉

2κ〈 〉

сти до 700 К в течение 0.1 нс с целью разрушения
метастабильных состояний, которые могли обра-
зоваться в процессе конденсации (молекулы в си-
лу своей длины могут запутываться и образовы-
вать клубки), и последующая термализация к
353 К. Дальнейшие расчеты проводятся для полу-
ченной равновесной конфигурации.

В модели OPLS-AA применяется такой же ме-
ханизм получения равновесной системы, и плот-
ность с хорошей точностью совпадает с экспери-
ментальной. В модели DREIDING плотность
при данных условиях в процессе релаксации в
NPT ансамбле получается на 10% ниже экспери-
ментального значения. Из двух возможных ва-
риантов использования потенциала DREIDING
(при экспериментальной плотности или при ат-
мосферном давлении) был выбран второй вари-
ант, так как при экспериментальной плотности
коэффициент диффузии занижен примерно на
порядок по сравнению с экспериментальной ве-
личиной.

Основные соотношения

Классическим методом расчета коэффициен-
та самодиффузии является формула Эйнштейна–
Смолуховского , где  – средний
квадрат смещения центра масс молекул,  – вре-

2 6r DtΔ = 2rΔ
t

Рис. 1. Динамика усредненного относительного параметра асимметрии  в процессе вывода системы на равновесие
в модели TraPPE-UA. Пояснения в тексте.

1.0

NVE NPT NVT
Газ + сжатие

〈κ2〉

0.9

0.8

0.7
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мя. Усреднение проводится по времени и по мо-
лекулам.

Формулы Грина–Кубо, следующие из флукту-
ационно-диссипационной теоремы, представля-
ют собой более сложные методы расчета коэффи-
циентов переноса. Для коэффициента самодиф-
фузии молекул жидкости  формула имеет вид:

, (6)

здесь  – автокорреляционная функция
скоростей (АКФС) центров масс молекул,  –
время.

Статистическое усреднение

Результаты расчета должны сопровождаться
усреднением по молекулярно-динамической тра-
ектории. Для реализации подобного усреднения

D

0

(0) ( ) /3
t

D t dt
∞

=

= ∫ v v

(0) ( )tv v
t

траектория может быть разделена на статистиче-
ски независимые участки. Длина таких участков
может быть определена временем динамической
памяти . Это время, по прохождении которого
система забывает свои начальные условия. При-
чина данного явления заключается в том, что
уравнения Ньютона для каждой частицы реша-
ются численно и, как следствие, отличаются от
гипотетического точного решения [3]. Время ди-
намической памяти может быть получено из
асимптотики выражений:

(7)

где  и  – траектории с одинаковыми
начальными условиями, но интегрируемые с раз-
ными шагами по времени. Асимптотики у данных
выражений имеют вид  и

mt

2 2

1

2 2

1

'( ( ) ( )) /

'( ( ) ( )) / ,

N
i ii

N
i ii

r r t r t N

t t N
=

=

Δ = −

Δ = −

∑
∑v v v

( , )r v ( ' , ' )r v

2 exp( )r A KtΔ =

Рис. 2. Зависимость плотности ρ от времени в процессе вывода системы на равновесие в модели TraPPE-UA. На встав-
ках показаны характерные фазы системы, соответствующие текущей плотности.
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, когда , и  =

= , , когда , где  –

коэффициент диффузии,  – тепло-
вая скорость.

Расчет невязок (7) выполняли для центров
масс молекул с шагами интегрирования 0.5 и 1.0 фс.
В данной системе время памяти составляет около
3 пс.

Сбор статистики для АКФС проводится в не-
сколько этапов. Первый этап является классиче-

ским:  усреднение
по молекулам. На втором этапе сдвигается точка от-
счета, относительно которой рассчитывается

, на значение, равное времени динамиче-

ской памяти :  = 
Итоговая АКФС – среднее по всем молекулам си-
стемы и статистически независимым точкам от-
счета.

В случае расчета среднего квадрата смещений
частиц  метод усреднения применяется та-
кой же, как и при расчете АКФС.

САМОДИФФУЗИЯ
Формула Эйнштейна–Смолуховского

Классическая зависимость (для Леннард-
Джонсовской системы) имеет два степенных
участка: баллистический (начальный, обусловлен
свободным движением молекулы без столкнове-
ний), на котором  и диффузионный
(обусловлен случайными столкновениями моле-
кул друг с другом), на котором .

Расчеты коэффициента самодиффузии для
центров масс молекул во всех трех моделях прове-
дены вдоль 1 нс траекторий. Результаты расчетов
представлены на рис. 3 в двойном логарифмиче-
ском масштабе для отображения степенной зави-
симости  от времени. Пунктирными линия-
ми показаны линейные и квадратичная зависи-
мости.

Степень зависимости на начальном участке
равна двум, как и в классических системах. Во
всех трех моделях наблюдается промежуточный
участок, на котором показатель зависимости
меньше единицы. В литературе данный участок
называют субдиффузионным [38]. Подобные ре-
зультаты были получены при исследовании мето-
дами молекулярной динамики ионных жидко-
стей [39] и диффузии мономеров в состоянии со
специфичной упаковкой, свойственной располо-
жению хроматина в ядрах клеток эукариот [40].
Принято считать, что субдиффузия отражает ка-

Δ =2 exp( )B Ktv mt t< Δ 2r

−12 ( )mD t t Δ =2 22 thv v mt t> D

=2
B3 /th k T mv

1
(0) ( ) (0) ( )/ ,molN

i i moli
t t N

=
= ∑v v v v

(0) ( )tv v

mt (0) ( )tv v
1

( ) ( ).molN
m mi

t t t
=

+∑ v v

2r〈Δ 〉

2 2~ ,r t〈Δ 〉

2 6r DtΔ =

2r〈Δ 〉

кие-либо затруднения в движении частиц [41, 42].
Исследование диффузии в терминах дробных
распределений, частным случаем которых явля-
ется этот механизм, выполнено в работах [43–46].
В рассматриваемом в данной статье случае замед-
ление диффузии молекул связано с их длиной.

Для определения характера проявляющегося
субдиффузионного участка проведен анализ от-
дельных траекторий молекул исследуемой жид-
кости. На рис. 4 показана 1 нс траектория центра
масс молекулы системы в потенциале DREID-
ING (количество молекул в расчетной ячейке
3375). Средний пробег центра масс молекулы за
такое большое время получается меньшим, чем
размер расчетной ячейки (151.14 Å). Отчетливо
видны области локализации центра масс. Полу-
чается, что диффузия в подобных системах имеет
скачкообразный характер с двумя временными
масштабами. Первое время обусловлено нахож-
дением внутри области локализации. Второе яв-
ляется временем перехода из одной области в дру-
гую, и его значение может быть на несколько по-
рядков меньше. Перескоки положений центров
масс молекул обусловлены изменениями их фор-
мы.

В модели объединенного атома зависимость
 выходит на линейный участок, тогда как

в случае полноатомных моделей для наблюдения

2 ( )r tΔ

Рис. 3. Зависимость среднеквадратичного смещения
центра масс от времени в моделях TraPPE-UA (1),
DREIDING (2) и OPLS-AA (3). Серыми пунктирны-
ми линиями обозначены классические асимптотики
баллистического и диффузионного режимов.
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диффузионного режима необходимы большие
времена. Для этого необходимо как минимум
вдвое увеличить длину равновесной траектории.
Поэтому коэффициенты самодиффузии в
DREIDING и OPLS-AA на текущем этапе рас-
считываются из асимптотических аппроксима-
ций данных зависимостей. Коэффициенты 
соответствующие данным асимптотикам, пред-
ставлены в табл. 4.

Коэффициент диффузии в модели TraPPE-UA
получился бóльшим, чем в полноатомных моде-
лях. Причина этого явления заключается том, что
молекулы менее затруднены в движении в модели
объединенного атома, так как водород исключен
из рассмотрения. Подобные эффекты, обуслов-
ленные сокращением определенных степеней
свободы, обсуждаются в работах по исследова-
нию больших полимерных и белковых молекул
[47, 48].

ES,D

Влияние размера системы на коэффициент
диффузии при вычислении методом Эйнштей-
на–Смолуховского почти не проявляется. На
рис. 5 показаны результаты расчетов среднеквад-
ратичного смещения в модели TraPPE-UA для
125, 1000 и 8000 молекул. В случае полноатомных
потенциалов DREIDING и OPLS-AA зависи-
мость также остается слабой.

Формула Грина–Кубо

АКФС центров масс молекул, нормированные
на тепловую скорость, изображены на рис. 6 для
трех моделей. Длина расчетной траектории 1 нс.

В газах и жидкостях с небольшими плотностя-
ми АКФС спадает к нулю асимптотически [49,
50]. При рассмотрении ионных кластеров в ней-
тральном газе наблюдаются осцилляции АКФС,
связанные с колебаниями иона [51]. В данной ра-
боте АКФС уходят в отрицательную область
(рис. 6). Причина этого явления заключается в
том, что при определенной плотности случаи от-
скока молекул от эффективного слоя жидкости
начинают преобладать над рассеиванием при
парных столкновениях [52]. В связи с этим, век-
тор скорости меняет знак на противоположный,
что и отражается на виде АКФС.

В потенциале объединенного атома TraPPE-UA
в течение 1 пс АКФС имеет явно завышенный
участок, что обусловлено особенностями модели:

Рис. 4. Динамика центра масс молекулы жидкости в течение 1 нс в модели DREIDING. Для масштаба в левом нижнем
углу изображена расчетная ячейка.

Область 4

Область 1
Область 2

Область 3
Расчетная ячейка

151.14 Å

10 Å

Таблица 4. Коэффициенты самодиффузии, рассчитан-
ные в различных моделях при 353 ± 5 К и 1 атм

Примечание. Экспериментальная величина 2.8 × 10–6 см2/с
[57].

Модель DGK × 106 см2/c DES × 106 см2/c

TraPPE-UA 5.8 ± 0.6 5.40 ± 0.38
DREIDING 1.5 ± 0.7 1.03 ± 0.07
OPLS-AA 1.74 ± 0.40 1.68 ± 0.12
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в системе, где водород исключен из рассмотре-
ния, центры масс молекул движутся более сво-
бодно. Это обстоятельство и влияет на более
плавное затухание АКФС. Обе полноатомные
модели на начальном участке хорошо согласуют-
ся друг с другом. В данном рассмотрении водоро-
ды способствуют “зацеплению” молекул жидко-
сти и, как следствие, АКФС спадают быстрее.

Важным вопросом при исследовании диффу-
зии является получение асимптотик АКФС. На-
пример, в работе [53] продемонстрировано нали-
чие двух экспоненциальных участков в случае
диффузии наночастицы лития в аргоне. Поведе-
ние АКФС на больших временах для сложных
молекул является важным результатом данной
работы.

При рассмотрении систем недостаточно боль-
шого размера не удается выделить определенной
аналитической зависимости на больших време-
нах из-за отсутствия достаточной статистики и
влияния периодических граничных условий (рис. 7).
При расчете со 125 молекулами корреляции ско-
рости наблюдаются до времени  ( оцени-
вается через скорость звука в алканах – 1500 м/с),
в течение которого звуковая волна, возникающая
из-за периодичности, успевает пересечь систему
[53, 54]. Расчет для системы с 1000 молекул де-
монстрирует тот факт, что помимо граничных

125/ sL v sv

условий свой вклад вносят вычислительные осо-
бенности. Поэтому для наблюдения асимптотики
необходимо рассмотрение больших систем,
включающих в себя больше 2 х 105 атомов, что эк-
вивалентно 8000 молекулам в модели TraPPE-UA
и 3375 молекулам в полноатомных моделях
DREIDING и OPLS-AA.

В модели TraPPE-UA отчетливо виден переход
АКФС в степенной режим  при 3 пс
(рис. 8). Подобная асимптотика имеет теоретиче-
ское обоснование для газов и жидкостей при не-
больших плотностях (когда АКФС строго поло-
жительна). Причина такого поведения заключа-
ется в коллективном движении молекул
жидкости [52, 55, 56]. Проявление данной асимп-
тотики свидетельствует о том, что в TraPPE-UA
механизм диффузии почти не отличается от клас-
сического, что также подтверждается относитель-
но незаметным субдифузионным участком в за-
висимости Эйнштейна–Смолуховского.

Отклонения от классического представления
(режим ) наблюдаются в полно-
атомных подходах (рис. 8). Существование обла-
стей локализации центров масс молекул замедля-
ет процесс диффузии, что и отражается на более
быстром спаде АКФС к нулю.

Вопрос обрезки интеграла (6) является ключе-
вым на протяжении многих лет и обсуждается во

1.5(0) ( ) ~t t −v v

2.0(0) ( ) ~t t −v v

Рис. 5. Зависимость результатов расчета среднеквад-
ратичного смещения молекул от размеров системы
(количество молекул 125 (1), 1000 (2) и 8000 (3)) в мо-
дели TraPPE-UA. Вставка – выделенный крупнее
диффузионный участок.
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Рис. 6. Нормированные автокорелляционные функ-
ции скорости в моделях TraPPE-UA (1), DREIDING (2)
и OPLS-AA (3).
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многих работах, связанных с расчетом коэффи-
циентов переноса методами Грина–Кубо. Поро-
говым значением, до которого из физических со-
ображений нужно интегрировать АКФС, являет-
ся время , но в случае сложных
жидкостей необходимо введение дополнитель-
ных поправок. С данной проблемой столкнулись
авторы работ [5, 6] при расчете коэффициентов
диффузии ионных жидкостей: метод Грина–Ку-
бо давал более высокие значения, чем соотноше-
ние Эйнштейна–Смолуховского.

В простых системах асимптотический вклад не
играет большой роли, так как АКФС затухает го-
раздо быстрее, чем в исследуемой жидкости. При
пренебрежении данным вкладом и обрезке
АКФС на времени  в исследуемой жидкости
коэффициент диффузии получается в полтора–два
раза бóльшим, чем значение, найденное методом
Эйнштейна–Смолуховского. Например, в TraPPE-UA
в методе Грина–Кубо значение  оказалось рав-

ным  см2/с, а DES =  см2/с. Си-
туация изменяется, если к численному интегралу

 добавить вклад асимптотического предела
АКФС : DGK =  В этом случае
наблюдается лучшее согласие методов.

~ /s st L v

/ sL v

GKD
68.41 10−× −× 65.4 10

NumD
AsimpD .Num AsimpD D+

Рис. 7. Зависимость модуля автокорреляционной функции от размеров системы (количество молекул 125 (1), 1000 (2)
и 8000 (3)) в модели TraPPE-UA.
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Рис. 8. Асимптотики модуля нормированной авто-
корреляционной функции в TraPPE-UA (1), DREID-
ING (2) и OPLS-AA (3). В модели TraPPE-UA расчет
для 8000 молекул, в DREIDING и OPLS-AA – для
3375. Серыми линиями изображены аналитические
продолжения.
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Результаты расчетов  и  а также экспе-
риментальное значение при заданных условиях
[57] представлены в табл. 4. В случае метода Эйн-
штейна–Смолуховского указанные погрешности
являются статистическими (усреднение прово-
дится по независимым начальным конфигураци-
ям). При расчете методом Грина–Кубо ошибка
определяется вариацией степени асимптотики
АКФС, так как небольшое изменение значения
показателя влечет за собой достаточно суще-
ственное изменение величины соответствующего
интеграла. Средние значения  и погрешности

 вычисляются из соотношений: DGK =
=   (  и  –
минимальные и максимальные коэффициенты
диффузии, определяемые соответствующими ва-
риациями степени аналитического продолжения
функции).

При вычислении коэффициента диффузии с
заданной точностью соотношение Эйнштейна–
Смолуховского требует в несколько раз меньший
объем статистики, чем метод Грина–Кубо. Это
объясняется тем, что такие факторы, как перио-
дические граничные условия, время памяти, не-
достаток статистики влияют на определение
асимптотического предела АКФС, используемой
в формуле Грина–Кубо.

СДВИГОВАЯ ВЯЗКОСТЬ
Для броуновской частицы существует соотно-

шение Стокса–Эйнштейна, связывающее коэф-
фициенты вязкости  и диффузии  при задан-
ной температуре  через радиус частицы :

.
В случае полимеров имеется модифицирован-

ное соотношение, основанное на ряде экспери-
ментальных данных и последующем теоретиче-
ском обосновании: , где  –
плотность исследуемой жидкости,  – среднее
расстояние между концевыми атомами молеку-
лы, – молекулярная масса [58].

Для оценки коэффициента вязкости н-триа-
контана использовали модифицированную фор-
мулу Стокса–Эйнштейна, так как данная моле-
кула имеет вытянутую форму и не может быть ап-
проксимирована сферической частицей. Также в
исследуемой жидкости наблюдаются особенно-
сти диффузии (свойственные сложным систе-
мам), которые демонстрируют невозможность
использования классического соотношения для
коэффициентов переноса.

Длина С–С-связи  в алканах составляет
около 1.5 Å. Равновесный угол C–C–C может
быть принят равным 109.5°, так как атомы углеро-
да в молекулах алканов имеют гибридизацию sp-3.

ESD GK,D

GKD
GKσ
( )/2,max minD D+ GK GKmaxD Dσ = − minD maxD

η D
T r

η/ 1/6πD kT r=

2
Bη/ ρ /36D k T h M= ρ

h

M

l

Поэтому длина молекулы  в равновесной кон-
фигурации может быть представлена как

 (в скелете молекулы 30 ато-
мов углерода). Значение  составляет соответ-
ственно 35.5 Å. Средняя длина молекулы н-триа-
контана  в жидкости с учетом всевозможных из-
гибов лежит в диапазоне 20–30 Å.

Оценку коэффициента вязкости проводили
при следующих параметрах:  г/см3,

 Å,  г/моль,  К и
 см2/с (коэффициент диффузии,

рассчитанный в потенциале OPLS-AA). Основ-
ной вклад в погрешность оценки вносит опреде-
ление среднего расстояния между концевыми
атомами молекулы. При учете данного факта
можно оценить относительную ошибку получен-
ного значения:  Сдвиговая
вязкость при этом составила 5.5 ± 2.2 мПа с. Экс-
периментальная величина при данной температу-
ре равна 4.87 мПа c [59].

Совпадение оценки коэффициента вязкости с
экспериментальным значением в пределах по-
грешности свидетельствует о применимости со-
отношения Стокса–Эйнштейна, предложенного
для полимеров, в случае высших н-алканов. Дан-
ный результат также подтверждает тот факт, что
классические соотношения, полученные для бро-
уновских частиц, не применимы в случае н-алка-
нов из-за их относительно большой длины. В
перспективе многомасштабные модели подоб-
ных систем, возможно, дадут возможность уточ-
нить модели пробойных явлений в трансформа-
торных маслах (см., например, работы [60, 61]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследована применимость классических ме-

тодов расчета коэффициентов диффузии и вязко-
сти в случае жидкого н-триаконтана, а также со-
ответствующие механизмы диффузии.

Расчеты в трех разномасштабных моделях по-
средством соотношения Эйнштейна–Смолухов-
ского продемонстрировали, что в случае длинных
н-алканов механизм диффузии отличается от
классического и существует выраженный суб-
диффузионный участок (рис. 3). Причиной появ-
ления этого участка является скачкообразный
механизм движения молекул, имеющий два мас-
штаба по времени. Первое время обусловлено на-
хождением центра масс молекулы внутри мета-
стабильной области локализации, второе – быст-
рым перескоком в соседнюю область (рис. 4).
Коэффициент диффузии может быть найден из
линейного участка зависимости среднеквадра-
тичного смещения центров масс от времени.

Метод Грина–Кубо в случае сложных жидко-
стей является более вычислительно затратным,

L

= 29 sin(109.5/2)L l
L

h

ρ 0.77=
25h = 422.5M = 353T =

61.68 10D −= ×

ησ /η 2σ / 0.4.h h= =
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чем соотношение Эйнштейна–Смолуховского,
так как требует рассмотрения больших систем для
наблюдения асимптотики автокорреляционной
функции скоростей (рис. 7). Аналитический
вклад данной асимптотики в интеграл обеспечи-
вает совпадение значений коэффициента диффу-
зии во всех моделях с величинами, полученными
из соотношения Эйнштейна–Смолуховского, в
пределах вычислительной точности.

Особенности используемой модели межатом-
ного взаимодействия отражаются на результатах
расчета коэффициента диффузии. В случае соот-
ношения Эйнштейна–Смолуховского зависи-
мость  в TraPPE-UA имеет почти класси-
ческий вид (из-за отсутствия в системе водорода
молекулы движутся более свободно), в полно-
атомных потенциалах более явно заметно замед-
ление диффузии вследствие “зацепления” водо-
родов. При расчете методом Грина–Кубо особен-
ности подхода сказываются на показателях
степени асимптотических хвостов АКФС – в пол-
ноатомных моделях функция затухает быстрее.

В связи с этим коэффициент диффузии в мо-
дели TraPPE-UA получился завышенным 5.4 ×
× 10–6 см2/с. В полноатомных подходах найден-
ные значения лежат ближе к экспериментально-
му (2.8 × 10–6 см2/с): в DREIDING 1.03 × 10–6 см2/с,
в OPLS-AA 1.68 × 10–6 см2/с.

Модифицированное соотношение Стокса–
Эйнштейна для полимеров, учитывающее эффекты,
обусловленные длиной молекул, позволяет оцени-
вать вязкость высших н-алканов. Полученное зна-
чение 5.5 ± 2.2 (мПа c) в пределах погрешности ме-
тода совпадает с экспериментальным (4.87 мПа c).

Расчеты в настоящей работе проведены на су-
перкомпьютере МВС-100К Межведомственного
компьютерного центра Российской академии наук.
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