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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ЦЕНЫ НА РЫНКЕ ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ
Поведение цен на рынках электроэнергии, не подвергающихся жесткому государственному регулированию, харак-

теризуется наличием сезонности, высокой волатильности и существованием резких скачков. Это значительно ослож-
няет моделирование цен стандартными средствами. В работе сделана попытка применения системы ФитцХью-Нагу-
мо со стохастическим слагаемым для моделирования динамики ценовых изменений на рынках электроэнергии.
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Ослабление государственного регулирова-
 ния электроэнергетической индустрии
 в ряде стран Европы и Северной Аме-

рики привело к тому, что цены на электричество
под воздействием рыночных сил демонстрируют су-
щественные колебания, которые не соответствуют
картинам, наблюдаемым на основательно изучен-
ных фондовых рынках. В поведении цен на упомя-
нутый реальный актив наблюдаются очевидные ка-
чественные отличия [7; 8]. Разработанные на се-
годня эконометрические методы оценки не позво-
ляют в полной мере учесть эти особенности. Зада-
ча данной работы состоит в том, чтобы продемон-
стрировать схожесть динамики траекторий модели
ФитцХью-Нагумо со стохастическим слагаемым
с поведением цен на рынке электроэнергии Вели-
кобритании и определить возможность ее приме-
нения для моделирования цен на различные про-
межутки времени. В ходе работы были исследова-
ны статистические свойства модели по отношению
к соответствующим рыночным показателям, а так-
же влияние на них отдельных параметров.

Особенности поведения цен. Основной осо-
бенностью ценовой динамики электроэнергии яв-
ляется наличие резких выбросов, называемых так-
же «спайками» (от англ. spike – «шип, острый вы-
ступ»). Под ними подразумеваются кратковремен-
ные ценовые скачки большой амплитуды с после-
дующим падением на начальный уровень. Объяс-
нением такого необычного поведения служат как
товарные свойства электроэнергии, так и специфи-
ка процесса ее производства и доставки до потре-
бителя. Среди них необходимо выделить следую-
щие:

– невозможность (точнее, высокие издержки)
создания и хранения запаса;

– технические аспекты генерации обсуждаемо-
го актива – электростанции способны менять уро-

вень выработки энергии только с существенным
временным лагом [13];

– неоднородность издержек при использовании
различных производственных мощностей (и тех-
нологий производства), точнее – быстро растущие
предельные издержки производства;

– неэластичность спроса со стороны потреби-
телей;

– ограничения, накладываемые инфраструкту-
рой сетей доставки, и необходимость поддержания
стабильности системы [6].

Сеть представляет собой систему высоковольт-
ных линий электропередач, доставляющих энергию
от вырабатывающих электростанций к региональ-
ным распределительным сетям. На схеме, приведен-
ной, например, в [9, рис. 1] наглядно показана струк-
тура передаточных и распределительных сетей Ве-
ликобритании. Работа системы происходит на час-
тоте 50Гц, а передача осуществляется по линиям
с напряжением 275 и 400 кВ [9]. Британская карта
сети передачи электричества представлена в [1].

Устойчивость системы требует поддержания
постоянного напряжения на каждом участке сети и
зависит от возможности сохранять равновесие меж-
ду спросом и предложением. Кроме того, необхо-
димо поддерживать постоянную частоту в системе
после нарушений, вызванных их дисбалансом. Се-
рьезные колебания частоты могут привести к вы-
ходу сети из строя [9].

На рисунке 1 отражена динамика спроса и цены
на электроэнергию (здесь и далее по горизонтали
отложен номер получасового интервала наблюдения)
на разных по длительности временных интервалах.
Можно отметить присутствие сезонного фактора
в динамике цен. Явно заметны дневная и недельная
периодичность, что обуславливается естественной
сменой уровня спроса на электричество в течение
дня и падением уровня спроса в выходные дни.

© Кудрин Н.В., Максимов А.Г., 2012
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Наличие скачков в траектории цен можно на-
блюдать на большинстве рынков, свободных от
жесткого государственного регулирования, среди
них – Испания, Норвегия, Нидерланды, США, Ка-
нада и др. В данной работе рассматривается бри-
танский рынок – первый, подвергшийся реоргани-
зации и наиболее конкурентный в Европе на сегод-
няшний день [5; 14].

Эконометрический анализ. Модели временных
рядов находят применение в анализе и прогнозиро-
вании цен на электричество. Наиболее часто исполь-
зуются модели типа ARMA и ARIMA [3; 11].

В работе рассмотрен временной ряд цен на элек-
троэнергию в Великобритании за 2008 год. Исход-
ными данными являются получасовые значения цен
спот на бирже APX-ENDEX [2] и соответствующие
показатели спроса [12].

Для моделирования динамики цен была выб-
рана модель типа ARMAX следующего вида:
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где Pt – цена в момент времени t, Pt-1 – значение
цены полчаса назад, Pt-49 – значение цены сутки на-
зад, Pt-337 – значение цены неделю назад, Xt-1 – спрос
полчаса назад.

Предполагается, что текущее значение цены
зависит от предыдущего, от значения в аналогич-
ный момент времени день назад. Параметр Pt-337
присутствует в модели для того, чтобы учесть вли-
яние изменений, связанных с падением спроса в
выходные дни. Оценки коэффициентов и их значи-
мость приведены в таблице 2.

Однако, несмотря на то что в целом модель не-
плохо описывает общие тенденции движения цены,
возникает проблема сглаживания интересующих
нас пиков при построении прогноза.

Рис. 1. Динамика цены (£/МВтч) и спроса (МВтч) для рынка электроэнергии Великобритании
(данные – [2; 12]) a), b) – 2008 год; c), d) – неделя; e), f) – месяц.
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Таблица 1
Описательные статистики ряда

 Среднее Медиана Максимум Минимум Ст. отклонение 
Цена, £/МВтч 68.91 59.31 438.16 24.55 32.81 
Спрос, МВтч 37782 38044 57622 20993 7536 

Моделирование динамики цены на рынке электроэнергии
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Применение модели ФитцХью-Нагумо. Систе-
ма уравнений (модель) ФитцХью-Нагумо (ФХН) [4;
10] первоначально была предложена как упрощен-
ная версия модели Ходжкина-Хаксли, применяю-
щейся для моделирования распространения возбуж-
дения в гигантском аксоне кальмара. Будучи отно-
сительно простой по форме, но демонстрирующей
разнообразное и сложное поведение, система ФХН
стала одной из базовых моделей нелинейной дина-
мики. Система ФХН используется при моделирова-
нии поведения объектов различной природы: физи-
ческой, химической, экономической, социальной.

Используемая в данной работе стохастическая
модель ФХН представляет собой нелинейную не-
автономную систему дифференциальных уравне-
ний следующего вида:

yxx  )(g (1.a)
 )()( dtfybxy  (1.b)

где g(x)=kx-x3, k>0, >0. Здесь >0, >0, b>0, >0 –
константы,  – производная винеровского случай-
ного процесса, например, гауссовый белый шум.
Стандартное отклонение (d), определяющее интен-
сивность шума, обычно выражается как d2
(d>0).

Система (1) может быть представлена в форме
одного уравнения второго порядка:
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описывающего динамику нелинейного осциллятора
с нелинейным «затуханием», на который, кроме того,
действуют внешние регулярная и случайная силы.

Вернемся к системе (1). Параметр  связывает
два уравнения. При =0 и f=0 уравнение (1.b) сво-
дится к уравнению, описывающему известный про-
цесс Орнштейна-Уленбека [15], который «возвра-

Таблица 2
Оценки коэффициентов эконометрической модели

Переменная Коэффициент Стандартное  
отклонение 

Const -4,86585** 0,56490 
Pt-1 0,86562** 0,00535 
Pt-49 0,01487* 0,00475 
Pt-337 0,01242* 0,00429 
Xt-1  0,00033** 0,00002 
i **  
R2 0.914 
AIC( Akaike info criterion) 7.3783 
BIC (Schwarz criterion) 7.3815 
Количество наблюдений 17231 

* – значимость на уровне 1%, ** – значимость на уровне 0,1%.

Рис. 2. «Потенциал» U(x) при различных значениях y: a) y=-0.5; b) y=-1.5; c) y=0.5; d) y=1.5
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щается» к своему «среднему» (b/) экспоненциаль-
но с характерным временем 1/. Первое уравне-
ние в данном случае может быть интерпретирова-
но, как траектория движения частицы в потенциа-
ле  

x
dkxU  )()( 3  c двумя или одним ми-

нимумами (рис. 2).
Рассмотрим фазовое пространство (x,y) систе-

мы (1) в случае отсутствия «внешних сил» (f==0),
воспользовавшись разделением траекторий на бы-
стрые и медленные движения (см., например, [16]).

При =0 фазовый портрет системы (1) состоит из
«склейки», составленной из кривой медленных
(y=g(x) – S-образная кривая на рис. 3) и быстрых
(y=const на рис. 3) движений.

Кривая медленных движений имеет три участка,
разделенных точками (x-,y-) и (x+, y+). Правая и левая
части кривой являются устойчивыми по быстрым
движениям, центральная часть – неустойчивой. Точ-
ка A – точка пересечения кривой медленных движе-
ний и прямой y=x+b/ – состояние равновесия сис-
темы (1). Если оно единственно и точка A принадле-

Рис. 3. Фазовое пространство системы (2) при =0, k=1, =1, b=2, =1, =1, f=0, =0

Рис. 4. Механизм возникновения скачка при отсутствии шума:
при =0.01, k=1, =1, b=2, =1, =1, f=0, d=0; a) фазовое пространство; b) x(t); c) y(t).
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жит левой или правой части кривой медленных дви-
жений, то состояние равновесия – устойчиво, если
центральной – неустойчиво, и в этом случае в фа-
зовом пространстве системы (1) имеется устойчи-
вый предельный цикл. (В зависимости от соотно-
шения параметров системы (1), состояний равно-
весия может быть и три, и два (а не только одно).
Если их три и все 3 состояния равновесия принад-
лежат центральной части кривой медленных дви-
жений – в системе имеется предельный цикл, если
хотя бы одно принадлежит правой или левой части
кривой медленных движений – предельного цикла
нет. Случай двух состояний равновесия в простран-
стве параметров имеет множество коразмерности
один и с точки зрения моделирования динамики

рынка электроэнергии при помощи «полной» сис-
темы (1) особого интереса не представляет.) В слу-
чае 0<<<1 поведение траекторий системы (1) по-
добны (вне малой окрестности кривой медленных
движений) случаю «склеенной» системы. В част-
ности, если есть «предельный цикл» на «склейке»
(см. ссылку 2), от него отрождается (с ростом )
предельный цикл.

Аналогично «выброс» (скачок) в модели ФХН
можно понимать как «импульс» БA (см. рис. 4).

Система (1) при =1 рассматривается как базо-
вая модель динамики цен на рынке электричества.
Часть b-f(t)+(d) уравнения (1.b) идентифициру-
ется с динамикой агрегированного спроса с элемен-
том случайной составляющей. В качестве внешней

Рис. 5. Стохастическая модель ФХН в мягком режиме.
(Данное и последующие результаты моделирования получены при помощи численного интегрирования

методом Рунге-Кутта 4-5 порядка в пакете MATLAB 10.)
a) фазовый портрет; b) x(t); c)y(t); d)f(t)
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Рис. 6. Модель поведения цен за период a) «2,5 года»; b) «Месяц» – расширенная модель.
=0.15, k=1, =1, c=-1, b=0, =1, =1, d=10.
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силы f используется периодическая функция
Asin(ft) с амплитудой A>0 и частотой f.

В зависимости от набора параметров система
может функционировать в разных режимах. Режим,
когда  принимает значения от 0.15 до 0.4, назовем
мягким. Он дает более широкие возможности для
моделирования цен, поскольку «замедляет» быст-
рую переменную и способствует появлению выб-
росов разной амплитуды (рис. 5).

Базовая модель допускает некоторые расшире-
ния [7; 8]. Одно из них заключается в том, что сла-
гаемое x второго уравнения системы (1) заменя-
ется на sinh(x-c)), где c – константа [7].

Введение гиперболического синуса модифици-
рует механизм предельного цикла ФХН, делая си-
стему более «гибкой» – в окрестности нуля функ-
ция почти линейна [sinh(x-c))-c+x], но с оп-
ределенного момента начинает демонстрировать
экспоненциальный рост или снижение. Это позво-
ляет переменной x достигать более высоких значе-
ний, чем было возможно в базовой модели.

«Расширенная» система была использована для
моделирования динамики цен за два с половиной
года на рынке электроэнергии. Для учета сезонной
составляющей спроса внешняя сила была преоб-
разована к следующему виду:
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где f=6, u=2, v=0.06. При данных параметрах
2f1,047, что примерно соответствует одному
дню функционирования рынка в терминах систе-

мы. Результаты представлены на рисунке 6. Рису-
нок 6(b) позволяет более детально рассмотреть мо-
делируемую траекторию на временном промежут-
ке, эквивалентном одному месяцу.

Статистика выбросов. Использование модели
ФитцХью-Нагумо привлекательно не только из-за
того, что она способна воспроизводить форму тра-
ектории цен. Статистические свойства получаемых
решений также довольно схожи с показателями
реального рынка.

Продемонстрировать это можно с использова-
нием таких показателей, как интервал между скач-
ками цен и «ширина скачка» [7].

Пусть задан некоторый уровень цены h. Обо-
значим за j(h) – момент начала скачка под номе-
ром j – то есть момент времени, когда траектория
цены пересекает установленный уровень («снизу
вверх»). Тогда pj(h) – конец этого скачка – то есть
момент времени, когда траектория цены пересечет
h в обратном направлении. Разность

tj(h)=j+1(h)-j(h) (3)
будем называть интервалом между двумя выбро-
сами.

Аналогично шириной выброса будет называть-
ся разность:

j(h)=pj(h)-j(h). (4)
Устанавливая уровень, классифицирующий на-

блюдаемое движение цены как выброс, можно про-
следить статистику скачков разной амплитуды
и ширины. На рисунке 7 отражено поведение сред-
ней ширины скачка и среднего интервала между
двумя соседними скачками в зависимости от фик-
сированного значения h (которые могут служить

Рис. 7. Среднее значение ширины скачка и интервала между скачками при разных значениях h для
реального рынка – a), b) и расширенной модели – c), d) (=0.15, k=1, =1, b=0, =1, c=-1, =1, d=10).
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оценками математического ожидания соответствен-
но ширины скачка и интервала между двумя со-
седними скачками).

Из рисунка 7 следует, что для модели (1), по
мере увеличения h (при фиксированном наборе
параметров модели), до определенного момента
интервал и ширина возрастают, но затем средняя
ширина начинает снижаться за счет того, что в рас-
чет принимаются наиболее редкие и непродолжи-
тельные пики. Средний интервал между соседни-
ми выбросами продолжает расти. На реальном
рынке интервал возрастает, а пики становятся бо-
лее узкими при движении «отсечки» от 110 до 180
фунтов стерлингов.

Распределение исследуемых величин представ-
лено на следующих гистограммах (рис. 8).

На гистограммах (рис. 8 a),b)) можно заметить,
что, как правило, скачок продолжается от 2 до
10 часов – вероятно, это промежутки дня, для ко-
торых характерен наиболее интенсивный спрос на
электроэнергию (с 9–10 до 20–21 часа). Модель
выдает чуть менее разнообразные выбросы «усред-
ненной ширины» при меньшем удельном весе ко-
ротких и длинных скачков, однако, в общем, соот-
ветствует данной особенности.

Как видно из гистограмм (рис. 8 c),d)), наибо-
лее часто – как на рынке, так и в модели – рассто-
яние между соседними скачками составляет от 24

Рис. 8. Интервал между выбросами – гистограммы: a) модель (h=-0.5), b) рынок (h'=150£);
ширина выброса – гистограммы: c) модель (h=-0.7); d) рынок (h'=110£)
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Рис. 9. Среднее значение ширины скачка (a) и интервала между скачками (b)
и их стандартные отклонение (c, d) в зависимости от параметра  при разных уровнях «отсечки» h

(k=1, =1, b=2, =1, =1, d=10, f=6, u=2, v=0.06)
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до 300 часов. Полученный результат укладывается
в рамки тех свойств рынка, которые были отмече-
ны выше – выбросы происходят с интервалом от
одного дня до недели.

Для того чтобы модель давала картину, наибо-
лее близкую к реальному рынку, необходимо соот-
ветствующим образом подобрать параметры. На
рисунках 9–11 показано, как изменяются статис-

тические характеристики скачков в моделируемой
системе (1) при варьировании соответствующих
параметров.

Из рисунка 9 следует, что с ростом параметра 
скачки становятся менее «острыми» и средняя
ширина увеличивается. Среднее время, отделяю-
щее последующий выброс от предыдущего, также
увеличивается. Несколько неожиданным, на пер-

Рис. 10. Среднее значении: a) – ширины скачка, b) – интервала между скачками
и их стандартные отклонения – c) и d) соответственно, в зависимости от значения параметра 

при разных уровнях «отсечки» h (=0.15, k=1, =1, b=2, =1, d=10,f=6, u=2, v=0.06)
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Рис. 11. Среднее значении: a) – ширины скачка, b) – интервала между скачками и их стандартные
отклонения – c) и d) соответственно, в зависимости от значения параметра  при разных уровнях

«отсечки» h. (=0.15, k=1, =1, b=2, =1, d=10, f=6, u=2, v=0.06).
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вый взгляд, выглядит увеличение среднего време-
ни, отделяющего последующий выброс от преды-
дущего с ростом параметра . Это связано со сни-
жением общего числа скачков, которые становятся
менее плотно распределенными во времени. Стоит
отметить, что среднее значение интервала для зна-
чений h, равных 0 и 0.7, почти не отличается, что
связано с разными качествами принимаемых во
внимание выбросов. В первом случае выбросы
имеют большую продолжительность, и за счет этого
растет ожидаемое время до следующего скачка, при
h=0.7 в расчете участвуют более острые пики, ко-
торые встречаются реже – то есть среднее значе-
ние интервала между ними становится больше.

Рассмотрим влияние других параметров моде-
ли ( и ) на поведение «выбросов» (рис. 10).

С ростом параметра  статистические показате-
ли «скачков» (среднее значение ширины «скачка»
и среднее значение интервала между двумя соседни-
ми «скачками») уменьшаются (рис. 10). Причем этот
эффект сохраняется для различных значений h.

При изменении параметра  динамика средней
ширины «скачка» перестает быть монотонной
(рис. 11). Рост параметра  сначала (в определен-
ном интервале) вызывает увеличение средней ши-
рины выброса, затем – уменьшение, а далее пове-
дение определяется и другими характеристиками
модели (возможен выход на более или менее по-
стоянный уровень). Аналогичным образом ведет
себя и среднеквадратическое отклонение средней
ширины выброса. Интервал между выбросами мо-
нотонно уменьшается при увеличении параметра.

Отметим, что характер изменения статистичес-
ких характеристик не меняется при изменении
уровня «отсечки».

Полученные результаты позволяют говорить
о возможном использовании рассмотренной систе-
мы ФитцХью-Нагумо в качестве «генератора» цен
на рынке электроэнергии на разные временные го-
ризонты. Хотя модель не может называться прогно-
зирующей, общая картина вполне соответствует про-
исходящему на рынке. Целью дальнейшего иссле-
дования является нахождение набора параметров,
позволяющего, насколько это возможно, воспроиз-
вести основные характеристики и особенности тра-
ектории реальных цен, учитывая при этом структур-
ные изменения, которые связаны с выходными дня-
ми, сменой сезонов, температурными колебаниями
и факторами, влияющими на энергетический рынок.
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