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¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ ïóáëèêóåò
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èíôîðìàöèþ î ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì. Ïðåä-

íàçíà÷àåòñÿ äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, ïðåïîäàâàòåëåé, àñïèðàíòîâ è

ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ.

Æóðíàë çàðåãèñòðèðîâàí â Ôåäåðàëüíîé ñëóæáå ïî íàäçîðó â ñôåðå ñâÿçè, èíôîðìà-
öèîííûõ òåõíîëîãèé è ìàññîâûõ êîìììóíèêàöèé (Ðîñêîìíàäçîð). Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãè-
ñòðàöèè ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè ÏÈ � ÔÑ77-37887 îò 23 îêòÿáðÿ 2009 ãîäà.
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ñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿.
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Îò ðåäàêöèè

Âî âòîðîì íîìåðå 17-ãî òîìà ïóáëèêóþòñÿ ðàáîòû âåäóùèõ ó÷¼íûõ è ìî-
ëîäûõ èññëåäîâàòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ó÷àñòíèêàìè XII íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëè-
ðîâàíèè¿ ñ ó÷àñòèåì çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ (ã. Ñàðàíñê, 28 � 30 àâãóñòà 2015
ãîäà). Êîíôåðåíöèÿ ïðîâîäèòñÿ íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì Ìîðäîâ-
ñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà è Ñðåäíåâîëæñêèì
ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 15-01-20610).
Âñå ñòàòüè èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåöåíçèè, à ñàì æóðíàë äîñòóïåí â ñåòè
Internet íà ñàéòå Elibrary.ru.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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ÓÄÊ 517.9

Ìîäåëèðîâàíèå óïðàâëåíèåì íåëèíåéíûì îáúåêòîì 3-ãî

ïîðÿäêà ñ îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèåé êîíå÷íîãî

ñîñòîÿíèÿ

c⃝ Â. Â. Àôîíèí1, Ñ. Ì. Ìóðþìèí2, À. Â. Ìóñêàòèíüåâ3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ íåëèíåéíûõ îáúåêòîâ
óïðàâëåíèÿ 3-ãî ïîðÿäêà, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îïòèìàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìèíèìèçà-
öèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Ëèíåàðèçàöèÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ íà êàæäîì øàãå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàòðèöà îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà. Óïðàâëåíèå â âèäå
îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ ïðèêëàäûâàåòñÿ ê íåëèíåéíîìó îáúåêòó íà êàæäîì øàãå ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîñòðîåíèåì ïåðåõîäíûõ
ïðîöåññîâ ñèñòåì, çàìêíóòûõ íà îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ, àôôèííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöà îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà, ëèíåéíî-
êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îáðàòíàÿ ñâÿçü, ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, ñèñòåìà
Ëîðåíöà

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ äîñòàòî÷íî àêòóàëüíà. Èçâåñòíû êàê
òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî ýòîìó âîïðîñó [5], [7], [10], [11], òàê è ÷èñòî ïðèêëàäíûå [9].
Ðàññìîòðåíèå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îòðàæåíî â ó÷åá-
íûõ ïîñîáèÿõ äëÿ âóçîâ, íàïðèìåð, â [4],[7],[12]. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ óïðàâëå-
íèÿ îáû÷íî ïðîâîäèòñÿ â ñèñòåìå MATLAB [1], [2], [3], [4], [6]. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
äëÿ äàííîé ñòàòüè ïîëó÷åíû òàêæå ñ ïîìîùüþ MATLAB (âåðñèè R14b).

Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ àôôèííûõ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ, ó êîòîðûõ óïðàâëåíèå âõîäèò â îïèñàíèå îáúåêòà ëèíåéíî [10]. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü àôôèííîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dX(t)

dt
= A(X(t)) +B(X(t))u(t),

ãäå
A(X(t)) =

[
a1(X(t)), a2(X(t)), · · · , an(X(t))

]T
, � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñ ýëåìåíòàìè ai ,

B(X(t)) =
[
b1(X(t)), b2(X(t)), · · · , bn(X(t))

]T
, � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñ ýëåìåíòàìè bi ,

X(t) =
[
x1(t), x2(t), · · · , xn(t)

]T
, � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ.

1 Äîöåíò êàôåäðû àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè è óïðàâëåíèÿ, Ìîðäîâñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; afoninvv@fet.mrsu.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû ýëåêòðîíèêè è íàíîýëåêòðîíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; muskatav@mail.ru
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Â îáùåì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíóþ àôôèííóþ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå
[10]:

dx

dt
= A(x) + B(x)u, x ∈ Rn, u ∈ Rm,

ãäå âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
A(x) =

(
a1(x), a2(x), · · · , an(x)

)T
,

B(x) =
∥∥bij(x)∥∥ � ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà òèïà n×m ñ ýëåìåíòàìè bij(x) .

Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåâîä ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ èç çàäàííîãî íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â íóëåâîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå âûðàæàåòñÿ â âèäå îá-
ðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè
óïðàâëåíèå äîëæíî áûòü âûáðàíî òàê, ÷òîáû ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì óñëîâèè
X(0)ìèíèìèçèðîâàòü êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë âèäà

I =

∫ ∞

0

(X(t)TQX(t) + U(t)TRU(t)) → min,

ãäå Q � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàç-
ìåðà n × n , R � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ðàçìåðà m × m , T � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Íà óïðàâëåíèå îãðàíè÷åíèé íå
íàëîæåíî.

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè èìååò âèä

U(t) = −R−1BTPX(t),

ãäå P � (n×n ) ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîå ðåøåíèå íåëèíåé-
íîãî ìàòðè÷íîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

PA+ ATP − PBR−1BTP +Q = 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ äîñòóïíû äëÿ èçìåðåíèÿ.
Àâòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ íåëèíåéíûõ

îáúåêòîâ â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ óïðàâëÿåìîñòü äàííîé íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû [3], ãäå èìååòñÿ ïðîãðàììíûé êîä. Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíîé
àôôèííîé ñèñòåìû [4], ïðîâåðÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.
Â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ïðèìåðàõ ÷àñòü ïîëþñîâ èëè âñå ïîëþñà ëèíåàðèçîâàííîé ñè-
ñòåìû ëåæàò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êîðíåé. Ïðèâåäåì ýòàïû
ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà.

1. Ïðîâåðêà íà óïðàâëÿåìîñòü íåëèíåéíîé ñèñòåìû [3].

2. Ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû è ïðîâåðêà âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ [4].

3. Çàäàíèå âåñîâûõ ìàòðèö êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà.

4. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ
îáúåêò óïðàâëåíèÿ [4].

5. Â òåìïå èíòåãðèðîâàíèÿ (íà êàæäîì øàãå) îñóùåñòâëÿòü ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû
óïðàâëåíèÿ è ðåøàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñè-
ñòåìû � ðàññ÷èòûâàòü ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð.
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6. Çàìûêàíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû íà ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð, îïðåäåëÿå-
ìûé íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ.

7. Ïîñòðîåíèå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â íåëèíåéíîé ñèñòåìå. ×èñëåííî îöåíèâàòü âåêòîð
êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.

2. Ìîäåëèðîâàíèå óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè îáúåêòàìè 3-ãî ïî-
ðÿäêà

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå âçÿòû èç [8], [10], [11], è ïðè-
ìåíèì ê íèì óêàçàííûé âûøå ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè. Â [10], [11] ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ñèíòåçà óïðàâëåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ñòàáèëèçàöèþ àôôèííûõ
ñèñòåì. Àëãîðèòìû äîñòàòî÷íî ñëîæíû, óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ïå-
ðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Â [8] ðåøàþòñÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ
îáúåêòîâ. Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ âåñîâûå ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèî-
íàëà è íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå âåêòîðà ñîñòîÿíèé.

Ïðèìåð 1. Ñèñòåìà Ð¼ññëåðà ñ óïðàâëåíèåì [10]. Îïèñàíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

ẋ1 = −x2 − x3,

ẋ2 = x1 + ax2,

ẋ3 = c+ x3(x1 − b) + u,

ãäå a , b , c � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû.
Çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:
x1(0) = 6; x2(0) = 7; x3(0) = 8.

Çíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:
x1(8) = −0.13913; x2(8) = 0.034098; x3(8) = −0.175265.

Ìàòðèöà Q êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà:
234 0 0
0 468 0
0 0 702

Ìàòðèöà R êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà: 0.0130 .

Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â çàìêíóòîé ñèñòåìå ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.

Ïðèìåð 2. Òåïëîâîé îáúåêò [8]. Îáúåêò ñîñòîèò èç àïïàðàòà, îáúåì êîòîðîãî íåîá-
õîäèìî íàãðåòü äî îïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðû. Îïèñàíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ:

ẋ1 = u− x1,

ẋ2 = x1,

ẋ3 = (x2− x22)− x3,

Ïîñëå äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òåìïåðàòóðû íåðåäêî òðåáóåòñÿ åå ñòàáèëèçèðîâàòü.
Çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:
x1(0) = 2; x2(0) = −3; x3(0) = 4.

Â ðåçóëüòàòå ñòàáèëèçàöèè çíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:
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Ðèñ. 1: Ïåðåõîäíîé ïðîöåññ â ñèñòåìå Ð¼ññëåðà ñ óïðàâëåíèåì

x1(10) = 8.3772e− 05; x2(10) = −5.75051e− 05; x3(10) = 9.6394e− 06.

Ìàòðèöà Q êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà:
1.3000 0 0

0 2.6000 0
0 0 3.9000

Ìàòðèöà R êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà: 0.3000 .

Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â çàìêíóòîé ñèñòåìå ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2: Ïåðåõîäíîé ïðîöåññ â ñèñòåìå Ð¼ññëåðà ñ óïðàâëåíèåì

Ïðèìåð 3. Ñèñòåìà Ëîðåíöà ñ îäíèì óïðàâëåíèåì [10], [11]. Îïèñàíèå îáúåêòà óïðàâ-
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ëåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ1 = −σx2 + σx2,

ẋ2 = rx1− x2 − x1x3 + u,

ẋ3 = x1 ∗ x2 − bx3,

ãäå σ , b , r � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû.
Êàê è â [10], [11] ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:
σ = 10; b = 8

3
; r = 28.

Çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:
x1(0) = −10; x2(0) = 5; x3(0) = 8.

Â ðåçóëüòàòå ñòàáèëèçàöèè çíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:
x1(2) = −0.0003252; x2(2) = −0.000238088; x3(2) = 0.0436865.

Ìàòðèöà Q êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà:
1.0000 0.5000 0.3333
0.5000 1.0000 0.6667
0.3333 0.6667 1.0000

Ìàòðèöà R êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà: 0.2300 .

Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â çàìêíóòîé ñèñòåìå ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3: Ïåðåõîäíîé ïðîöåññ â ñèñòåìå Ð¼ññëåðà ñ óïðàâëåíèåì

Ïðèìåð 4. Ñèñòåìà Ëîðåíöà ñ äâóìÿ óïðàâëåíèÿìè [10]. Îïèñàíèå îáúåêòà óïðàâëå-
íèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ1 = −10(x1 − x2),

ẋ2 = −x1x3 − x2 + u1x1,

ẋ3 = x1x2 − u2x3,

Â [10] ïðèâåäåíî ðåøåíèå ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
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x1(0) = 3; x2(0) = −4; x3(0) = −1.
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàëñÿ ïðèåì ïîëíîé ëèíåàðèçàöèè íà êàæäîì

øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäíûå
ïðîöåññû ïîëó÷åíû ïðàêòè÷åñêè, êàê è â [10].

Ìàòðèöà Q êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà:
1.3000 0 0

0 2.6000 0
0 0 3.9000

Ìàòðèöà R êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà:
15 0
0 30

Çíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:
x1(5) = 5.74015e− 07;
x2(5) = 7.43603e− 08;
x3(5) = 0.413952.
Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â çàìêíóòîé ñèñòåìå ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4: Ïåðåõîäíîé ïðîöåññ â ñèñòåìå Ð¼ññëåðà ñ óïðàâëåíèåì

3. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì íîñèò ýâðèñòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Íî ñ åãî ïîìîùüþ çíà÷èòåëüíî ïðîùå âûïîëíèòü ÷èñëåííîå ìîäåëè-
ðîâàíèå, ïîëó÷åíèå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â çàìêíóòîé ñèñòåìå. Ïðè ýòîì óïðîùàåòñÿ
âîçìîæíàÿ òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ, ïîñêîëüêó ñòàáèëèçèðó-
þùåå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ íåëèíåéíîãî
îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Ïðîöåññû ñòàáèëèçàöèè ìîæíî ðåãóëèðîâàòü âåñîâûìè ìàòðèöàìè
êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà.
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Modeling of nonlinear control object 3-th order with

optimal stabilization of the �nal state

c⃝ V. V. Afonin4, S. M. Murjumin5, A. V. Muskatinjev6

Abstract. We consider the problem of optimal stabilization of nonlinear control objects 3-th
order, described by ordinary di�erential equations with constant coe�cients. Optimal stabilization
is understood in the sense of minimization of a quadratic functional for the linearized control
object. The linearization is performed at each step of numerical integration of nonlinear system of
di�erential equations and calculated the matrix of the optimal regulator. Management in the form
of state feedback is applied to non-linear object at each step of numerical integration. The results
of simulation with plotting transient systems and the closed-loop optimal controller.

Key Words: optimal stabilization, a�ne control systems, a system of ordinary di�erential
equations, matrix optimal controller, linear-quadratic optimal control problem, feedback, the
transition process, Lorenz system
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ÓÄÊ 517.9

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ

êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ

c⃝ Å. ß. Ãóðåâè÷1, Å. Ä. Êóðåíêîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñîãëàñîâàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé Ìîðñà-Áîòòà äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñî-
ãëàñîâàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ïîòîêîâ. Ïðåäëàãàåìûé ðåçóëüòàò óñòðàíÿåò
íåòî÷íîñòü â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîãî ôàêòà Ê. Ìåéåðîì, çàìå÷åííóþ À.À. Îøåìêîâûì
è Â.Â. Øàðêî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå ïîòîêè íà ïîâåðõíîñòÿõ, ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà,
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [3], ãäå ñôîðìóëèðîâàí ðåçóëüòàò è ïðèâåäåíà
èñòîðèÿ âîïðîñà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óòî÷íÿþòñÿ ôîðìóëèðîâêè è ïðèâîäèòñÿ äåòàëüíîå
äîêàçàòåëüñòâî àíîíñèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà.

Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà
ïîòîêà f t íà Mn , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. φ(f t(x)) < φ(x) äëÿ ëþáîé áëóæäàþùåé òî÷êè x ∈Mn è ëþáîãî t > 0 .

2. φ(f t(x)) = φ(x) äëÿ ëþáîé íåáëóæäàþùåé òî÷êè x ∈Mn .

Èç ðàáîòû ×. Êîíëè [2] ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò äëÿ
ëþáîãî ãëàäêîãî ïîòîêà. Èç ðàáîòû Â. Âèëüñîíà è Äæ. Éîðêå [7] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûé ïîòîê îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî åñòü ãëàäêîé ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíî-
æåñòâîì ñèñòåìû3.

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà p ∈ Mn íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé C2 -ãëàäêîé ôóíêöèè
φ : Mn → R , åñëè ∂φ

∂xi
|p = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, ..., n â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, ..., xn

â îêðåñòíîñòè òî÷êè p . ×èñëî îòðèöàòåëüíûõ (íóëåâûõ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
Ãåññå â êðèòè÷åñêîé òî÷êå p áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì (ñòåïåíüþ âûðîæäåíèÿ) ýòîé òî÷êè
è îáîçíà÷àòü ip ( kp ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ :Mn → R è ÷åðåç
∆k ⊂ ∆ � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ , äëÿ êîòîðûõ ñòåïåíü íåâûðîæäåí-
íîñòè ðàâíà k . Ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè ∆ = ∆0 (òî
åñòü âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè íåâûðîæäåíû). Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-
Áîòòà, åñëè ìíîæåñòâî ∆ åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñ-
øàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; elena _ gurevich@list.ru.

2 Ñòóäåíò ôàêóëüòåòà ýêîíîìèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñøàÿ øêîëà ýêî-
íîìèêè; eugene2402@mail.ru.

3 Â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãëàäêîé ïîòîêà f t ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà,
ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåïíî-ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì ýòîãî ïîòîêà. Äëÿ
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâîãî ïîòîêà öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì.
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C1, ..., Cl ìíîãîîáðàçèÿ Mn è ãåññèàí â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå p ∈ Ci íåâûðîæäåí â
íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Ci , i ∈ {1, ..., l} .

Äëÿ ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå ëåììîé
Ìîðñà-Áîòòà (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü φ : Mn → R � ôóíêöèÿ Ìîðñà-Áîòòà, C �
åå êðèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d è p ∈ C � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Òîãäà
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Up ∈ Mn òî÷êè p è äèôôåîìîðôèçì g : Up → Rd × Rn−d

òàêèå, ÷òî:

1. g(p) = 0 ;

2. g(Up ∩ C) = {(x, y) ∈ Rd × Rn−d| y = 0} ;

3. φ(g−1(x, y)) = φ(C)− y21 − y22 − ...− y2ip + y2ip+1 + ...+ y2n−d ,

ïðè÷åì çíà÷åíèå φ(C) îäíî è òî æå äëÿ âñåõ òî÷åê p ∈ C .

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêèé ïîòîê f t íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-
Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé,
à óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðà-
åêòîðèé íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïîòîêîì.

Èç ðàáîòû [6] Ñ. Ñìåéëà (Th B) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïî-
òîêà f t íà Mn ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → [0, n] ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. Ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

2. φ(p) = dim W u
p äëÿ ëþáîãî cîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ∈ Ω(f t) .

K. Ìåéåð â ðàáîòå [4] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà Mn

ñóùåñòâóåò C∞ -ãëàäêàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ :Mn → [0, n] ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

1. Ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà.

2. Ìíîæåñòâî ∆0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîòîêà f t , ìíî-
æåñòâî ∆1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

3. φ(p) = dim W u
p äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ∈ Ω(f t) .

4. φ(x) = 0(2) äëÿ ëþáîé òî÷êè x , ïðèíàäëåæàùåé óñòîé÷èâîìó (íåóñòîé÷èâîìó)
ïðåäåëüíîìó öèêëó.

Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ, ïîñòðîåííóþ Ìåéåðîì, ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé Ìîðñà-
Áîòòà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà.

Ïóñòü γ � ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f t ïåðèîäà τγ , x0 ∈ γ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà,
x1 = f t1(x0), x2 = f t2(x0) , 0 < t1 < t2 < τγ . Òî÷êè x0, x1, x2 çàäàþò îðèåíòàöèþ ïðå-
äåëüíîãî öèêëà γ , êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé ïîòîêîì f t .
Ïóñòü γ′ � ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f ′t , íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îðèåíòàöèÿ, èíäóöè-
ðîâàííàÿ ïîòîêîì f ′t . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì h : γ → γ′ ÿâëÿåòñÿ ñîõðà-
íÿþùèì îðèåíòàöèþ, åñëè îðèåíòàöèÿ íà ïðåäåëüíîì öèêëå γ′ , îïðåäåëåííàÿ òî÷êàìè
h(x0), h(x1), h(x2) , ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé ïîòîêîì f ′t .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïóñòü f t , f ′t � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, φ , φ′ �
ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà ïîòîêîâ f t è f ′t ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè
φ , φ′ íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû
H : Mn →Mn è χ : R → R òàêèå, ÷òî:

1. ãîìåîìîðôèçì χ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ;

2. f ′H = χ f ;

3. äëÿ ëþáîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà γ ∈ ∆1 îãðàíè÷åíèå H|γ ãîìåîìîðôèçìà H íà γ
ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t è f ′t , çàäàííûå
íà îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M2 , áûëè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà φ è φ′ áûëè ñîãëàñî-
âàííî ýêâèâàëåíòíûìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ
â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿) ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàí-
ñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 13-01-12452 îôè-ì2, 15-01-03687 À). Àâòîðû áëàãîäàðÿò
Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

2. Îêðåñòíîñòü çàìêíóòîé òðàåêòîðèè

Ïóñòü f t � ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèè M2 è γ � åãî óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà φ è óòâåðæäåíèÿ 1.1.
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü Nγ(ε) ïðåäåëüíîãî öèêëà γ , èìåþùàÿ
ñòðóêòóðó ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì îòðåçîê (äèô-
ôåîìîðôíàÿ ëèáî êîëüöó S1 × [−ε, ε] , ëèáî ëèñòó Ìåáèóñà) è îñíàùåííàÿ ïàðîé ãëàäêèõ
òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîåíèé {Sr}r∈[0,ε] , {Rs}s∈γ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Sr ⊂ φ−1(r) äëÿ ëþáîãî r ∈ [0, ε] ; S0 = γ . Åñëè r > 0 , è Nγ îðèåíòèðóåìà, òî Sr
� ïàðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Åñëè r > 0 è Nγ(ε) íå îðèåíòèðóåìà, òî
Sr � îäíà îêðóæíîñòü.

2. Rs ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïàðû òðàåêòîðèé ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà −gradφ ôóíêöèè
φ , è òî÷êè s ∈ γ , ïðèíàäëåæàùåé çàìûêàíèþ ýòèõ òðàåêòîðèé.

3. äëÿ ëþáîé ïàðû s, r (r ̸= 0) ïåðåñå÷åíèå Sr ∩ Rs òðàíñâåðñàëüíî è ñîñòîèò â òî÷-
íîñòè èç äâóõ òî÷åê, ïðè÷åì â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
Sr ïåðåñåêàåòñÿ ñ Rs ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

Ë å ì ì à 2.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ γ ñëîé Rs ÿâëÿåòñÿ
äóãîé áåç êîíòàêòà äëÿ ïîòîêà f t|

Nγ (ε)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Nγ(ε̃) � îêðåñòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ âûøå. Èç òåîðåìû
î òðóáêå òîêà (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 1.1 â êíèãå [5]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè s ∈ γ
ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Us ⊂ Nγ(ε̃) , ÷òî äóãà Rs ∩Us ÿâëÿåòñÿ äóãîé áåç êîíòàêòà
äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà f t íà Us . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè äóãè γ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
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÷èñëî òî÷åê s1, ..., sk ⊂ γ òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî {Usi ∩ γ}i∈{1,...,k} îáðàçóåò ïîêðûòèå äóãè

γ . Òîãäà ñóùåñòâóåò ε òàêîå, ÷òî îêðåñòíîñòü Nγ(ε) ⊂
n∪
i=1

Usi .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Äàëåå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îêðåñòíîñòü Nγ(ε) ïðåäåëüíîãî öèêëà óäîâëå-

òâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ ëåììû 2.1. è áóäåì îïóñêàòü ε â îáîçíà÷åíèè ýòîé îêðåñòíîñòè:
Nγ = Nγ(ε) .

Ïîëîæèì Ñγ = {(x, y) ∈ R2| |y| 6 ε} , Π = {(x, y)| 0 6 x < 1, |y| 6 ε} .
Ïóñòü Nγ îðèåíòèðóåìà. Òîãäà îíà ãîìåîìîðôíà êîëüöó S1 × [−ε, ε] è ñóùåñòâóåò

íàêðûòèå p+ : Ñγ → Nγ , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. îãðàíè÷åíèå p+|Π : Π → Nγ îòîáðàæåíèÿ p+ íà ìíîæåñòâî Π ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì;

2. p+(x+ k, y) = p+(x, y) äëÿ ëþáûõ (x, y) ∈ R2 è k ∈ Z ;

3. äëÿ ëþáîãî îòðåçêà Ix ⊂ Π , ïàðàëëåëüíîãî îñè Oy è ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó
x ∈ OX âûïîëíÿåòñÿ p+(Ix) = Rp+(x,0) ;

4. äëÿ ëþáîé ïðÿìîé Ly ⊂ Π , ïàðàëëåëüíîé îñè Ox è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó y ∈ Oy ,
âûïîëíÿåòñÿ p+(Ly ∪ L−y) = Sy .

Ïóñòü Nγ íåîðèåíòèðóåìà. Òîãäà îíà äèôôåîìîðôíà ëèñòó Ìåáèóñà è ñóùåñòâóåò
íàêðûòèå p− : Ñγ → Nγ , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. îãðàíè÷åíèå p−|Π : Π → γ îòîáðàæåíèÿ p− íà ìíîæåñòâî Π ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì;

2. p−(x+ k, y) = p−(x, (−1)ky) äëÿ ëþáûõ (x, y) ∈ R2 è k ∈ Z ;

3. äëÿ ëþáîãî îòðåçêà Ix ⊂ Π , ïàðàëëåëüíîãî îñè Oy è ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó
x ∈ OX âûïîëíÿåòñÿ p−(Ix) = Rp−(x,0) ;

4. äëÿ ëþáîé ïðÿìîé Ly ⊂ Π , ïàðàëëåëüíîé îñè Ox è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó y ∈ Oy
âûïîëíÿåòñÿ p−(Ly ∪ L−y) = Sy .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̃ tδ ïîòîê â Ñγ , íàêðûâàþùèé ïîòîê f t|
Nγ
, δ ∈ {+,−} .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè îáõîäå çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ â íàïðàâ-
ëåíèè âîçðàñòàíèÿ âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå x â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå
Ñγ ðàñòåò. Òîãäà êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f̃ tδ , ëåæàùàÿ âûøå îñè Ox , ÿâëÿåòñÿ ãðà-
ôèêîì óáûâàþùåé ôóíêöèè, à êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f̃ tδ ëåæàùàÿ íèæå îñè Ox ,
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè.

Ë å ì ì à 2.2. Ïóñòü Nγ � îêðåñòíîñòü çàìêíóòîé òðàåêòîðèè, îïðåäåëåííàÿ â
ëåììå 2.1.. È ïóñòü η, θ ∈ ∂Nγ � äâå ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ãðàíèöå ýòîé
îêðåñòíîñòè, ïðè÷åì â ñëó÷àå îðèåíòèðóåìîé Nγ òî÷êè η è θ ïðèíàäëåæàò ðàçíûì
êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂Nγ . Òîãäà ñóùåñòâóåò äóãà áåç êîíòàêòà c ∈ Nγ ,
ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè η è θ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóåìûé ñëó÷àé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
η̃, θ̃ òàêèå òî÷êè â Π , ÷òî pδ(η̃) = η , pδ(θ̃) = θ . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
η̃ = (xη, ε) , θ̃ = (xθ,−ε) è η̃ ëåæèò ëåâåå θ̃ (ñì. ðèñ. 1, à)). Ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà
òî÷êà η̃ ëåæèò ïðàâåå òî÷êè θ̃ , áóäóò àíàëîãè÷íûìè.
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Ðèñ. 1: à) ïîñòðîåíèå äóãè áåç êîíòàêòà â ëåììå 2.2.; á) ïîñòðîåíèå ñëîåíèÿ â ëåììå 2.3.

Ïîñòðîèì äóãó n ⊂ Π′ , ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè η̃ è θ̃ , è ÿâëÿþùóþñÿ äóãîé áåç êîíòàêòà
äëÿ ïîòîêà f̃ tδ . Òîãäà äóãà pδ(n) áóäåò èñêîìîé äóãîé c . Äóãó n ïîëó÷èì êàê îáúåäèíåíèå
äâóõ îòåçêîâ ïðÿìûõ n1, n2 . Îòðåçîê n1 ñîåäèíÿåò òî÷êè η̃ è (xη, 0) , îòðåçîê n2 ñîåäè-
íÿåò òî÷êè (xη, 0) è θ̃ . Îòðåçîê n1 ÿâëÿåòñÿ äóãîé áåç êîíòàêòà äëÿ ïîòîêà f̃ tδ â ñèëó
òîãî, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò ïðîîáðàçó íåêîòîðîãî ñëîÿ Rs ñëîåíèÿ {Rs} , îïðåäåëåííîãî
â ëåììå 2.1.. Îòðåçîê n2 áóäåò ÿâëÿòüñÿ äóãîé áåç êîíòàêòà â ñèëó òîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé, â òî âðåìÿ êàê âñå òðàåêòîðèè ïîòîêà f̃ tδ ,
ëåæàùèå íèæå îñè Ox , ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé.

Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìîé îêðåñòíîñòè Nγ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âñåãäà ìîæíî
âûáðàòü òàêóþ îáëàñòü Π′ = {(x, y) | k 6 x < k+1, |y| 6 ε} , 0 6 k < 1 , ÷òî òî÷êè η̃, θ̃ ∈ Π′

òàêèå, ÷òî pδ(η̃) = η , pδ(θ̃) = θ , ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïðÿìûì y = ±ε . Äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïðåäñòàâèì îðèåíòèðóåìóþ îêðåñòíîñòü Nγ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ êî-
ëåö N1 è N2 , êàæäîå èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíî çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé γ è îäíîé èç êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂Nγ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç D1 ⊂ N1 , D2 ⊂ N2 êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè ãðàíèöû ∂Nγ . Çàôèêñèðóåì íà îêðóæíîñòÿõ D1 , D2 îðèåíòàöèþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ
îðèåíòàöèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà, èíäóöèðîâàííîé ïîòîêîì f t . À èìåííî, åñëè ïðè îáõîäå
ïðåäåëüíîãî öèêëà γ â íàïðàâëåíèè, çàäàâàåìîé åãî îðèåíòàöèåé, îêðåñòíîñòü Ni îñòàåò-
ñÿ ñïðàâà (ñëåâà), òî ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè Di â íàïðàâëåíèè, çàäàííîì å¼ îðèåíòàöèåé,
îêðåñòíîñòü Ni îñòàåòñÿ ñëåâà (ñïðàâà).

Ë å ì ì à 2.3. Ïóñòü Nγ � îðèåíòèðóåìàÿ îêðåñòíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çà-
êëþ÷åíèþ ëåììû 2.1.. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìà
Γ: D1 → D2 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñëîåíèå {Ts}s∈γ òàêîå, ÷òî

1. êàæäûé ñëîé Ts ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü Di â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ïðè÷åì Ts ∩
D2 = Γ(Ts ∩D1) ;

2. äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2} è êàæäîãî c ∈ [0, ε] ïåðåñå÷åíèå Ts ∩ Ni ∩ φ−1(c) ñîñòîèò
ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.
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Ðèñ. 2: Ïîñòðîåíèå ñëîåíèÿ â ëåììå 2.4.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì òî÷êó (0, ε) çà a . Íà ïîëóèíòåðâàëå
[(0,−ε); (1,−ε)) íåîáõîäèìî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà b ñ êîîðäèíàòàìè (xb,−ε) òà-
êàÿ, ÷òî p+(a) = Γ(p+(b)) . Ïóñòü òî÷êà a′ èìååò êîîðäèíàòû (1, ε) , à òî÷êà b′ � êîîðäèíà-
òû (xb+1,−ε) . Îáîçíà÷èì çà T ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè a, a′, b′, b Â íàêðûâàþùåì
ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèå Γ èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì Γ̃ : [a, a′] → [b, b′] .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé òðàïåöèè T , ñîåäèíÿþùèé òî÷êè d ∈
[a, a′] è Γ̃(d) ∈ [b, b′] , ïîëîæèì s̃ = n∩Ox , s = p−(s̃) , Ts = p−(n) . Äóãà Ts óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 1) ïî ïîñòðîåíèþ. Óñëîâèå 2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íàêðûòèÿ p+ è òîãî ôàêòà,
÷òî îòðåçîê n ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé ïðÿìîé Ly , ïàðàëëåëüíîé îñè Ox , ðîâíî â îäíîé
òî÷êå. Íèêàêèå äâå äóãè Ts, Ts′ , îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì, íå ïåðåñåêàþòñÿ â ñèëó
òîãî, ÷òî Γ̃ ïåðåâîäèò îòðåçîê [a, a′] â îòðåçîê [b, b′] ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 2.4. Ïóñòü Nγ � íåîðèåíòèðóåìàÿ îêðåñòíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çà-
êëþ÷åíèþ ëåììû 2.1.. Ïóñòü ãîìåîìîðôèçì Γ: ∂Nγ → ∂Nγ íå èìååò íåïîäâèæíûõ
òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîåíèå {Ts}s∈γ òàêîå, ÷òî:

1. êàæäûé ñëîé Ts ïåðåñåêàåò ∂Nγ ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ ηs è θs = Γ(ηs) ;

2. äëÿ êàæäîãî c ∈ (0, ε] è êàæäîãî s ∈ γ ïåðåñå÷åíèå Ts ∩ φ−1(c) ñîñòîèò ðîâíî èç
äâóõ òî÷åê, à ïåðåñå÷åíèå Ts ∩ φ−1(0) � ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì çà l+1 ⊂ Ñγ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (0, ε)
è (1, ε) , à çà l−1 � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (0,−ε) è (1,−ε) (ñì. ðèñ. 2.). Ïîêàæåì,
÷òî íà îòðåçêå l+1 èìååòñÿ òàêàÿ òî÷êà a , ÷òî íà îòðåçêå l−1 èìååòñÿ òî÷êà b , óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ p−(b) = Γ(p−(a)) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ òî÷åê íåò. Òîãäà äóãà
p−(0, ε)p−(a)p−(1, ε) îêðóæíîñòè ∂Nγ ãîìåîìîðôèçìîì Γ îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ. Ïî òåîðå-
ìå Áðàóýðà îòîáðàæåíèå Γ áóäåò èìåòü íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
ëåììû.

Ïóñòü òî÷êà a èìååò êîîðäèíàòû (xa, ε) , à òî÷êà b � (xb,−ε) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç a′

òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (xa + 1,−ε) , à ÷åðåç b′ � òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (xb + 1, ε) è
÷åðåç T òðàïåöèþ ñ âåðøèíàìè a, b′, a′, b . Îòìåòèì, ÷òî p−(a) = p−(a

′) , p−(b) = p−(b
′) è

p−|T\a′b′ : T \ a′b′ → Nγ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì.
Ïîêàæåì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì Γ ñþðüåêòèâíî ïåðåâîäèò äóãó p−(a)p−(0, ε)p−(b) â äó-

ãó p−(a)p−(1, ε)p−(b) . Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ãîìåîìîðôèçì Γ íå èìååò íåïîäâèæíûõ
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òî÷åê, òî îí íåîáõîäèìî ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòè ∂Nγ , òàê êàê ëþáîé ìåíÿ-
þùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì îêðóæíîñòè èìååò ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî äóãå p−(a)p−(0, ε)p−(b) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îò p−(a) ê
p−(b) åå îáðàç ïðè ãîìåîìîðôèçìå g îïèøåò äóãó p−(a)p−(1, ε)p−(b) â íàïðàâëåíèè îò
p−(b) ê p−(a) . Òàêèì îáðàçîì, â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèå Γ èíäóöèðóåò
ãîìåîìîðôèçì Γ̃ : ab′ → ba′ îòðåçêà [a, b]′ íà îòðåçîê [b, a′] .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé òðàïåöèè T , è ñîåäèíÿþùèé òî÷êè d ∈
[a, b′] è Γ̃(d) ∈ [b, a′] , ïîëîæèì s̃ = n∩Ox , s = p−(s̃) , Ts = p−(n) . Äóãà Ts óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 1) ïî ïîñòðîåíèþ. Óñëîâèå 2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íàêðûòèÿ p− è òîãî ôàêòà,
÷òî îòðåçîê n ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé ïðÿìîé Ly , ïàðàëëåëüíîé îñè Ox , ðîâíî â îäíîé
òî÷êå. Íèêàêèå äâå äóãè Ts, Ts′ , îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì, íå ïåðåñåêàþòñÿ â ñèëó
òîãî, ÷òî Γ̃ ïåðåâîäèò îòðåçîê [a, b′] â îòðåçîê [b, a′] ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1..

Íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü ïîòîêè f t è f ′t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

h : M → M , ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t ñ ñîõðàíåíè-
åì îðèåíòàöèè íà òðàåêòîðèÿõ. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçìû H : M → M è χ : R → R ,
ñîïðÿãàþùèå ýíåðãåòè÷åñêèå ξ - ôóíêöèè φ è φ′ äàííûõ ïîòîêîâ.

Òàê êàê ó ôóíêöèé φ è φ′ çíà÷åíèÿ â ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå x ñîâïàäàþò ñ ðàç-
ìåðíîñòüþ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ dim W u

x , òî ãîìåîìîðôèçì χ ìîæíî ïîëîæèòü
ðàâíûì òîæäåñòâåííîìó.

Ïîëîæèì M1 =M2\∆1 , è M ′
1 =M2\∆′

1 è îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûé ãîìåîìîðôèçì
g1 : M1 → M ′

1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x ∈ M1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, lx � òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x , x′ =
h(x) è l′x′ = h(lx) . Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ∈ lx ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó y′ ∈ l′x′
òàêóþ, ÷òî φ(y) = φ′(y′) è ïîëîæèì g1(y) = y′ . Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ïðîäîëæèì ïî
íåïðåðûâíîñòè íà ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t .

Ïóñòü N0 (N2 ) � ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé óñòîé÷èâûõ
(íåóñòîé÷èâûõ) çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïîòîêà f t , óäîâëåòâîðÿþùèõ çàêëþ÷åíèþ ëåì-
ìû 2.1.. Òàê êàê ãîìåîìîðôèçì g1 ïåðåâîäèò ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè φ â ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè φ′ , òî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂Nγ ëþáîé îêðåñò-
íîñòè Nγ ⊂ N0 ∪ N2 ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì g1 â ãðàíèöó ∂N ′

γ′ îêðåñòíîñòè N ′
γ′

çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ′ ïîòîêà f ′t , òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåé çàêëþ÷åíèþ ëåììû 2.1..
Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g0 íà ìíîæåñòâå N0 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü γ � óñòîé÷è-
âûé ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f t , à Nγ ⊂ N0 � åãî îêðåñòíîñòü. Íà ãðàíèöå ∂Nγ ïîëîæèì
g0|∂Nγ = g1 . Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g0 íà âíóòðåííîñòè îêðåñòíîñòè Nγ . Âîçìîæíû 2
ñëó÷àÿ.

1) Nγ è N ′
γ′ îðèåíòèðóåìû. Ñëîåíèå {Rs}s∈γ , îïðåäåëåííîå â ëåììå 2.1., óñòàíàâ-

ëèâàåò ãîìåîìîðôèçì Γ: D1 → D2 ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂Nγ . Òîãäà
ãîìåîìîðôèçì g1 ◦ Γ ◦ g−1

1 |D′
1
: D′

1 → D′
2 óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïîíåí-

òàìè ñâÿçíîñòè ãðàíèöû îêðåñòíîñòè N ′
γ′ çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ′ . Â ñèëó ëåììû 2.3.

ñóùåñòâóåò ñëîåíèå {T ′
s}s∈γ′ , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ D1 íàéäåòñÿ ñëîé T ′

s′ , ñî-
åäèíÿþùèé ïàðó òî÷åê x′ = g1(x) è y′ = g1(Γ(x)) . Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî
îòîáðàæåíèå g1|∂Nγ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå g∗ ìåæäó ñëîåíè-
ÿìè {Rs} è {T ′

s} è ãîìåîìîðôèçì èç γ â γ′ . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè s ∈ γ ïîëîæèì
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g0(s) = g∗(Rs)∩ γ′ . Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g0 âíóòðè îêðåñòíîñòåé N1, N2 . Êàæ-
äîé òî÷êå p ∈ Rs ∩ int Ni ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó q ∈ T ′

g0(s)
∩ int Ni òàêóþ, ÷òî

φ(p) = φ′(q) è ïîëîæèì g0(p) = q .
2) Nγ è N ′

γ′ íåîðèåíòèðóåìû. Ñëîåíèå {Rs}s∈γ , îïðåäåëåííîå â ëåììå 2.1., çàäàåò ãî-
ìåîìîðôèçì Γ: ∂Nγ → Nγ òàêîé, ÷òî Γ◦Γ = id , è, êðîìå òîãî, Γ íå èìååò íåïîäâèæíûõ
òî÷åê. Òîãäà ãîìåîìîðôèçì g1 ◦Γ◦g−1

1 |∂N ′
γ′
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.4.. Äåéñòâè-

òåëüíî, (g1◦Γ◦g−1
1 )◦(g1◦Γ◦g−1

1 ) = id , è g1◦Γ◦g−1
1 íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òàê êàê â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåïîäâèæíûå òî÷êè èìåëèñü áû ó îòîáðàæåíèÿ Γ . Ïî ëåììå 2.4. ñóùå-
ñòâóåò ñëîåíèå {T ′

s}s∈γ′ îêðåñòíîñòè N ′
γ′ , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ ∂Nγ íàéäåòñÿ

ñëîé T ′
s′ , ñîåäèíÿþùèé ïàðó òî÷åê x′ = g1(x) è y′ = g1(Γ(x)) . Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü îçíà-

÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå g1|∂Nγ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå g∗ ìåæäó
ñëîÿìè Rs è T ′

s . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè s ∈ γ ïîëîæèì g0(s) = g∗(Rs) ∩ γ′ . Òî÷êà
s ∈ γ ( s′ = g0(s) ) äåëèò ñëîé Rs (T ′

s′) íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Rs,1, Rs,2 (T ′
s,1, T

′
s,2 ).

Ïóñòü íóìåðàöèÿ âûáðàíà òàê, ÷òî T ′
s,i ∩ ∂N ′

γ′ = g1(Rs,i ∩ ∂Nγ) , i ∈ {1, 2} . Êàæäîé òî÷êå
p ∈ Rs,i ïîñòàâèì â ñîîòâåñòâèå òî÷êó q ∈ T ′

g0(s),i
òàêóþ, ÷òî φ(p) = φ′(q) , i ∈ {1, 2} , è

ïîëîæèì g0(p) = q .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g2 íà ñîâîêóïíîñòè N2 îêðåñòíîñòåé

íåóñòîé÷èâûõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì H îïðåäåëèì ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé

H(x) =

{
g1(x), åñëè x ∈M2 \ (N0 ∪ N2);
gi(x), åñëè x ∈ Ni, i ∈ {0, 2}.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé ãîìåîìîðôèçì g0 : Nγ → N ′
γ′ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ïðå-

äåëüíûõ öèêëîâ γ, γ′ , èíäóöèðîâàííóþ ïîòîêàìè f t, f ′t ñîîòâåòñòâåííî. Ñëîåíèå {Rs}s∈γ
({T ′

s}s∈γ′) ïîçâîëÿåò çàäàòü îðèåíòàöèþ ãðàíèöû ∂Nγ (∂N ′
γ′) , èíäóöèðîâàííóþ îðèåíòà-

öèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà γ (γ′) êàê â îðèåíòèðóåìîì, òàê è â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå. Åñ-
ëè ïðè îáõîäå γ (γ′) â íàïðàâëåíèè òðàåêòîðèè ïîòîêà ìû ïåðåñåêàåì òî÷êè s1, s2, s3 ∈ γ
(s′1, s

′
2, s

′
3 ∈ γ′) â ïîðÿäêå s1, s2, s3 (s′1, s

′
2, s

′
3) , òî íà ãðàíèöå ââåäåì òàêóþ îðèåíòàöèþ,

ïðè êîòîðîé ñëîè Rs1 , Rs2 , Rs3 (T ′
s′1
, T ′

s′2
, T ′

s′3
) ïåðåñåêàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîðÿäêå

ïðè äâèæåíèè âäîëü ãðàíèöû ∂Nγ (∂N ′
γ′) . Îòìåòèì, ÷òî â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå äàí-

íûé ïîäõîä ýêâèâàëåíòåí îïðåäåëåíèþ, äàííîìó ðàíåå (ñòð. 19).
Îòîáðàæåíèå h ïåðåâîäèò îêðåñòíîñòü Nγ ïðåäåëüíîãî öèêëà γ â îêðåñòíîñòü ïðå-

äåëüíîãî öèêëà γ′ ñ ãðàíèöåé h(∂Nγ)) òàêèì îáðàçîì, ÷òî γ ïåðåõîäèò â γ′ ñ ñî-
õðàíåíèåì îðèåíòàöèè. Íà ãðàíèöå ∂Nγ ðàññìîòðèì îðèåíòàöèþ, èíäóöèðîâàííóþ îðè-
åíòàöèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà γ . Îòîáðàæåíèå h|∂Nγ èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ ãðàíèöû
h(∂Nγ) , ñîãëàñîâàííóþ ñ îðèåíòàöèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà γ′ . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
H̃ : h(∂Nγ) → ∂N ′

γ′ , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè l ïîòîêà f ′t c êðèâîé

h(∂Nγ) â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè l ñ êðèâîé ∂N ′
γ′ . Îòîáðàæåíèå H̃ èíäóöèðóåò

îðèåíòàöèþ ãðàíèöû ∂N ′
γ′ , ñîãëàñîâàííóþ ñ îðèåíòàöèåé ïðåäåëüíîãî öèêëà γ′ . Çàìåòèì,

÷òî H|∂Nγ = H̃ ◦ h∂Nγ . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå H∂Nγ èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ ãðà-
íèöû ∂N ′

γ′ , ñîãëàñîâàííóþ ñ îðèåíòàöèåé γ′ . Òàêèì îáðàçîì, H ïåðåâîäèò çàìêíóòóþ
òðàåêòîðèþ γ â çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ γ′ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.

Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû H : M2 → M2 è χ : R → R èç îïðåäåëåíèÿ ñîãëà-

ñîâàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ ξ -ôóíêöèé. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì h : M2 →
M2 , ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòà-
öèè íà òðàåêòîðèÿõ.

Ïîëîæèì M1 = M2 \ ∆1 , è M ′
1 = M2 \ ∆′

1 è îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûé ãîìåîìîð-
ôèçì g1 : M1 → M ′

1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì g1|φ−1(1) ≡ H . Ïóñòü x ∈ φ−1(1)�
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ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, lx � òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f t , ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x , x′ = H(x) è l′x′ � òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f ′t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó x′ . Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ∈ lx òî÷êó y′ ∈ l′x′ òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå φ(y) = φ′(y′) è ïîëîæèì g1(x) = y . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g1
íà ñåïàðàòðèñàõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåäëîâîãî ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ σ ∈ φ−1(1) � ïîëîæèì σ′ = H(σ) = g1(σ) . Ïóñòü Uσ � îêðåñòíîñòü òî÷êè σ ,
íå ñîäåðæàùàÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé ïîòîêà f t , îòëè÷íûõ îò σ .
Âûáåðåì òàêîå ε > 0 , ÷òî ïåðåñå÷åíèå Uσ ∩ φ−1(1 + ε) íå ïóñòî è ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç
äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Òîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåò ñâÿçíîñòè ïåðåñåêàåòñÿ ðîâíî
ñ îäíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé ñåäëà σ , ïðè÷åì â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü U ′

σ′ òî÷êè σ′ è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íåå ëèíèþ óðîâíÿ φ′−1(1 + ε) .
Òàê êàê êàæäàÿ èç òî÷åê Uσ ∩φ−1(1+ ε) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé ëèøü äëÿ îäíîé êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè ëèíèè óðîâíÿ, òî îòîáðàæåíèå g1 åäèíñòâåííûì îáðàçîì äîîïðåäåëÿåòñÿ
â ýòîé òî÷êå äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùåãî, êðîìå òîãî, âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê
ïîòîêà f t è ìíîæåñòâîì âñåõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê ïîòîêà f ′t . Ýòî
ïîçâîëÿåò äîîïðåäåëèòü ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâî âñåõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïà-
ðàòðèñ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå g0 íà ìíîæåñòâå âñåõ óñòîé÷èâûõ
ñåïàðàòðèñ è ïðîäîëæèì ïî íåïðåðûâíîñòè ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâî âñåõ
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t .

Ïóñòü N0 (N2 ) � ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé óñòîé÷èâûõ
(íåóñòîé÷èâûõ) çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïîòîêà f t , óäîâëåòâîðÿþùèõ çàêëþ÷åíèþ ëåì-
ìû 2.1.. Òàê êàê ãîìåîìîðôèçì g1 ïåðåâîäèò ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè φ â ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè φ′ , òî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂Nγ ëþáîé îêðåñò-
íîñòè Nγ ⊂ N0 ∪ N2 ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì g1 â ãðàíèöó ∂N ′

γ′ îêðåñòíîñòè N ′
γ′

çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ′ ïîòîêà f ′t , óäîâëåòâîðÿþùåé çàêëþ÷åíèþ ëåììû 2.1..
Òåïåðü äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà h äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ãîìåîìîð-

ôèçìû g0 : N0 → N′
0 , g2 : N2 → N′

2 , ñîâïàäàþùèå íà ãðàíèöàõ ∂N0, ∂N2 ñ ãîìåîìîðôèç-
ìîì g1 . Òîãäà h áóäåò îïðåäåëÿòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

h(x) =

{
g1(x), åñëè x ∈M2 \ (N0 ∪ N2);
gi(x), åñëè x ∈ Ni, i ∈ {0, 2}.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà g0 (ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà g2 àíàëîãè÷íî).
Ïóñòü γ � óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f t , à Nγ ⊂ N0 � åãî îêðåñòíîñòü.

Ïîëîæèì g0|∂Nγ ≡ g1 . Âûáåðåì â îêðåñòíîñòè Nγ ïðîèçâîëüíûé ñëîé Rs , îïðåäåëåííûé
â ëåììå 2.1., ÿâëÿþùèéñÿ äëÿ ïîòîêà f t äóãîé áåç êîíòàêòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç η ∈ ∂Nγ

è θ ∈ ∂Nγ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Rs ∩ ∂Nγ . Åñëè Nγ îðèåíòèðóåìà, òî áóäåì ÷èòàòü, ÷òî
η ∈ D1 , θ ∈ D2 , è îáîçíà÷èì ÷åðåç D′

1, D
′
2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè êðàÿ ∂N ′

γ′ òàêèå,
÷òî g1(η) ∈ D′

1, g1(θ) ∈ D′
2 . Â ñèëó ëåììû 2.2. ñóùåñòâóåò äóãà áåç êîíòàêòà C ′ äëÿ

ïîòîêà f ′t , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè g1(θ) è g1(η) . Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àè îðèåíòèðóåìîé
è íåîðèåíòèðóåìîé îêðåñòíîñòè Nγ ïî îòäåëüíîñòè.

1) Nγ , N ′
γ′ îðèåíòèðóåìû. Îïèøåì ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà g0 â êîëüöå N1 (ïî-

ñòðîåíèÿ â êîëüöå N2 àíàëîãè÷íû).
Ïîëîæèì c = Rs ∩ N1 , x0 = η , x∞ = c ∩ γ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç lx0 òðàåêòîðèþ ïîòîêà

f t , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x0 è ÷åðåç x0, x1, x2 . . . òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ lx0∩c , ïðîíóìåðî-
âàííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîëîæèì c′ = C ′ ∩N ′

1 ,
x′0 = g1(x0) , x′∞ = c′ ∩ γ′ , îáîçíà÷èì ÷åðåç l′x′0

òðàåêòîðèþ ïîòîêà f ′t , ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó x′0 , è ÷åðåç x′1, x

′
2 . . . òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ l′x′0

∩ c′ , ïðîíóìåðîâàííûå â ïîðÿä-
êå óáûâàíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ′ â ýòèõ òî÷êàõ. Íàêîíåö, ïîëîæèì g0(xi) = x′i , ãäå
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i ∈ Z+ = N ∪ {0} , è g0(x∞) = x′∞ .
Çàäàäèì òåïåðü ãîìåìîìîðôèçì g0 íà ó÷àñòêå c1 äóãè c , îãðàíè÷åííîì òî÷êàìè x0

è x1 . Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ c1 ïåðå-
ñåêàåò ãðàíèöó ∂Nγ ðîâíî â îäíîé òî÷êå z . Ïîëîæèì z′ = g0(z) = g1(z) . ×åðåç òî÷êó z′

ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f ′t , ïåðåñåêàþùàÿ ó÷àñòîê c′1 äóãè c′ , îãðàíè÷åííûé òî÷-
êàìè x′0 è x′1 , ðîâíî â îäíîé òî÷êå y

′ . Ïîëîæèì g0(y) = y′ .
Îòîáðàæåíèå g0|c1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êàõ x0 è x1 . Äåéñòâèòåëüíî, ãîìåî-

ìîðôèçì g1 (à ñëåäîâàòåëüíî, è ãîìåìîðôèçì g0 ) ïåðåâîäèò D1 â D′
1 ñ ñîõðàíåíèåì

îðèåíòàöèè, ñîãëàñîâàííîé ñ îðèåíòàöèÿìè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ γ, γ′ , èíäóöèðîâàííûõ
ïîòîêàìè f t, f ′t ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó g0|int c1 ïåðåâîäèò òî÷êó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì
â íåé ôóíêöèè φ â òî÷êó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì â íåé ôóíêöèè φ′ .

Îïðåäåëèì òåïåðü ãîìåîìîðôèçì g0 íà âñåé äóãå c . Äëÿ ýòîãî ââåäåì íà äóãàõ c
è c′ îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ τ : c → c è τ ′ : c′ → c′ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ c ïîëîæèì τ(x) = fλx (x) ∈ c , ãäå λ > 0 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî äëÿ
ëþáîãî λ̃ , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó 0 < λ̃ < λ , âåðíî, ÷òî f λ̃(x) /∈ c . Îòîáðàæåíèå
τ ′ îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà y ∈ c ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå y =
τ ky (y1) , ãäå y1 ∈ c1 \ x1 . Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà äóãè c′ . Òîãäà ïîñòàâèì
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ∈ c â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó y′ ∈ c′ òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
y′ = g0(y) = g0(τ

k
y (y1)) = τ ′ky(h(y1)) , ãäå y1 ∈ c1 \ x1 .

Òåïåðü îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g0 âíóòðè N1 . Â N1 ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, îòëè÷íàÿ
îò çàìêíóòîé òðàåêòîðèè γ , ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãîé c íà ñ÷åòíîå ÷èñ-
ëî ó÷àñòêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà òî÷åê x ∈ c è τ(x) ∈ c îãðàíè÷èâà-
þò ó÷àñòîê íåêîòîðîé òðàåêòîðèè lx ïîòîêà f t . Îáîçíà÷èì ýòîò ó÷àñòîê òðàåêòîðèè çà
lx(x, τ(x)) (ñì. ðèñ. 3). Òî÷íî òàêæå ïàðà òî÷åê x′ = (h(x)) ∈ c′ è τ(x′) = h(τ(x)) ∈ c′

îãðàíè÷èâàþò ó÷àñòîê l′x′(x
′, τ(x′)) òðàåêòîðèè l′x′ ïîòîêà f ′t . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tx (T ′

x′ )
âðåìÿ äâèæåíèÿ îò òî÷êè x äî τ(x) (îò òî÷êè x′ äî òî÷êè τ ′(x′) ) ïî òðàåêòîðèè lx
( l′x′) è ÷åðåç tx,y ( t′x′,y′ ) � âðåìÿ äâèæåíèÿ îò òî÷êè x, (x′) äî òî÷êè y ∈ lx(x, τ(x))
( y′ ∈ l′x′(x

′, τ ′(x′)) ). Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ∈ lx(x, τ(x)) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷-
êó y′ ∈ l′x′(x

′, τ(x′)) òàêóþ, ÷òî tx,y/Tx = t′x′,y′/T
′
x′ è ïîëîæèì g0(y) = y′ . Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g0 íà ïðåäåëüíîì öèêëå γ . Òàê êàê ôóíêöèè Tx, tx,y ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè, òî ïîñòðîåíííîå îòîáðàæåíèå g0 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì g0 íà ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèé, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ãðàíèöó
D1 . Ïóñòü z ∈ D1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãðàíèöû îáëàñòè N1 , lz � òðàåêòîðèÿ ïîòîêà
f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó z , è y = lz ∩ c1 . Ó÷àñòîê òðàåêòîðèè lz ìåæäó òî÷êàìè z, y
îáîçíà÷èì ÷åðåç lz(z, y) . Ïîëîæèì z′ = g0(z) , y′ = g0(y) è îáîçíà÷èì ÷åðåç l′z′(z

′, y′) ó÷à-
ñòîê òðàåêòîðèè l′z′ ïîòîêà f

′t , çàêëþ÷åííûé ìåæäó òî÷êàìè z′ è y′ (ñì. ðèñ. 3). Òåïåðü
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g0 : lz(z, y) → lz′(z

′, y′) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå g0 äëÿ äóã lx(x, τ(x)) , l′x′(x

′, τ ′(x′)) .
Çàìåòèì ÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè z ê òî÷êå x0 âäîëü ãðàíèöû D1 â íàïðàâëåíèè,

çàäàâàåìîì îðèåíòàöèåé, äëèíà äóãè lz(z, y) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
âåðíî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ ïîòîêà f ′t . Òàê êàê ãîìåîìîðôèçì g0|D1 : D1 → D′

1

ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ, òî ïðîäîëæåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ âíóòðü êîëüöà
N1 , îïðåäåëåííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

2) Nγ è N ′
γ′ íåîðèåíòèðóåìû.

Ïîëîæèì c = Rs , x∞ = c ∩ γ , x0 = η è y0 = θ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç lx0 è ly0 òðàåê-
òîðèè ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè x0 è y0 ñîîòâåòñòâåííî, è ÷åðåç x0, x1, x2 . . .
( y0, y1, y2 . . . ) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ lx0∩c ( ly0∩c ), ïðîíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà-
÷åíèé ôóíêöèè φ â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîëîæèì x′0 = g1(x0) , y′0 = g1(y0) , c′ = C ′ , x′∞ = c′ ∩ γ′
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l′x′0 , l

′
y′0
òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè x′0 , y

′
0 ñîîòâåò-
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Ðèñ. 3: Ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ g0 : Nγ → Nγ â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå

ñòâåííî, è ÷åðåç x′0, x
′
1, x

′
2 . . . ( y

′
0, y

′
1, y

′
2 . . . ) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ l′x′0

∩ c′ ( l′y′0 ∩ c
′ ), ïðîíóìå-

ðîâàííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè φ′ â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîëîæèì g0(xi) = x′i ,
g0(yi) = y′i , ãäå i =∈ Z+ .

Ðèñ. 4: Ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ g0 : Nγ → Nγ â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå

Çàäàäèì òåïåðü g0 íà ó÷àñòêàõ äóãè cx è cy , ïåðâûé èç êîòîðûõ îãðàíè÷åí òî÷êàìè
x0 , y1 , à âòîðîé � òî÷êàìè y0 , x1 (ñì. ðèñ. 3.). Àíàëîãè÷íûå ó÷àñòêè äóãè c′ îáîçíà÷èì
÷åðåç c′x è c′y . Òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó u ∈ cx ∪ cy
ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ∂Nγ ëèñòà Ìåáèóñà Nγ ðîâíî â îäíîé òî÷êå z . Ïîëîæèì z′ = g0(z) =
g1(z) . ×åðåç òî÷êó z′ ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ ïîòîêà f ′t , ïåðåñåêàþùàÿ îäèí èç ó÷àñòêîâ
c′x, c

′
y äóãè c′ ðîâíî â îäíîé òî÷êå u′ . Ïîëîæèì g0|cx∪xy(u) = u′ .
Îòîáðàæåíèå g0|cx∪xy ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ïåðåâîäèò òî÷êó

ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì â íåé ôóíêöèè φ â òî÷êó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì â íåé ôóíêöèè φ′ ,
ïðè÷åì cx ïåðåéäåò â c′x , à cy â c′y .

Äàëüíåéøåå îïðåäåëåíèå ãîìåîìîðôèçìà g0 : Nγ → Nγ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1).
Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
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ÓÄÊ 517.9

Òîïîëîãè÷åñêè ïñåâäîêîãåðåíòíûå äèôôåîìîðôèçìû

3-ìíîãîîáðàçèé

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Î. Â. Ïî÷èíêà2, À. À. Øèëîâñêàÿ3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ òîïîëîãè÷åñêè ïñåâäîêîãåðåíòíûõ
ãîìåîìîðôèçìîâ 3-ìíîãîîáðàçèé. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè êîãåðåíòíû-
ìè âñþäó êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ãîìåîìîðôèçì
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïñåâäîàíî-
ñîâñêîãî ãîìåîìîðôèçìà è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïñåâäîêîãåðåíòíîñòü, ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì,
òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ãîìåîìîðôèçìîâ f èç êëàññà G , çàäàííûõ
íà ãëàäêîì çàìêíóòîì 3-ìíîãîîáðàçèè M3 , òàêèõ ÷òî:

• íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóìåðíûõ ðó÷íî âëî-
æåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà p > 1 è òàêèõ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
k ≥ 1 êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì àòòðàêòîðîì èëè ðåïåëëåðîì4

äëÿ fk ;

• îãðàíè÷åíèå f íà NW (f) ÿâëÿåòñÿ ýêñïàíñèâíûì îòîáðàæåíèåì5.

Èçó÷åíèå ãîìåîìîðôèçìîâ äàííîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè
õîòÿ è íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè, òåì íå ìåíåå îíè îáúåìëþùå
Ω -ñîïðÿæåíû ñ ìîäåëüíûìè ãîìåîìîðôèçìàìè èç êëàññà Φ (îïðåäåëåíèå è ñîîòâåòñâó-
þùèé ðåçóëüòàò ñì. íèæå), â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé ãîìåîìîðôèçì c íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê. Ïîñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñèëó ðàáîò [18] è [16] îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîé
ñòåïåíè èñõîäíîãî ãîìåîìîðôèçìà íà êàæäóþ èç ïîâåðõíîñòåé òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî
ñ ïñåâäîàíîñîâñêèì ãîìåîìîðôèçìîì, èç êîòîðîãî ñîãëàñíî [14] ñ ïîìîùüþ õèðóðãè÷å-
ñêîé îïåðàöèè ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì äâóìåðíîé
ïîâåðõíîñòè ñ îäíîìåðíûì òðèâèàëüíûì àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì) è êîíå÷íûì ÷èñëîì
èñòî÷íèêîâ.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; olga-
pochinka@yandex.ru

3 Àñïèðàíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé
Íîâãîðîä; a.shilovskaia@gmail.com

4 Íàïîìíèì, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî B ãîìåîìîðôèçìà g íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ, ÷òî g(U) ⊂ int U ,

∩
j≥0

gj(U) = B . Àòòðàêòîð

äëÿ ãîìåîìîðôèçìà g−1 íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì ãîìåîìîðôèçìà g .
5 Ãîìåîìîðôèçì f êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýêñïàíñèâíûì,

åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > 0 (êîíñòàíòà ýêñïàíñèâíîñòè) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùå-
ñòâóåò n ∈ Z òàêîå, ÷òî d(fn(x), fn(y)) > c .
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Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâûé øàã
â ðåøåíèè çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ, íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàò îäíîìåðíûå
áàçèñíûå ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèå îáúåäèíåíèþ èíâàðèàíòíûõ ðó÷íî âëîæåííûõ îðè-
åíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé îòðèöàòåëüíîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè.

Äèôôåîìîðôèçìû ñ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ
ðàâíà òðåì, áûëè ïîëíîñòüþ èçó÷åíû â êîíöå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, à èìåííî, áûëî
äîêàçàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè Àíîñîâà, à ìíîãîîáðàçèå M3 åñòü òðåõ-
ìåðíûé òîð T 3 . Â ðàáîòàõ [6], [22] Ôðýíêñà è Íüþõàóñà áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ (ïåðåâîä ðàáîò ñìîòðè â [23]).

Îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè A -äèôôåîìîðôèçìîâ
3-ìåðíîãî òîðà ñ äâóìåðíûì íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì ïîëó÷åí â ðàáîòå [7], â êîòîðîé
ðàññìàòðèâàëèñü äèôôåîìîðôèçìû n -ìåðíîãî òîðà T n , íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà êîòî-
ðûõ ñîäåðæàò îðèåíòèðóåìûå ðàñòÿãèâàþùèåñÿ àòòðàêòîðû êîðàçìåðíîñòè 1. Àâòîðàìè
áûëî äîêàçàíî, ÷òî äåéñòâèå òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ â ãðóïïå ãîìîëîãèé òîðà ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèì, à äîñòèæèìàÿ èçíóòðè ãðàíèöà àòòðàêòîðà ñîñòîèò èç äâóõ ãðàíè÷íûõ
òî÷åê è èõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé. Áîëåå òîãî, áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè îãðàíè÷åíèé äâóõ òàêèõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ íà àòòðàêòîðû êîðàçìåðíîñòè îäèí. Â äàëüíåéøåì èçó÷åíèå äèôôåîìîðôèçìîâ
ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè êîðàçìåðíîñòè 1 áûëî ïðîäîëæåíî â ðàáîòàõ Ïëûêè-
íà Ð.Â. [26], [27], [14]. Â [26] è [27] áûëà èçó÷åíà òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî
äèôôåîìîðôèçìû ñ îðèåíòèðóåìûìè ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àòòðàêòîðàìè êîðàçìåðíîñòè 1
è äîêàçàíî, ÷òî êîìïàêòèôèêàöèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ àòòðàêòîðà ãîìåîìîðôíà
n -òîðó, à êàæäûé äèôôåîìîðôèçì íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí DA -
äèôôåîìîðôèçìó.

Èçó÷åíèå A -äèôôåîìîðôèçìîâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà
êîòîðûõ ñîäåðæàò äâóìåðíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà, áûëî ïðîäîëæåíî â íà÷àëå 2000-õ
ãîäîâ. Â ðàáîòàõ [8], [9] Ãðèíåñ è Æóæîìà ïîëó÷èëè òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà Mn ñ îðèåíòèðóåìûìè ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ
àòòðàêòîðàìè (ñæèìàþùèìèñÿ ðåïåëëåðàìè) êîðàçìåðíîñòè 1 è äîêàçàëè, ÷òî ìíîãîîá-
ðàçèå Mn ãîìîòîïíî òîðó T n (ïðè n ̸= 4 ìíîãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî òîðó T n ). Â ñëó÷àå
n = 3 áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ áåç òðåáîâàíèÿ
îðèåíòèðóåìîñòè áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Äðóãîé òèï áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ðàññìîòðåí â ðàáîòå [10], à èìåííî, àâòîðàìè áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî åñëè áàçèñíîå ìíîæåñòâî äâóìåðíî è ëåæèò íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè (îíî
áûëî íàçâàíî ïîâåðõíîñòíûì), òî îíî ñîâïàäàåò ñ íîñèòåëåì è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãîîáðàçèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ðó÷íî âëîæåíî â M3 è ãîìåîìîðôíî
òîðó T 2 , à îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà íà íîñèòåëü ñîïðÿæåíî ñ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà T 2 . Â ñèëó Ïëûêèíà [25] òàêèå áàçèñíûå ìíîæåñòâà
ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðàìè è ðåïåëëåðàìè. Â ñåðèè ðàáîò [11], [12], [13] íà÷èíàÿ ñ 2012 ã. ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü A -äèôôåîìîðôèçìû, çàäàííûå íà çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè
òðè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èõ íåòðèâèàëüíûå äâóìåðíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
ïîâåðõíîñòíûìè. Äëÿ óêàçàííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ áûëà èçó÷åíà ñòðóêòóðà ìíîãîîáðà-
çèÿ, ïîñòðîåí êëàññ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, íàéäåíû òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû
è ïðîâåäåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ.

Â ñèëó À.Áðàóíà ([5]) ëþáîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî íà 3-ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿ-
åòñÿ ëèáî ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì (ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì), ëèáî ìíîæåñòâîì,
ãîìåîìîðôíûì äâóìåðíîìó òîðó, ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâ-
òîìîðôèçìîì òîðà. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðíî

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



Òîïîëîãè÷åñêè ïñåâäîêîãåðåíòíûå äèôôåîìîðôèçìû 3-ìíîãîîáðàçèé 29

óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ äâóìåðíûìè áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè ïîëíîñòüþ ðåøåí.
Èçó÷åíèþ äèôôåîìîðôèçìîâ íà M3 , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò

îäíîìåðíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà, íå ëåæàùèå íà èíâàðèàíòíûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ,
ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä ðàáîò [2], [3], [4], [29], [15] Áîíàòòè, Áîòå, Âèëüÿìñà, Æóæîìû, Èñà-
åíêîâîé è äð. Ïðè ýòîì â ðàáîòàõ [3], [4], [29], [15] áàçèñíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿëèñü îäíîìåð-
íûìè ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àòòðàêòîðàìè èëè ñæèìàþùèìèñÿ ðåïåëëåðàìè è íå ëåæàëè
íà ïîâåðõíîñòÿõ, à äèôôåîìîðôèçìû íå áûëè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè. Âîïðîñ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òàêîãî òèïà (ñ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ
àòòðàêòîðîì) äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â ðàáîòå [2] Õ.Áîíàòòè è Í. Ãåëüìàí áûë èçó÷åí êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî îäíîìåðíîãî
àòòðàêòîðà è îäíîãî ðåïåëëåðà, êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ñ
íåïóñòûì êðàåì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè âûøåîïèñàí-
íûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òàêæå íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü èìååòñÿ ãîìåîìîðôèçì f , çàäàííûé íà M3 , è òàêîé, ÷òî:
1) ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ Z è êîíå÷íîå ÷èñëî äâóìåðíûõ ðó÷íî âëîæåííûõ îðèåí-

òèðóåìûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé B1 . . .Bm , m ≥ 1 , îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò
ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê;

2) äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1 êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì èëè ðåïåëëåðîì
äëÿ fk .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ ãîìåîìîðôèçìà f ìíîæåñòâî M3 \
m∪
i=1

Bi èìååò

m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, çàìûêàíèå êàæäîé èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî M2 × [0; 1] , ãäå
M2 îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà p ≥ 0 , è ãðàíèöà êàæäîé êîìïîíåíòû ñîñòîèò â
òî÷íîñòè èç îäíîãî àòòðàêòîðà è ðåïåëëåðà.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî m ≥ 2 .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M3 äîïóñêàåò ãîìåîìîðôèçì f ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1), 2) âûøå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûì ðàñ-
ñëîåíèåì6 íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì ãîìåîìîðôíûì ïîâåðõíîñòè M2 .

Ïóñòü òåïåðü f ãîìåîìîðôèçì èç êëàññà G . Òîãäà âñå àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû, ñîäåð-
æàùèå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíû çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2 . Îáîçíà÷èì
÷åðåç A (R) îáúåäèíåíèå ïðèòÿãèâàþùèõ (îòòàëêèâàþùèõ) ïîâåðõíîñòåé. Íà êàæäîé
òàêîé ïîâåðõíîñòè ãîìåîìîðôèçì fk òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ ïñåâäîàíîñîâñêèì ãîìåî-
ìîðôèçìîì.

Íàïîìíèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì h :M2 →M2 íàçûâàåòñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèì îòîáðàæå-
íèåì (pA-ãîìåîìîðôèçìîì), åñëè íà ïîâåðõíîñòè M2 ñóùåñòâóåò ïàðà h -èíâàðèàíòíûõ
òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîåíèé F s, F u ñ ìíîæåñòâîì ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé S è òðàíñâåð-
ñàëüíûìè ìåðàìè µs, µu òàêàÿ, ÷òî:

6 Ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà (E,B, F, p) , ãäå E ,B , F � ïðîñòðàíñòâà,
à p : E → B îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ B îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ U ⊂ B , ÷òî
p−1(U) ≈ U×F ; áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ : p−1(U) → U×F . Áóäåì íàçûâàòü E òîòàëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì, B � áàçîé, F � ñëîåì.
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1) êàæäàÿ ñåäëîâàÿ îñîáåííîñòü èç S èìååò íå ìåíåå òðåõ ñåïàðàòðèñ;
2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ > 1 òàêîå, ÷òî µs(h(α)) = λµs(α) (µu(h(α)) = λ−1µu(α)) äëÿ

ëþáîé äóãè α , òðàíñâåðñàëüíîé F s (F u) .
Ñëîåíèÿ F s, F u íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ñîîòâåòñâåííî, à ÷èñëî λ

� äèëàòàöèåé f .
Äëÿ ãîìåîìîðôèçìà f ∈ G îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ (A ∪ R) \ S îïðåäåëèì óñòîé÷èâîå W s(x) è íåóñòî÷èâîå W u(x)
ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
W s(x) = {y ∈ M3 : d(fn(x), fn(y)) → 0, n → ∞} , è W u(x) = {y ∈ M3 : d(fn(x), fn(y)) →
0, n→ −∞} .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ãîìåîìîðôèçì f ∈ G íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ïñåâ-
äîêîãåðåíòíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè V ìíîæåñòâà M3 \ (A ∪ R) , ñîäåðæàùåé àò-
òðàêòîð A ⊂ A è ðåïåëëåð R ⊂ R â ñâîåì çàìûêàíèè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
÷èñëî äóã l1, . . . , lr , êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò â òî÷íîñòè äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè,
îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò A ∩ S , äðóãàÿ R ∩ S , è ìíîæåñòâà {W s(x), x ∈
A}, {W u(y), y ∈ R} ÿâëÿþòñÿ ñëîåíèÿìè íà V \ (l1 ∪ · · · ∪ lr) ;

2. åñëè ïåðåñå÷åíèå W s(x) ∩W u(y) íå ïóñòî äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê x ∈ A, y ∈ R , òî
êàæäàÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s(x) ∩ W u(y) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé
äóãîé, èìåþùåé â òî÷íîñòè äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò
A , äðóãàÿ R ;

3. íà M3 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå f -èíâàðèàíòíîå îäíîìåðíîå ñëîåíèå Lf , êàæäûé
ñëîé êîòîðîãî åñòü îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé âñåõ äóã, îïðåäåëåííûõ â 1.

R

A

l
i

l
i

s
i

sj

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ñëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



Òîïîëîãè÷åñêè ïñåâäîêîãåðåíòíûå äèôôåîìîðôèçìû 3-ìíîãîîáðàçèé 31

Îïèøåì êëàññ Φ ìîäåëüíûõ òîïîëîãè÷åñêè ïñåâäîêîãåðåíòíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïñåâäîàíîñîâñêîãî ãîìåîìîðôèçìà P
è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ îêðóæíîñòè S1 .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 = {ei2πr = (cos2πr, sin2πr) ∈ R2 :
r ∈ R} è îáîçíà÷èì ÷åðåç π : R → S1 åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ, çàäàííóþ ôîðìóëîé
π(r) = ei2πr . Ââåäåì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:
ψm : R → R ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà ṙ = sin(2πmr) , m ∈ N ;
χk,l : R → R äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé χk,l(r) = r − l

k
, k ∈ N � ïåðèîä,

l ∈ {1 . . . k − 1} ;
φ̃ = χk,lψn·k : R → R .
Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëåí ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì φ = πφ̃π−1 : S1 →
S1 , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç 2n ãèïåðáîëè÷åñêèõ îðáèò ïåðèîäà k .

Èñïîëüçóÿ φ̃(z, r) è ãîìåîìîðôèçì J : M2 → M2 òàêîé, ÷òî JP = PJ , ïîñòðîèì
ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì ϕ íà ìíîãîîáðàçèè MJ = (M2 × R)/Γ , ãäå öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà Γ îáðàçîâàíà îòîáðàæåíèåì γ(z, r) = (J(z), r − 1) .

Îáîçíà÷èì çà ϕ̃ : M2 × R → M2 × R îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì
ϕ̃(z, r) = (J(z), φ̃(r)) . Äëÿ ϕ̃ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ̃γ = γϕ̃ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî
çàäàòü íà MJ äèôôåîìîðôèçì ϕ :MJ →MJ , êîììóòèðóþùèé ñ γ(z, r) = (J, r−1) , ëèáî
ñ γ−1 , êàê ϕ = pJ ϕ̃p

−1
J , ãäå pJ � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ M2 × R →MJ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì ϕ : MJ → MJ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì P è φ , åñëè ϕ = pJ ϕ̃p

−1
J , è ïèñàòü ϕ = P ⊗φ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ëîêàëüíî ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ëþáîé òîïîëîãè÷åñêè ïñåâäîêîãåðåíòíûé ãîìåîìîðôèçì èç
êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí íåêîòîðîìó ãîìåîìîðôèçìó èç êëàññà ìîäåëüíûõ ãî-
ìåîìîðôèçìîâ Φ .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿) ïðè
÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 13-01-12452 îôè-ì2, 15-01-03687 À) è
ÐÍÔ (ãðàíò 14-41-00044).
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Topogically pseudocoherent di�eomorphisms of 3-manifolds

c⃝ V. Z. Grines7, O. V. Pochinka8, A. A. Shilovskaya9

Abstract. In this paper, we consider a class of topologically pseudocoherent homeomorphisms of
3-manifolds. These mappings are topologically pseudocoherent everywhere except �nite number of
circles. We prove that every homeomorphism from the considered class is topologically conjugate
to the semidirect product of a pseudoanosov homeomorphism and a rough circle transform.
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ÓÄÊ 517.9

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ãîñóäàðñòâà

c⃝ Â. Ê. Çàõàðîâ1, Î. À. Êóçåíêîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå íà îñíîâå îáùåé àãðåãèðîâàííîé ìîäåëè ãîñóäàðñòâà â øèðîêîì ñìûñ-
ëå (áëèçêîì ê ñëîâó ¾ñòðàíà¿), ïîíÿòèÿ ðåàëüíîé ñòîèìîñòè äîñòîÿíèé è òåîðèè äåíåã êàê
ñðåäñòâà ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ ñîçäà¼òñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãîñóäàðñòâà ñ áàçèñ-
íûì èñïîëüçîâàíèåì ññóäíîãî äîõîäà â âèäå ñèñòåìû èç ñåìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ âîñåìüþ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ íå¼ ñòàâèòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à íàõîæäå-
íèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëàõ êà÷åñòâà. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíî-
ãî ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìóìà ñîâîêóïíîãî êîíå÷íîãî äîñòîÿíèÿ
ãîñóäàðñòâà. Ïðèâîäèòñÿ ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ãîñóäàðñòâî â øèðîêîì ñìûñëå, îáùàÿ ìîäåëü ãîñóäàðñòâà, ðåàëüíàÿ
ñòîèìîñòü äîñòîÿíèé, äåíüãè êàê ñðåäñòâî ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ãîñóäàðñòâà, ñèñòåìà ýêîíîìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ãîñóäàðñòâà ñ áàçèñíûì èñïîëüçîâàíèåì
ññóäíîãî äîõîäà, îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç òð¼õ ÷àñòåé. Â ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ïåðâîìó
àâòîðó, èçëàãàåòñÿ îáùàÿ àãðåãèðîâàííàÿ ìîäåëü ãîñóäàðñòâà â øèðîêîì ñìûñëå (áëèç-
êîì ê ñëîâó ¾ñòðàíà¿), âîñõîäÿùàÿ ê [3], è íà å¼ îñíîâå ñîçäà¼òñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ãîñóäàðñòâà ñ áàçèñíûì èñïîëüçîâàíèåì ññóäíîãî äîõîäà â âèäå ñèñòåìû èç ñåìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âîñåìüþ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ íå¼ ñòàâèòñÿ îïòè-
ìèçàöèîííàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìóìà
ñîâîêóïíîãî êîíå÷íîãî äîñòîÿíèÿ ãîñóäàðñòâà. Â òðåòüåé ÷àñòè, ïðèíàäëåæàùåé âòîðî-
ìó àâòîðó, ïðèâîäèòñÿ ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óêàçàííîé âûøå îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è, êîòîðîå ïîçâîëÿåò äàòü ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ. Ðåøåíèå äà¼òñÿ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ è ïðèåìîâ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ñèñòåì àâ-
òîðåïðîäóêöèè [5]. Â çàêëþ÷åíèå íàõîäèòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè îäíîì íàáîðå
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ñòàòüè [3], â êîòîðîé ðåøàëàñü îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à
äëÿ áîëåå ïðîñòîé áàçèñíî-íàäñòðîå÷íîé ìîäåëè ãîñóäàðñòâà ñ áàçèñíûì èñïîëüçîâàíèåì
ññóäíîãî äîõîäà â âèäå ñèñòåìû èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ óïðàâëÿ-
þùèìè ïàðàìåòðàìè.

1. Îáùàÿ àãðåãèðîâàííàÿ ìîäåëü ãîñóäàðñòâà

Êàæäîå ãîñóäàðñòâî â øèðîêîì ñìûñëå, áëèçêîì ê ñëîâó ¾ñòðàíà¿, ÿâëÿåòñÿ ñëîæ-
íîé òð¼õóðîâíåâîé æèçíåäåÿòåëüíîé ñèñòåìîé îáùåñòâà, óñòðîåííîé â âèäå ñîâîêóïíîñòè

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä;
zakharov_valeriy@list.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé
Íîâãîðîä; kuzenkov_o@mail.ru
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îñíîâíûõ ñèñòåì: ñîäåðæàòåëüíîé C , ó÷¼òíîé D , îáåñïå÷èòåëüíîé E , ñîâîêóïíîé ðàñ-
ïîðÿäèòåëüíîé F è âëàñòíîé P [2]. Ñîäåðæàòåëüíàÿ, ó÷¼òíàÿ è îáåñïå÷èòåëüíàÿ ñèñòå-
ìû ñâÿçàíû ñ ïðèðîäíîé ñðåäîé A1 , âíåøíåé îðãàíèçîâàííîé ñðåäîé A2 , ñîñòîÿùåé èç
çàðóáåæíûõ æèçíåäåÿòåëüíûõ åäèíèö è ãîñóäàðñòâ, è âíóòðåííåé îðãàíèçîâàííîé ñðå-
äîé A3 , ñîñòîÿùåé èç òåíåâûõ åäèíèö. Âëàñòíàÿ ñèñòåìà âûäåëÿåò â ó÷¼òíîé ñèñòåìå
êàçíà÷åéñêóþ ñèñòåìó, îñóùåñòâëÿþùóþ âûäà÷ó áþäæåòíûõ äåíåã. Äëÿ èñïîëüçîâà-
íèÿ äåíåã ñàìîé ñîäåðæàòåëüíîé ñèñòåìîé âëàñòíàÿ ñèñòåìà òàêæå âûäåëÿåò â ó÷¼òíîé
ñèñòåìå áàíêîâñêóþ ñèñòåìó, îñóùåñòâëÿþùóþ âûäà÷ó ññóäíûõ äåíåã ñ óñëîâèåì âîç-
âðàòà ñ îòíîñèòåëüíîé ïðèáàâî÷íîé äîëåé r .

Èñïîëüçóåìûå ãîñóäàðñòâîì è ïðîèçâîäèìûå èì äîñòîÿíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ â åäèíèöàõ
ãîñóäàðñòâà è âî âíåøíèõ ñðåäàõ. Âñå ýòè äîñòîÿíèÿ ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå âèäû:
ñîäåðæàòåëüíîå (êîä 1), ðàñïîðÿäèòåëüíîå (êîä 2), âëàñòíîå (êîä 3), îáåñïå÷èòåëüíîå
(êîä 4), ó÷¼òíîå (êîä 5). Êàæäàÿ îñíîâíàÿ ñèñòåìà ïðîèçâîäèò äîñòîÿíèå ñâîåãî âèäà.
Ïðè ïðîèçâîäñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî äîñòîÿíèÿ êàæäàÿ ñèñòåìà èñïîëüçóåò íåêîòîðûå èç
èìåþùèõñÿ â íåé äîñòîÿíèé. Âñå îñíîâíûå ñèñòåìû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïîòîêàìè ïðî-
èçâîäèìûõ äîñòîÿíèé. Ñîäåðæàòåëüíàÿ, ó÷¼òíàÿ è îáåñïå÷èòåëüíàÿ ñèñòåìû ïîëó÷àþò èç
âíåøíèõ ñðåä è îòäàþò â ýòè ñðåäû ñîîòâåòñòâóþùèå äîñòîÿíèÿ. Â ñèëüíî àãðåãèðîâàí-
íîé ôîðìå óñòðîéñòâî è ôóíêöèîíèðîâàíèå ãîñóäàðñòâà, à òàêæå îïèñàíèå èìåþùèõñÿ â
í¼ì äîñòîÿíèé è ïîòîêîâ äàíî íà ðèñóíêå 1.1. Íà íåì ïðîèçâîäèìûå äîñòîÿíèÿ âûäåëåíû
êâàäðàòèêîì ñ æèðíûì êîíòóðîì. Äóãàìè óêàçàíû ïðåîáðàçîâàòåëüíûå ïîòîêè. Ïåðåäà-
òî÷íûå ïîòîêè ïîêàçàíû ñòðåëêàìè ñ óêàçàíèåì êîäîâ íà êîíöàõ ñòðåëîê. Ïðîèçâåä¼í-
íûå ïîòîêè îáîçíà÷åíû ïðÿìûìè âõîäÿùèìè ñòðåëî÷êàìè, à èçâåä¼ííûå � âûõîäÿùèìè.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ñõåìà ñèñòåì, äîñòîÿíèé è ïîòîêîâ ãîñóäàðñòâà

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



36 Â. Ê. Çàõàðîâ, Î. À. Êóçåíêîâ

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãîñóäàðñòâà è îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå â íåé

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãîñóäàðñòâà ñîçäà¼òñÿ íà îñíîâå îáùåé àãðåãèðîâàííîé ìîäå-
ëè ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ðåàëüíîé äåíåæíîé ñòîèìîñòè äîñòîÿíèé âñåõ âèäîâ [2].
Äîñòîÿíèå âèäà m â ñèñòåìå M â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Wm

M (t) .
Ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ãîñóäàðñòâà ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó
ñîõðàíåíèÿ: ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðåàëüíîé ñòîèìîñòè äîñòîÿíèÿ êàêîãî-ëèáî âèäà â êàêîé-
ëèáî îñíîâíîé ñèñòåìå ðàâíî ñóììå ðåàëüíûõ ñòîèìîñòåé âñåõ âõîäÿùèõ ïîòîêîâ ýòîãî
äîñòîÿíèÿ â ýòó ñèñòåìó ìèíóñ ñóììà ðåàëüíûõ ñòîèìîñòåé âñåõ âûõîäÿùèõ ïîòîêîâ ýòîãî
äîñòîÿíèÿ èç ýòîé ñèñòåìû. Ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé óïðîùàåòñÿ ïóò¼ì íàëîæå-
íèÿ äîïóùåíèé äëÿ ïîòîêîâ äîñòîÿíèé. ×àñòü äîïóùåíèé îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè î
ñîõðàíåíèè ðåàëüíîé ñòîèìîñòè äîñòîÿíèé, äðóãàÿ ÷àñòü äîïóùåíèé îñíîâàíà íà íîâîé
òåîðèè äåíåã êàê ñðåäñòâà ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ [1]. Âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ è óïðî-
ùåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû â [3]. Â ÷àñòíîñòè, òàì áûëî ïîëîæåíî, ÷òî ññóäíûé ïîòîê L55

DC

èìååò âèä

L55
DC = aW 1

C(K −W 1
C)/(c+ dr + (B55

DC +B55
DD +B55

DE +B55
DF +B55

DG +B55
DH +B55

DP )),

ãäå B55
DM îáîçíà÷àåò áþäæåòíûé ïîòîê èç ñèñòåìû D â ñèñòåìó M (M ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèÿ èç ìíîæåñòâà {C,D,E, F,G,H, P} ), ÷èñëî K > 0 îáîçíà÷àåò íàèáîëüøóþ ïðåäåëüíî
âîçìîæíóþ âåëè÷èíó ñîäåðæàòåëüíîãî äîñòîÿíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé ñèñòåìû, ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà a , c , d ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçìåðíîñòíûå êîýôôèöèåíòû. Â [3] áûëà ïî-
ëó÷åíà ñèñòåìà ýêîíîìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ãîñóäàðñòâà ïðè áàçèñíîì èñïîëüçîâàíèè ññóä-
íîãî äîõîäà

Ẇ 1
C = L55

DC − (p1B
55
DD + p2B

55
DE + p3B

55
DF + p4B

55
DG + p5B

55
DH + p6B

55
DP )− e0W

1
C ,

Ẇ 5
D = B55

DD − e1W
5
D, Ẇ

4
E = B55

DE − e2W
4
E, Ẇ

2
F = B55

DF − e3W
2
F ,

Ẇ 2
G = B55

DG − e4W
2
G, Ẇ

2
H = B55

DH − e5W
2
H , Ẇ

3
P = B55

DP − e6W
3
P ,

ãäå 0 < ei < 1 , 0 < pi < 1 . Â ýòîé ñèñòåìå ïàðàìåòðû B55
DM , r ÿâëÿþòñÿ óïðàâëåíèÿìè.

Íà óïðàâëåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ r0 6 r 6 r1 , (B55
DM)0 6 B55

DM 6 (B55
DM)1 äëÿ

M ∈ {C,D,E, F,G,H, P} .
Âëàñòíàÿ ñèñòåìà ãîñóäàðñòâà äîëæíà ðåøàòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó íà âûáîð îï-

òèìàëüíûõ óïðàâëåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííûìè öåëÿìè íà âðåìåííîì ïðîìåæóò-
êå [0, T ] . Íàïðèìåð, âîçìîæíîé öåëüþ ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíèå ìàêñèìóìà ñîâîêóïíîãî
êîíå÷íîãî äîñòîÿíèÿ ãîñóäàðñòâà, ò. å.

(W 1
C +W 5

D +W 4
E +W 2

F +W 2
G +W 2

H +W 3
P )(T ) → max .

Äàëåå â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé ñèñòåìû
ïðè ñëåäóþùèõ ÷èñëîâûõ äàííûõ: T = 100 , K = 300 , d = 20 , a = 0.0005 , c = 1 ,
p1 = 0.3 , p2 = 0.6 , p3 = p4 = p5 = 0.2 , p6 = 0.7 , e0 = 0.015 , e1 = 0.005 , e2 = 0.02 ,
e3 = e4 = e5 = 0.005 , e6 = 0.01 , W 1

C(0) = 100 , W 5
D(0) = 20 , W 4

E(0) = 20 , W 2
F (0) = 10 ,

W 2
G(0) = 10 , W 2

H(0) = 10 , W 3
P (0) = 30 , r0 = 0.001 , r1 = 1 , (B55

DC)0 = 0 , (B55
DC)1 = 0.5 ,

(B55
DM)0 = 0.1 , (B55

DM)1 = 0.2 äëÿ M ∈ {D,E, F,G,H, P} .
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3. Ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è
äëÿ ìîäåëè ãîñóäàðñòâà

Äàëåå äëÿ óäîáñòâà ïîëàãàåòñÿ W 1
C = x , WM = yi äëÿ M ∈ {C,D,E, F,G,H, P} ,

ñîîòâåòñòâåííî, r = u , B55
DC = v , B55

DM = wi .
Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

dx

dt
=

a(K − x)x

c+ qu+ v +
6∑
j=1

wj

−
6∑
j=1

pjwj − e0x,
dyi
dt

= wi − eiyi, i = 1, 6, (3.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x0 , yi(0) = yi0 , i = 1, 6 . Çäåñü K, a, d, pi, c, ei, eo � íåêî-
òîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, u, v, wi � óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè âðåìåíè ( i = 1, 6 ),
óäîâëåòâîðÿþùèå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè 0 6 t 6 T îãðàíè÷åíèÿì u0 ≤ u ≤ u1 ,
v0 ≤ v ≤ v1 , wi0 ≤ w ≤ wi1 , i = 1, 6 . Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 < x0 < K .

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè u , v è wi , i = 1, 6 , ïðè
êîòîðûõ âûðàæåíèå x(T )+

∑6
i=1 yi(T ) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, ãäå T � çàäàííîå

âðåìÿ óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Â ýòîì ñëó÷àå ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìååò
âèä

dψ1

dt
=

− a(K − 2x∗)

c+ qu∗ + v∗ +
6∑
j=1

w∗
j

+ e0

ψ1,
dψi
dt

= eiψi, i = 2, 6.

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì ψ1(T ) = −1 , ψi(T ) = −1 ,
i = 2, 6 . Çäåñü u∗ , v∗ , wi∗ � îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, i = 1, 6 , x∗ � ñîîòâåòñòâóþùåå
èì ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì âñå êîìïîíåíòû
ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû îòðèöàòåëüíû.

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H(u, v, w) ïðèíèìàåò âèä

H = ψ1(
a(K − x∗)x∗

c+ qu+ v +
6∑
i=1

wi

−
6∑
i=1

piwi − e0x
∗) +

6∑
i=2

ψi+1(wi − eiy
∗
i ).

Çäåñü x∗ , yi
∗ � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1), ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ,

i = 1, 6 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà ìèíèìóì ôóíêöèè Ãàìèëüòî-
íà ðåàëèçóåòñÿ íà îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè. Äàëüíåéøèå óñèëèÿ áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà
èññëåäîâàíèè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà è ïîèñêå åå ìèíèìóìà.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 < x∗(t) < K , î÷å-
âèäíî, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè ìèíèìàëüíîì âîçìîæíîì
çíà÷åíèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ u è v . Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ u∗

è v∗ ïîñòîÿííû: u∗ = u0 , v∗ = v0 . Äàëåå íà îñíîâå àíàëèçà ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòå-
ìû è ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ wi
èìåþò ðåëåéíûé õàðàêòåð, îíè êóñî÷íî-ïîñòîÿííû è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî wi0 , ëè-
áî wi1 , i = 1, 6 . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å íàõîæäåíèÿ åãî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ îäíîãî ïîñòîÿííîãî ðåæèìà íà äðóãîé. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ïåðåáî-
ðà. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîâîäèëîñü ïðè
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ïðèâåäåííûõ âûøå ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïðîâåäåííûå
ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îïòèìàëüíûì áóäåò ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå (áåç ïåðåêëþ÷åíèé):
u∗ = u1 , v∗ = v1 , w∗ = wi1 , i = 1, 6 .

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 13-01-12452 îôè_ì2.
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ÓÄÊ 544.431.8

Àëãîðèòì óòî÷íåíèÿ êîíñòàíò ñêîðîñòåé êîëåáàòåëüíûõ

ðåàêöèé íà ïðèìåðå ìîäåëè Îðåãîíàòîðà

c⃝ Ð. Ä. Èêðàìîâ,1 C. À. Ìóñòàôèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòè-
êè äëÿ îïðåäåëåíèÿ èëè óòî÷íåíèÿ êîíñòàíò ñêîðîñòåé êîëåáàòåëüíûõ ðåàêöèé íà ïðèìåðå
ìîäåëè Îðåãîíàòîðà. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä Ðîçåíáðîêà ñ
äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ çàäà÷à, ðåàêöèÿ Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî, ìåòîä Ðîçåíáðîêà,
Îðåãîíàòîð.

1. Ââåäåíèå

Êîëåáàòåëüíûå ðåàêöèè � ýòî ðåàêöèè, â êîòîðûõ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïåðèîäè÷åñêèå
èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ èëè ñêîðîñòåé ðåàêöèè âî âðåìåíè [1].
Èçó÷åíèå êîëåáàòåëüíûõ ðåàêöèé îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, ò.ê.
ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ñóòü ÿâëåíèÿ êàòàëèçà è çàêîíîìåðíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðî-
òåêàþùèõ â æèâûõ îðãàíèçìàõ, à òàêæå äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèïû
èñïîëüçîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè.

Ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè âîçíèêíîâåíèè êîëåáàíèé èãðàåò òàêæå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
êîíñòàíòàìè ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ñòàäèé è çíà÷åíèé èñõîäíûõ êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ.

Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò êîëåáàòåëüíûå õèìè÷åñêèå ðåàêöèè â ãîìîãåííîé æèäêîé
ñðåäå. Íàèáîëåå èçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ îêèñëåíèå îðãàíè÷åñêèõ êèñëîò è èõ ýôèðîâ áðîìàò-
èîíîì, êàòàëèçèðóåìîå èîíàìè ìåòàëëîâ. Ïîäîáíûé êëàññ ðåàêöèé áûë îáíàðóæåí Á.Ï.
Áåëîóñîâûì, â õîäå ïðîâåäåíèÿ êîòîðûõ îí çàìåòèë ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå öâåòà ðàñ-
òâîðà ïðè îêèñëåíèè ëèìîííîé êèñëîòû áðîìàòîì â ðàñòâîðå â ïðèñóòñòâèè èîíîâ öå-
ðèÿ. Äåòàëüíîå èçó÷åíèå êèíåòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé ýòîãî ïðîöåññà ïðîâåäåíî À.Ì.
Æàáîòèíñêèì [2]. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåàêöèÿ êàòàëèòè÷åñêîãî îêèñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ
âîññòàíîâèòåëåé áðîìíîâàòîé êèñëîòîé, èäóùàÿ â àâòîêîëåáàòåëüíîì ðåæèìå, íàçûâàåòñÿ
ðåàêöèåé Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî [3].

2. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

Ïîëíûé ìåõàíèçì ðåàêöèè Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî áûë ñäåëàí Ð. Íîéåñîì, Å. Êåðå-
øîì, Ð. Ôèëäîì [4]. Òàêîé ìåõàíèçì íàñ÷èòûâàåò 18 ðåàêöèé è 21 õèìè÷åñêîå ñîåäèíåíèå,
ïðèíèìàþùåå â íèõ ó÷àñòèå. Óïðîùåííûé ìåõàíèçì ðåàêöèè Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî
áûë ïðåäëîæåí òåìè æå àâòîðàìè è íàçâàí ¾Îðåãîíàòîðîì¿ ñî ññûëêîé íà óíèâåðñèòåò
øòàòà Îðåãîí.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îðåãîíàòîðà ïðåäñòàâèìà â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî Ãîñó-
äàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; rustam_ikramov@mail.ru.

2 Çàâ. êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äåêàí ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, Ñòåðëè-
òàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; musta�na_sa@mail.ru.
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dX

dt
= k1AY − k2XY + k3AX − 2k4X

2,

dY

dt
= −k1AY − k2XY + fk5Z,

dZ

dt
= k3AX − k5Z

(2.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

X0 = 5 · 10−11, Y0 = 3 · 10−7, Z0 = 5 · 10−8. (2.2)

Äàííàÿ ðåàêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðèìåðîì êîëåáàòåëüíûõ ðåàêöèé, ìîäåëèðîâà-
íèåì è ÷èñëåííûì èññëåäîâàíèåì êîòîðîé çàíèìàþòñÿ ìíîãèå ó÷åíûå, íî äî íàñòîÿùåãî
âðåìåíè îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷ ïîèñêà è óòî÷íåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2.1) - (2.2) áûë âûáðàí ìåòîä Ðîçåíáðîêà, îñíîâàííûé
íà íåÿâíûõ ñõåìàõ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå ìåòîäû òèïà Ðîçåíáðîêà ìîãóò èìåòü âèä

(E + C1hJ + C2h
2J2)(yn+1 − yn) = hF (yn + C3hF ), (2.3)

ãäå yn+1 � èñêîìîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå íà îäíîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ äëèíû h , C1 , C2

è C3 � êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå ìåòîä, y è F � n -ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, J �
ìàòðèöà ßêîáè èñõîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðè-
öà. Îòìåòèì, ÷òî F è J (áåç àðãóìåíòîâ) âñþäó îçíà÷àþò F (yn) , J(yn) . Íàèáîëåå ÷àñòî
èñïîëüçóåìûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìåòîäà: C1 = 1.077 , C2 = 0.372 , C3 = −0.577 ,
ïðè êîòîðûõ ìåòîä Ðîçåíáðîêà ñòàíîâèòñÿ L-óñòîé÷èâûì [4].

3. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

Ïðÿìàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.2)). Ïðàâûå ÷àñòè ñè-
ñòåìû (2.1)) çàâèñÿò îò êîíñòàíò ñêîðîñòåé ki(i = 1..5) . Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðå-
äåëåíèè ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ êîíöåíòðàöèé, ó÷àñòâóþùèõ â
ðåàêöèè âåùåñòâ. Òîãäà ôóíêöèîíàë êðèòåðèÿ ïîèñêà êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ïðèìåò âèä:

W∑
k=1

N∑
i=1

(
xPki − xEXPki

xEXPki

)
→ min (3.1)

ãäå W � êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, N � êîëè÷åñòâî íàáëþäàåìûõ âåùåñòâ.
Â îáùåì âèäå àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ:

• çàäàòü íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, äàííûå
ýêñïåðèìåíòà, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå çíà÷åíèé êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ki(i = 1..5) ;

• íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (3.1), ðåøàÿ ïðÿìóþ çàäà÷ó (2.1) ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè (2.2),

• ñîãëàñíî àëãîðèòìó ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ìåíÿåì çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò
3.1 è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Â êà÷åñòâå ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Õóêà-
Äæèâñà.
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4. Ðåçóëüòàòû è èõ àíàëèç

Äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà íåîáõîäèìî çíàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà-
÷åíèé â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äëÿ èõ ïîèñêà ðåøèì ïðÿìóþ êèíåòè÷åñêóþ çàäà÷ó
(2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.2) ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äàííûå
ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè (òàáë. 1):

Òàáëèöà 1: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå êîíöåíòðàöèè [Br−] , ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è

t, c [Br−], ìîëü t, c [Br−], ìîëü
0.01 5.72 · 10−11 57.78 5.72 · 10−11

1.24 1.17 · 10−7 58.81 1.17 · 10−7

1.812 5.28 · 10−6 59.382 5.28 · 10−6

4.5 5.026 · 10−11 62.07 5.026 · 10−11

20 5.034 · 10−11 77.57 5.034 · 10−11

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ïîèñêà êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè (2.1) - (2.2)
áûëè íàéäåíû çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ñêîðîñòåé k1 , k3 , k5 . Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ïîèñêà
ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. Ýòàëîííûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ïðèâåäåíû â ðàáîòå
[5].

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ïîèñêà êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò â ìîäåëè (2.1)

k1 k3 k5
Ýòàëîí 1.34 8000 0.5
Àëãîðèòì 1.25 8130 0.57

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò k1 , k3 , k5
îòëè÷àþòñÿ îò ýòàëîííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 11%. Òàêàÿ ïîãðåøíîñòü ñ÷èòàåòñÿ
äîïóñòèìîé â êèíåòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà
L-óñòîé÷èâîì ìåòîäå Ðîçåíáðîêà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü è óòî÷íÿòü êèíåòè÷åñêèå
ïàðàìåòðû êîëåáàòåëüíîé ðåàêöèè, ïðîâîäèòü ðàñ÷åò ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è è íàõî-
äèòü ïåðèîäû êîëåáàíèé ðåàêöèè. Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì àäàïòèðîâàí ïîä êîëåáàòåëüíûå
ðåàêöèè è ïðîòåñòèðîâàí íà èçâåñòíîé êîëåáàòåëüíîé ðåàêöèè Áå-ëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî
ñ çàäàííûìè ýòàëîííûìè êèíåòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ðåàëèçîâàí-
íîãî àëãîðèòìà ïîêàçàëè óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ñ äàííûìè, îïóáëèêîâàííûìè
â ðàáîòå [5].
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Ïëàíèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêè îïòèìàëüíîãî õèìè÷åñêîãî

ýêñïåðèìåíòà íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè

êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèðòîâ ñ

äèìåòèëêàðáîíàòîì

c⃝ Ñ. Í. Êîëåäèí1, Ê. Ô. Êîëåäèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàêöèè ñèíòåçà àëêèë-
ìåòèëîâûõ ýôèðîâ è àëêèëìåòèëêàðáîíàòîâ, ïîñðåäñòâîì ðåàãåíòîâ, íåîïàñíûõ äëÿ îêðóæà-
þùåé ñðåäû (¾çåëåíàÿ õèìèÿ¿). Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîâåäåí àíàëèç ðåæèìîâ
ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà è ïîñòðîåí ïðîôèëü òåìïåðàòóð, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå
óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ðåàêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàòàëèòè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ, êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, äèìåòèëêàðáîíàò,
çåëåíàÿ õèìèÿ, ïðîôèëü òåìïåðàòóð.

1. Ââåäåíèå

Â èíñòèòóòå íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ â ëàáîðàòîðèè ¾Õèìèÿ óãëåâîäîðîäîâ¿
âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ ðåàêöèè ñèíòåçà àëêèëìåòèëîâûõ ýôèðîâ è àëêèëìåòèëêàðáîíà-
òîâ, ïîñðåäñòâîì ðåàãåíòîâ, íåîïàñíûõ äëÿ îêðóæàþùåé ñðåäû (¾çåëåíàÿ õèìèÿ¿) [1].
Ðàññìàòðèâàåìûå ïðîäóêòû ðåàêöèè èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðàêòèêå: â êà÷åñòâå
ðàñòâîðèòåëåé, â êà÷åñòâå èíòåðìåäèàòîâ ñèíòåçà ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ, ãåðáèöèäîâ,
àíòèôðèçîâ è òàê äàëåå [??]. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âûõîäà ïðîäóêòà ñ ìèíè-
ìàëüíûìè çàòðàòàìè (ðåàãåíòû, êàòàëèçàòîðû, ýíåðãèè è òàê äàëåå) íåîáõîäèìî èññëå-
äîâàòü âûøåóêàçàííóþ ðåàêöèþ â øèðîêîì èíòåðâàëå ñîîòíîøåíèé èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ
è óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ ðåàêöèè (òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ, âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ è òàê äàëåå).
Î÷åâèäíî, ïðîâåäåíèå íàòóðíûõ õèìè÷åñêèõ îïûòîâ ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ òðåáóåò çíà÷è-
òåëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ è ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò. Òàêæå, íå ìàëîâàæåí áåçîïàñíûé îáú¼ì
òðóäà ýêñïåðèìåíòàòîðîâ. Ýòè ïðîáëåìû, íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ýôôåêòèâíî ðåøàþòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèåì èìèòàöèîííîãî êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îñíîâîé, êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé èññëåäóåìîãî õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà -
êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ îäíîé ñòîðîíû ïîçâîëÿåò ïîäðîáíî èçó÷èòü
ðåàêöèþ, ïðàêòè÷åñêè â ëþáûõ óñëîâèÿõ (îñîáåííî â òåõ, ïðè êîòîðûõ íåâîçìîæíî îñó-
ùåñòâëÿòü õèìè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò) ñ ðàçíûìè âõîäíûìè äàííûìè, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âû÷èñëèòåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè ìîæíî óñòàíîâèòü îïòèìàëüíûå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ
ðåàêöèè, ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè âûõîäà ïðîäóêòîâ [2].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè ¾Õèìèÿ óãëåâîäîðîäîâ¿ íà îñíîâå íàòóðíûõ õèìè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ èññëåäîâàí ìåõàíèçì ðåàêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ è ïðåäëîæåíà âîç-
ìîæíàÿ ñõåìà õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé (òàáëèöà 1).

1 Àñïèðàíò ÔÃÁÓÍ Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ; koledinsrg@gmail.com
2 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÔÃÁÓÍ Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ; koledinakamila@mail.com
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Òàáëèöà 1. Ìåõàíèçì è êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèðòîâ ñ
äèìåòèëêàðáîíàòîì

� Ñòàäèè Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
1 2X1 +X3 → 2X8 w1 = k1x3x12
2 X2 +X8 → X4 +X9 +X10 w2 = k2x8x2
3 X9 → X6 +X11 w3 = k3x9
4 X10 +X11 → X7 +X12 w4 = k4x11x10
5 X1 +X12 → X8 w5 = k5x12x1
6 X2 +X8 → X5 +X10 +X11 w6 = k6x8x2

Ãäå X1 = ROH,X2 = (MeO)2CO,X3 = Co2(CO)8, X4 = ROMe,X5 = ROCO2Me,X6 =
CO2, X7 = MeOH,X8 = HCo(CO)4RO,X9 = MeOCO2, X10 = HCo(CO)4, X11 =
MeO,X12 = Co(CO)4 .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû [3], [4],
ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèðòîâ ñ
äèìåòèëêàðáîíàòîì (2.1):

dx1
dt

= −k1x3x21 − k5x12x1,
dx2
dt

= −k2x8x2 − k6x8x2,
dx3
dt

= −k1x3x21,
dx4
dt

= k2x8x2,
dx5
dt

= k6x8x2,
dx6
dt

= k3x9,
dx7
dt

= k4x11x10,
dx8
dt

= k1x3x
2
1 + k5x12x1 − k6x8x2 − k2x8x2,

dx9
dt

= k2x8x2 − k3x9,
dx10
dt

= k2x8x2 − k4x11x10 + k6x8x2,
dx11
dt

= k3x9 − k4x11x10 + k6x8x2,
dx12
dt

= k4x11x10 − k5x12x1.

(2.1)

Ïðè t=0: x1 = x01; x2 = x02; x3 = x03;

3. Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÎÍÄÓ) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, òî åñòü çàäà÷ó Êîøè.
Òîãäà ïîä ïðÿìîé çàäà÷åé áóäåì ïîíèìàòü îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ êîíöåíòðàöèé âå-
ùåñòâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïðè çàäàííûõ êîíñòàíòàõ ñêîðîñòåé ( ki ). Ïîä îáðàòíîé
çàäà÷åé áóäåì ïîíèìàòü îïðåäåëåíèå òàêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé, ðåøåíèå ÑÎÍÄÓ ñ êî-
òîðûìè ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì xj , ìàêñèìàëüíî áëèçêî ïîõîæèõ íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå. Êàæäàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ýòî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ çàäà÷, ñ çàäàííûìè êîíñòàíòàìè
ñêîðîñòåé.

Ñðåäè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑÎÍÄÓ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû ñõåìû Ðóíãå-Êóòòû, íî íå
âñå ñõåìû Ðóíãå-Êóòòû ïîäõîäÿò äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷, à ÑÎÍÄÓ çàäà÷ õèìè÷å-
ñêîé êèíåòèêè â áîëüøèíñòâå ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè. Íàëè÷èå èòåðàöèé ñèëüíî óñëîæíÿåò
èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ñõåì, òàê êàê ê ïðîáëåìàì óñòîé÷èâîñòè äîáàâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñõîäè-
ìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Àëüòåðíàòèâîé, êîòîðàÿ îáõîäèò ýòó òðóäíîñòü, ÿâëÿþòñÿ

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



Ïëàíèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêè îïòèìàëüíîãî õèìè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà íà . . . 45

ìåòîäû Ðîçåíáðîêà [5]. Ôîðìàëüíî ýòè ñõåìû íåÿâíûå, íî èòåðàöèé â íèõ íå âîçíèêàåò
è ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé äëÿ ïåðåõîäà íà íîâûé âðåìåííîé ñëîé ôèêñèðîâàíî
è çàðàíåå èçâåñòíî (êàê â ÿâíûõ ñõåìàõ). Çà ýòî áåçóñëîâíîå ïðåèìóùåñòâî ýòè ñõåìû
ïîëó÷èëè íàçâàíèå ÿâíî-íåÿâíûõ, èëè ïîëóÿâíûõ. ×èñëåííûé ìåòîä Ðîçåíáðîêà ðåøåíèÿ
ÑÎÍÄÓ ðåàëèçîâàí â ñèñòåìàõ Maple è MatLab, ïîýòîìó åãî è áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ
ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è.

Îáðàòíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûì çàäà÷àì, òàê
êàê íå óäîâëåòâîðÿåò íè îäíîìó èç òðåáîâàíèé êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è: ñóùåñòâî-
âàíèå ðåøåíèÿ, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì â
èñõîäíûõ äàííûõ [6]. Îáðàòíàÿ çàäà÷à õèìè÷åñêîé êèíåòèêè íå óäîâëåòâîðÿåò íè îäíîìó
èç ýòèõ òðåáîâàíèé. Èç-çà íåòî÷íûõ èñõîäíûõ äàííûõ, òàê êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷å-
íèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, íàðóøàåòñÿ ïåðâîå òðåáîâàíèå. Ðåøåíèå çàäà÷è òàêæå
íàõîäèòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ - íàðóøåíèå âòîðîãî òðåáîâàíèÿ. Íàêîíåö, âñëåä-
ñòâèå îñîáåííîñòåé ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò áûòü íàðóøåíî è òðåòüå
òðåáîâàíèå. Íåò óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Îáû÷íî íà ïðàêòèêå
åå ðåøåíèå íàõîäÿò ïåðåáîðîì ïî îïðåäåëåííîìó àëãîðèòìó ñåðèè ïðÿìûõ çàäà÷ ñ öå-
ëüþ ìèíèìèçèðîâàòü âûáðàííûé êðèòåðèé îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ

F (η) = min (3.1)

ãäå η - ðàçíîñòü (íåâÿçêà) ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè êîíöåíòðàöèÿìè
êîìïîíåíòîâ.

Áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è èìååò ïðàâèëüíûé âûáîð âèäà ôóíê-
öèè F (η) . Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè äàþò îáîñíîâàííûé âèä ýòîé ôóíêöèè
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòåí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Ïðè
íîðìàëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ

F (η) =
P∑
p=1

I∑
i=1

(xEpi − xPpi) = min. (3.2)

ãäå xEpi è xPpi - ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ,
I - êîëè÷åñòâî âåùåñòâ, P - êîëè÷åñòâî òî÷åê çàìåðà.

Íàìè îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì [7]. Â ïðîãðàììíîì êîì-
ïëåêñå MatLab ðåàëèçîâàí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïîýòîìó åãî áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé îò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèíÿòà ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, âîçíèêàþùàÿ
èç-çà ïîãðåøíîñòè óñòàíîâêè äëÿ ïðîâåäåíèÿ õèìè÷åñêèõ îïûòîâ.

4. Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèðòîâ ñ äèìå-
òèëêàðáîíàòîì

Ïîñëå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, íàéäåíû
çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ñòàäèé äëÿ çàäàííûõ òåìïåðàòóð. Èç óðàâíåíèÿ Àððåíèóñà
îïðåäåëåíû ýíåðãèè àêòèâàöèè, ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Òàáëèöà 2. Êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñòàäèé ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèðòîâ ñ äèìå-
òèëêàðáîíàòîì ( ki=[ìèí −1 ], Ea=[êêàë/ìîëü])
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� ki Ea
Ðåàêöèÿ T,◦C 150 160 170 180 200

1 2ROH + Co2(CO)8 → 2H+Co(CO)4RO
− 0, 5 1 2 4 5 19

2 (MeO)2CO + H+Co(CO)4RO
− →

ROMe+MeOCO−
2 +H+Co(CO)4

0, 0005 0, 01 0, 02 0, 12 1 57, 6

3 MeOCO−
2 → CO2 +MeO− 12 20 35 50 100 16, 9

4 H+Co(CO)4 + MeO− → MeOH +
Co(CO)4

4 5, 5 7 120 130 32, 2

5 ROH + Co(CO)4 → H+Co(CO)4RO
− 5, 5 7 9 150 180 32, 3

6 (MeO)2CO + H+Co(CO)4RO
− →

ROCO2Me+H+Co(CO)4 +MeO−
1 2 3, 1 8 10 19, 1

Íà 4.1 ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé íàáëþäàåìûõ âåùåñòâ
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ïðè çàäàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ

ñïèðòîâ ñ äèìåòèëêàðáîíàòîì: à) T=150 ◦ Ñ, á) T=180 ◦ Ñ, â) T=200 ◦ Ñ

Íà 4.2 ïðèâåäåíà êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé ðåàêöèè.

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèðòîâ ñ äèìåòèëêàðáîíàòîì
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Ïî 4.2 âèäíî, ÷òî ñïèðòû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ êîáàëüòîâûì êàòàëèçàòîðîì îáðàçóþò
êîìïëåêñ (8), ðåàêöèÿ êîòîðîãî ñ èñõîäíûì äèìåòèëêàðáîíàòîì ìîæåò ïîéòè ïî äâóì íà-
ïðàâëåíèÿì: ëèáî ñ îáðàçîâàíèåì êîìïëåêñà (9) è ïîáî÷íîãî ïðîäóêòà (4), ëèáî ïî ïóòè
îáðàçîâàíèÿ êîìïëåêñîâ (10) è (11) è öåëåâîãî ïðîäóêòà (5) - àëêèëìåòèëîâîãî ýôèðà.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå àêòèâàöèîííûå áàðüåðû ñòàäèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî áîëåå
âåðîÿòíî ïðîòåêàíèå ðåàêöèè ñ îáðàçîâàíèåì êîìïëåêñà(5) (Ea=19,1 êêàë/ìîëü), ÷åì ñ
îáðàçîâàíèåì (4) (Ea=57,6 êêàë/ìîëü). Òàêàÿ çàêîíîìåðíîñòü íàáëþäàåòñÿ è â ýêñïåðè-
ìåíòå. Òàê ïî 4.1 âèäíî, ÷òî òîëüêî ïðè òåìïåðàòóðå 200 ◦C, â çàäàííûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ïîÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñ (4) ïîñëå 60 ìèí. ðåàêöèè, à êîìïëåêñ (5) ïîÿâëÿåòñÿ â ñà-
ìîì íà÷àëå ðåàêöèè, äàæå ïðè áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Íî â ëþáîì ñëó÷àå, îáå ýòè
ñòàäèè ïðèâîäÿò ê îáðàçîâàíèþ (10) è (11), êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü îáðàçóþò êîìïëåêñ
(12), âçàèìîäåéñòâèå êîòîðîãî ñ èñõîäíûì ñïèðòîì ïðèâîäèò ê çàìûêàíèþ êàòàëèòè÷å-
ñêîãî öèêëà.

5. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Ðåçóëüòàòû

Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàêöèè ìîæíî ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò è ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ðåàêöèè ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ, äàæå äëÿ òåõ, äëÿ êîòî-
ðûõ íå ïîñòàâëåí õèìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíò. Òàê, çíàÿ ýíåðãèè àêòèâàöèè è, ñîîòâåòñòâåííî
çíà÷åíèÿ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ â óðàâíåíèè Àððåíèóñà ìîæíî îïðåäåëèòü
êîíñòàíòû ñêîðîñòåé äëÿ ëþáîé òåìïåðàòóðû è, ñîîòâåòñòâåííî, ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó
äëÿ ýòèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé è ïîñìîòðåòü, êàê ñåáÿ âåäóò ëþáûå âåùåñòâà â ðåàêöèè. Òàê
èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû èäåò ðîñò âûõîäà öåëåâîãî ïðîäóêòà X5.
Îäíàêî, ïðè òåìïåðàòóðå 200 ◦C ïðîäóêò X5 óæå íå äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
1, êàê ïðè 180 ◦C, òàê êàê íà÷èíàåò îáðàçîâûâàòüñÿ ïîáî÷íûé ïðîäóêò X4. Ïîýòîìó íàìè
áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû,
ïðè êîòîðîì íà÷èíàåò îáðàçîâûâàòüñÿ X4 è áîëåå êîòîðîãî íå èìååò ñìûñëà ïîäíèìàòü
òåìïåðàòóðó (5.1).

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé íàáëþäàåìûõ âåùåñòâ ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ

ñïèðòîâ ñ äèìåòèëêàðáîíàòîì: à) T=184 ◦ Ñ, á) T=194 ◦ Ñ, â) T=204 ◦ Ñ

Ïî 5.1 âèäíî, ÷òî ïðè T=184 ◦Ñ óæå íà÷èíàåò îáðàçîâûâàòüñÿ ïîáî÷íûé ïðîäóêò X4.
Ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû åãî ñòàíîâèòñÿ òîëüêî áîëüøå, à ïðè òåìïåðàòóðå 204 ◦Ñ
îí çàíèìàåò ïðàêòè÷åñêè 20% èç âñåãî âûõîäà ïðîäóêòîâ, òåì ñàìûì óìåíüøàÿ âûõîä
öåëåâîãî X5. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî
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âðåìåíè äëÿ ìàêñèìàëüíîãî âûõîäà ïðîäóêòà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ. Èç 5.1 âèäíî, ÷òî
èçìåíåíèå âûõîäà ïðîäóêòà â îäíî è òî æå âðåìÿ ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó ìàêñèìóìà. Òî åñòü äëÿ êàæäîé òåìïåðàòóðû ìîæíî îïðåäåëèòü îïòèìàëü-
íîå âðåìÿ, ïðè êîòîðîì âûõîä ïðîäóêòà áóäåò ìàêñèìàëüíûì è ïîñëå êîòîðîãî ðåàêöèþ
íåîáõîäèìî îñòàíîâèòü è, âîçìîæíî, çàïóñòèòü ðåöèêë. Èíà÷å äàëüíåéøåå ïðîâåäåíèå ðå-
àêöèè, ïîääåðæàíèå òåìïåðàòóðû áóäåò ýêîíîìè÷åñêè íåöåëåñîîáðàçíî [8].

Ð è ñ ó í î ê 5.2

Èçìåíåíèå âûõîäà ïðîäóêòà ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèðòîâ ñ äèìåòèëêàðáîíàòîì â îäíî è

òîæå âðåìÿ ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ

Íà 5.2 êàæäàÿ êðèâàÿ ýòî èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè X5 â îäíî è òîæå âðåìÿ ïðè ðàçíûõ
òåìïåðàòóðàõ. Âèäíî, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ìàêñèìóì. Ïî òî÷êàì ìàêñè-
ìóìîâ ñòðîèì îïòèìàëüíûé ïðîôèëü òåìïåðàòóð, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó ìîìåíòó âðåìåíè òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì âûõîäà
ïðîäóêòà (5.3).
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Ð è ñ ó í î ê 5.3

Óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîãî âûõîäà ïðîäóêòà ROCO2Me (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ - ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ,

òî÷êè - ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå)

Ïî 5.3 âèäíî, ÷òî, äëÿ ëþáîé òåìïåðàòóðû ìîæíî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå âðåìÿ
ïðîâåäåíèÿ ðåàêöèè è, íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî âðåìåíè ïîäîáðàòü îïòèìàëü-
íóþ òåìïåðàòóðó. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ àäåêâàòíîñòè ðàçðàáîòàííîé êèíåòè÷åñêîé ìîäå-
ëè õèìèêàì-ýêñïåðèìåíòàòîðàì, àâòîðàì ðàáîòû [1], áûëî ïðåäëîæåíî ïðîâåñòè íàòóð-
íûé õèìè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: T=175 ◦C, T=190 ◦C. Ïðîâåäåí-
íûå õèìè÷åñêèå îïûòû ïîëíîñòüþ ïîäòâåðäèëè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Òàê, ïðè
T=175 ◦C ìàêñèìàëüíûé âûõîä öåëåâîãî ïðîäóêòà íàáëþäàëñÿ íà 5 ÷. ïðîâåäåíèÿ ýêñïå-
ðèìåíòà, à ïðè T=190 ◦C íà 2 ÷., ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòíûì çíà÷åíèÿì (5.3).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ïîñòðîåíèå êèíå-
òè÷åñêîé ìîäåëè, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ðåàêöèè è òåì
ñàìûì ïëàíèðîâàòü õèìè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ çíà÷åíèé
âûõîäà ïðîäóêòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 15-07-01764 À).
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Scheduling economically optimal chemical experiment

based on a kinetic model of the catalytic reaction of

alcohols with dimethyl carbonate

c⃝ S. N. Koledin3, K. F. Koledina4

Abstract. A mathematical modeling of the synthesis reaction alkilmetilovyh esters and
alkilmetilkarbonatov by reagents, non-hazardous for the environment (¾green chemistry¿). On
the basis of the analysis of the kinetic model of the process conditions and temperature pro�le is
built, which allows to determine the optimal reaction conditions.

Key Words: the catalytic reaction, kinetic equation, dimethyl carbonate, green chemistry,
temperature pro�le

3 Postgraduate FSBIS Institute of Petrochemistry and Catalysis, RAS; koledinsrg@gmail.com
4 Scienti�c employee FSBIS Institute of Petrochemistry and Catalysis, RAS; koledinakamila@mail.com

MVMS journal. 2015. V. 17, No. 2



Òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû 51

ÓÄÊ 517.956.2

Òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

c⃝ Ì. Ë. Êîëîìèåö1, À. Í. Ñàõàðîâ2

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïëàçìå è âîçìîæíîñòè ee îïèñàíèÿ â
òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñîáûå òî÷êè ïîëÿ, ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà, ñåïàðàòîðû, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèåé ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ è òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòà ñâÿçü ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè, òî åñòü ðå÷ü èäåò î äèíàìèêå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ïðîâî-
äÿùåé äâèæóùåéñÿ ñðåäîé, êîòîðóþ áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü ïëàçìîé. Çàäà÷à î
òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé â ïëàçìå èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â îïèñàíèè äè-
íàìèêè ïëàçìû â êîðîíå ñîëíöà, òåðìîÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ, à òàêæå â ôóíäàìåíòàëüíîé
çàäà÷å î ìåõàíèçìå ïåðåçàìûêàíèÿ [1].

Òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé îïèñûâàåòñÿ íà ÿçûêå ñèëîâûõ ëèíèé. Äåéñòâèòåëüíî,
ìàãíèòíîå ïîëå çàäàåòñÿ âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè H â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îáëàñòè
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèëîâûìè ëèíèÿìè ïîëÿ. Äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïîëíîé êàðòèíû òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ � ôàçîâîãî ïîðòðåòà, íåîáõîäèìî
òàêæå ó÷åñòü êîíôèãóðàöèþ îñîáåííîñòåé ïîëÿ � òî÷åê, ãäå îíî íå îïðåäåëåíî. Òàêè-
ìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ ïîëå ðàâíî íóëþ, à òàêæå òî÷êè, â êîòîðûõ ïîëå
íåîãðàíè÷åíî. Òî÷êè, â êîòîðûõ ïîëå íåîãðàíè÷åíî, â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñîîò-
âåòñòâóþò òî÷å÷íûì ýëåêòðè÷åñêèì èëè ìàãíèòíûì çàðÿäàì. Òî÷å÷íûå çàðÿäû ÿâëÿþòñÿ
ëèáî èñòî÷íèêàìè, ëèáî ñòîêàìè, òî åñòü ñèëîâûå ëèíèè íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â
ýòèõ òî÷êàõ. Çàìåòèì, ÷òî ìàãíèòíûé çàðÿä � ìîíîïîëü äî ñèõ ïîð ýêñïåðèìåíòàëüíî íå
îáíàðóæåí, ïîýòîìó èñòî÷íèêàìè (ñòîêàìè) ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ äèïîëè3. Îòñóò-
ñòâèå ìîíîïîëåé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå áåçäèâåðãåíòíî:

divH = 0. (1.1)

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ îáðàçåò ìóëüòèïîëü, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî ðàâíà
ñóììå èíòåíñèâíîñòåé âõîäÿùèõ â íåãî èñòî÷íèêîâ.

Ïðåäñòàâëåíèå î òî÷å÷íîé ïðèðîäå èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê
ëîãè÷åñêèì ïðîòèâîðå÷èÿì òåîðèè: òî÷å÷íûé çàðÿä èìååò áåñêîíå÷íóþ ìàññó. Îíè ðàç-
ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ïðîöåäóð ïåðåíîðìèðîâêè ïîëÿ â îêðåñòíîñòè îñî-
áåííîñòè [2]. Ïåðåíîðìèðîâêà, êàê ïðàâèëî, � ýòî ïåðåõîä îò òî÷å÷íîãî îáúåêòà ê îáúåêòó
êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Â cëó÷àå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïîëåé äîïóùåíèå î òî÷å÷íîì õàðàêòåðå
èñòî÷íèêîâ ïîëÿ âïîëíå îïðàâäàíî.

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math@agri.sci-nnov.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ansakharov2008@yandex.ru

3 Äèïîëü � êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó çàðÿäîâ, ðàâíûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.
Ìîäåëüþ ìàãíèòíîãî äèïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëå, ñîçäàâàåìîå ïåòëåâûì òîêîì.
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Â çàäà÷àõ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ìàãíèòíîå ïîëå ïðèíÿòî ïðåäñòàâëÿåòü èíäóêöè-
åé ìàãíèòíîãî ïîëÿ B, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ H ñîîòíîøåíèåì B = µH , ãäå µ � ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû. Òîãäà äâèæåíèå âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé îïèñûâàåòñÿ âåêòîðíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dr

ds
= B(r), (1.2)

ãäå r = {x, y, z} � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, â êîòîðîé ïðèëîæåí âåêòîð B, à s � íåêîòîðûé
ïàðàìåòð (íå îáÿçàòåëüíî äëèíà äóãè), êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè íà ñèëîâîé
ëèíèè, îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Íóëåâûå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

B(r) = 0. (1.3)

Íóëåâûå òî÷êè � ýòî íåïîäâèæíûå òî÷êè ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî óðàâíåíèåì (1.2).
Â òèïè÷íîì ñëó÷àå4 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, λ3 â íóëåâîé òî÷êå ïîëÿ B íå ðàâíû

íóëþ è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ λ1 + λ2 + λ3 = 0, â ñèëó ðàâåíñòâà (1.1). Ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì òàêàÿ íóëåâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì ñ äâóìåðíîé è
îäíîìåðíîé ñåïàðàòðèñàìè. Êàê ïîêàçàíî â [11] íóëåâàÿ òî÷êà áóäåò ñåäëîì, åñëè ñóììà
èíòåíñèâíîñòåé âñåõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ â êîíå÷íîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè íå ðàâíà
íóëþ.

Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî îäíîìåðíóþ ñåïàðàòðèñó ñåäëà íàçûâàþò øèïîì
(spine), à äâóìåðíóþ � âååðíîé ïîâåðõíîñòüþ (fan) [3]. Ïåðåñå÷åíèÿ âååðíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ðàçëè÷íûõ íóëåâûõ òî÷åê ïðèíÿòî íàçûâàòü ñåïàðàòîðàìè. Åñëè ýòè ïåðåñå÷åíèÿ
òðàíñâåðñàëüíû, òî èõ íàçûâàþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ñåïàðàòîðàìè. Íà ÿçûêå äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì � ýòî ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ãåòåðîêëèíè÷åñêèé ñåïàðàòîð.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå îñîáåííîñòåé ïîëÿ, øèïîâ, âååðíûõ ïîâåðõíîñòåé è ñåïà-
ðàòîðîâ îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ. Ýòî îáúåäèíåíèå íàçûâàþò â ôèçè-
÷åñêîé ëèòåðàòóðå ñêåëåòîì èëè îñòîâîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

4 Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ó ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà íóëåâûõ òî÷åê áóäóò âåùåñòâåí-
íûìè.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýâîëþöèÿ ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â ïëàçìå äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåð ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé: â òå÷åíèè çíà÷èòåëüíîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå èçìåíÿåòñÿ, çàòåì áûñòðî ïðîèñõîäèò
ïåðåñòðîéêà ñòðóêòóðû (áèôóðêàöèÿ), êîòîðàÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåçàìûêàíèåì ìàãíèò-
íûõ ñèëîâûõ ëèíèé. Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðèâîäÿùèå ê ïåðåçàìûêàíèþ ñèëîâûõ ëèíèé,
ïîäðîáíî îïèñàíû â îáçîðíîé ñòàòüå [1], ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ äàåòñÿ â
ìîíîãðàôèè [3], ãëàâà 8.

Çàäà÷à î ïåðåñòðîéêå ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ áèôóðêàöèé
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.2). Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòîé ñèñòåìå ìîæíî
ñîïîñòàâèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ òåì æå ñàìûì îñòîâîì.
Áîëåå òîãî, â òèïè÷íîì ñëó÷àå ýòî áóäåò ñèñòåìà Ìîðñà-Ñìåéëà, ÷òî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå òîïîëîãè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè ìàãíèòíûõ ïîëåé è ïîëó÷èòü èõ
òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ.

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ôèçèêè ïðèñóòñòâóåò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñèëî-
âûå ëèíèè íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà5. Îäíàêî, â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå ñèëîâûå
ëèíèè èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Íàïðèìåð, â èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé
ïëàçìå èìååò ìåñòî ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ: ïðè äâèæåíèè ñðåäû ñè-
ëîâûå ëèíèè ñëåäóþò çà íåé, áóäó÷è êàê áû �âìîðîæåííûìè� [4]. Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíå-
íû â òîêîìàêàõ � óñòðîéñòâàõ äëÿ èçó÷åíèÿ òåðìîÿäåðíûõ ðåàêöèé â çåìíûõ óñëîâèÿõ.
Óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîãî ïëàçìåííîãî øíóðà â òîêîìàêå îáåñïå÷èâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì
çàìêíóòûõ ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé (òîðîâ), ñîñòîÿùèõ èç ñèëîâûõ ëèíèé [5].

Â ðàáîòå Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêè [6] áûë èçó÷åí êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
ìîäåëèðóþùèõ ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìàãíèòíûå ïîëÿ â êîðîíå Ñîëí-
öà. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêèõ ñèñòåì, ìîäåëèðóþùèõ ÿâíî çàäàííûå
ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ.

2. Ìîäåëè ìàãíèòíûõ ïîëåé

Íåïîñðåäñòâåííîå èçó÷åíèå òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìå ïîäðàçóìåâàåò ðå-
øåíèå ñèñòåìû ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ([8], ãë. 8). Îñíîâíîå óðàâíåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòü ïîòîêà v â ïëàçìå è ìàãíèòíîå ïîëå H îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂H

∂t
= rot(v ×H) + η∆H , (2.1)

ãäå η � ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, îáðàòíàÿ ìàãíèòíîìó ÷èñëó Ðåéíîëüäñà. Ðåøåíèå ýòîãî è
ñîïóòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñëîæíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó. Íàïðèìåð, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà
ïåðåçàìûêàíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ïîëåé â âûñîêîïðîâîäÿùåé ïëàçìå âîçìîæíî òîëüêî ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñóïåðêîìïüþòåðîâ [9]. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå (1.2) íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü àïðèîðíûå ìîäåëè ïîëÿ. Ïîñòðîåíèå òàêèõ ìîäåëåé èñïîëüçóåò ðÿä ïðåäïîëîæåíèé
ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå íîñèò íàçâàíèå ¾ìîäåëü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî çàðÿäà¿ (ìî-
äåëü ÒÌÇ) (ñì., íàïðèìåð, [10]) è çàêëþ÷àåòñÿ â cëåäóþùèõ óïðîùàþùèõ àíàëèç äîïó-
ùåíèÿõ:

1. èñòî÷íèê ïîëÿ (äèïîëü) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïàðû òî÷åê, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
èñòî÷íèêîì, äðóãàÿ � ñòîêîì;

5 Çàìåòèì, ÷òî ýòîãî ìíåíèÿ ïðèäåðæèâàëñÿ àêàäåìèê È.Å. Òàìì [7], îäèí èç àâòîðîâ èäåè òîêîìàêà!
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2. ïîëå ïîòåíöèàëüíî, òî åñòü ïðåäñòàâèìî â âèäå B = ∇Φ, ãäå Φ � ñêàëÿðíûé ïîòåí-
öèàë.

Äëÿ n òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ c èíòåíñèâíîñòÿìè αk , ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ rk ,
k = 1, 2, . . . , n, ïîòåíöèàëüíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ìîäåëè ÒÌÇ, çàäàåòñÿ
ïîòåíöèàëîì

Φ(r) = −
n∑
k=1

αk
1

∥r − rk∥
. (2.2)

Òîãäà

B(r) = ∇Φ(r) =
n∑
k=1

αk
r − rk

∥r − rk∥3
. (2.3)

Â ýòîé ìîäåëè ðàâåíñòâî divB = 0 âûïîëíÿåòñÿ âñþäó, êðîìå èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ) ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ. Ýòà ìîäåëü ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè ðàññìàòðèâàëàñü â öåëîì ðÿäå
ðàáîò [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], ãäå îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèçìà
ðîæäåíèÿ è ñìåðòè ñåïàðàòîðîâ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîëíå÷íîé êîðîíû, â ìîäåëü ÒÌÇ äîáàâëÿåòñÿ
åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå:

3. ãðàíèöó ôîòîñôåðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíâàðèàíòíóþ ñôåðó S2, íà êîòîðîé
è ðàñïîëàãàþòñÿ èñòî÷íèêè ïîëÿ.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ýòî èíâàðèàíòíàÿ ïëîñêîñòü z = 0. Ïðè çàäàííîì êîëè÷å-
ñòâå èñòî÷íèêîâ, ìîæíî â òèïè÷íîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íóëåé ïîëÿ, ëåæàùèõ
íà èíâàðèàíòíîé ñôåðå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ èíäåêñà âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîëó-
÷àåì

nα + nω − nσ = χ = 2, (2.4)

ãäå nα � ÷èñëî èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, nω � ÷èñëî ñòîêîâ, nσ � ÷èñëî ñåäëîâûõ íóëåâûõ òî÷åê,
χ � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñôåðû [18].

Â îáùåì ñëó÷àå íóëè è èñòî÷íèêè ïîëÿ ðàñïîëàãàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì è èõ êîëè÷åñòâî óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

nα − n+
σ = nω − n−

σ , (2.5)

ãäå n+
σ � ÷èñëî ñåäåë ñ äâóìåðíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé, n−

σ � ÷èñëî ñåäåë ñ äâóìåð-
íîé óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû èíäåêñîâ
îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òðåõìåðíîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè [18]. Â ðàâåíñòâàõ
(2.4) è (2.5) ïîäðàçóìåâàåòñÿ áàëàíñ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, òî åñòü ñóììà èíòåíñèâíîñòåé âñåõ
èñòî÷íèêîâ ðàâíà íóëþ. Â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà íóëþ ýòîé ñóììû äîáàâëÿåòñÿ èñòî÷íèê â
áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåíñèâíîñòè.

Ôîðìóëû (2.4) è (2.5) ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷êåê ðàçëè÷-
íûõ èíäåêñîâ ôóíêöèè Ìîðñà íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé ìîäåëè ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èñòî÷íèêè ïîëÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå
íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðèòÿãèâàþùèõ (îòòàëêèâàþùèõ) íóëåâûõ òî÷åê ïîëÿ.
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Èñòî÷íèêè è íóëåâûå òî÷êè ïîëÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a(r) =
n∏
k=1

∥r − rk∥3. Òîãäà óðàâíåíèå (1.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

B(r) =
1

a(r)

n∑
k=1

εk(r − rk)a(r)/∥r − rk∥3 =
1

a(r)
F (r).

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå F (r) = 0 îïðåäåëÿåò íóëè ïîëÿ B(r) è èìååò, êðîìå ýòîãî, ïðîñòûå
íóëè â òî÷êàõ r1, r2, . . . , rn.

Ïóñòü ϵ > 0, äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , n íàéäåì øàð Uk(ε) ðàäèóñà ρ(ε) c öåíòðîì â
òî÷êå rk òàêîé, ÷òî a(r) < ε äëÿ âñåõ r ∈ Uk(ε). Î÷åâèäíî, ÷òî ρ(ε) → 0 ïðè ε → 0.
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

G(r, ε) =


1

a(r)
F (r), r ∈ R3 \

n∪
k=1

Uk(ε),

1

a(r, ε)
F (r), r ∈

n∪
k=1

Uk(ε),
(2.6)

ãäå a(r, ε) = a(r) + εbk(r), à bk : Uk(ε) → [0, 1] � C∞ -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

1. bk(r) = 1 ïðè ∥r − rk∥ ≤ ρ(ε)

2
,

2. 0 < bk(r) < 1 ïðè
ρ(ε)

2
< ∥r − rk∥ < ρ(ε) ,

3. bk(r) = 0 ïðè ∥r − rk∥ = ρ(ε).

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ïîëå G(r, ε) èìååò òå æå ñàìûå íóëè, ÷òî è ïîëå B(r),

áåçäèâåðãåíòíî â îáëàñòè R3 \
n∪
k=1

Uk(ε) è èìååò â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ-ñòîêîâ ïðîñòûå íó-

ëåâûå òî÷êè r1, r2, . . . , rn. Áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíîå ïîëå G(r, ε) ðåãóëÿðèçàöèåé ïîëÿ
B(r).

Òàê êàê òîïîëîãèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîâûìè ëèíèÿìè, òî åñòåñòâåííî
ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèe.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà îäíîì è òîì æå ìíîãîîáðàçèè
M íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h :
M → M ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûé ïåðåâîäèò èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðâîãî ïîëÿ â
èíòåãðàëüíûå êðèâûå âòîðîãî, ñîõðàíÿÿ èõ îðèåíòàöèè.

Èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 2.1. Âåêòîðíûå ïîëÿ B(r) è G(r, ε) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíå îêðåñòíîñòåé Uk(ρ) èíòåãðàëüíûå êðèâûå îáîèõ ïîëåé
èäåíòè÷íû è èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì � òîæäåñòâåííûé. Â îêðåñòíîñòÿõ Uk(ρ) îòîæäå-
ñòâèì òðàåêòîðèè ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè íà ãðàíèöå îêðåñòíîñòè. Òàê êàê
âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (1.2) è óðàâíåíèÿ

dr

ds
= G(r, ε) (2.7)

â êàæäîé îêðåñòíîñòè âõîäÿò â îäíó è òó æå òî÷êó, òî ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì.

Äàëåå, ïðè r ∈ Uk(ε) óðàâíåíèå (2.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå
óðàâíåíèå

a(r, ε)
dr

ds
= F (r).

Òàê êàê åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî (íåóñòîé÷èâî), òî ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå À.Í. Òèõîíîâà [19] ïîñòðîåííîå âûøå
ñîîòâåòñòâèå áóäåò íåïðåðûâíûì ïðè âñåõ ε ∈ [0, ε0] .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Pèñ. 2.1 èëëþñòðèðóåò äîêàçàííóþ òåîðåìó. Íà íåì èçîáðàæåíû êðèâûå Bx(x, y, 0) =
0, By(x, y, 0) = 0 äëÿ ïîëÿ âèäà (2.3) ñ òðåìÿ èñòî÷íèêàìè â òî÷êàõ r1 = (0, 0, 0), r2 =
(1, 0, 0), r3 = (.5, .8, 0) íà èíâàðèàíòíîé ïëîñêîñòè z = 0. Êðèâûå èìåþò ïÿòü òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè: òðè èç íèõ ñîîòâåòñòâóþò èñòî÷íèêàì, äâå �
íóëåâûì òî÷êàì ñåäëîâîãî òèïà.
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Topology of magnetic �elds and dynamical systems
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Abstract. We discuss the topology of magnetic �elds in the plasma and the possibility of their
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà

ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà

ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

c⃝ Þ. À. Êóçíåöîâ 1, Å. Â Êðóãëîâ 2, Ä. À. Áóðëàêîâà 3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî
ðîñòà ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà òèïà Ëóêàñà. Å¼ èññëåäîâàíèå ñâîäèòñÿ ê
èçó÷åíèþ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ ó÷åòîì ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, òðåõ-
ìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà

1. Ââåäåíèå

Â òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïðèíÿòî âûäåëÿòü íåêîòîðûé íàáîð òàê íàçûâàåìûõ
ñòèëèçîâàííûõ ôàêòîâ (stylized facts) ñîâðåìåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà � íàáîð òåí-
äåíöèé è çàêîíîìåðíîñòåé, òèïè÷íûõ äëÿ ñîâðåìåííîé ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè. Ê èõ
÷èñëó îòíîñèòñÿ è ñëåäóþùèé ôàêò: â îáåñïå÷åíèè âûñîêèõ òåìïîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
âàæíóþ ðîëü èãðàþò êàê íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîãðåññ, òàê è îáðàçîâàíèå è óðîâåíü
êâàëèôèêàöèè ðàáî÷åé ñèëû (ñì. ïîäðîáíåå [2], [20], [14]).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðîëü óðîâíÿ êâàëèôèêàöèè ðàáî÷åé ñèëû îòìå÷àëàñü åù¼ êëàñ-
ñèêàìè ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè (À. Ñìèò, Æ.Á. Ñýé, Äæ.Ñ. Ìèëëü, Ë. Âàëüðàñ, À. Ïèãó è
äð.). Â ÿâíîì è òåïåðü óæå îáùåïðèíÿòîì âèäå êîíöåïöèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà âîøëà
â ýêîíîìè÷åñêóþ íàóêó òîëüêî â 60-õ ãîäàõ XX ñòîëåòèÿ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Äæ. Ìèíöå-
ðà, Ò. Øóëüöà, Ã. Áåêêåðà è Ì. Áëàóãà. Ïåðâîíà÷àëüíî â òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â
êà÷åñòâå îñíîâíûõ ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü òàêèå ýêîíîìè÷åñêèå ôàêòîðû, êàê ôèçè÷åñêèé
êàïèòàë è òðóäîâûå ðåñóðñû (â äåéñòâèòåëüíîñòè � ÷èñëåííîñòü çàíÿòûõ â ïðîèçâîäñòâå
ðàáîòíèêîâ).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç ñàìûõ ñóùåñòâåííûõ ôàêòîðîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
ñ÷èòàåòñÿ ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë. Ïî ñóùåñòâó ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñîâîêóïíîñòü íàêîïëåííûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ, ïîëó÷àåìûõ â
ïðîöåññå îáðàçîâàíèÿ è ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè ìîãóò ïðèíî-
ñèòü äîõîä � â âèäå çàðàáîòíîé ïëàòû, ïðîöåíòà èëè ïðèáûëè. Åãî ïåðåäà÷à îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (îòíîñèòåëüíî äëèòåëüíîãî) ïðîöåññà îáó÷åíèÿ è(èëè) ïðàêòèê, ïðè-
çâàííûõ òðàíñëèðîâàòü ñïåöèôè÷åñêèå çíàíèÿ è äåìîíñòðèðîâàòü ïðîöåäóðû âûðàáîòêè
íîâûõ íàâûêîâ. ×åëîâå÷åñêèé êàïèòàë íîñèò ÿðêî âûðàæåííûé èíäèâèäóàëüíûé õàðàê-
òåð è èçíà÷àëüíî îí âîïëîùåí â îòäåëüíîé ÷åëîâå÷åñêîé ëè÷íîñòè, à ñîâîêóïíûé çàïàñ
÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà â òîì èëè èíîì ñîîáùåñòâå ðàâåí ñóììå çàïàñîâ âñåõ âõîäÿùèõ â
íåãî èíäèâèäóóìîâ.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, Íèæåãîðîäñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; Yu-Kuzn@mm.unn.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; kruglov19@mail.ru.

3 Àñïèðàíò, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâ-
ãîðîä; groha@yandex.ru.
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Â ñîâðåìåííîé òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê âàæíûé ôàêòîð ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà è ðàçâèòèÿ, à ìåõàíèçì åãî ïðîèçâîäñòâà è
íàêîïëåíèÿ � êàê ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýíäîãåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðîñòà. Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò êëàññèêîâ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïóòè (ìåõàíèçìû)
ôîðìèðîâàíèÿ è íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà. Âàæíåéøèå êîíöåïöèè, îïèñûâà-
þùèå âëèÿíèå ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà è íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîãðåññà (ÍÒÏ) íà
äèíàìèêó ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Ê. Ýððîó, Ï. Ðîìåðà, Ð. Íåëüñîíà
� Ý. Ôåëïñà, Õ. Óçàâà è Ð. Ëóêàñà (ñì. ïîäðîáíåå [2], [14], [15], [16], [17], [18], [19]).

Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå êîíöåïöèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà áûëà âêëþ÷åíà â ìîäåëü
ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â êëàññè÷åñêîé ñòàòüå Ê. Ýððîó [1]. Â åãî ìîäåëè ðîñò òåõíè÷åñêî-
ãî çíàíèÿ áûë ¾íåïðåäíàìåðåííûì¿ (òî åñòü ïîáî÷íûì, by-product) ïîñëåäñòâèåì îïûòà
ñîçäàíèÿ íîâûõ ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà, à ìåõàíèçì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà
âêëþ÷àåò â ñåáÿ îáó÷åíèå ðàáîòíèêîâ áåç îòðûâà îò ïðîèçâîäñòâà (¾learning-by-doing¿).

Äðóãîé ìåõàíèçì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà îïèñàí â îáùåòåîðåòè÷åñêîì
ïëàíå Ã. Áåêêåðîì è ñâÿçàí ñ ïîâûøåíèåì êâàëèôèêàöèè ðàáîòíèêîâ ïóòåì èõ îáó÷å-
íèÿ ¾ñ îòðûâîì îò ïðîèçâîäñòâà¿. Âïåðâûå ýòà êîíöåïöèÿ íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî
êàïèòàëà áûëà âêëþ÷åíà â íåîêëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â èçâåñòíîé (è
òîæå ñ÷èòàþùåéñÿ êëàññè÷åñêîé) ðàáîòå Ð. Ëóêàñà [9]. Ïîäðîáíåå îá ýòîé ìîäåëè è å¼
îáîáùåíèÿõ ñì., íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19]. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî â ðàáîòå Ð. Ëóêàñà [9] ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ðàññìîòðåíèÿ àíàëîãà ìîäåëè
Ëóêàñà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ñì., íàïðèìåð, [7], [6], [3], [8]). Ìîòèâàöèåé äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ïîäîáíûõ ìîäåëåé âûñòóïàåò æåëàíèå ïîëó÷èòü ìîäåëü, ñîõðàíÿþùóþ èçâåñòíûå è
ýêîíîìè÷åñêè îïðàâäàííûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè èñõîäíîé ìîäåëè Ëóêàñà, è, êðîìå
òîãî, òàêóþ, êîòîðóþ ïðîùå è óäîáíåå ñîïîñòàâëÿòü ñ äàííûìè ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
(òî åñòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âðåìåííûìè ðÿäàìè).

Çàìåòèì, ÷òî âàæíåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà, ñâÿçàííûå ñ
ïîíÿòèåì ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, â äåéñòâèòåëüíîñòè â òîé èëè èíîé ñòåïåíè îòîæäåñòâ-
ëÿþò ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë ñ òîé åãî êîìïîíåíòîé, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò (â øèðîêîì
ñìûñëå) ýôôåêòèâíîñòü òðóäà ýêîíîìè÷åñêîãî àãåíòà, èëè äàæå (áîëåå óçêî) åãî ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòü òðóäà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî
ðîñòà ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà òèïà Ëóêàñà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.
Å¼ èññëåäîâàíèå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðî-
âàííîãî ðîñòà. Èññëåäóþòñÿ êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêò �15-01-04604).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ ó÷åòîì íàêîï-
ëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì â îñíîâíîì ñëåäóåò ëîãèêå ðàáîòû
[9]. Ñëåäóÿ òðàäèöèè (ñì. [9]), âûäåëèì â ÿâíîì âèäå ¾âíóòðåííèé¿ è ¾âíåøíèé¿ ýô-
ôåêòû ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà. Âíóòðåííèé ýôôåêò ýòîãî ïðîöåññà
îïðåäåëÿåò ðîñò èíäèâèäóàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè òðóäà ¾ðåïðåçåíòàòèâíîãî ýêîíîìè÷å-
ñêîãî àãåíòà¿(ÝÀ); âíåøíèé ýôôåêò � ñâÿçàí ñ îðãàíèçàöèîííûìè è ñîöèàëüíûìè àñ-
ïåêòàìè ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, íà êîòîðûå íå ìîãóò ïîâëèÿòü èíäèâèäóàëüíûå
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ðåøåíèÿ ÝÀ î íàêîïëåíèè ñâîåãî ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà. Ýòèì ýôôåêòîì îïðåäåëÿþòñÿ
¾ýêñòåðíàëèè¿. Êàê è â ðàáîòå [9], îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî (è âìåñòå ñ
òåì � îäíîãî èç âàæíåéøèõ) ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
òèïà Êîááà � Äóãëàñà, à ýêñòåðíàëèè ó÷èòûâàþòñÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå. Ïîñêîëü-
êó ðå÷ü èäåò î âûÿâëåíèè ðîëè ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, à íå ðîñòà
÷èñëåííîñòè ðàáîòíèêîâ, åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ïîñòîÿííîé ÷èñëåííîñòè ðà-
áî÷åé ñèëû, òî åñòü ñ÷èòàòü, ÷òî å¼ òåìï ðîñòà ðàâåí íóëþ. Â èòîãå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
çàïèøóòñÿ â âèäå:

kt+1 = Akβt (utht)
1−βh̄γt − ct + (1− δk)kt, (2.1)

ht+1 = δ(1− ut)ht + (1− δh)ht. (2.2)

Çäåñü t � íîìåð âðåìåííîãî ïåðèîäà, t ≥ 0 ; kt ∈ R+ ≡ [0,∞) � óäåëüíûé (per capita)
ôèçè÷åñêèé êàïèòàë, ïðèõîäÿùèéñÿ â ñðåäíåì íà îäíîãî ÝÀ; ht ∈ R+ � óðîâåíü ÷åëîâå-
÷åñêîãî êàïèòàëà ÝÀ; ut � äîëÿ àêòèâíîãî âðåìåíè ÝÀ, îòâîäèìàÿ òðóäîâîé äåÿòåëüíî-
ñòè; ct � óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ ÝÀ; δk è δh � ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû âûâåäåíèÿ
(depreciation rate) ôèçè÷åñêîãî è ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëîâ, δk ∈ (0, 1) , δh ∈ (0, 1) ; δ > 0 ,
A > 0 , β ∈ (0, 1) , γ > 0 � ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷å-
ñêîãî êàïèòàëà è òåõíîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðîèçâîäñòâà. Ìíîæèòåëü h̄γt îïèñûâàåò
ýêñòåðíàëèè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ÝÀ ïðè ïëàíèðîâàíèè ñâîåé äåÿòåëüíîñòè èñõîäèò èç âîñïðèÿòèÿ ýêñ-
òåðíàëèé êàê çàäàííûõ (è èçâåñòíûõ) ôóíêöèé âðåìåíè. Ïðè ýòîì îí âûáèðàåò ñâîþ
ñòðàòåãèþ èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîé äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíîñòè

J [u, c] =
∞∑
t=0

ρt
c1−σt

1− σ
→ max. (2.3)

Çäåñü σ > 0 (σ ̸= 1 ) è ρ ∈ (0, 1) � ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ
ÝÀ. Ôóíêöèè c(t) ∈ R+ è u(t) ∈ [0, 1] ÿâëÿþòñÿ óïðàâëåíèÿìè.

Ôîðìà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (2.1), (2.2), (2.3) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå òðàäèöèîííîé äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Àäåêâàòíûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è
(à òàêæå è áîëåå îáùèõ çàäà÷) ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåí
â ðàáîòàõ [4], [11], [5], [2] è [14]. Òàì æå îïèñàíà ñïåöèôèêà ðàññìîòðåíèÿ ýòîé çàäà÷è,
òðàêòóåìîé â ñîäåðæàòåëüíîì ïëàíå êàê çàäà÷à î ¾êîíêóðåíòíîì ðàâíîâåñèè¿ (competitive
equilibrium).

Èñïîëüçóÿ ïîäõîä ðàáîò [4], [11] è [5], îñíîâàííûé íà ìåòîäå ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà,
çàïèñàííîì â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåîáõî-
äèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â äàííîé çàäà÷å ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñëåäóþùåé
ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

kt+1 = Akβt u
1−β
t h1−β+γt − ct + (1− δk)kt, (2.4)

ht+1 = δ(1− ut)ht + (1− δh)ht, (2.5)(
ct
ct−1

)σ
= ρ

(
βAkβ−1

t u1−βt h1−β+γt + (1− δk)
)

(2.6)(
ut
ut−1

)β
= ρ

(
ct−1

ct

)σ (
kt
kt−1

)β (
ht
ht−1

)γ−β
((1− δh) + δ). (2.7)

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (2.4)�(2.7) ôàêòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñìûñëîì ïåðåìåííûõ, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (kt, ht, ct, ut) ∈ R4

++ ,
R++ ≡ (0,∞) .
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Â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ èññëåäîâà-
íèåì òîëüêî íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà PBGP ìíîæåñòâà P îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé,
à èìåííî � ðàññìîòðåíèåì ñáàëàíñèðîâàííûõ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Ïî-âèäèìîìó,
âïåðâûå òàêèå òðàåêòîðèè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [9]. Ñàì òåðìèí ¾ñáàëàíñèðîâàííàÿ
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ¿ (Balanced Growth Path, BGP � òðàåêòîðèÿ) íîñèò äîñòàòî÷íî
óñëîâíûé õàðàêòåð. Ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î òðàåêòîðèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì
óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè è òàêèì, ÷òî òåìïû ðîñòà âñåõ èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âäîëü
òàêèõ òðàåêòîðèé ïîñòîÿííû. Êàê îòìåòèë Ð. Ëóêàñ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå î÷åíü ÿñíî, ÷òî
¾ñáàëàíñèðîâàíî¿ âäîëü òàêèõ òðàåêòîðèé, ¾íî ïîñêîëüêó ìû íóæäàåìñÿ â íåêîòîðîì
òåðìèíå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðåøåíèé ñî ñâîéñòâîì ïîñòîÿííîãî òåìïà ðîñòà, òî ýòîò òåðìèí
ñòîëü æå õîðîø êàê ëþáîé äðóãîé¿(ñì. [9], P. 26).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè z(t) äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà t òåìïîì ðîñòà íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà ωz(t) = z(t+1)

z(t)
. Òàêèì îáðàçîì, ñáàëàíñèðîâàííîé òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (2.4) �

(2.7) ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ, äëÿ êîòîðîé òåìïû ðîñòà ωk , ωh , ωc è ωu ïîñòîÿííû.

3. Ñóùåñòâîâàíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé

Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà íåêîòîðîå ¾óñëîâíîå¿ óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ñáàëàí-
ñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.4)�(2.7) èìååò BGP � òðàåêòîðèè,
òî íà BGP � òðàåêòîðèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1∗. Äëÿ ïåðåìåííûõ (kt, ht, ct, ut) ∈ R4
++ èìåþò ìåñòî ¾çàêîíû ñîõðàíåíèÿ¿:

ut = const, kβ−1
t h1−β+γt = const,

ct
kt

= const. (3.1)

2∗. Äëÿ òåìïîâ ðîñòà ïåðåìåííûõ (kt, ht, ct, ut) ∈ R4
++ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

ωu = 1, ωk = ωc, ω
1−β
k = ω1−β+γ

h , (3.2)

ω
γ(1−σ)
1−β

−σ
h =

1

ρ[(1− δh) + δ]
. (3.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ωh = const . Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (2.5)
ñëåäóåò ðàâåíñòâî ht+1

ht
= δ(1−ut)+ (1− δh) = const , èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî ut = const

è, çíà÷èò, ωu = 1 . Äàëåå, åñëè ωc = const , òî â ñèëó ðàâåíñòâà ut = const è óðàâíåíèÿ
(2.6) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

kβ−1
t h1−β+γt =M = const > 0. (3.4)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
(
kt+1

kt

)β−1 (
ht+1

ht

)1−β+γ
= M

M
= 1 , òàê ÷òî ω1−β

k = ω1−β+γ
h . Èç óðàâíåíèÿ

(2.4) èìååì:
kt+1

kt
= Akβt u

β−1
t h1−β+γt − ct

kt
+ (1− δk) = const. (3.5)

Â ñèëó óñëîâèé ut = const , ωk = const è ðàâåíñòâà (3.4) èç óðàâíåíèÿ (3.5) ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå ct

kt
= const , èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò ðàâåíñòâî ωk = ωc . Òàêèì

îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3.1) è (3.2) îáîñíîâàíû. Ðàâåíñòâî (3.3) ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (2.7)
è ñîîòíîøåíèé (3.1) è (3.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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¾Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ¿ (3.1) ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé (2.4)�(2.7). Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå qt = ct

kt
è xt =

kt

(ht)
1−β+γ
1−β

. Ïåðåõîä îò ïåðåìå-

íûõ (k, h, c, u) ê ïåðåìåííûì (x, q, c, u) ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.4)�(2.7)
ê âèäó:

xt+1

xt
=
Axβ−1

t u1−βt − qt + (1− δk)

[δ(1− ut) + (1− δh)]
1−β+γ
1−β

, (3.6)

(
qt+1

qt

)σ
=

ρ
[
βAxβ−1

t+1 u
1−β
t+1 + (1− δk)

]
[
Axβ−1

t u1−βt − qt + (1− δk)
]σ , (3.7)

(
ut+1

ut

)β
=

[
Axβ−1

t u1−βt − qt + (1− δk)
]β

[δ(1− ut) + (1− δh)]
γ−β

[βAxβ−1
t+1 u

1−β
t+1 + (1− δk)]

[(1− δh) + δ]. (3.8)

(
ct
ct−1

)σ = ρ
[
βAxβ−1

t u1−βt + (1− δk)
]
, (3.9)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.6) � (3.9) îáëàäàåò ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðîé � óðàâíåíèÿ (3.6)
� (3.8) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ïîäñèñòåìó. Èõ ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.9). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïîçâîëèëà
¾ïîíèçèòü ïîðÿäîê¿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.1) è (3.2) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ωq = 1, ωx = 1, ωu = 1, (3.10)

îçíà÷àþùèå, ÷òî ïåðâûå òðè êîîðäèíàòû ñáàëàíñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé îáðàçóþò ñòàöè-
îíàðíûå (íåïîäâèæíûå) òî÷êè ñèñòåìû (3.6) � (3.8).

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå äèíàìèêè èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è âîïðîñîâ
ñóùåñòâîâàíèÿ BGP � òðàåêòîðèé òåñíî ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì ñèñòåìû òðåõ ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé (3.6) � (3.8). Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàåò îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà è ñâîéñòâ
ñòàöèîíàðíûõ (íåïîäâèæíûõ) òî÷åê ñèñòåìû (3.6) � (3.8).

Îáîçíà÷èì ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ôèãóðèðóþùèõ â ñèñòåìå (3.6) � (3.8),
(x, q, u) . Èñïîëüçóÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (3.6) � (3.8) óñëîâèå (3.10), ïîëó÷èì ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ¾ñòàöèîíàðíóþ¿ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (x, q, u)
(êîîðäèíàò íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.6) � (3.8)). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó
U = Axβ−1u1−β . Ïðîâîäÿ íåñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûêëàäêè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

[δ(1− u) + (1− δh)]
1−β+γ
1−β = U − q + (1− δk), (3.11)

[U − q + (1− δk)]
σ = ρ [βU + (1− δk)] , (3.12)

βU + (1− δk) = [U − q + (1− δk)]
β [δ(1− u) + (1− δh)]

γ−β [(1− δh) + δ] . (3.13)

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.11) â ñòåïåíü σ , ñëîæèì åãî ïî÷ëåííî ñ óðàâíåíèåì
(3.12). Ïîëó÷èì:

[δ(1− u) + (1− δh)]
σ(1−β+γ)

1−β = ρ [βU + (1− δk)] . (3.14)

Âîçâåäåì òåïåðü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.11) â ñòåïåíü β è ðàçäåëèì íà íåãî ïî÷ëåííî
óðàâíåíèå (3.13). Ïðè ýòîì ïîëó÷èì:

βU + (1− δk)

[δ(1− u) + (1− δh)]
β(1−β+γ)

1−β

= [(1− δh) + δ] [δ(1− u) + (1− δh)]
γ−β (3.15)
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Ïåðåìíîæèì ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ (3.14) è (3.15) è ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé u :

[δ(1− u) + (1− δh)]
D = ρ [(1− δh) + δ] , D =

σ(1− β) + γ(σ − 1)

1− β
. (3.16)

Èç (3.16) âûòåêàåò, ÷òî ¾ñòàöèîíàðíîå¿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé u ≡ uBGP çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùåé ôîðìóëîé:

uBGP =
∆− [ρ∆]

1
D

δ
, ∆ ≡ (1− δh) + δ. (3.17)

ßñíî, ÷òî ïðîâåäåííûå âûøå âûêëàäêè èìåþò ìåñòî ëèøü ïðè óñëîâèè J ≡ [U − q +
(1 − δk)] ̸= 0 . Îäíàêî ëåãêî ïîêàçàòü, îïèðàÿñü íà ñïðàâåäëèâîå íà BGP � òðàåêòîðèè
ñîîòíîøåíèå (3.11), ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x, q ∈ R++, u ∈ [0, 1]
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî J > 0 .

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå (3.17) è óðàâíåíèÿ (3.12) è (3.13), íåòðóäíî ïîëó÷èòü
ÿâíûå ôîðìóëû è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x ≡ xBGP è q ≡ qBGP . Ýòè
ôîðìóëû äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíû, íî âåñüìà ãðîìîçäêè è ïîýòîìó íå ïðèâîäÿòñÿ. Îäíàêî
èç íèõ, à òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ (3.17) ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä âåñüìà ïîëåçíûõ âûâîäîâ î òåõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðåàëèçóåìûå (èìåþùèå
ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë) BGP � òðàåêòîðèè.

Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó ut è uBGP õàðàêòåðèçóþò äîëþ âðåìåíè, çàòðà÷èâàåìóþ ÝÀ íà
ïðîèçâîäñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü, òî, â ñèëó ýêîíîìè÷åñêîãî ñìûñëà ýòèõ âåëè÷èí, äîëæíî
áûòü ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ut, uBGP ∈ (0, 1) .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòâå÷àåò íà âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ñèñòå-
ìû ýòî âîçìîæíî.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

1∗. D > 0,
(1− δh)

D

(1− δh) + δ
< ρ < ((1− δh) + δ)D−1. (3.18)

2∗. D > 0, ((1− δh) + δ)D−1 < ρ < (1− δh)
D((1− δh) + δ)−1. (3.19)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå uBGP ∈ (0, 1) .

Ïîÿñíèì ñîîòíîøåíèÿ (3.18) è (3.19). Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà 1∗. Íåðàâåíñòâî u =
uBGP > 0 â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (3.17) è óñëîâèÿ D > 0 âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî
∆D−1 > ρ ; àíàëîãè÷íî, íåðàâåíñòâî u = uBGP < 1 â ñî÷åòàíèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (3.17)
è óñëîâèåì D > 0 âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî (∆ − δ)D < ρ∆ . Ñõîäíûå ðàññóæäåíèÿ
ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü è íåðàâåíñòâà 2∗.

Äëÿ ïåðåìåííûõ xBGP è qBGP èìåþò ìåñòî ïîõîæèå óòâåðæäåíèÿ.
Îáîçíà÷èì âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (2.1) � (2.3) θ ≡ col{A, δ, γ, β, ρ, δk, δh, σ} ∈ Θ ,

Θ ≡ R3
++ × [0, 1]4 ×Σ , Σ = (0, 1)∪ (1,∞) . Èç òåîðåìû 3.2. è àíàëîãè÷íûõ åé óòâåðæäåíèé

äëÿ ïåðåìåííûõ xBGP è qBGP ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Θ ñèñòåìû (3.6)
� (3.8) ìîæíî âûäåëèòü íåïóñòóþ îáëàñòü ΘBGP , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò BGP � òðàåê-
òîðèè. Áîëåå òîãî, èç ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò òàêæå, ÷òî èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 3.3. Ñèñòåìà (2.4)-(2.7) èìååò åäèíñòâåííóþ ðåàëèçóåìóþ òðàåê-
òîðèþ ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà.
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4. Çàêëþ÷åíèå

Ïîíÿòíî, ÷òî çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î òèïå íåïîäâèæíîé òî÷êè
ñèñòåìû (3.6) � (3.8) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîâåäåíèè ñèñòåìû (2.4) � (2.7) â îêðåñòíîñòè
íàéäåííîé BGP � òðàåêòîðèè. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è ãðàíèö ìíîæåñòâà R3

+ . Ýòèì âîïðîñàì áóäåò ïîñâÿùåíà
îòäåëüíàÿ ðàáîòà.
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Mathematical model of economic growth

based on the accumulation of

human capital with discrete time
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Abstract. The mathematical model of economic growth taking in account the process of the
human capital accumulation and with discrete time is considered. This mathematical model is
reduced to the study of three-dimensional dynamical system with discrete time. The conditions of
existence of a unique balanced growth path are determined.
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ÓÄÊ 512.917+513.9

Àïïðîêñèìàöèÿ ìàêñèìàëüíûõ ìåð äëÿ ñ÷åòíûõ

òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ ìåðîìîðôíîé

äçåòà-ôóíêöèåé

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ÷åòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè (ÒÌÖ). Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ñòåïåíè ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ÒÌÖ èìåþò êîíå÷íûå ñëåäû è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ÒÌÖ êîððåêòíî îïðåäåëåíà äèíàìè÷åñêàÿ äçåòà-ôóíêöèÿ Àðòèíà-Ìàçóðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ
òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ: 1) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè äçåòà-ôóíêöèè ó ïîäñèñòåì ÒÌÖ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìàòðèöàì ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè íîìåðàìè ñîñòîÿíèé, áîëüøå ðàäè-
óñà ñõîäèìîñòè r(A) äçåòà-ôóíêöèè èñõîäíîé ÒÌÖ c ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ A , è 2) äçåòà-
ôóíêöèÿ ÒÌÖ ìåðîìîðôíà â íåêîòîðîì äèñêå ðàäèóñà, áîëüøåãî r(A) . Äàííûå óñëîâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñ÷åòíûõ ÒÌÖ, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëè÷åñêèìè ìîäåëÿìè îä-
íîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â
ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ íåðàçëîæèìàÿ ÒÌÖ èìååò åäèíñòâåííóþ ìåðó
ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè, ïðè÷åì ýòà ìåðà àïïðîêñèìèðóåòñÿ (â ñëàáîé òîïîëîãèè) ìåðàìè
ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè, ñîñðåäîòî÷åííûìè íà êîíå÷íûõ ÒÌÖ � ïîäñèñòåìàõ èñõîäíîé ñè-
ñòåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, òîïîëîãò÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, äèíàìè÷å-
ñêàÿ äçåòà-ôóíêöèÿ, ìàêñèìàëüíûå ìåðû

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ àâòîðà (ñì. [8], [9]) ïî âîïðîñàì äèíàìè÷å-
ñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñ÷åòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé. Òîïîëîãè÷åñêèå
ìàðêîâñêèå öåïè ìîãóò ñëóæèòü ñèìâîëè÷åñêèìè ìîäåëÿìè äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, âêëþ÷àÿ íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèå
è ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, â ñëó÷àå, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ñè-
ñòåì äîïóñêàåò ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå (âîçìîæíî, ñ÷¼òíîå). Ê òàêèì êëàññàì îòíîñÿòñÿ
ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå À, ãèïåðáîëè÷åñêèå áèëüÿðäû, ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäå-
ëè àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, îäíîìåðíûå êóñî÷íî-ìîíîòîííûå îòîáðàæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé
òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé è äð. (ñì. [1], [3],[4], [11], [2], [6] ). Ô. Õîôáàóýð ïîêàçàë (ñì.
[5]), ÷òî äëÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî, êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f èíòåðâàëà I ñ
ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ ÒÌÖ
(ΩA, σ) ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ A , òàêóþ, ÷òî f : I → I òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ îòîá-
ðàæåíèåì ñäâèãà σ : ΩA → ΩA . Òåì ñàìûì, èçó÷åíèå òîïîëîãè÷åñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ
ñâîéñòâ îäíîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé
ýíòðîïèåé ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñ÷¼òíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Â îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷åò-
íîé ÒÌÖ íåêîìïàêòíî è ïîýòîìó âîçíèêàþò ïðîáëåìû ïðè îáîáùåíèè ðåçóëüòàòîâ òåîðèè
êîíå÷íûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé � òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà. Äëÿ íåðàçëîæèìîé áåñêîíå÷-
íîé ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ A ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÒÌÖ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíà, è â ýòîì
ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç ðàáîò Ä. Âåð-Äæîíñà è Á.Ì. Ãóðåâè÷à (ñì. [16], [14], [15]), ðåçóëü-
òàòû òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà ÷àñòè÷íî îáîáùàþòñÿ. Îäíàêî äëÿ ÒÌÖ ñ áåñêîíå÷íîé
ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ, äàæå â ñëó÷àå å¼ íåðàçëîæèìîñòè, íåêîòîðûå âàæíûå ýðãîäè÷åñêèå

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@unn.ru
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ñâîéñòâà, èçâåñòíûå äëÿ êîíå÷íûõ ÒÌÖ, ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ. Á.Ì. Ãóðåâè÷ ïîêàçàë,÷òî
ñâîéñòâîì áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû, îòâå÷àþùèì çà ñóùåñòâîâàíèå ìåðû ñ ìàêñèìàëüíîé ýí-
òðîïèåé, ÿâëÿåòñÿ R -ïîëîæèòåëüíîñòü ìàòðèöû ïåðåõîäîâ, ãäå R � ïàðàìåòð ñõîäèìîñòè
ìàòðèöû, ñîâïàäàþùèé (ñì. [15], [8]) ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè r(A) äçåòà-ôóíêöèè è ñî çíà-
÷åíèåì exp(−htop(A) , ãäå htop(A) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ÒÌÖ. Â ñòàòüå àâòîðà [9]
äîêàçàíî, ÷òî ýòî âàæíîå ñâîéñòâî R -ïîëîæèòåëüíîñòè èìååò ìåñòî äëÿ íåðàçëîæèìûõ
ÒÌÖ, ó êîòîðûõ äçåòà-ôóíêöèÿ îáëàäàåò åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè (ñì. ñâîéñòâà (*) è
(**) íèæå). Òåì ñàìûì, â ñèëó ýòîãî ðåçóëüòàòà è ðåçóëüòàòîâ Ãóðåâè÷à, ïðè óêàçàííûõ
óñëîâèÿõ ÒÌÖ îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìåðîé ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé. Â äàííîé ñòàòüå
ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ ìû äîêàçûâàåì àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ìåðû ñ ìàêñèìàëüíîé
ýíòðîïèåé, à èìåííî, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ýòà ìåðà àïïðîêñèìèðóåòñÿ (â ñëàáîé òîïîëî-
ãèè) ìåðàìè ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè, ñîñðåäîòî÷åííûìè íà êîíå÷íûõ ÒÌÖ � ïîäñèñòå-
ìàõ èñõîäíîé ñèñòåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò çíà÷åíèå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ,
ïîñêîëüêó äëÿ êîíå÷íûõ ÒÌÖ èìåþòñÿ àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ìåð ïî
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå óêàçàííûõ óñëîâèé íà êëàññ ìàòðèö, îïðåäåëÿþùèõ ñ÷åò-
íûå ÒÌÖ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ÷åòíûå ÒÌÖ ñ íåðàçëîæèìûìè ìàòðèöàìè ïåðåõîäîâ A .
Óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà A , ñëåäóþùèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû
ïåðåõîäîâ èìååò êîíå÷íûé ñëåä, ò.å. äëÿ ëþáîãî k Nk(A) =

∑∞
i=1 a

(k)
i,i <∞ . Ëåãêî âèäåòü,

÷òî Nk(A) ðàâíî ÷èñëó íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ σk|ΩA . Òåì ñàìûì, äëÿ ÒÌÖ
êîððåêòíî îïðåäåëåíà äèíàìè÷åñêàÿ äçåòà-ôóíêöèÿ Àðòèíà-Ìàçóðà ζA(z) :

ζA(z) = exp(
∞∑
k=1

Nk(A)z
k

k
). (1.1)

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè äçåòà-ôóíêöèè ó ïîäñèñòåì ÒÌÖ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìàòðèöàì ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè íîìåðàìè ñîñòîÿíèé, áîëüøå ðà-
äèóñà ñõîäèìîñòè r(A) äçåòà-ôóíêöèè èñõîäíîé ÒÌÖ; òî÷íåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

limn→∞ r(Â|n) > r(A), (∗)

ãäå Â|n � ýòî ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A , ó êîòîðîé (áåñêîíå÷íîå) èíäåêñíîå ìíîæåñòâî åñòü
{n, n + 1, . . .} . Äàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî "õâîñòîâàÿ"ïîäìàòðèöà ìàòðèöû ïåðåõîäîâ
ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå ðàçðåæåííîé, êîãäà èíäåêñû ïðèíèìàþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå çíà÷å-
íèÿ. Âòîðîå óñëîâèå, êîòîðîå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

ζÂ|n
(z) ìåðîìîðôíà â äèñêå |z| < r(A) + ε0 äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0 ïðè âñåõ n (∗∗)

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè, ò.ê. îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
ñ÷åòíûõ ÒÌÖ, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëè÷åñêèìè ìîäåëÿìè îäíîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ
îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Áîëåå òîãî, äëÿ òàêèõ îòîáðà-
æåíèé óñëîâèå (**) íà ñàìîì äåëå âûïîëíÿåòñÿ â áîëåå ñèëüíîé ôîðìå (ñì. [5]), à èìåííî,
ìîæíî ïîêàçàòü ìåðîìîðôíîñòü óêàçàííûõ äçåòà-ôóíêöèé â îòêðûòîì åäèíè÷íîì äèñêå.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ ìåðû ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé
νn , ñîîòâåòñòâóþùèå ÒÌÖ ñ ïîäìàòðèöàìè A|n ñ èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì {1, 2, ..., n} ,
ñõîäÿòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðè n→ ∞ ê åäèíñòâåííîé ìåðå ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé
µ∗ ÒÌÖ (ΩA, σ) . Òåì ñàìûì, ìåðîìîðôíîñòü äçåòà-ôóíêöèè ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü
ñóùåñòâåííîãî ïðîäâèæåíèÿ â òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö.
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2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç [8], [9]. Ðàññìîò-
ðèì áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó A = (ai,j)

∞
i,j=1 èç íóëåé è åäèíèö. Äàííîé ìàòðèöå ñëåäóþùèì

îáðàçîì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ÷åòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü (ÒÌÖ). Ïóñòü
N = {1, 2, . . .} � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (àëôàâèò) è ïóñòü ΩA ⊂ NZ � ìíîæåñòâî âñåõ
áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (xn)

+∞
n=−∞ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ

êîòîðûõ ïðè âñåõ n ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ

axn,xn+1 = 1.

Ìåòðèêà ρ íà ïðîñòðàíñòâå ΩA ââîäèòñÿ òàê:

ρ(x, y) =
+∞∑

n=−∞

1

2|n|
| 1

xn
− 1

yn
| . (2.1)

ÒÌÖ (ΩA, σ) åñòü òîïîëîãè÷åñêîå (ìåòðè÷åñêîå) ïðîñòðàíñòâî ΩA , íà êîòîðîì äåéñòâóåò
îòîáðàæåíèå ñäâèãà σ : ΩA → ΩA , çàäàâàåìîå ôîðìóëîé σ(x) = y , ãäå yn = xn+1 äëÿ âñåõ
n ∈ Z . Î÷åâèäíî, ìåòðèêà ρ ñîãëàñîâàíà ñ òîïîëîãèåé ïðÿìîãî (òèõîíîâñêîãî) ïðîèçâåäå-
íèÿ íà ïðîñòðàíñòâå NZ ; çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî N íàäåëåíî äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ΩA íåêîìïàêòíî. ×òîáû êîìïàêòèôèöèðîâàòü ΩA , ðàñ-
ñìîòðèì ðàñøèðåííûé àëôàâèò ñ äîïîëíèòåëüíûì ñèìâîëîì ∞ , ò.å. N = N

∪
{∞} . Ìåò-

ðèêà íà N çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå d(n,m) =| 1
n
− 1

m
| , ãäå åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

1
∞ = 0 . Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà ΩA â N

Z
, ò.å. ΩA = Clos(ΩA) .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâî ΩA êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ ìåòðèêà ρ , çàäàâàåìàÿ
ôîðìóëîé (1), è, êðîìå òîãî, ΩA ÿâëÿåòñÿ σ -èíâàðèàíòíûì.

Ìû âñþäó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A � áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà èç
íóëåé è åäèíèö, íå èìåþùàÿ íè íóëåâûõ ñòðîê, íè íóëåâûõ ñòîëáöîâ (èíà÷å ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ñèìâîë ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç àëôàâèòà). Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû
A îïðåäåëåíû (êîíå÷íû) âñå ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè, ò.å. Ak , i.e. a(k)i,j < +∞ ïðè ëþáûõ
i, j, k . Äëÿ I ⊂ N ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A|I ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A ñ èíäåêñíûì ìíîæå-
ñòâîì I . Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A|n êîíå÷íóþ ïîäìàòðèöó A|{1,2,...,n} ,
à ÷åðåç Â|k � áåñêîíå÷íóþ ïîäìàòðèöó A|{k,k+1,...} .

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå
÷èñëî k òàêîå, ÷òî a

(k)
i,j > 0 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ðàçëîæèìà. Òî÷íî òàê æå,

êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ÒÌÖ (ñì., íàïðèìåð, [12]), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåðàçëîæèìîñòü
ìàòðèöû A ýêâèâàëåíòíà òðàíçèòèâíîñòè ñèñòåìû (ΩA, σ) . Äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû
A îáîçíà÷èì ÷åðåç d = d(A) å¼ èíäåêñ öèêëè÷íîñòè (ïåðèîä). Â ñëó÷àå d > 1 ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ N ìîæíî ðàçáèòü íà d ïîäìíîæåñòâ I1, I2, ...Id òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ èí-
äåêñîâ i ∈ Is, j ∈ It áóäåò ñóùåñòâîâàòü k > 0 , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ a

(k)
i,j > 0 , â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà k ≡ (s− t)mod d .
Ïóñòü h(A) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ñäâèãà σ íà êîìïàêòèôèêàöèè ΩA . Äëÿ

êîíå÷íîé ìàòðèöû B îáîçíà÷èì ÷åðåç h(B) òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ îãðàíè÷åíèÿ
h(σ|ΩB) . Á.Ì. Ãóðåâè÷ ïîêàçàë (ñì. [14], [15]), ÷òî äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû A ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ íåðàçëîæèìûõ ïîäìàòðèö A|Jn , òàêàÿ, ÷òî

Jn ⊂ Jn+1 äëÿ âñåõ n ,
∪

Jn = N (2.2)

è âûïîëíÿåòñÿ
h(A) = lim

n→∞
h(A|Jn) = lim

n→∞
h(A|n). (2.3)
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Â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî h(A) = limn→∞ h(A|n) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðàç-
ëîæèìûõ ìàòðèö. Äëÿ ðàçëîæèìîé ìàòðèöû A è èíäåêñà i ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç I(i)
ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî (âîçìîæíî, ïóñòîå) J ⊂ N òàêîå, ÷òî i ∈ J è ìàòðèöà A|J
íåðàçëîæèìà, ò.å.

I(i) = {j ∈ N : ∃k1 > 0, ∃k2 > 0 ò.÷. a(k1)ij > 0, a
(k2)
ji > 0}.

Îáîçíà÷èì äëÿ ïðîñòîòû ìàòðèöó A|I(i) ÷åðåç Ai . Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî I(i)
êîíå÷íî, òî ΩAi

= ΩAi
, ãäå çàïèñü ΩAi

îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ΩAi
â ïðîñòðàíñòâå

ΩA .
Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâà êîìïàêòèôèêàöèè

(ΩA, σ) èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå (â ôîðìóëèðîâêå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå (∞) =

(. . .∞∞∞ . . .) ∈ N
Z
):

Ò å î ð å ì à 2.1. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà σ íà êîìïàê-
òèôèêàöèè ΩA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

NW (σ|ΩA) = (
∪

ΩAi
)
∪

P,

ãäå P = (∞) , êîãäà èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I(i) êîíå÷íî äëÿ âñåõ i , è P = ∅ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, àññîöèèðîâàí-
íûõ ñ ìàòðèöåé A . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ i, j ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì):

Ti,j(z) =
∞∑
k=0

a
(k)
i,j z

k; Fi,j(z) =
∞∑
k=0

f
(k)
i,j z

k; Li,j(z) =
∞∑
k=0

l
(k)
i,j z

k (2.4)

ãäå a(0)i,j = δi,j; f
(0)
i,j = l

(0)
i,j = 0; a

(1)
i,j = f

(1)
i,j = l

(1)
i,j = ai,j

a
(k+1)
i,j =

∑
n

a
(k)
i,nan,j; f

(k+1)
i,j =

∑
n ̸=j

ai,nf
(k)
n,j ; l

(k+1)
i,j =

∑
n ̸=i

l
(k)
i,nan,j

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [16]):

Ti,i(z) = 1/(1− Fi,i(z)) = 1/(1− Li,i(z)) (2.5)

Ti,j(z) = Ti,i(z) · Li,j(z) = Fi,j(z) · Tj,j(z), (i ̸= j) (2.6)

Fi,j(z) = zai,j(1−Fj,j(z))+z
∞∑
k=0

ai,kFk,j(z); Li,j(z) = z
∞∑
k=0

Li,k(z)ak,j+zai,j(1−Li,i(z)) (2.7)

∞∑
k=0

Li,k(z)Fk,i(z) = z
dFii(z)

dz
− Fii(z) · (1− Fii(z)) (2.8)

Ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü äàííûå ôóíêöèè Ti,j(A, z), Fi,j(A, z), Li,j(A, z) , êîãäà òðå-
áóåòñÿ ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò A . Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåðàçëîæèìûõ ìàò-
ðèö (ñì. [16]). Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim(a

(k)
i,j )

−1/k , êîãäà k → ∞ , íàõî-

äÿñü â òàêîì ïîäìíîæåñòâå èíäåêñîâ Im , äëÿ êîòîðîãî íå âñå ñòåïåíè a
(k)
i,j ðàâíû íóëþ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



70 Ì. È. Ìàëêèí

Ýòîò ïðåäåë, ñêàæåì, R , íå çàâèñèò îò i , j è, êðîìå òîãî, îí ðàâåí ðàäèóñó ñõîäèìîñòè
ðÿäà

∑∞
k=1 a

(k)
i,j z

k . ×èñëî R = R(A) íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ñõîäèìîñòè ìàòðèöû A .
Íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A ñ ïàðàìåòðîì ñõîäèìîñòè R íàçûâàåòñÿ

R -ðåêóððåíòíîé, åñëè ðÿä
∑∞

k=1 a
(k)
i,j R

k ðàñõîäèòñÿ, ò.å. Ti,j(R) = ∞ . Åñëè, êðîìå òîãî,

a
(k)
i,j R

k íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞ , òî A íàçûâàåòñÿ R -ïîëîæèòåëüíîé (è ýòî
îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê. íå çàâèñèò îò i, j â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A ).

Ïóñòü r(A) � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè äçåòà-ôóíêöèè, ò.å. r(A) = (limk→∞
k
√
Nk(A))

−1 . Èìå-
þò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

Ë å ì ì à 2.1. [8] Åñëè A � íåðàçëîæèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà, òî r(A) ≤
R(A) < 1 .

Îáîáùåíèåì íà ðàçëîæèìûå ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 2.2. [8] Äëÿ áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ

r(A) ≤ exp(−h(A)). (2.9)

Ë å ì ì à 2.3. [8] Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äçåòà-ôóíêöèé ζA|n(z) ïðè n → ∞ ñõî-
äèòñÿ ê ζA(z) ðàâíîìåðíî â ëþáîì äèñêå |z| ≤ r0 < r(A) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ri,j = Ri,j(A) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ti,j(z) (çäåñü â ñëó÷àå ðàçëî-
æèìîé ìàòðèöû A ïàðàìåòð ñõîäèìîñòè Rij ìîæåò çàâèñåòü îò i, j) .

Ë å ì ì à 2.4. [8] Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ti,j(A|n, z) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ê Ti,j(z) â ëþáîì çàìêíóòîì äèñêå |z| ≤ R0, where R0 < Ri,j .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû B (íàä C ) îáîçíà÷èì ÷åðåç B∗
i,j ïîäìàòðèöó, êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ èç B óäàëåíèåì i -îé ñòðîêè è j -ãî ñòîëáöà. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîäìíîæåñòâ
I, J ⊂ N ïóñòü B∗

I,J îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç B óäàëåíèåì ñòðîê
è ñòîëáöîâ ñ èíäåêñàìè, ïðèíàäëåæàùèìè I è J ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé
íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå:

ζA(z) = ζA∗
i,i
(z) · Tii(z). (2.10)

Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûå ïîäìàòðèöû Â|n = A|{n,n+1...}. Î÷åâèäíî, ÷òî r(Â|n) ≤
r(Â|n+1) ïðè âñåõ n . Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ìàòðèöó A ,
îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì:

lim
n→∞

r(Â|n) > r(A). (∗)

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñîâïàäåíèè èíâàðèàíòîâ ýíòðîïèéíîãî òèïà äëÿ ñ÷åòíûõ ÒÌÖ ñ
ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (∗) , ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Ò å î ð å ì à 2.2. [8] Åñëè ìàòðèöà ïåðåõîäîâ A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗) , òî

r(A) = exp(−h(A)) = lim
n→∞

r(A|n) = inf
j
Rj,j(A) = inf

i
R(Ai) = inf

i
r(Ai),

è áîëåå òîãî, âñå íèæíèå ãðàíè â óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ äîñòèãàþòñÿ.

Òåïåðü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî è âòîðîå óñëîâèå � óñëîâèå (**)

ζÂ|n
(z) ìåðîìîðôíà â äèñêå |z| < r(A) + ε äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 ïðè âñåõ n (∗∗)
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà B (íàä C ) èìååò ñõîäÿùèéñÿ îïðåäåëèòåëü,
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëåé detB|n ñõîäèòñÿ.

Ë å ì ì à 2.5. ([8]) Äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 èç îòêðûòîãî êðóãà ñõîäèìîñòè ðÿäà ζA
ìàòðèöà E − z0A èìååò ñõîäÿùèéñÿ îïðåäåëèòåëü (çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà);
áîëåå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ

det(E − z0A) =
1

ζA(z0)
(2.11)

Ë å ì ì à 2.6. ([8]) Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N è ëþáîé òî÷êè z0 èç äèñêà |z| ≤
min(Rj,i(A), r(A)) ìàòðèöà (E − zA)∗i,j èìååò ñõîäÿùèéñÿ îïðåäåëèòåëü. Áîëåå òîãî,
âûïîëíÿåòñÿ

det(E − zA)∗i,j = (−1)i+jTj,i(z) det(E − zA). (2.12)

Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

∆i,j(z) = (−1)i+j det(E − zA)∗i,j; ∆(z) = det(E − zA)

ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå ïîñëåäíåé ëåììû â âèäå

∆i,j(z) = Tj,i(z) ·∆(z). (2.13)

Ò å î ð å ì à 2.3. ([9]) Ïóñòü A � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà ïåðèîäà d ñ ïàðàìåò-
ðîì ñõîäèìîñòè R è ïóñòü äëÿ A âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (∗) è (∗∗) . Òîãäà
i) A ÿâëÿåòñÿ R -ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöåé;
ii) äçåòà-ôóíêöèÿ ζA(z) èìååò ðîâíî d ïîëþñîâ íà îêðóæíîñòè |z| = R , à èìåííî,
zj = R exp(2πij/d), j = 0, 1, . . . , d− 1 , è âñå ýòè ïîëþñà ïðîñòûå.

3. Àïïðîêñèìàöèÿ ìàêñèìàëüíûõ ìåð

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû 2.3. ìû èìååì íåðàçëîæèìóþ ÒÌÖ ñ R -
ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöåé A , è ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Á.Ì. Ãóðåâè÷à, äàííàÿ
ÒÌÖ (ΩA, σ) îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìåðîé µ∗ ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé. Íàì ïîòðåáó-
þòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû î ñâîéñòâàõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Fi,j(z) è Li,j(z) .

Ë å ì ì à 3.1. Åñëè íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (∗) è
(∗∗) , òî
i) ðàäèóñ R1, ñõîäèìîñòè ðÿäà F1,1(z) áîëüøå, ÷åì R ;
ii) ïðè ëþáîì k ∈ N ðÿäû Fk,1(z) è L1,k(z) ñõîäÿòñÿ â îòêðûòîì äèñêå |z| < R1 ;
iii) ôóíêöèÿ

∑∞
k=0 Fk,1(z)L1,k(z) ãîëîìîðôíà â äèñêå |z| < R1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3. (ñì. [9]),
ôóíêöèÿ T1,1(z) ìåðîìîðôíà â äèñêå |z| < r(A) + ε0 , à çíà÷èò, â ýòîì äèñêå ìåðîìîðôíà
è ôóíêöèÿ F1,1(z) = 1 − (T1,1(z))

−1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F1,1(z) íå èìååò ïîëþñîâ íà
îêðóæíîñòè circle |z| = R . Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òîæäåñòâî (2.7) ïðè i = j = 1
äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé z ∈ (0, R) . Òîãäà äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ a1,k0 ̸= 0 áó-
äåì èìåòü Fk0,1(z) ̸= ∞ è äàëåå ïðèìåíèì (2.7) ïðè i = k0, j = 1 . Åñëè ak0,k1 ̸= 0 , òî
Fk1,1(z) ̸= ∞ ïðè âñåõ z ∈ (0, R1) . Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ó÷èòûâàÿ íåðàçëîæèìîñòü
ìàòðèöû A , ÷òî çíà÷åíèå Fk,1(z) êîíå÷íî ïðè âñåõ k ∈ N, z ∈ (0, R1) . Ïîñêîëüêó âñå
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êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà Fk,1(z) íåîòðèöàòåëüíû, âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû îò-
íîñèòåëüíî Fk,1(z) äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ îòíîñèòåëüíî L1,k(z) â
ñèëó âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â òîæäåñòâå (2.7).

Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ (2.8) ïðè
i = 1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû, åñëè çàôèêñèðî-
âàòü m0 ∈ N è çàìåíèòü Fk,1(z) è L1,k(z) íà Fk,m0(z) è Lm0,k , ñîîòâåòñòâåííî.

Ë å ì ì à 3.2. Åñëè íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (∗) è
(∗∗) , òî

lim
n→∞

Fj,i(A|n, z) = Fj,i(A, z) (3.1)

ïðè âñåõ i, j ∈ N è âñåõ çíà÷åíèÿõ z â äèñêå |z| < Ri , ãäå Ri > R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ðÿäà Fi,i(A, z) ; áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü äàííîãî ðÿäà ðàâíîìåðíàÿ íà ëþáîì êîìïàêòíîì
ïîäìíîæåñòâå ýòîãî äèñêà.

Ðåçóëüòàò äàííîé ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 8 ðàáîòû [8] (òàê êàê êîýôôèöèåíòû ðÿäà
Fj,i(A|n, z) ñòàáèëèçèðóþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàì ðÿäà Fj,i(A, z) .

Ë å ì ì à 3.3. Åñëè íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (∗) è
(∗∗) , òî

lim
n→∞

∆i,j(A|n, z) = ∆i,j(A, z) (3.2)

äëÿ âñåõ i, j ∈ N è âñåõ çíà÷åíèé z â äèñêå |z| < R
′
i , ãäå R

′
i = min(r(A∗

i,i), Ri) > R , à Ri

� ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Fii(A, z) ; áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü äàííîãî ðÿäà ðàâíîìåðíàÿ
íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå ýòîãî äèñêà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè i = j ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 2.5. â ïðèìåíåíèè ê
ìàòðèöå A∗

ii . Â ýòîì ñëó÷àå ∆i,i(A, z) = 1/ζA∗
ii
(z) è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âñåõ z èç äèñêà |z| < r(A∗
ii) (çàìåòèì, ÷òî åãî ðàäèóñ áîëüøå, ÷åì R ).

Ïðè i ̸= j èç (2.6) è (2.13) ïîëó÷àåì

∆i,j(z) = ∆i,i(z) · Fj,i(z) (3.3)

Â ïðèìåíåíèè ê ìàòðèöå A , èç ðàâåíñòâà 3.3 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà ∆i,j(A, z) â äèñêå
|z| < R

′
i , òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü 3.3 â ñèëó äîêàçàííîãî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ

â ýòîì äèñêå. Â ïðèìåíåíèè ê ìàòðèöå A|n, n→ ∞ , ðàâåíñòâî (3.3) äîêàçûâàåò ëåììó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.4. Åñëè íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (∗) è
(∗∗) , òî
i) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ó ìàòðèöû A|n ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî
1/r(A|n) , ïðè÷åì ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðîñòîå;

ii) êîìïîíåíòû ëåâîãî è ïðàâîãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ α(n) = (α
(n)
i )ni=1, β

(n)
= (β

(n)
i )ni=1 ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1/r(A|n) of A|n è íîðìèðîâàííûõ ñîãëàñíî

ðàâåíñòâó α
(n)
1 = β

(n)
1 = 1 , ïðè n → ∞ ñõîäÿòñÿ ê êîìïîíåíòàì ëåâîãî è ïðàâîãî

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1/R èàòðèöû A .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà
è ðåçóëüòàòà ðàáîòû [7] äëÿ íåòðàíçèòèâíûõ ÒÌÖ.

Ïóñòü β = (Fi,1(A,R))
∞
i=1 . Â ñèëó ðåêóððåíòíîñòè ìàòðèöû A èìååì, ÷òî β � åå

ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1/R (ñì. ðàâåíñòâî

(2.7)). Ïîêàæåì, ÷òî β
(n) → β ïðè n→ ∞ .

Èìååì

lim
n→∞

∆1,1(A|n, r(A|n)) = ∆1,1(A,R) =
1

ζA∗
1,1
(R)

> 0

(çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ äîêàçàííîé ðàíåå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ è òåì ôàêòîì, ÷òî
r(A|n) → R ). Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé n × n ìàòðèöû B , èìåþùåé
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ̸= 0 , òàêîå, ÷òî ∆1,1(B,

1
λ
) ̸= 0 , âåêòîð ∆1,i(B,

1
λ
))ni=1 ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì. Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåêòîð ∆1,i(A|n, r(A|n))ni=1 � ïðàâûé
ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A|n , ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1/r(A|n) .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òàêèõ n è i = 1, . . . , n èç íîðìèðîâêè β

(n)
1 = 1 è ðàâåíñòâà (2.13)

ñëåäóåò, ÷òî

β
(n)
i =

∆1,i(A|n, r(A|n))
∆1,1(A|n, r(A|n))

= Fi,1(A|n, r(A|n)) (3.4)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò ëåììû äëÿ ïðàâûõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ðåçóëüòàò äëÿ ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ àíàëîãè÷åí: α(n)

i →
L1,i(A,R) when n→ ∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òåïåðü ìû äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû äëÿ ìåðû ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðî-
ïèåé µ∗ ñèñòåìû (ΩA, σ) , àïïðîêñèìèðóåìîé ìàêñèìàëüíûìè ìåðàìè êîíå÷íûõ ÒÌÖ
(ΩA|n , σ) . Ïîñêîëüêó 1/r(A|n) åñòü ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A|n äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ n , ÒÌÖ (ΩA|n , σ) èìååò åäèíñòâåííóþ ìåðó ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðî-
ïèåé. Ýòà ìåðà ñîñðåäîòî÷åíà íà ΩHn , ãäå Hn � åäèíñòâåííàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû
A|n ñ ïàðàìåòðîì ñõîäèìîñòè r(A|n) . Ïóñòü νn � ïðîäîëæåíèå ýòîé ìåðû íà ΩA , ò.å.
νn(D) = νn(D

∩
ΩA|n) = νn(D

∩
ΩHn) äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ D ⊂ ΩA .

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (∗)
è (∗∗) , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü νn ñõîäèòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ê åäèíñòâåííîé ìåðå
µ∗ ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé ÒÌÖ (ΩA, σ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåìû 2.1. äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî limn→∞ νn(B) =
µ∗(B) äëÿ âñåõ öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ B ⊂ ΩA . Ïóñòü B = [j0, . . . , jm]

N+m
N è

ïóñòü n0 âûáðàíî òàê, ÷òî ïðè n > n0 èíäåêñíîå ìíîæåñòâî Hn ñîäåðæèò ÷èñëà

1, 2, . . . ,max(j0, . . . , jm) ). Ïóñòü α(n), β
(n)

� ñîáñòâåííûå âåêòîðû (ëåâûé è ïðàâûé), ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1/r(A|n) of A|n ñ íîðìèðîâêîé α

(n)
1 = β

(n)
1 = 1 .

Òîãäà

νn(B) = νn(B
∩

ΩHn) =
α
(n)
j0

· β(n)
jm∑n

k=1 α
(n)
k β

(n)
k

(r(A|n))m; µ∗(B) =
αj0βjm∑∞
k=1 αkβk

Rm

Òîãäà èç ôîðìóëû (3.4) (è àíàëîãè÷íîé ôîðìóëû äëÿ ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ) èìååì:

β
(n)
k = Fk,1(A|n, r(A|n)); α

(n)
k = L1,k(A|n, r(A|n))

Ïðè íîðìèðîâêå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ α, β ñîãëàñíî óñëîâèþ α1 = β1 = 1 , â ñèëó ëåììû
3.4. ïîëó÷èì: βk = Fk,1(A,R), αk = L1,k(A,R) è β

(n)
k → βk, α

(n)
k → αk . Òàêèì îáðàçîì,

îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
∑n

k=1 α
(n)
k β

(n)
k →

∑∞
k=1 αkβk ïðè n→ ∞ .
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Çàôèêñèðóåì x0 , ãäå R < x0 < R1 . Òîãäà èç òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3.1. ñëåäóåò,
÷òî ðÿä

∑∞
k=1 Fk,1(A, x0)L1,k(A, x0) ñõîäèòñÿ. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì: r(A|n) <

x0 è
β
(n)
k = Fk,1(A|n, r(A|n)) ≤ Fk,1(A, r(A|n)) ≤ Fk,1(A, x0)

ïðè âñåõ k = 1, . . . , n . Àíàëîãè÷íî, α(n)
k ≤ L1,k(A, x0) . Òîãäà ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ñõîäè-

ìîñòè îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò òåîðåìû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 15-01-03687.
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Approximation of maximal measures for countable

topological Markov chains with meromorphic zeta function

c⃝ M.I. Malkin2

Abstract. Countable topological Markov chains (TMC) are considered. It is assumed that powers
of the transition matrix of TMC have �nite traces and so, for TMC, the dynamical (Artin-Mazur)
zeta-function is well de�ned. It is also assumed that the following two conditions are ful�lled: 1)
the raduis of convergence of TMC associated with submatrices with big indexes is bigger than
r(A) , the the raduis of convergence of the initial countable transition matrix A , 2) zeta-function
of the TMC is meromorphic in a disc of radius bigger than r(A) . Such conditions are satis�ed,
in particular, for countable TMC being symbolic models of one dimensional piecewise monotonic
maps with positive topological entropy. In the paper it is shown that under these condition, an
irreducible TMC has a unique measure with maximal entropy, which can be approximated (in the
weak topology) by maximal measures of �nite TMCs as subsistems of the initial one.

Key Words: Topological Markov chains, topological entropy, dynamical zeta-function, maximal
measures

2 Associate Professor of department of di�erential equations and mathematical analysis, Lobachevsky State
University of Nizhny Novgorod, Nizhny Novgorod; malkin@unn.ru

MVMS journal. 2015. V. 17, No. 2



76 Å. Â. Íèêèøèí, Å. Å. Ïåñêîâà

ÓÄÊ 517.9

Èñêàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ

ôîòîïðèåìíèêàìè, èçãîòîâëåííûìè íà îñíîâå êðåìíèÿ

ëåãèðîâàííîãî çîëîòîì

c⃝ Å. Â. Íèêèøèí1, Å. Å. Ïåñêîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðîâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ èñêàæåíèé âîññòàíîâëåííîãî
âûñîêî÷àñòîòíîãî îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà. Ðàñ÷åòû ñäåëàíû äëÿ ôîòîïðèåìíèêîâ, èçãîòîâëåí-
íûõ íà îñíîâå êðåìíèÿ, ëåãèðîâàííîãî çîëîòîì. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåëèíåé-
íûõ èñêàæåíèÿ ìàëû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòèêà ôîòîïðîâîäèìîñòè, êðåìíèé, ëåãèðîâàííûé çîëîòîì, ðåêîì-
áèíàöèîííûå öåíòðû, âðåìåíà æèçíè ýëåêòðîíîâ è äûðîê, âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëîâ

Ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè âûñîêî÷à-
ñòîòíûõ èìïóëüñîâ âîçáóæäàþùåãî èçëó÷åíèÿ (J = J(ωt)) ïî çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
ôîòîòîêà (j = j(ωt)) , âîçíèêàþùåãî â ôîòîïðèåìíèêå, èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [1 - 3]. Â [4]
ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîòîïðè-
åìíèêîâ ñî ñëîæíûìè ìåõàíèçìàìè ðåêîìáèíàöèè, íàëè÷èå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê çíà÷è-
òåëüíûì íåëèíåéíîñòÿìè â êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ [5 - 9]. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ÿâëÿ-
åòñÿ áîëüøàÿ ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñâåòà ω , à èìåííî: ω >> max(τ−1

n , τ−1
p ) .

Â ðàáîòå [10] èññëåäîâàíû èñêàæåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîòîðåçèñòîðà,
èçãîòîâëåííîãî íà îñíîâå êðèñòàëëè÷åñêîãî êðåìíèÿ ñ ðåêîìáèíàöèîííûìè öåíòðàìè èí-
äèÿ, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû: èññëåäîâàíèå èñêàæåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè âîññòàíîâëåíèè âðå-
ìåííîé çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè âîçáóæäàþùåãî ñâåòà, ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ýòîãî
êðåìíèÿ ëåãèðîâàííîãî çîëîòîì. Êîíòàêòíûìè è ïîâåðõíîñòíûìè ÿâëåíèÿìè ïðåíåáðå-
ãàåì. Ïàðàìåòðû ðåêîìáèíàöèîííûõ öåíòðîâ ïðèâåäåíû â [5], óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå
êèíåòèêó íåðàâíîâåñíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà � â ðàáîòå [4]. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ
ðåøàëèñü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé íåëèíåéíûõ, ÷àñòîòíûõ è ôàçîâûõ èñêà-
æåíèÿ ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû, ðàññ÷èòûâàëèñü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî äåëàëîñü â ðàáîòå [10]. Êîýôôèöèåíò íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé:

K =
1

|c1|

√∑
i

|ck|2, çäåñü ck =
1

T

T/2∫
−T/2

dj(τ)

dτ
· e−i·k·ω·τdτ, (1.1)

Êîýôôèöèåíò ÷àñòîòíûõ èñêàæåíèé Y (ωi) :

Y (ωi) = max |j′t(ωi · t)|/max[j′t(ω · t)], ωi ⊂ ⌊ωmin, ωmax⌋ (1.2)

çäåñü: j′t(ωi) � àìïëèòóäà âîññòàíîâëåííîãî îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà äëÿ ôèêñèðîâàííîé ÷à-
ñòîòû ω â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ; max(j′t) � ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà âîññòàíîâëåí-
íîãî ñèãíàëà â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ â ðàáî÷åé îáëàñòè ÷àñòîò.

1 Äîöåíò êàôåäðû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; nikishin57@mail.ru.

2 Àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; lizanika@mail.ru.
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Ôàçîâûå èñêàæåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ãðóïïîâûì âðåìåíåì çàïàçäûâàíèÿ τ â èññëå-
äóåìîé ïîëîñå ÷àñòîò:

τãð = dϕ/dω (1.3)

ϕ � ñäâèã ôàç ìåæäó âîññòàíîâëåííûì è âîçáóæäàþùèì èìïóëüñàìè.
Êðîìå ìàëîñòè èñêàæåíèé, èñïîëüçîâàíèå ôîòîïðèåìíèêà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îïòè-

÷åñêèõ èìïóëüñîâ ïðåäïîëàãàåò îòíîñèòåëüíî áîëüøóþ ãëóáèíó ìîäóëÿöèè, êîòîðàÿ ðàñ-
ñ÷èòûâàëàñü ïî ôîðìóëå:

K = (jmax − jmin)/(jmax + jmin) (1.4)

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå èñêàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèÿõ äîíîðíûõ öåíòðîâ.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1�4. Äëÿ êðèâûõ 1�4 ðèñ. 1�4 èñïîëüçî-
âàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ïîëóïðîâîäíèêà è âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ: êîíöåíòðàöèÿ ðàâ-
íîâåñíûõ ýëåêòðîíîâ � n = 1011ñì−3 ; òåìï ãåíåðàöèè � g(ωt) = 1020(1− cosωt)ñì−3ñ−1 ;
êîíöåíòðàöèÿ ðåêîìáèíàöèîííûõ (àêöåïòîðíûõ) öåíòðîâ çîëîòà � Na = 8 ·1016ñì−3 . Äëÿ
êðèâîé 1 ðèñ. 1�4 êîíöåíòðàöèÿ äîíîðíûõ öåíòðîâ çîëîòà ðàâíà Nδ = 0ñì−3 ; äëÿ êðèâîé
2 � Nδ = 1014ñì−3 ; äëÿ êðèâîé 3 � Nδ = 1015ñì−3 ; äëÿ êðèâîé 4 � Nδ = 1016ñì−3 .

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé îò ÷àñòîòû.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Y , õàðàêòåðèçóþùåãî ÷àñòîòíûå èñêàæåíèÿ îïòè÷åñêîãî

ñèãíàëà, îò ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ñâåòà
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü óãëà ñäâèãà ôàç âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà îò ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ

ãàðìîíè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ñâåòà.

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ñèãíàëà îò ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ

ãàðìîíè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ñâåòà.

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè äîíîðíûõ
ïðèìåñåé óõóäøàåò ïàðàìåòðû ôîòîïðèåìíèêà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âû-
ñîêî÷àñòîòíûõ âîçáóæäàþùèõ èìïóëüñîâ. Ïðè ÷àñòîòå áîëüøåé 100 ÌÃö, òî åñòü ïðè
ω >> max(τ−1

n , τ−1
p ) â íåçàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè äîíîðíûõ öåíòðîâ èñêàæåíèÿìè

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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ÓÄÊ 517.9

Óïðàâëÿåìîñòü çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ è àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàâíîâåñèå

c⃝ À. Þ. Ïàâëîâ1

Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà Âàæåâñêîãî íàéäåíû êëàññû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ó óðàâíå-
íèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óïðàâëÿåìîñòè çà áåñêîíå÷íîå
âðåìÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ, ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ êîòîðîãî íå
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, õîòÿ ñàìî îíî ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìûì çà áåñêîíå÷íîå
âðåìÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
óïðàâëÿåìîñòü çà êîíå÷íîå è áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

Âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ èãðàþò çàäà÷è îá óïðàâëÿåìîñòè
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çà êîíå÷íîå è áåñêîíå÷íîå âðåìÿ [3],[4].

Ïðè óïðàâëÿåìîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïåðåâîäèò-
ñÿ â äðóãóþ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó çà îïðåäåëåííîå âðåìÿ T . Â ñëó÷àå óïðàâëÿåìîñòè çà
áåñêîíå÷íîå âðåìÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïåðåâîäèòñÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü
äðóãîé òî÷êè, ïðè÷åì â äàëüíåéøåì èç ýòîé îêðåñòíîñòè ïåðåâîäèìàÿ òî÷êà íå âûõîäèò.

Â ðàáîòàõ [1], [2] ïðîôåññîðîì Å.Â. Âîñêðåñåíñêèì ðàññìîòðåí âîïðîñ îá óïðàâëÿåìî-
ñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà

dx

dt
= A(t)x+B(t)u+ f(t, x, u) + F (t) (1.1)

çà êîíå÷íîå è áåñêîíå÷íîå âðåìÿ â îïðåäåëåííûõ êëàññàõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé K .
Äàííûå óñëîâèÿ ïîëó÷åíû íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíå-

íèé äâèæåíèÿ è ìåòîäà ñðàâíåíèÿ. Ïðè÷åì óðàâíåíèåì ñðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

dy

dt
= A(t)y +B(t)u+ F (t). (1.2)

Îäíèì èç óñëîâèé óïðàâëÿåìîñòè çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [6] ó ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ

dy

dt
= A(t)y. (1.3)

Äëÿ ñèñòåìû (1.3) ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñëåäóþùåå [5].
Ïóñòü Y (t) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà óðàâíåíèÿ (1.3), íîðìèðîâàííàÿ â íóëå,

Y (0) = E , lim
t→+∞

Y (t) = Y (+∞) , det Y (+∞) ̸= 0 .

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (1.3) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.
Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìûì äëÿ

óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1.1) çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

Ï ð è ì å ð 1.1. . Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= −x+ u (1.4)

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê, korspa@yandex.ru
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Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ
dy

dt
= −y (1.5)

íå èìååò àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, òàê êàê îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5):
y(t) = c e−t è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

t→∞
y(t) = 0 , ∀c ∈ R .

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (1.4) ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìûì çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Ïóñòü
òî÷êó x0 ïî òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (1.4) íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ â
òî÷êó x1 , òî åñòü x(t0) = x0 , x(+∞) = x1 .

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) èìååò âèä

x(t) = e−t(

t∫
t0

esu(s)ds+ x0e
t0)

Íàéäåì òàêîå óïðàâëåíèå u , ÷òî lim
t→∞

x(t) = x1 . Èìååì lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

t∫
t0

esu(s)ds+x0et0

et
.

Åñëè ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå [t0,+∞) , òî ê ïîñëåäíå-
ìó ïðåäåëó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Òîãäà

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

etu(t)

et
= lim

t→∞
u(t).

Òî åñòü èñêîìûì óïðàâëåíèåì ìîæåò áûòü ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
lim
t→∞

u(t) = x1 . Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü u(t) = x1 ; u(t) = x1 +
1
t
; u(t) = x1 − 1

t2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (1.4) ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, õîòÿ óðàâ-
íåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ íå èìååò àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êëàññû óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâîâàíèå
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ó óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
èëè äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì. Íàéäåì êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, óïðàâëÿåìûõ çà
áåñêîíå÷íîå âðåìÿ â íåêîòîðîì êëàññå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 
dx

dt
= A(t)x+ f(t, x, u),

x(t0) = x0, x(+∞) = x1

(1.6)

ãäå x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm , T ≤ t < +∞ , A(·) : [T,+∞) 7→ Hom(Rn, Rn) - íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, f ∈ C([T,+∞)×Rn ×Rm, Rn) .

Íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè òî÷êó x0 â òî÷êó x1 ïî òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (1.6) çà áåñêî-
íå÷íîå âðåìÿ.

Ïóñòü y = x − x1 . Òîãäà ẏ = ẋ (òî÷êîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî t ), x = y + x1 .
Ñèñòåìà (1.6) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå{

y = A(t)y + A(t)x1 + f(t, y + x1, u),

y(t0) = x0 − x1, y(+∞) = 0.
(1.7)

Îáîçíà÷èì ϕ(t) = A(t)x1 , f̃(t, y, u) = f(t, y + x1, u) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

||f̃(t, y, u) + ϕ(t)|| ≤ ψ(t)||y||+ η(t, u(t)),

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2
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ãäå ψ ∈ C([t0,+∞), R) , η ∈ C([t0,+∞)×Rm, R) .
Òîãäà áóäåì èìåòü

||y(t)|| ≤
t∫

t0

η(l, u(l))exp

 t∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds

 dl + ||x0 − x1||exp

 t∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds

 =

= exp

 t∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds

 [||x0 − x1||+

+

t∫
t0

η(l, u(l))exp

 t∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds−
t∫

t0

(Λ(s) + ψ(s)ds)

 dl ] =

= exp

 t∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds

||x0 − x1||+
t∫

t0

η(l, u(l))exp

 t0∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds

 dl


Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðè t 7→ +∞ äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ðàññìîòðèì

lim
t→∞

||x0 − x1||+
t∫
t0

η(l, u(l))exp(
t0∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds)dl

exp(−
t∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds)

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ

1.
+∞∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds = −∞ ,
+∞∫
t0

η(l, u(l))exp(
t0∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds)dl = ∞ ,

2.
+∞∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds = +∞ , ||x0 − x1||+
+∞∫
t0

η(l, u(l))exp(
t0∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds)dl = 0

à ôóíêöèÿ u(t) òàêîâà, ÷òî ê ïðåäåëó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Òîãäà
ïîñëåäíèé ïðåäåë ðàâåí

lim
t→+∞

η(t, u(t))exp(
t0∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds)

−exp(−
t∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds)(Λ(t) + ψ(t))

= − lim
t→+∞

η(t, u(t))

Λ(t) + ψ(t)
.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.2. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (1.6) è óïðàâëåíèÿ u(t) âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç
ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ

1)
+∞∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds = −∞ ,
+∞∫
t0

η(l, u(l))exp(
t0∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds)dl = ∞ ,

2)
+∞∫
t0

(Λ(s) + ψ(s))ds = +∞ , ||x0 − x1||
+∞∫
t0

η(l, u(l))exp(
t0∫
l

(Λ(s) + ψ(s))ds)dl = 0

è lim
t→+∞

η(t,u(t))
Λ(t)+ψ(t)

= 0 , òî ëþáóþ òî÷êó x0 ∈ Rn ìîæíî ïåðåâåñòè â òî÷êó x1 ∈ Rn çà

áåñêîíå÷íîå âðåìÿ ïî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.6).
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

è ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1 Ñ. Ì. Îâñÿíèêîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ñ íåëèíåéíûì çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è ñëó÷àéíîé íåïðåðûâ-
íîé âåêòîð-ôóíêöèåé è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ïðè èçâåñòíîì
óïðàâëåíèè. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àéíîãî óïðàâëåíèÿ, îãðàíè-
÷åííîãî ïî ìîäóëþ âåêòîðîì-êîíñòàíòîé è ñ êðèòåðèåì íåëèíåéíîãî âèäà. Èñïîëüçîâàí ñëó-
÷àé, êîãäà ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ. Çàäà÷à çàìåíÿåòñÿ ñ å¼ ñóììàð-
íûì àíàëîãîì. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà çàäàííîé êîîðäèíàòû è óïðàâëåíèÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê
ñëó÷àéíîé ñèñòåìå ñóììàðíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñóììàðíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â ñî÷åòàíèè åãî ñ ìåòîäîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ïîëó÷åíà
îöåíêà äëÿ äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè ïî ñîñòîÿíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñóììàðíîé çàäà-
÷è. Äàëåå äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèñêðåòíûõ óïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðó-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ ýòîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâà ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòàâëåíà ïðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîèçâîäñòâåííîãî
ïðîöåññà êîìïàíèè, ïðîèçâîäÿùåãî n âèäîâ ïðîäóêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà, íåëèíåéíîå çàïàçäûâàíèå, îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå, ñëó÷àéíîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìèêè.

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îñíî-
âûâàþòñÿ íà êîíöåïöèè îïòèìàëüíîñòè, ÷òî îïðåäåëÿåò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ è
àëãîðèòìîâ òåîðèè îïòèìèçàöèè ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ñîâåðøåíñòâîâàíèè ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ. Ìíîãèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ êàê êîíå÷íîìåðíûå îïòèìèçàöèîííûå
çàäà÷è. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ è çàäà÷è àäàïòèâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ [1] � [4].

Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ïîëó÷è-
ëà áóðíîå ðàçâèòèå. Ê ñèñòåìàì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè îòíîñÿòñÿ çàäà÷è àýðî-
ãàçîäèíàìèêè, õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, äèôôóçèè, ôèëüòðàöèè, ïðîöåññîâ ãîðåíèÿ, íàãðåâà
è ò.ä. [5] � [10].

Ðàçðàáàòûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû è ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè è óïðàâëåíèÿ. Ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ øèðîêèé ñïåêòð ðàçíûõ ìåòîäîâ [11] � [20].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îäíîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ñëó÷àéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
íåëèíåéíûì çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è ñ íåëèíåéíûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè.

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursunbay@rambler.ru

2 Ìàãèñòðàíò èíñòèòóòà èíôîðìàòèêè è òåëåêîììóíèêàöèè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè-
÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, s.ovsianikov@yandex.ru
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ íà îòðåçêå DT îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ϑ(t) =

t∫
t0

K

t, s, u(s), ϑ
s− τ

s, u(s), s∫
t0

H(s, θ)ϑ(θ)dθ

 , ξ(s)
 ds (1.1)

ñ óñëîâèåì
ϑ(t) = ϕ(t), t ∈

[
− η; t0

]
, (1.2)

ãäå K(t, s, u, ϑ, ξ) ∈ C
(
D2
T × U × V × Ω

)
, ξ(t) ∈ Ω � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè

òðàåêòîðèÿìè â ℜn , 0 < τ
(
t, u(t), ϑ(t)

)
� íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ çàïàçäûâàíèÿ,

òàêàÿ, ÷òî t−τ
(
t, u(t), ϑ(t)

)
≥ t0−η , 0 < η = const , φ(t) ∈ C

[
−η; t0

]
� íà÷àëüíàÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ,
t∫
t0

∣∣H(t, s)
∣∣ds < ∞ , 0 < u(t) ∈ U � óïðàâëÿþùàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, U ∈ ℜn ,

V ∈ ℜn , Ω ∈ ℜn � ñëó÷àéíûå îãðàíè÷åííûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, D2
T ≡ DT × DT ,

DT ≡
[
t0;T

]
, 0 < t0 < T <∞ .

Çàäà÷à 1. Íàéòè ñëó÷àéíîå ñîñòîÿíèå ϑ⋆(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2) ïðè èçâåñò-
íûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèÿõ

u⋆(t) ∈
{
u⋆ :

∣∣u⋆(t)∣∣ ≤M0 ∈ ℜn, t ∈ DT

}
,

÷òî äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

J [u(t)] =

∫ T

t0

τ

t, u(t), t∫
t0

H(t, s)ϑ(s)ds

 dt.

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ðàáîòû [21]. Â [22] èçó-
÷åíû âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè ñëó÷àéíûõ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà
ïåðâîãî ðîäà.

2. Äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è 1

Âìåñòî ñëó÷àéíîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) ðàññìîòðèì å¼
ñóììàðíûé àíàëîã

ϑ(k) =
k−1∑
µ=k0

K

(
k, µ, u(µ), ϑ

[
µ− τ

(
µ, u(µ),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ(ν)

)]
, ξ(µ)

)
(2.1)

ïðè óñëîâèè
ϑ(k) = ϕ(k), k ∈ D1, (2.2)

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ K(k, µ, u, ϑ, ξ) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ k ∈ Dk ≡
{
k0 ≤ µ ≤

k ≤ k1

}
, k − τ

(
k, u(k), ϑ(k)

)
≥ k0 − η , ϕ(k) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ k ∈ D1 ≡

{
k0 − η ≤ k ≤

k0

}
, η > 0 ,

k−1∑
µ=k0

|H(k, µ)| <∞ , ξ(k) � öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, à k0, k

è k1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ . . . 87

Çàäà÷à 2. Íàéòè ñëó÷àéíîå ñîñòîÿíèå ϑ⋆(k) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) ïðè èçâåñò-
íûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèÿõ

u⋆(k) ∈
{
u⋆ :

∣∣u⋆(k)∣∣ ≤M⋆
0 , k ∈ Dk

}
,

÷òî äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

J [u] =

k1−1∑
k=k0

τ

(
k, u(k),

k−1∑
µ=k0

H(k, µ)ϑ(µ)

)
. (2.3)

Â äàííîé ðàáîòå âìåñòî çàäà÷è 1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñóììàðíóþ çàäà÷ó 2.

3. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ñóììàðíûõ óðàâíåíèé
(2.1)

Â äàëüíåéøåì âñå ñîîòíîøåíèÿ ïîíèìàåì â ñìûñëå ïî÷òè íàâåðíîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
A ìíîæåñòâî âñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ω . Î÷åâèäíî, ÷òî P (A) = 1 . Äëÿ âñåõ ω ∈ A ìû èñ-
ïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Bnd(M(ω)) � êëàññ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîð-ôóíêöèé,

îãðàíè÷åííûõ ïî íîðìå ñ ïîëîæèòåëüíûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì M(ω) ; Lip
{
L(ω)|u,v,...

}
� êëàññ âåêòîð-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì u, v, . . . ñ
ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé L(ω) . Â êà÷åñòâå íîðìû íà ìíîæåñòâå Dk äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé öåëî÷èñëåííîé âåêòîð-ôóíêöèè x(k, ω) ìû áóäåì áðàòü åâêëèäîâó íîðìó

∥x(k, ω)∥ =
n∑
i=1

max
{
|x(k, ω)| : k ∈ Dk

}
.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. f(k, µ, u, ϑ, ξ) ∈ Bnd

(
M(ω)

)
∩Lip

{
L1(k, µ, ω)|ϑ

}
, ãäå 0 < M(ω) � ñëó÷àéíûé ïîñòî-

ÿííûé âåêòîð, 0 < L1(k, µ, ω) � ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ;

2. 0 < α = max

{
k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω) : k ∈ Dk

}
<∞ ;

3. τ(k, u, ϑ, ω) ∈ Lip
{
L2(ω)|ϑ

}
, ãäå 0 < L2(ω) � ñëó÷àéíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà;

4. 0 < β = max

{
k−1∑
µ=k0

|H(k, µ)| : k ∈ Dk

}
<∞ ;

5. 0 < γ = max
{
|ϕ(k)| : k ∈ D1

}
<∞ ;

6.
∣∣ϑ(k, ω)− ϑ(µ, ω)

∣∣ ≤ L3(ω)
∣∣k − µ

∣∣ , 0 < L3(ω) - ñëó÷àéíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà;
7. ρmax < 1 , ãäå ρmax � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ìàòðèöû

Q(ω) = α
(
E + βL2(ω)L3(ω)

)
, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà ñèñòåìà ñóììàðíûõ óðàâíåíèé (2.1) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëåíèÿ
u(k, ω) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå Dk .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â ñî÷åòàíèè
åãî ñ ìåòîäîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
Ïèêàðà:

ϑ0(k, ω) = ϕ(k0, ω), r = 0, 1, 2, . . . ; ϑ r+1(k, ω) =

=
k−1∑
µ=k0

K

(
k, µ, u(µ, ω), ϑ r

[
µ− τ

(
µ, u(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r(ν, ω)

)
, ω

]
, ξ(µ)

)
. (3.1)
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Â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èç (3.1) ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ îöåíêà ∥∥ϑ0(k, ω)

∥∥ ≤ γ <∞. (3.2)

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ñ ó÷åòîì (3.2) èç (3.1) äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì îöåíêó∥∥ϑ1(k, ω)− ϑ0(k, ω)
∥∥ ≤ γ +M(ω)(k1 − k0 − 1). (3.3)

Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 1 , â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, èç (3.1)
ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì ∥∥ϑr+1(k, ω)− ϑr(k, ω)

∥∥ ≤

≤ max

{
k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω)

∣∣∣∣∣ϑ r
[
µ− τ

(
µ, u(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r(ν, ω)

)
, ω

]
−

−ϑ r−1

[
µ− τ

(
µ, u(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r−1(ν, ω)

)
, ω

]∣∣∣∣∣ : k ∈ Dk

}
≤

≤ max

{
k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω) ∥ϑ r(µ, ω)− ϑ r−1(µ, ω)∥ : k ∈ Dk

}
+

+max

{
k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω)

∥∥∥∥∥ϑ r−1

[
µ− τ

(
µ, u(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r(ν, ω)

)
, ω

]
−

−ϑ r−1

[
µ− τ

(
µ, u(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r−1(ν, ω)

)
, ω

]∥∥∥∥∥ : k ∈ Dk

}
≤

≤ max

{
k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω) ∥ϑ r(µ, ω)− ϑ r−1(µ, ω)∥ : k ∈ Dk

}
+

+max

{
L3(ω)

k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω)

∣∣∣∣∣τ
(
µ, u(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r(ν, ω)

)
−

−τ

(
µ, u(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r−1(ν, ω)

)∣∣∣∣∣ : k ∈ Dk

}
≤

≤ max

{
k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω) ∥ϑ r(µ, ω)− ϑ r−1(µ, ω)∥ : k ∈ Dk

}
+

+max

{
L2(ω)L3(ω)

k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω)×

×

∣∣∣∣∣
µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r(ν, ω)−
µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ r−1(ν, ω)

∣∣∣∣∣ : k ∈ Dk

}
≤

≤ max

{
k−1∑
µ=k0

L1(k, µ, ω)

(
E + L2(ω)L3(ω)

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)

)
∥ϑ r(µ, ω)− ϑ r−1(µ, ω)∥ : k ∈ Dk

}
.
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Îòñþäà èìååì∥∥ϑr+1(k, ω)− ϑr(k, ω)
∥∥ ≤ ρmax ·

∥∥ϑr(k, ω)− ϑr−1(k, ω)
∥∥ < ∥∥ϑr(k, ω)− ϑr−1(k, ω)

∥∥. (3.4)

Èç (3.3) è (3.4) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (2.1) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñèñòåìà ñóììàðíûõ óðàâíåíèé (2.1) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëåíèÿ
u(k, ω) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå Dk .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Òîãäà ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëåíèÿ u(k, ω) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥ϑ(k, ω)− ϑ r(k, ω)

∥∥ ≤ λmax
1− ρmax

, (3.5)

ãäå λmax � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ìàòðèöû
[
Q(ω)

] r[
γ+M(ω)

(
k1−

k0 − 1
)]
, λmax → 0 ïðè r → ∞ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ðàçíîñòè ϑ(k, ω)− ϑ r(k, ω) ñ ó÷åòîì (3.3) è (3.4) èìååì
îöåíêó ∣∣ϑ(k, ω)− ϑ r(k, ω)

∣∣ ≤
≤
∣∣ϑ(k, ω)− ϑ r+1(k, ω)

∣∣+ ∣∣ϑ r+1(k, ω)− ϑ r(k, ω)
∣∣ ≤

≤ Q(ω)
∣∣ϑ(k, ω)− ϑ r+1(k, ω)

∣∣+ [Q(ω)] r[γ +M(ω)(k1 − k0 − 1)
]
.

Îòñþäà èìååì (3.5).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2. Òîãäà èìååò ìå-
ñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

∥∥ϑ(k, ω)− ϑ r(k, ω)
∥∥ = 0. (3.6)

4. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé (3.1) è (3.3) ôóíêöèîíàë (2.3) çàïèøåì â âèäå

Jr[u] =

k1−1∑
k=k0

τ

(
k, u(k, ω),

k−1∑
µ=k0

H(k, µ)ϑ(µ, ω)

)
. (4.1)

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2. Òîãäà èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

∣∣J [u]− Jr[u]
∣∣ = 0. (4.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ñ ó÷åòîì (3.5) èç (2.3) è (4.1)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

∣∣J [u]− Jr[u]
∣∣ ≤ L2(ω)

k−1∑
µ=k0

H(k, µ)
∣∣ϑ(µ, ω)− ϑ r(µ, ω)

∣∣ ≤
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≤
βL2(ω)

[
Q(ω)

] r[
γ +M(ω)(k1 − k0 − 1)

](
k1 − k0 − 1

)
E −Q(ω)

.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ïðè r → ∞ ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü (4.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïóñòü u ⋆(k, ω) � îïòèìàëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å 2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ýòîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà∥∥u ⋆(k, ω)− u ⋆r (k, ω)

∥∥ ≤ δr(k, ω), lim
r→∞

δr(k, ω) = 0. (4.3)

Èç (1.1), (2.3) , (3.1) è (4.1) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

ϑ ⋆(k, ω) =

=
k−1∑
µ=k0

K

(
k, µ, u ⋆(µ, ω), ϑ ⋆

[
µ− τ

(
µ, u ⋆(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ ⋆(ν, ω)

)
, ω

]
, ξ(µ)

)
; (4.4)

ϑ ⋆0 (k, ω) = ϕ(k0, ω), r = 0, 1, 2, . . . ; ϑ ⋆r+1(k, ω) =

=
k−1∑
µ=k0

K

(
k, µ, u ⋆(µ, ω), ϑ ⋆r

[
µ− τ

(
µ, u ⋆(µ, ω),

µ−1∑
ν=k0

H(µ, ν)ϑ ⋆r(ν, ω)

)
, ω

]
, ξ(µ)

)
; (4.5)

J [u ⋆] =

k1−1∑
k=k0

τ

(
k, u ⋆(k, ω),

k−1∑
µ=k0

H(k, µ)ϑ ⋆(µ, ω)

)
; (4.6)

Jr[u
⋆] =

k1−1∑
k=k0

τ

(
k, u ⋆(k, ω),

k−1∑
µ=k0

H(k, µ)ϑ ⋆r(µ, ω)

)
; (4.7)

Jr[u
⋆
r] =

k1−1∑
k=k0

τ

(
k, u ⋆r(k, ω),

k−1∑
µ=k0

H(k, µ)ϑ ⋆r(µ, ω)

)
. (4.8)

Ò å î ð å ì à 4.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1. Åñëè

τ
(
k, u ⋆, ϑ ⋆

)
∈ Lip

{
L2(ω) ∣∣u ⋆, ϑ ⋆

}
è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.3), òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

∣∣∣J [u ⋆]− Jr[u
⋆
r ]
∣∣∣ = 0. (4.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôîðìóëû (3.6) è (4.2) â ñëó÷àå (4.4) � (4.7) âûãëÿäÿò òàê

lim
r→∞

∥∥∥ϑ ⋆(k, ω)− ϑ ⋆r (k, ω)
∥∥∥ = 0, (4.10)

lim
r→∞

∣∣∣J [u ⋆]− Jr[u
⋆]
∣∣∣ = 0. (4.11)

Ðàññìîòðèì îöåíêó ðàçíîñòè J [u ⋆r ] − Jr[u
⋆
r ] . Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû, èç (4.7) è (4.8)

ïîëó÷àåì∣∣∣J [u ⋆r ]− Jr[u
⋆
r ]
∣∣∣ ≤ L2(ω)

[∥∥u ⋆(k, ω)− u ⋆r (k, ω)
∥∥+ ∥∥ϑ ⋆(k, ω)− ϑ ⋆k (k, ω)

∥∥] . (4.12)
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Ñ ó÷åòîì (4.3) è (4.10) èç (4.12) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

∣∣∣J [u ⋆r ]− Jr[u
⋆
r ]
∣∣∣ = 0. (4.13)

Òàê êàê ∣∣∣J [u ⋆]− Jr[u
⋆
r ]
∣∣∣ ≤ ∣∣∣J [u ⋆]− Jr[u

⋆]
∣∣∣+ ∣∣∣J [u ⋆r ]− Jr[u

⋆
r ]
∣∣∣,

òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè r → ∞ , ñ ó÷åòîì (4.11) è (4.13) ïîëó÷àåì (4.9).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

5. Çàêëþ÷åíèå

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè, îïèñûâàåìûìè
èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ íåëèíåéíûì çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, î÷åíü ñëîæíî.
Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíîãî è
ñèíòåçèðóþùåãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îäíîé íåëèíåéíîé ñëó÷àé-
íîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ñ íåëèíåéíûì çàïàçäûâàþùèì àðãóìåí-
òîì è ñ íåëèíåéíûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ èòåðàöèè (4.5) è
(4.8). Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (4.8). Â êà÷å-
ñòâà ïðèìåðà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ñîñòàâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìèêè ïðîèç-
âîäñòâåííîé êîìïàíèè.

6. Ïðèëîæåíèå

Ïðèìåð ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ îäíîé
êîìïàíèè â óñëîâèÿõ ðûíî÷íûõ îòíîøåíèé. Ïóñòü êîìïàíèÿ ïðîèçâîäèò n âèäîâ ïðî-
äóêöèè è u i(t) � îáúåì i -é ïðîäóêöèè êîìïàíèè, ðåàëèçîâàííîé ê ìîìåíòó âðåìåíè
t, i = 1, n . Å¼ äîõîä ê äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè t ñîñòàâëÿåò

y i(t) = p i(t)u i(t), i = 1, n, (6.1)

ãäå p i(t) � ðûíî÷íàÿ öåíà ðåàëèçàöèè i -é ïðîäóêöèè ïðîèçâîäèìîé êîìïàíèåé â ìîìåíò
âðåìåíè t .

Èç (6.1) âèäíî, ÷òî åñëè öåíà ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè âîçðàñòàåò, òî è äîõîä êîìïàíèè
òîæå âîçðàñòàåò ê äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè t . Íî, ïîâûøåíèå öåíû ìîæåò îòðèöàòåëüíî
îòðàæàòüñÿ â ñêîðîñòè ðåàëèçàöèè òîâàðà, ïðîèçâîäèìîé êîìïàíèåé.

Ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôîðìóëû (6.1) ïî âðåìåíè t íàõîäèì ñêîðîñòü ðåàëèçàöèè
i -é ïðîäóêöèè

y′i(t) = p′i(t)u i(t) + p i(t)u
′
i(t), i = 1, n, (6.2)

ãäå p′i(t) � òåíäåíöèÿ ôîðìèðîâàíèÿ öåíîîáðàçîâàíèÿ i -é ïðîäóêöèè.
Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà y′i(t) > 0 , òî åñòü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âñå áîëüøå è áîëü-

øå ïðîäóêöèé ðåàëèçóþòñÿ. Èç ôîðìóëû (6.2) âèäíî, ÷òî ýòî çàâèñèò îò òåíäåíöèè ôîð-
ìèðîâàíèÿ öåíîîáðàçîâàíèÿ p′i(t) è ñêîðîñòè âûïóñêà ïðîäóêöèè u′i(t) . Íî, p

′
i(t) îïðå-

äåëÿåòñÿ èç ðàâíîâåñèÿ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà i -þ ïðîäóêöèþ íà ðûíêå ê ìîìåíòó
âðåìåíè t, i = 1, n .

Ñêîðîñòü âûïóñêà i -é ïðîäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ

u′i(t) = α i(t)z i
(
t− τ i(t)

)
, i = 1, n, (6.3)
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ãäå z i(t) � ôóíêöèÿ èíâåñòèöèè, íàïðàâëåííûõ íà ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäñòâà i -é ïðî-
äóêöèè, α i(t) � êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ èíâåñòèöèè, 0 < α i(t) < 1 ,
0 < t0 < τ i(t) < t . Åñëè ôóíêöèÿ çàïàçäûâàíèÿ τ i(t) ìåíüøå áóäåò, òî ýòî ñïîñîáñòâóåò
òîìó, ÷òî ñêîðîñòü âûïóñêà i -é ïðîäóêöèè áîëüøå ñòàíîâèòñÿ. Åñëè τ i(t) = t , òî ïðî-
öåññ èíâåñòèðîâàíèÿ áóäåò îñòàíàâëèâàòüñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî çàïàçäûâàíèå τ i(t) çàâèñèò
îò îáúåìà ïðîäóêöèé u(t) =

(
u 1(t), u 2(t), . . . , un(t)

)
è ñêîðîñòè ðåàëèçàöèè ïðîèçâîäèìîé

êîìïàíèåé ïðîäóêöèè y′(t) =
(
y′1(t), y

′
2(t), . . . , y

′
n(t)

)
ê ìîìåíòó âðåìåíè t

τ i(t) = τ i
(
t, u(t), y′(t)

)
, i = 1, n.

Òîãäà ôîðìóëà (6.3) ïðèîáðåòàåò âèä

u′i(t) = α i(t)z i

(
t− τ i

(
t, u(t), y′(t)

))
, i = 1, n. (6.4)

Âåëè÷èíà èíâåñòèöèé z i(t) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äîõîäà

z i(t) = q i(t)y i(t), i = 1, n, (6.5)

ãäå q i(t) � äîëÿ ïðèáûëè â ñîñòàâå äîõîäà îò ðåàëèçàöèè i -é ïðîäóêöèè, 0 < q i(t) < 1 .
Âåëè÷èíà q i(t) õàðàêòåðèçóåò ðåíòàáåëüíîñòü ïðîèçâîäñòâà i -é ïðîäóêöèè.

Ïîäñòàâëÿÿ (6.5) â (6.4), ïîëó÷àåì

u′i(t) = α i(t)q i

(
t− τ i

(
t, u(t), y′(t)

))
y i

(
t− τ

(
t, u(t), y′(t)

))
, i = 1, n. (6.6)

Èç ôîðìóëû (6.6) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ñêîðîñòè âûïóñêà i -é ïðîäóêöèè u′i(t) âçà-
èìîñâÿçàíà ñ âåëè÷èíîé ðåíòàáåëüíîñòè ïðîèçâîäñòâà ýòîé ïðîäóêöèè. Çàïàçäûâàíèå τ i
õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé ïðîäóêöèé, íàêîïëåííûõ â ñêëàäàõ ïðåäïðèÿòèÿ, è ñêîðîñòüþ
âûïóñêà ïðîäóêöèè ê äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè t .

Ïîäñòàíîâêà (6.6) â (6.2) äàåò íàì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′i(t) = p′i(t)u i(t) + β i(t)q i

(
t− τ i

(
t, u(t), y′(t)

))
y i

(
t− τ

(
t, u(t), y′(t)

))
, i = 1, n, (6.7)

ãäå β i(t) = p i(t)α i(t) , 0 < β i(t) < 1 , 0 < q i(t) < 1 � èçâåñòíûå ôóíêöèè, y i(t) �
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, u i(t) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ,

t− τ i
(
t, u(t), y′(t)

)
≥ t0 − η, 0 < η = const.

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (6.7) ó÷òåì ôàêòîð âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ f i(t) . Îòìåòèì, ÷òî
ôàêòîð âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ÷àùå âñåãî çàâèñèò îò äîõîäà ñàìîé êîìïàíèè. Åñëè ó÷òåì
ñëó÷àéíûõ âíåøíèõ ôàêòîðîâ, òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6.7) ïðèîáðå-
òàåò âèä

y′i(t) = p′i(t)u i(t) + β i(t)q i

[
t− τ i

(
t, u(t), y′(t)

)]
×

×y i
[
t− τ i

(
t, u(t), y′(t)

)]
+ f i(t, y(t), ξ(t)), i = 1, n, (6.8)

ãäå ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè â ℜn .
Ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6.8) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðè íà÷àëüíîì

óñëîâèè
y′i(t) = φ i(t), t ∈ [−η, t0], 0 < η = const, i = 1, n.
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Íà áîëüøîì âðåìåííîì îòðåçêå
[
t− τ i

(
t, u(t), y′(t)

)
; t
]
ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä êîìïà-

íèè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ýòîò âîïðîñ ðåøàåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèè çàïàçäûâàíèÿ τ i

(
t, u(t), y′(t)

)
, óïðàâëÿ îáúåìîì ïðîäóêöèè íà îòðåçêå âðåìåíè DT .

Ïðèìåì îáîçíà÷åíèå y′i(t) = ϑ i(t) . Òîãäà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èìååì

y i(t) = φ i(t0) +

t∫
t0

ϑ i(s)ds, i = 1, n.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6.8) ïðèîáðåòàåò âèä ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà

ϑ i(t) = p′i(t)u i(t) + β i(t)q i

[
t− τ i

(
t, u(t), ϑ(t)

)]
×

×

φ i(t0) +

t∫
t0

ϑ i

[
s− τ i

(
s, u(s), ϑ(s)

)]
ds

+ f i

t, φ i(t0) +

t∫
t0

ϑ i(s)ds, ξ(t)


ñ óñëîâèåì ϑ i(t) = φ i(t), t ∈ [−η, t0], 0 < η = const, i = 1, n .
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Approximate solving the system of nonlinear integral

equations with delay argument and approximate

calculation of functionality of quality

c⃝ T. K. Yuldashev3 S. M. Ovsianikov4

Abstract. It is considered the questions of approximate solving of di�erential equations with
nonlinear delay and of approximate calculation of functionality of quality at known operating
in�uences. This problem is involved the control bounded by a constant and is contained it as
nonlinear function into equation and into functionality of quality. It is considered the case when
the variables are integer values. The problem is changed to its discrete analog. For each set of
given coordinate and controls the initial value problem is reduced to a summary equation with
nonlinear delay. It is proved the existence and uniqueness of solution of the summary equation.
It is used the method of successive approximations, combined it with the method of compressing
maps. It is estimated the permissible error with respect to state of approximation solution of initial
value di�erence problem. Further it is proved that discrete control sequence is minimizing for the
considering problem. As an example it is constructed a simple dynamical model of the economy in
the form of di�erential equations with delay time, which is considered in this paper. This model
takes into account the relationship of volume of production and income in certain conditions of
market pricing.

Key Words: Volterra integral equation, nonlinear delay, optimal control, random approximate
solution, mathematical model of economics.
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 517.929

Âåùåñòâåííûé ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû

c⃝ À. Â. Çóáîâ 1, Ñ. Â. Çóáîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ìàòðèö óñòîé÷èâûõ ïî Âàæåâ-
ñêîìó, ò. å. óñòîé÷èâûõ ìàòðèö P äëÿ êîòîðûõ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà P + PT òàêæå
óñòîé÷èâà. Äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ìàòðèö ïîêàçàíî, ÷òî èõ âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷è-
âîñòè, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû - (P + PT )\2 . Ýòîò ðåçóëüòàò ïîç-
âîëÿåò îïðåäåëèòü âåùåñòâåííûé ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ¾ñâåðõóñòîé÷èâûõ¿ ìàòðèö, ò. ê. îíè
ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè óñòîé÷èâûìè ïî Âàæåâñêîìó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòðèöà, óñòîé÷èâîñòü, âåùåñòâåííûé ðàäèóñ, ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà,
íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó P óñòîé÷èâîé ïî Âàæåâ-
ñêîìó, åñëè ìàòðèöà H = P+PT

2
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

Ââåäåíèå ïîäîáíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Âàæåâñêèé, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîêàçàë, ÷òî íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ Ẋ = P (t)X áóäåò óñòîé÷èâà, åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi(t) ñèììåòðè÷åñêîé ìàò-
ðèöû H(t) = P (t)+P (t)T

2
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ∀t λi(t) ≤ λ < 0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà P óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, òî îíà óñòîé÷èâà [1]. Îá-
ðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâî-
ñòè ïî Âàæåâñêîìó ìàòðèöû P íàèáîëüøåå èç ÷èñåë γ , ïðè êîòîðîì, ìàòðèöà P +∆
- óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, ãäå ìàòðèöà ∆ , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∥∆∥ < γ . Çäåñü
∥∆∥ - ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé
è ñîâñåì íåäàâíî ðåøåíà òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ìàòðèö, ïðè÷åì ïîëó÷åííûå îöåíêè
ÿâëÿþòñÿ âåñüìà òðóäíî ïðîâåðÿåìûìè [3]. Âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè óñòîé-
÷èâîñòè ìàòðèöû P + ∆ , ãäå ìàòðèöà P - óñòîé÷èâà, à âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ∆ , óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∥∆∥ < γ . Íàèáîëüøåå èç ÷èñåë γ , ïðè êîòîðîì ìàòðèöà P + ∆ -
óñòîé÷èâà è íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâîñòè.

Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè ìàòðèöà P - óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, òî âåùåñòâåí-
íûé ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ïî Âàæåâñêîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå γ = minλi

i=1,n

,

ãäå λi , i = 1, n - ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû H = P+PT

2
.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìàòðèöà P - óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó. Äëÿ òîãî
÷òîáû ìàòðèöà P + ∆ áûëà òàêæå óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà

∀X ̸= 0 XT (
P T + P

2
+

∆T +∆

2
)X < 0. (1.1)

Çàìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî äâà î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâà

XT (
∆T +∆

2
)X ≤ ∥∆∥ · ∥X∥2, ∥X∥2min

i=1,n
λi ≤ XTHX ≤ max

i=1,n
λi∥X∥2,

ãäå H = P+PT

2
, à λi , ( 1, n ) åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî

ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà max
i=1,n

λi + ∥∆∥ < 0 âûïîëíÿåòñÿ è íåðàâåíñòâî (1.1). Òàê

êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî - max
i=1,n

λi = min
i=1,n

|λi| , òî îäíà èç íèæíèõ îöåíîê âåëè÷èíû γ

ïîëó÷åíà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàéäåííîå ÷èñëî γ , ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì äîñòà-

òî÷íî ïîäîáðàòü ìàòðèöó ∆ òàê, ÷òî ∥∆∥ = min
i=1,n

|λi| , íî ïðè ýòîì ìàòðèöà P +∆ áûëà

íåóñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó. Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöó H ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Q òàê, ÷òî H = Q1ΛQ

T
1 . Äëÿ ïðîñòîòû

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâà-
íèÿ. Âîçüìåì ìàòðèöó ∆ = Q1Λ1Q

T
1 , ãäå Λ1 - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè ðàâíûìè min
i=1,n

|λi| . Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû ∥∆∥ = min
i=1,n

|λi| , ò. ê. ∆ = Λ1 , à

ñ äðóãîé åñëè â êà÷åñòâå âåêòîðà X âûáðàòü ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû Q1 , òî ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

XT (
P + P T

2
+

∆T +∆

2
)X = 0.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà γ = min
i=1,n

|λi| ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâî-

ñòè ïî Âàæåâñêîìó äëÿ ìàòðèöû P .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âåùåñòâåííûé ðàäèóñ óñòîé÷èâî-
ñòè γ = min

i=1,n
|λi| ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû −(P+P T )\2 .

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü ìàòðèöû P1, P2, . . . , Pm óñòîé÷èâû ïî Âàæåâñêîìó, òî-
ãäà èõ ëþáàÿ âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

P =
m∑
i=1

αiPi, αi ≥ 0,
m∑
i=1

αi = 1

òàêæå óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìàòðèöû P1, P2, . . . , Pm óñòîé÷èâû ïî Âàæåâñêîìó,
òîãäà ∀X XTPiX < 0 , i = 1,m . Ñóììèðóÿ, ïîëó÷èì

P = XT (
m∑
i=1

αiPi)X =
m∑
i=1

αiX
TPiX < 0,

m∑
i=1

αi = 1.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà P óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó. Êðîìå òîãî, óñëîâèå íîðìèðîâêè∑m
i=1 αi = 1 , ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì. Ìîæíî çàìåíèòü â ýòîì ðàâåíñòâå åäèíèöó íà ëþáîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ
ìàòðèö Pj(t) , j = 1,m äëÿ êîòîðûõ, ñîáñòâåííûå ÷èñëà λji(t) ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö

Hj(t) =
Pj(t)+Pj(t)

T

2
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ∀t λji(t) ≤ λj < 0 , j = 1,m , i = 1, n .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ãðàíò � 10-08-000624.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Fan Ky, “On a Theorem of Weyl Concerning the Eigenvalues of Linear Transformation”,
. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 35:1 (1949), 652 -655.

2. Â.Â. Äèêóñàð Ã.À. Çåëåíêîâ Í.Â. Çóáîâ, Ìåòîäû àíàëèçà ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè
è íåóñòîé÷èâîñòè, Èçä. ÂÖ ÐÀÍ, Ì., 2007, 234 ñ.

3. Á.Ò. Ïîëÿê Ï.Ñ.Ùåðáàêîâ, Ðîáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëåíèå, Íàóêà, Ì., 2002.

4. Â.È. Çóáîâ, Ââåäåíèå â òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè, Íàóêà, Ì., 1967, 223 ñ.

5. Ë.Ä. Áëèñòàíîâà è äð., Êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è èõ ïðè-
ìåíåíèå ê çàäà÷àì ÷èñëåííîãî àíàëèçà, Èçä-âî ÍÈÈ Õèìèè ÑÏáÃÓ, ÑÏá, 2002, 119 ñ.

6. Ð. Áåëëìàí, Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Èë, Ì.,
1954.

7. Í.Ì. Ãþíòåð, Êóðñ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, Ãîñòåõèçäàò, Ì., 1941.

8. Â.Ô. Äåìüÿíîâ, Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà è âàðèàöèîííûå çàäà÷è, Èçä-âî ÍÈÈ Õèìèè
ÑÏáÃÓ, Ñ.-Ïåòåðáóðã, 2000.

9. Â.È. Çóáîâ, Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãó-
ëèðîâàíèÿ, Ñóäïðîìãèç, Ë, 1959.

10. Í.Í. Êðàñîâñêèé, Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì, Íàóêà, Ì., 1968.

11. Æ. Ëàãðàíæ, Àíàëèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, Ãîñòåõèçäàò, Ì., 1950.

12. À.È. Ëóðüå, Àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, Ôèçìàòãèç, Ì., 1961.

13. È.Ã. Ìàëêèí, Ìåòîäû Ëÿïóíîâà è Ïóàíêàðå â òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé, Ãîñòå-
õèçäàò, Ì., 1949.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 2



99

The material radius of stability of matrix system

c⃝ A. V. Zubov 3, S. V. Zubov 4

Abstract. In this work is looking o� su�ciently classes of matrixes stability on Vagevsky, i.
e. stability matrixes P for that symmetrical matrix P + PT also stability. For this family of
matrixes is describes, that they material radius of stability is appears smaller own number of
matrix - (P + PT )\2 . This result is allows to de�ne material radius of stability ¾over stability¿
matrixes, i. e. they ia appears the matrixes stability on Vashevskiy.

Key Words: matrix, stability, material radius, spectral norma, in stationary system
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, íå îïóáëèêî-
âàííûå è íå ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè. Îáúåì ðóêîïèñè íå äîëæåí
ïðåâûøàòü 12 ñòðàíèö äëÿ ñòàòüè, 20 ñòðàíèö äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè è 3-4 ñòðàíèöû äëÿ
êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ. Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX. Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü
ñ ïîìîùüþ MiKTeX, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå �
http://www.miktex.org. Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò
LaTeX), ôàéëû ñ ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò
PDF). Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:

� êîäû ÓÄÊ;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ, e-mail, äîëæíîñòü è ìåñòî ðàáîòû (îôèöè-

àëüíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèè);
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè;
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Åñëè ñòàòüÿ íà ðóññêîì ÿçûêå, òî íàçâàíèå ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ,

àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íåîáõîäèìî òàê æå ïðåäîñòàâèòü è íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Åñëè
ñòàòüÿ íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî îòäåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäû ÓÄÊ, íàçâàíèå
ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ, àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íà ðóññêîì ÿçûêå.
Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëåäîâàòü
ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê, ñâîáîäåí îò
âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê. Ðåêîìåíäóåòñÿ
âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåäìåò, òåìó, öåëü ðàáî-
òû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû. Îáúåì àííîòàöèè äîëæåí áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî 250 ñëîâ.

Îñîáîå âíèìàíèå íåîáõîäèìî óäåëèòü îôîðìëåíèþ àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.
Ðåêîìåíäàöèè ïî îôîðìëåíèþ àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå áóäóò ðàçìåùåíû íà ñàéòå
æóðíàëà ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî 15 ñëîâ è ÷åòêî óêàçûâàòü íà îñíîâ-
íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ ñëîâ îáùèå ïîíÿòèÿ,
òàê êàê ïîèñê ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó íå ïðèâåäåò ÷èòàòåëÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðåñóþùåé åãî
èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ñëîâî ìîæåò âõîäèòü â çíà÷èìîå ñëîâîñî÷åòàíèå.

Àâòîðàì ñòàòåé íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû ñòàòåé:
• Ââåäåíèå - êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå.
• Ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ.
• Ðåçóëüòàòû � îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
• Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè.
• Çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB (ñì. Òåõ-

íè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû.
Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå. Â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ
äîïóñêàåòñÿ äî 20, â îáçîðíûõ � äî 60 èñòî÷íèêîâ.

Ïîäðîáíûå Òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex ñî-
äåðæàòñÿ íà ñàéòå æóðíàëà.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðè-ñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Àëôàâèòíûé óêàçàòåëü

Àôîíèí Â. Â. 7

Áóðëàêîâà Ä. À. 58

Ãðèíåñ Â. Ç. 27

Ãóðåâè÷ Å.ß. 15

Çàõàðîâ Â. Ê. 34

Çóáîâ À. Â. 96

Çóáîâ Ñ. Â. 96

Èêðàìîâ Ð. Ä. 39

Êîëåäèí Ñ. Í. 43

Êîëåäèíà Ê. Ô. 43

Êîëîìèåö Ì. Ë. 51

Êðóãëîâ Å. Â. 58

Êóçåíêîâ Î. À. 34

Êóçíåöîâ Þ. À. 58

Êóðåíêîâ Å.Ä. 15

Ìàëêèí Ì. È. 66

Ìóðþìèí Ñ. Ì. 7

Ìóñêàòèíüåâ À. Â. 7

Ìóñòàôèíà Ñ. À. 39

Íèêèøèí Å. Â. 76

Îâñÿíèêîâ Ñ. Ì. 85

Ïàâëîâ À. Þ. 81

Ïåñêîâà Å. Å. 76

Ïî÷èíêà Î. Â. 27

Øèëîâñêàÿ À. À. 27

Ñàõàðîâ À. Í. 51

Þëäàøåâ Ò. Ê. 85
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.
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