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Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ñèíòåçà è ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. Â
íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè
ôîðìóëàìè íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè.

Çàäà÷à ñèíòåçà è ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì [72, 33, 37, 106] â îáùåì ñëó÷àå
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàí íàáîð G áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî òè-
ïà (íàïðèìåð, ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû èëè ôîðìóëû), êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðè-
ïèñàíî íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî � âåñ ýëåìåíòà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ýëåìåíòîâ
ïî çàäàííûì ïðàâèëàì ñòðîÿòñÿ áîëåå ñëîæíûå îáúåêòû � ñõåìû. Êàæäîé ñõåìå S
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f è ÷èñëî L(S), ðàâíîå ñóììå âåñîâ âñåõ
âõîäÿùèõ â íåå ýëåìåíòîâ; ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé S ñî
ñëîæíîñòüþ L(S). Ñëîæíîñòüþ ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà LG(f) = minL(S),
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S íàä G, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f . Äëÿ êàæ-
äîé ôóíêöèè f òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíóþ ñõåìó S íàä G, ðåàëèçóþùóþ f (òî
åñòü òàêóþ ñõåìó S, ðåàëèçóþùóþ f , ñëîæíîñòü êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
L(S) = LG(f)). Ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèé èç çàäàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà H ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âåëè÷èíà LG(H) = maxLG(f), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì
f èç H. Ôóíêöèÿ LG(H) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Øåííîíà. Îíà õàðàêòåðèçóåò ñëîæ-
íîñòü ðåàëèçàöèè â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì ñàìûõ ñëîæíûõ
ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà H. Ýòà ôóíêöèÿ áûëà ââåäåíà Ê. Øåííîíîì â ðàáîòå [107], è
òàì æå áûëè ïîëó÷åíû ïåðâûå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû î åå ïîâåäåíèè.

Ôîðìóëû è ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (íàçûâàåìûå äàëåå ñõåìàìè), ðå-
àëèçóþùèå äèñêðåòíûå ôóíêöèè, ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç îñíîâíûõ ìîäåëüíûõ êëàññîâ
óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. Ìíîæåñòâî Pk âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, k > 2, ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì ïðèìåðîì êëàññà äèñêðåòíûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëÿþùèì áîëüøîé èíòåðåñ
êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðèêëàäíîé òî÷åê çðåíèÿ. Îäíîé èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ
êëàññèôèêàöèé ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ÿâëÿþòñÿ êëàññû ôóíêöèé, çàìêíóòûå îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (ñì., íàïðèìåð, [71, 74, 8, 38]). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîç-
íèêàåò çàäà÷à î ðåàëèçàöèè ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè èç çàìêíóòûõ êëàññîâ ôîð-
ìóëàìè (èëè ñõåìàìè) íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè. Â ýòîé çàäà÷å ìîæíî âûäåëèòü äâà
íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé: ñèíòåç ñõåì è ôîðìóë â ïîëíûõ áàçèñàõ è ñèíòåç ñõåì è
ôîðìóë â íåïîëíûõ áàçèñàõ.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ äëÿ
ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè. Â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé îñíî-
âîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Î.Á. Ëóïàíîâûì, ïðåäëîæèâøèì àñèìïòî-
òè÷åñêè îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñèíòåçà äëÿ ðÿäà êëàññîâ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì [25�34].
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà G áóëåâûõ ôóíêöèé îí
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ïîêàçàë [29, 30] ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé2:

LÑÔÝ
G (P2(n)) ∼ ρ

2n

n
,

LÔ
G(P2(n)) ∼ ρ

2n

log2 n
,

ãäå LÑÔÝ
G (P2(n)) è LÔ

G(P2(n)) � ôóíêöèèØåííîíà ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ñõåìàìè è
ôîðìóëàìè ñîîòâåòñòâåííî, à ρ � êîíñòàíòà3, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìàÿ ïî áàçèñó G.
Îöåíêè âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà ïðè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ
ôóíêöèé ôîðìóëàìè è ñõåìàìè â ïîëíûõ áàçèñàõ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Ñ.À. Ëîæêèíà
[22, 23, 25, 26].

Çàäà÷à î ïîâåäåíèè ôóíêöèé Øåííîíà äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé òåñ-
íî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î ïîâåäåíèè ôóíêöèé Øåííîíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìêíóòûì
êëàññàì áóëåâûõ ôóíêöèé ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ñõåìàìè è ôîðìóëàìè â ïîë-
íûõ êîíå÷íûõ áàçèñàõ. Ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ
ôóíêöèé ïîëó÷åíî Ý.Ë. Ïîñòîì [101, 102] (ñì. òàêæå [88, 75, 62, 105, 94, 41, 42, 95, 68]).
Îí ïîêàçàë, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, ïðè÷åì êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ èìååò êîíå÷-
íûé áàçèñ. Â ðÿäå ðàáîò [70, 73, 53, 51, 43, 17, 18, 85] èçó÷àëàñü çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåà-
ëèçàöèè ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé (ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç M). Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà ïðè ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé èç êëàññà M ñõåìàìè â ïðîèçâîëüíûõ ïîëíûõ êîíå÷íûõ áàçèñàõ ïðèâåäå-
íû â ðàáîòàõ [55] è [100] (ýòè ôîðìóëû ïîëó÷åíû íà îñíîâå ìåòîäîâ êîäèðîâàíèÿ
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé èç ðàáîò [86] è [87] ñîîòâåòñòâåííî). Ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé
ñõåìàìè äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé, íå ñîäåðæàùåãîñÿ â ìíî-
æåñòâå4 L ∪ K ∪ D, è ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà À.Á. Óãîëüíèêîâûì [58, 63]
ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Øåííîíà.
Ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ôîðìóëàìè äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé,
íå ñîäåðæàùèõñÿ â ìíîæåñòâå5 S ∪L∪K ∪D, è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçèñà
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà ïîëó÷åíû
À.Å. Àíäðååâûì [1, 2, 4].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óïîìÿíóòûå âûøå ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì è ôîðìóë ñóùå-
ñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóþò ïîëíîòó áàçèñîâ. Ïîýòîìó çàäà÷à î ñèíòåçå ñõåì è
ôîðìóë â íåïîëíûõ áàçèñàõ òðåáóåò ðàçðàáîòêè äðóãèõ ìåòîäîâ ñèíòåçà. Îòìåòèì
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíê-
öèé èç çàìêíóòûõ êëàññîâ ñõåìàìè è ôîðìóëàìè â íåïîëíûõ áàçèñàõ. Ïðè ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé ñõåìàìè äëÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòû, è ëþ-
áûõ êîíå÷íûõ ñèñòåì, ïîðîæäàþùèõ ýòè êëàññû, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ôîðìóëû
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà áûëè ïîëó÷åíû Ý.È. Íå÷èïîðóêîì [44, 45].

2Çäåñü è äàëåå âñÿêèé ðàç, êîãäà ðå÷ü èäåò îá àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíêàõ, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî

ýòè îöåíêè èìåþò ìåñòî ïðè n→∞.
3Êîíñòàíòà ρ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïðèâåäåííûì âåñîì ýëåìåíòîâ áàçèñà.
4×åðåç L,K è D îáîçíà÷àþòñÿ ìíîæåñòâà âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé, êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé

ñîîòâåòñòâåííî.
5×åðåç S îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

4



Äëÿ ðÿäà çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äî-
êàçàíû â ðàáîòàõ [56, 57, 59, 3]. Ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ôîðìóëàìè äëÿ íåêîòîðûõ
çàìêíóòûõ êëàññîâ (¾áëèçêèõ¿ ê ìíîæåñòâó P2) è ëþáûõ êîíå÷íûõ ñèñòåì, ïîðîæäà-
þùèõ ýòè êëàññû, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé
Øåííîíà ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [56, 57]. Â ðàáîòàõ [60, 61, 108] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
çàìêíóòîãî êëàññà B è ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû, ïîðîæäàþùåé êëàññ B, ñëîæíîñòü
ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè êàæäîé ôóíêöèè èç B èìååò íå áîëåå ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíûé
ïîðÿäîê ðîñòà îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ (ñì. òàêæå [40]). Âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåà-
ëèçàöèè ôóíêöèé èç íåêîòîðûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ñõåìàìè è ôîðìóëàìè â íåïîëíûõ
áàçèñàõ ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [46, 52, 2, 50, 59, 66].

Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè è
ôîðìóëàìè â êîíå÷íûõ áàçèñàõ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè âñåõ âõîäÿùèõ â íèõ ýëå-
ìåíòîâ ïîëó÷åí ðÿä ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ
äëÿ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. Ýòî
ñâÿçàíî ñ ïðèíöèïèàëüíûìè îòëè÷èÿìè ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê îò äâóõçíà÷íîé. Îäíèì
èç îñíîâíûõ îòëè÷èé ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ
ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ïðè k > 3 (ñì. [77]). Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíûì íàïðàâëåíè-
åì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ îòäåëüíûõ ñåìåéñòâ çàìêíóòûõ êëàññîâ.
Ñðåäè òàêèõ ñåìåéñòâ îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò çàíèìàåò ñåìåéñòâî âñåõ ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ6, èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êîòîðîãî ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé (ñì.,
íàïðèìåð, [69, 20, 21, 71, 39, 96, 97, 98, 99, 13, 14, 5]). Ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ïðè âñåõ k > 3 ïîëó÷åíî È. Ðîçåíáåðãîì [103, 104] (ñì. òàêæå
[19, 76, 6, 95]). Ê ÷èñëó íàèáîëåå èçó÷åííûõ ñåìåéñòâ çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé k -
çíà÷íîé ëîãèêè îòíîñèòñÿ òàêæå ñåìåéñòâî âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé èç Pk,l �
ìíîæåñòâà âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ìíî-
æåñòâà {0, 1, ..., l− 1}, k > l > 2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ êëàññîâ èçó÷åíû â ðàáîòàõ
Ã. Áóðîøà [78, 79] è äðóãèõ àâòîðîâ [89, 90, 80, 91, 81, 95]. Ñâîéñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ
ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Pk,2, k > 3, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [80, 91, 84, 81, 92, 95]. Â ðàáî-
òàõ Ä. Ëàó [93, 95] è Í. Ãðþíâàëüäà [79�81] èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàìêíóòûõ
êëàññîâ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà P3,2. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
(íàçûâàåìîå ïðîåêöèåé) ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà P3,2 â ìíîæåñòâî P2. Íà îñíîâå ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà F ⊆ P3,2 îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî prF = ∪prf ,
ãäå prf � ïðîåêöèÿ ôóíêöèè f , à îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈ F . Â ðå-
çóëüòàòå êàæäîìó çàìêíóòîìó êëàññó B áóëåâûõ ôóíêöèé ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî
N(B) âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ F ôóíêöèé èç P3,2, òàêèõ, ÷òî prF = B. Äëÿ êàæäîãî
çàìêíóòîãî êëàññà B áóëåâûõ ôóíêöèé íàéäåíà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà N(B) è ïðèâå-
äåíî îïèñàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ìîùíîñòü N(B) êîíå÷íà èëè
ñ÷åòíà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Â.À. Îðëîâ [47, 48] ââåë ïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî ïîë-
íîãî áàçèñà7 ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, k > 3, è äëÿ êàæäîãî òàêîãî áàçèñà ïðåäëî-

6Çàìêíóòûé êëàññ F ⊆ Pk íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì â Pk, k > 2, åñëè F 6= Pk è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ Pk \ F ìíîæåñòâî F ∪ {f} ïîðîæäàåò Pk.
7Êîíå÷íûé ïîëíûé â Pk áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ôóíêöèè Øåííîíà îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïðèâåäåííûì âåñîì ýëåìåíòîâ áàçèñà.
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æèë àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñèíòåçà ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Îí ïîêàçàë òàêæå [44�46], ÷òî ïî÷òè ëþáîé êîíå÷íûé ïîëíûé â Pk áàçèñ ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì, ïðè÷åì äîëÿ áàçèñîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ îïòèìàëüíûìè, óáûâàåò òðèæäû
ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà âõîäîâ ýëåìåíòîâ áàçèñà è áîëåå ÷åì
äâàæäû ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì k. Ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ñõåìàìè äëÿ ëþáî-
ãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ îöåíêà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíê-
öèè Øåííîíà àíîíñèðîâàíà â ðàáîòå [27]. Ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ôîðìóëàìè äëÿ
íåêîòîðûõ ïîëíûõ â Pk (k > 3) áàçèñîâ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Å.Þ. Çàõàðîâîé [15], Ñ. Á. Ãàøêîâà
[9] è äðóãèõ àâòîðîâ (ñì. [16, 24, 49]). Ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé èç P4

è P5, ñëîæíîñòü êîòîðûõ â êëàññå ôîðìóë íàä íåêîòîðîé êîíå÷íîé íåïîëíîé ñèñòå-
ìîé èìååò ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê ðîñòà îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ïðèâåäåíû â
ðàáîòàõ [67, 64, 60, 108]. Ïåðâûå ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè äëÿ ñëîæíîñòè ðå-
àëèçàöèè ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè (k > 3) ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
â íåïîëíûõ áàçèñàõ ïîëó÷åíû Ã.À. Òêà÷åâûì [54].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé èç
P3,2 (ìíîæåñòâà âñåõ ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæå-
ñòâà {0, 1}) ôîðìóëàìè íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè. Äëÿ ðÿäà êîíå÷íûõ ñèñòåì ïîëó÷å-
íû âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé èç çàìêíóòûõ êëàññîâ,
ïîðîæäåííûõ ýòèìè ñèñòåìàìè.

Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ (cì. òàêæå ïàðàãðàô 1).
Ïóñòü Ek = {0, 1, ..., k − 1}, k > 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En

k ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ
α̃ = (α1, ..., αn), òàêèõ, ÷òî α1, ..., αn ∈ Ek, n > 1. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé
ëîãèêè îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk, à ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
òîëüêî èç ìíîæåñòâà E2, � ÷åðåç Pk,2.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé äëÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé èç ðàáîò [68, 62], à èìåííî: S � ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ
ôóíêöèé; Ti � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó i, i = 0, 1; M �
ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé; L � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé; Om �
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 0m >, m = 2, 3, ...,∞; Im �
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 1m >, m = 2, 3, ...,∞; K �
ìíîæåñòâî âñåõ êîíúþíêöèé; D � ìíîæåñòâî âñåõ äèçúþíêöèé; U � ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé; C � ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïîëîæèì

Li = L ∩ Ti,Mi = M ∩ Ti, Ki = K ∩ Ti, Di = D ∩ Ti, Ui = U ∩ Ti, Ci = C ∩ Ti, i = 0, 1;

T01 = T0∩T1,M01 = M0∩M1, L01 = L0∩L1, K01 = K0∩K1, D01 = D0∩D1, U01 = U0∩U1;

S01 = S ∩ T01, SM = S ∩M,SL = S ∩ L, SU = S ∩ U,MU = M ∩ U ;

Om
0 = T0 ∩Om, Im1 = T1 ∩ Im, m = 2, ...,∞;

MOm = M ∩Om,MIm = M ∩ Im,MOm
0 = M ∩Om

0 ,MIm1 = M ∩ Im1 , m = 2, ...,∞.
Îïðåäåëèì ñåìåéñòâà N1, N2, N3 çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïîëîæèì

N1 = {P2, T0, T1, T01,M,M0,M1,M01, S, S01, SM,
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Om, Om
0 ,MOm,MOm

0 , I
m, Im1 ,MIm,MIm1 , 2 6 m <∞},

N2 = {L,L0, L1, LS, L01},

N3 = {O∞, I∞,MO∞,MI∞, O∞0 , I
∞
1 ,MO∞0 ,MI∞1 ,

K,K0, K1, K01, D,D0, D1, D01, U, U0, U1, U01,MU, SU,C,C0, C1}.

Èç ðåçóëüòàòîâ Ý.Ë. Ïîñòà ñëåäóåò, ÷òî N1∪N2∪N3 � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ
êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2. Ïðîåêöèåé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ áóëåâà
ôóíêöèÿ (prf)(x1, ..., xn), çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå α̃ ∈ En

2 îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (prf)(α̃) = f(α̃). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ôóíêöèè f ∈ P3,2 ïî-
ñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿ prf ∈ P2. Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè
ôóíêöèþ (prf)(x1, ..., xn) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç prf(x1, ..., xn). Ïðîåêöèåé prF ìíî-
æåñòâà ôóíêöèé F ⊆ P3,2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

⋃
{prf}, ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî

âñåì ôóíêöèÿì f ∈ F .
Äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ôóíê-

öèé
pr−1B = {f ∈ P3,2 | prf ∈ B}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî pr−1B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì ôóíêöèé èç P3,2.
Çàìêíóòûé êëàññ pr−1B íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êëàññîì (ñîîòâåòñòâóþùèì êëàñ-
ñó B ⊆ P2). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó çàìêíóòîìó êëàññó B áóëåâûõ ôóíêöèé ñîîò-
âåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé êëàññ pr−1B ⊆ P3,2. Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ pr−1B ñîäåðæèò
êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ H èç P3,2, òàêîé, ÷òî prH = B. Äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî
êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B îïðåäåëèì ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ

N(B) = {A ⊆ P3,2 | A = [A], prA = B}.

Ïîêàçàíî (ñì. [95]), ÷òî ìàêñèìàëüíûé êëàññ pr−1B èìååò êîíå÷íóþ ïîðîæäàþùóþ
ñèñòåìó â òåõ è òîëüêî òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà B /∈ {C,C0, C1}. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî åñëè
B ∈ N1, òî ñåìåéñòâî N(B) êîíå÷íî, åñëè B ∈ N2, òî N(B) ñ÷åòíî, åñëè B ∈ N3, òî
N(B) èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Ôóíêöèÿ f èç P3,2 íàçûâàåòñÿ ïñåâäîëèíåéíîé, åñëè prf ∈ L. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà
âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé ñì., íàïðèìåð, â êíèãå [95]. Áóäåì
îáîçíà÷àòü çàìêíóòûå êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì L âñåõ ëè-
íåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ÷åðåç L, L2, Z2,0∩L, Z2,1∩L, L2,r, ãäå r = 1, 2, ...,∞. Èçâåñò-
íî, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå êëàññû, çà èñêëþ÷åíèåì êëàññà L2,∞, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûìè (ñì. [95]).

Ïóñòü Ψ � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk, k > 2, [Ψ] � çàìûêàíèå ñèñòåìû Ψ
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü
f(x1, ..., xn) ∈ [Ψ], Φ � ôîðìóëà íàä Ψ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , à F ⊆ [Ψ]. ×åðåç
L(Φ) îáîçíà÷èì ÷èñëî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Φ (ñëîæíîñòü ôîð-
ìóëû Φ), ÷åðåç LΨ(f) � cëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f ∈ F íàä ñèñòåìîé Ψ, à ÷åðåç
LΨ(F (n)) � ôóíêöèþ Øåííîíà ïî ñëîæíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà F . ×åðåç D(Φ) áóäåì
îáîçíà÷àòü ãëóáèíó ôîðìóëû Φ, ÷åðåç DΨ(f) � ãëóáèíó ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f ∈ F
íàä ñèñòåìîé Ψ, à ÷åðåç DΨ(F (n)) � ôóíêöèþ Øåííîíà ïî ãëóáèíå äëÿ ìíîæåñòâà F .
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Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû.
Â ïàðàãðàôå 1 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèå-

ñÿ â ðàáîòå, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ ðÿä
ñâîéñòâ ôóíêöèé èç P3,2, íàõîäÿòñÿ êîíå÷íûå ïîðîæäàþùèå ñèñòåìû íåêîòîðûõ çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé, ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ïðîñòåéøèå ìåòîäû ñèíòåçà.

Â ïàðàãðàôå 2 èçó÷àþòñÿ êîíå÷íûå ñèñòåìû ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé è çàìêíó-
òûå êëàññû, ïîðîæäåííûå ýòèìè ñèñòåìàìè (ñì. òàêæå [10]). Ñòðîÿòñÿ êîíå÷íûå ïî-
ðîæäàþùèå ñèñòåìû Dr, C, A è E êëàññîâ L2,r, L2, Z2,0 ∩L è Z2,1 ∩L ñîîòâåòñòâåííî,
1 6 r < ∞. Äëÿ ôóíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ äîêàçûâàþòñÿ âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè
ñëîæíîñòè.

Äëÿ êàæäîé ïñåâäîëèíåéíîé ôóíêöèè f ñòðîèòñÿ êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå. Íà
îñíîâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìíîæåñòâà ôóíêöèé Hf , Jf ,
Kf è Yf . Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f èç êëàññà L2 ââîäÿòñÿ âåëè÷èíû A(f) è
B(f). Äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû î ñëîæíîñòè ôóíêöèé èç ðàññìàòðèâàåìûõ
êëàññîâ .

Òåîðåìà 1 (òåîðåìû 2.2.3, 2.2.1). Ïóñòü f(x1, ..., xn), g(x1, ..., xn) è h(x1, ..., xn) �
ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç êëàññîâ L2,r, Z2,0∩L è Z2,1∩L ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâåí-
íî çàâèñÿùèå îò n ïåðåìåííûõ, n > 2, 1 6 r <∞. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

LDr(f) = |Jf |+ |Hf |+ r|Kf |,

LA(g) = |Jg|+ |Hg|, LE(h) = |Jh|+ |Hh|.

Â ýòîì ïàðàãðàôå òàêæå íàõîäÿòñÿ òî÷íûå îöåíêè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé
Øåííîíà.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìû 2.2.4, 2.2.2, 2.3.1). Ïóñòü Q = Z2,0 ∩ L, U = Z2,1 ∩ L, r > 1.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

LDr(L2,r(n)) = 1 + n+ r(C1
n + C2

n + ...+ Cr
n), n > r > 1; (1)

LA(Q(n)) = LE(U(n)) = n+ 1, n > 2; (2)

LC(L2(n)) = n2n−1 + 2n+1 − 1, n > 2. (3)

Ðàâåíñòâà (1) è (2) èçâëåêàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1. Îïèøåì êðàòêî
ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (3). Íèæíÿÿ îöåíêà â (3) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñíà÷àëà èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ôîðìóë íàä ñèñòåìîé C. Êàæ-
äîé ìèíèìàëüíîé ôîðìóëå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå äåðåâî. Ïðè ýòîì âñå
âèñÿ÷èå âåðøèíû ýòîãî äåðåâà ðàçáèâàþòñÿ íà äâà òèïà. Çàòåì äëÿ êàæäîãî n > 2
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ τn(x1, ..., xn), êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé èìååò ñïå-
öèàëüíûé âèä. Äëÿ ìèíèìàëüíîé ôîðìóëû Φ, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ τn, ðàññìàòðè-
âàåòñÿ äåðåâî T , ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå Φ. Â äåðåâå T îöåíèâàåòñÿ ïî-îòäåëüíîñòè
÷èñëî âèñÿ÷èõ âåðøèí êàæäîãî òèïà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ âå-
ëè÷èíû LC(τn), à, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ âåëè÷èíû LC(L2(n)).
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè â (3) ñíà÷àëà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(n), ñó-
ùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò n > 2 ïåðåìåííûõ, äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà

|Yf | 6 n2n−1 + 2n, B(f) 6 2n − 1.

Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

LC(f) 6 |Yf |+B(f).

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè LC(L2(n)).
Â ýòîì ïàðàãðàôå òàêæå äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f èç ìíîæåñòâà L2(n), ñóùåñòâåííî

çàâèñÿùåé îò n > 2 ïåðåìåííûõ, äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî LC(f) = |Yf | + A(f) (ñì.
òåîðåìó 2.3.2). Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî A(f) 6 B(f), â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

|Yf | 6 LC(f) 6 |Yf |+B(f),

èç êîòîðûõ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü âåðõ-
íèå îöåíêè ñëîæíîñòè, áëèçêèå ê ñîîòâåòñòâóþùèì íèæíèì îöåíêàì.

Êðîìå òîãî, â ïàðàãðàôå 2 äëÿ ìàêñèìàëüíîãî êëàññà L = pr−1L è íåêîòîðîé
êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû B ýòîãî êëàññà ïðèâåäåíî àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå
ðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèè LB(L(n)) (êîòîðîå ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3.2, äîêàçàííîé â
ïàðàãðàôå 3).

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà 2.2.5). Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

LB(L(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Â ïàðàãðàôå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé èç êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûõ ìàêñèìàëüíûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ (ñì. òàêæå [11]). Ñíà÷àëà ñ ïîìî-
ùüþ ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà (ñì. [7]) ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Er

3 ,
r > 3, íà ïîäìíîæåñòâà U0, U1, ..., UT (r). Ïðè ýòîì êàæäîå ìíîæåñòâî Ui, i = 1, ..., T (r),
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) Ui ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî øàðà ðàäèóñà 1;
2) íàéäåòñÿ ÷èñëî l = l(i), 1 6 l 6 r, òàêîå, ÷òî l-ÿ êîìïîíåíòà êàæäîãî íàáîðà èç

Ui ðàâíà 2.
Çàòåì îöåíèâàåòñÿ ìîùíîñòü äàííîãî ðàçáèåíèÿ. Äàëåå íà îñíîâå ýòîãî ðàçáèåíèÿ
ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èç ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ, àíàëîãè÷íîå (òðåòüåìó)
ïðåäñòàâëåíèþ áóëåâûõ ôóíêöèé èç ðàáîòû Î.Á. Ëóïàíîâà [33]. Ïîñëå ýòîãî íà îñ-
íîâå ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé. Íàêîíåö, ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîùíîñòíûõ íèæíèõ îöåíîê ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà (ñì. [33, 37]).

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B, òàêîãî,
÷òî U01 ⊆ B, îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà G = G(B), êîòîðàÿ ïîðîæäàåò
êëàññ pr−1B. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4 (òåîðåìà 3.3.2). Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ
ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî U01 ⊆ B. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

3n

log2 n
. LG(pr−1B(n)) .

3n

log2 n
+ LprG(B(n)).
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Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à î ïîâåäåíèè ôóíêöèè LG(pr−1B(n)) â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé â íåïîëíûõ
áàçèñàõ (òî åñòü ê çàäà÷å î ïîâåäåíèè ôóíêöèè LprG(B(n))). Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 4
è èçâåñòíûõ ðàíåå îöåíîê ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé èçâëåêàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèéØåííîíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì
êëàññàì.

Òåîðåìà 5 (òåîðåìû 3.4.1�3.4.4). Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé,
òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) L01 ⊆ B;
2) M01 ⊆ B;
3) B ∈ {O∞, O∞0 , I∞, I∞1 ,MO∞,MO∞0 ,MI∞,MI∞1 };
4) B ∈ {D01, D0, D1, D,K01, K0, K1, K, U, SU, U01,MU,U0, U1}.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LG(pr−1B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 5 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.
Â ïàðàãðàôå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé èç P3,2,

ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îïðåäåëåííîìó âûøå ìíîæåñòâó N1 çàìêíóòûõ êëàñ-
ñîâ áóëåâûõ ôóíêöèé (ñì. òàêæå [12]). Â ðàáîòå äëÿ êàæäîãî êëàññà B ∈ N1, äëÿ
êàæäîãî êëàññà H èç ìíîæåñòâà N(B) è äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû G, ïî-
ðîæäàþùåé êëàññH, ïîëó÷åíî îïèñàíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà) ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè
DG(H(n)).

Òåîðåìà 6 (òåîðåìà 4.3.2). Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ
ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà N1, H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2,
òàêîé, ÷òî prH = B, à G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà
H. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

DG(H(n)) � n.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñèíòåçà ôîðìóë íàä íåïîë-
íûìè ñèñòåìàìè, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè (ñì. [60, 61, 108, 65]).
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Ãëàâà 1

Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå

óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

1.1 Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü Ek = {0, 1, ..., k − 1}, k > 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En
k ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ

α̃ = (α1, ..., αn), òàêèõ, ÷òî α1, ..., αn ∈ Ek, n > 1. Ôóíêöèÿ f (n)(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ
n-ìåñòíîé ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè, åñëè åå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî En

k , à îáëàñòüþ çíà÷åíèé � ìíîæåñòâî Ek. Âåðõíèé èíäåêñ ó ôóíêöèîíàëüíîãî
ñèìâîëà f îáîçíà÷àåò ìåñòíîñòü ôóíêöèè. Òàì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, ìû
áóäåì îïóñêàòü âåðõíèé èíäåêñ. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç Pk, à ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ òîëüêî èç
ìíîæåñòâà E2, � ÷åðåç Pk,2.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, .... Ïîëîæèì
Xn = {x1, ..., xn}, n > 1.

Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ Pk. Ïåðåìåííàÿ xi ∈ Xn íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé
ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà α1, ..., αi−1, αi+1, ..., αn, β, γ ∈ Ek, β 6= γ, ÷òî

f(α1, ..., αi−1, β, αi+1, ..., αn) 6= f(α1, ..., αi−1, γ, αi+1, ..., αn).

Ïåðåìåííàÿ xi ∈ Xn íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè f , åñëè xi íå
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè f .

Ãîâîðÿò, ÷òî (n + 1)-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn+1) ∈ Pk ïîëó÷åíà äîáàâëåíèåì
íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé xn+1 ê n-ìåñòíîé ôóíêöèè g(x1, ..., xn) ∈ Pk, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî íàáîðà (α1, ..., αn+1) ∈ En+1

k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(α1, ..., αn+1) = g(α1, ..., αn).
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ôîðìóëû. Ïóñòü åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

A = {f (n1)
1 (xi1 , ..., xin1 ), f

(n2)
2 (xj1 , ..., xjn2 ), ...}

ôóíêöèé èç Pk è ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ

B = {f (n1)
1 , f

(n2)
2 , ...}.
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Âûðàæåíèå xi, ãäå xi ∈ X, ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé íàä A (òàêàÿ è òîëüêî òàêàÿ ôîðìóëà
íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé). Åñëè Φ1, ...,Φn � ôîðìóëû íàä A, à f (n) � ôóíêöèîíàëüíûé
ñèìâîë èç B, n > 1, òî âûðàæåíèå Φ = f (n)(Φ1, ...,Φn) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé íàä A,
à ñèìâîë f (n) íàçûâàåòñÿ âíåøíèì ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì ôîðìóëû Φ. Äðóãèõ
ôîðìóë íàä A íå ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü Φ = f (n)(Φ1, ...,Φn) � ôîðìóëà íàä A. Äàäèì îïðåäåëåíèå ïîäôîðìóëû ôîð-
ìóëû Φ. Ôîðìóëû Φ1, ...,Φn ÿâëÿþòñÿ ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëû Φ (îíè òàêæå íàçûâà-
þòñÿ ãëàâíûìè ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëû Φ). Ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëû Φ íàçûâàþòñÿ
òàêæå ñàìà ôîðìóëà Φ è âñå ïîäôîðìóëû ôîðìóë Φ1, ...,Φn. Äðóãèõ ïîäôîðìóë ó
ôîðìóëû Φ íå ñóùåñòâóåò.

Ôîðìóëó Φ, â êîòîðóþ âõîäÿò ñèìâîëû ïåðåìåííûõ x1, ..., xn è òîëüêî îíè, áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Φ(x1, ..., xn). Äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃ = (α1, ..., αn) ∈ En

k îïðåäåëèì
çíà÷åíèå Φ(α̃), êîòîðîå ïðèíèìàåò ôîðìóëà Φ íà íàáîðå α̃. Åñëè ôîðìóëà Φ ÿâëÿåòñÿ
ñèìâîëîì ïåðåìåííîé xi, 1 6 i 6 n, òî ïîëîæèì Φ(α̃) = αi. Ïóñòü ôîðìóëà Φ èìååò
âèä

Φ(x1, ..., xn) = f (m)(Φ1(x̃1), ...,Φm(x̃m)),

ãäå f (m) � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë èç B, m > 1, x̃1, ..., x̃m � ïîäíàáîðû íàáîðà x̃ =
(x1, ..., xn), à Φ1, ...,Φm � ôîðìóëû íàä A, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ Φ1(α̃1), ...,Φm(α̃m)
óæå îïðåäåëåíû è ðàâíû β1, ..., βm ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîëîæèì

Φ(α̃) = f (m)(β1, ..., βm).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëå Φ ñîïîñòàâëåíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn). Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé Φ. Åñëè ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ íåêî-
òîðîé íåòðèâèàëüíîé ôîðìóëîé íàä A, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ïîëó÷åíà
îïåðàöèåé ñóïåðïîçèöèè èç ôóíêöèé ñèñòåìû A.

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Φ è ëþáîé ïåðåìåííîé x îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Φ;x) ÷èñëî âõîæ-
äåíèé ïåðåìåííîé x â ôîðìóëó Φ.

Ïóñòü F ⊆ Pk. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà F ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ñó-
ïåðïîçèöèè è äîáàâëåíèÿ íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé (îáîçíà÷åíèå [F ]). ×åðåç F (n)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç F , çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, n > 1.

Ôóíêöèè f(x1, ..., xn) è g(x1, ..., xn) ∈ Pk íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî íàáîðà (α1, ..., αn) ∈ En

k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(α1, ..., αn) = g(α1, ..., αn). Ïóñòü
f(x1, ..., xn), g(x1, ..., xm) ∈ Pk, m < n. Ïóñòü h(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðå-
çóëüòàòå äîáàâëåíèÿ ê ôóíêöèè g(x1, ..., xm) íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ xm+1, ..., xn.
Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ f ðàâíà ôóíêöèè g, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà (α1, ..., αn) ∈
En
k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(α1, ..., αn) = h(α1, ..., αn). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî

ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå ðàâíûõ ôóíêöèé íà ñëó÷àé äâóõ ôóíêöèé f(x1, ..., xn),
g(y1, ..., ym), çàâèñÿùèõ îò ïðîèçâîëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó P2, íàçûâàþòñÿ áóëåâûìè. Îïðåäåëèì ñ ïî-
ìîùüþ òàáëèöû çíà÷åíèé íåêîòîðûå áóëåâû ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèå íå áî-
ëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå íåêîòîðûå áóëåâû ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî çàâè-
ñÿùèå îò äâóõ ïåðåìåííûõ (ñì. òàáëèöû 1.1 è 1.2).

Ôóíêöèÿ x íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì x. Ôóíêöèÿ x1&x2 íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèåé x1

è x2. Ôóíêöèÿ x1 ∨ x2 íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèåé x1 è x2. Ôóíêöèÿ x1 ⊕ x2 íàçûâàåòñÿ
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Òàáëèöà 1.1

x 0(x) 1(x) e(x) x
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0

Òàáëèöà 1.2

x1 x2 x1&x2 x1 ∨ x2 x1 ⊕ x2 x1 → x2

0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 0 1

ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ äâà x1 è x2. Ôóíêöèÿ x1 → x2 íàçûâàåòñÿ èìïëèêàöèåé x1 è x2.
Â äàëüíåéøåì ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë êîíúþíêöèè x1 è x2 ïî àíàëîãèè ñ ñèìâîëîì
óìíîæåíèÿ ìû áóäåì îïóñêàòü òàì, ãäå ýòî íå âåäåò ê äâóñìûñëåííîñòÿì.

Ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ∈ P2 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè ñóùåñòâóþò c0, c1, ..., cn ∈
{0, 1}, òàêèå, ÷òî

f(x1, ..., xn) = c0 ⊕ c1x1 ⊕ ...⊕ cnxn;

êîíúþíêöèåé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå c0, c1, ..., cn{0, 1}, ÷òî

f(x1, ..., xn) = c0(c1 ∨ x1)...(cn ∨ xn);

äèçúþíêöèåé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå c0, c1, ..., cn ∈ {0, 1}, ÷òî

f(x1, ..., xn) = c0 ∨ c1x1 ∨ ... ∨ cnxn.

Ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ∈ P2 íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ
(α1, ..., αn), (β1, ..., βn) èç En

2 , òàêèõ, ÷òî αi 6 βi, i = 1, ..., n, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(α1, ..., αn) 6 f(β1, ..., βn). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ∈ P2 ñîõðàíÿåò êîíñòàí-
òó i, i = 0, 1, åñëè f(i, ..., i) = i.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ∈ P2 îïðåäåëèì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ ê ôóíê-
öèè f (îáîçíà÷åíèå � f ∗(x1, ..., xn)). Ïîëîæèì f ∗(x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn). Äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà F ⊆ P2 îáîçíà÷àåì ÷åðåç F ∗ ìíîæåñòâî ∪f ∗, ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî
âñåì ôóíêöèÿì f ∈ F . Ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ∈ P2 íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè
f(x1, ..., xn) = f ∗(x1, ..., xn).

Ïóñòü f(x1, ..., xn), g(x1, ..., xn) ∈ Pk, k > 2. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ f íå ïðåâîñõî-
äèò ôóíêöèè g (îáîçíà÷åíèå f 6 g), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà (α1, ..., αn) ∈ En

k âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(α1, ..., αn) 6 g(α1, ..., αn). Ïóñòü f(x1, ..., xn), g(x1, ..., xm) ∈ Pk,
m < n. Ïóñòü h(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ ê ôóíê-
öèè g(x1, ..., xm) íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ xm+1, ..., xn. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ
f íå ïðåâîñõîäèò ôóíêöèè g, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà (α1, ..., αn) ∈ En

k âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî f(α1, ..., αn) 6 h(α1, ..., αn). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
ýòî îïðåäåëåíèå íà ñëó÷àé äâóõ ôóíêöèé f(x1, ..., xn), g(y1, ..., ym), çàâèñÿùèõ îò ïðî-
èçâîëüíûõ ïåðåìåííûõ.
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Ãîâîðÿò, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0m (ñîîòâåòñòâåí-
íî 1m), m > 2, åñëè ëþáûå m íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ (ñîîòâåò-
ñòâåííî åäèíèöå), èìåþò îáùóþ íóëåâóþ (ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íóþ) êîìïîíåíòó.
Ãîâîðÿò, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0∞ (ñîîòâåòñòâåííî
1∞), åñëè ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ xi ∈ Xn, òàêàÿ, ÷òî f(x1, ..., xn) > xi (ñîîòâåòñòâåííî
f(x1, ..., xn) 6 xi).

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé: S � ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîé-
ñòâåííûõ ôóíêöèé; Ti � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó i, i = 0, 1;
M � ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé; L � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíê-
öèé; Om � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0m, m = 2, 3, ...,∞;
Im � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1m, m = 2, 3, ...,∞; K �
ìíîæåñòâî âñåõ êîíúþíêöèé; D � ìíîæåñòâî âñåõ äèçúþíêöèé; U � ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé; C � ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Ïîëîæèì

Li = L ∩ Ti,Mi = M ∩ Ti, Ki = K ∩ Ti, Di = D ∩ Ti, Ui = U ∩ Ti, Ci = C ∩ Ti, i = 0, 1;

T01 = T0∩T1,M01 = M0∩M1, L01 = L0∩L1, K01 = K0∩K1, D01 = D0∩D1, U01 = U0∩U1;

S01 = S ∩ T01, SM = S ∩M,SL = S ∩ L, SU = S ∩ U ;

Om
0 = T0 ∩Om, Im1 = T1 ∩ Im, m = 2, ...,∞;

MOm = M ∩Om,MIm = M ∩ Im,MOm
0 = M ∩Om

0 ,MIm1 = M ∩ Im1 , m = 2, ...,∞;

MU = M ∩ U.
Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn), n > 3, íàçûâàåòñÿ ìàæîðèòàðíîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

f(x1, x1..., x1, x2) = f(x1, x1..., x2, x1) = ... = f(x2, x1..., x1, x1) = x1.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå pr (¾ïðîåêöèÿ¿) èç P3,2 â P2. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2.
Ïðîåêöèåé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ (prf)(x1, ..., xn),
çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå α̃ ∈ En

2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (prf)(α̃) =
f(α̃). Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ôóíêöèþ (prf)(x1, ..., xn) áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç prf(x1, ..., xn). Ïðîåêöèåé prF ìíîæåñòâà ôóíêöèé F ⊆ P3,2 íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

⋃
{prf}, ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈ F . Äëÿ ëþáîãî

çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé

pr−1B = {f ∈ P3,2|prf ∈ B}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî pr−1B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì. Çàìêíóòûé êëàññ pr−1B
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Äëÿ ëþáîãî êëàññà B êëàññ pr−1B ñîäåðæèò ëþáîé êëàññ
èç ìíîæåñòâà êëàññîâ P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì B. Òàêèì îáðà-
çîì, êàæäîìó çàìêíóòîìó êëàññó áóëåâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò îäèí ìàêñèìàëü-
íûé êëàññ â P3,2. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

N(B) = {A = [A] ⊆ P3,2|prA = B}.
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Â [95] äëÿ ëþáîãî êëàññà B ïðèâåäåíà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà N(B). Òàì æå ïðèâåäåíî
îïèñàíèå ìíîæåñòâà N(B) äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà N(B) êîíå÷íà
èëè ñ÷åòíà.

Èçâåñòíî [95], ÷òî åñëè B � îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ
ôóíêöèé: C,C0, C1, òî ìàêñèìàëüíûé êëàññ pr−1B íå èìååò êîíå÷íîãî áàçèñà. Òàêæå
èçâåñòíî [95], ÷òî åñëè B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, îòëè÷íûé îò êëàññîâ
C,C0, C1, òî ìàêñèìàëüíûé êëàññ pr−1B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûì.

Îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ òàáëèöû çíà÷åíèé íåêîòîðûå ôóíêöèè èç P3,2, ñóùåñòâåííî
çàâèñÿùèå íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå íåêîòîðûå ôóíêöèè èç P3,2,
ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèå îò äâóõ ïåðåìåííûõ (ñì. òàáëèöû 1.3 è 1.4).

Òàáëèöà 1.3

x 0(x) 1(x) j0(x) j1(x) j2(x) j0(x) j1(x) j2(x)
0 0 1 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1
2 0 1 0 0 1 1 1 0

Ôóíêöèþ j2(x) ìû òàêæå áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü ÷åðåç k(x).

Òàáëèöà 1.4

x1 x2 x1 + x2 x1 · x2 µ(x1, x2)
0 0 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
2 1 1 0 0
1 2 1 0 1
2 2 0 0 0

Îòìåòèì, ÷òî µ(x1, x2) = j1(x1) · j2(x2).
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóëåâó ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ íó-

ëþ (åäèíèöå), è ôóíêöèþ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ íóëþ (åäèíèöå),
îäèíàêîâûìè ñèìâîëàìè 0(x) (1(x)), åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå. Êðîìå òîãî,
òàì, ãäå ðå÷ü èäåò î ôóíêöèÿõ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ñèìâîë ¾+¿ îçíà÷àåò ôóíêöèî-
íàëüíûé ñèìâîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè x + y, à ñèìâîë ¾·¿ � ôóíêöèîíàëüíûé
ñèìâîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè x · y. Äëÿ èçáåæàíèÿ äâóñìûñëåííîñòè èíîãäà ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ x+y ÷åðåç λ(x, y). Òàêæå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïðè íåîä-
íîêðàòíîì ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ôóíêöèé x+ y è x · y áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
îáîçíà÷åíèÿ

∑
è
∏

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ (ìíîæèòåëåé) â
ýòîì ñëó÷àå íå èãðàåò ðîëè, ýòè îáîçíà÷åíèÿ êîððåêòíû. Ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ·
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì îïóñêàòü.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè
δ(x1, x2) = j1(x1) · k(x2);
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θ(x1, x2) = j1(x1) + j2(x2);

ρp(x1, x2, x3) = j1(x1) + jp(x2) · j2(x3), p ∈ E3;

ψp(x1, x2, x3) = j1(x3) + j1(x1) · jp(x2) · j2(x3), p ∈ E3;

ζp(x1, x2, x3, x4) = j1(x4) + j1(x1) · jp(x2) · j2(x3), p ∈ E3.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîåêöèè ôóíêöèé δ, θ, ρp, ψp, ζp, p ∈ E3, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó U01.
Ïîëîæèì

U = {j1, δ, θ, ρ0, ρ1, ρ2, ψ0, ψ1, ψ2}.

Òîãäà prU ⊆ U01.
Äëÿ êàæäîãî r > 2 îïðåäåëèì ôóíêöèþ νr(x1, ..., xr). Ïîëîæèì

νr(x1, ..., xr) = j2(x1) · ... · j2(xr).

Ïóñòü n > 1. Ïîëîæèì

Hn = {f(x1, ..., xn+1) ∈ P3,2|f = j1(xn+1) + g(x1, ..., xn), ãäå g ∈ P3,2, prg = 0}. (1.1)

Ïóñòü Ψ � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk, f(x1, ..., xn) ∈ [Ψ], Φ � ôîðìóëà íàä
Ψ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , à F ⊆ [Ψ]. Ñëîæíîñòüþ ôîðìóëû Φ íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Φ (îáîçíà÷åíèå L(Φ)). Ñëîæíîñòüþ
ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f ∈ F íàä ñèñòåìîé Ψ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà minL(Φ), ãäå ìèíè-
ìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôîðìóëàì íàä Ψ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f (îáîçíà÷åíèå LΨ(f)).
Ôóíêöèåé Øåííîíà ïî ñëîæíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà F íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà maxLΨ(f),
ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f èç ìíîæåñòâà F (n) (îáîçíà÷åíèå LΨ(F (n))).
Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ãëóáèíó D(Φ) ôîðìóëû Φ. Åñëè ôîðìóëà Φ ÿâëÿåòñÿ ñèì-
âîëîì ïåðåìåííîé xi, xi ∈ X, òî D(Φ) = 0. Åñëè Φ = f (n)(Φ1, ...,Φn), ãäå Φ1, ...,Φn �
ôîðìóëû íàä Ψ, òî D(Φ) = 1 + maxD(Φi), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì i = 1, ..., n.
Ãëóáèíîé ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f ∈ F íàä ñèñòåìîé Ψ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà minD(Φ),
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôîðìóëàì íàä Ψ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f (îáîçíà÷å-
íèå DΨ(f)). Ôóíêöèåé Øåííîíà ïî ãëóáèíå äëÿ ìíîæåñòâà F íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
maxDΨ(f), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f èç ìíîæåñòâà F (n) (îáîçíà÷å-
íèå DΨ(F (n))).

Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò äðóãîå îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè ôîðìóë [37]. Ïóñòü Ψ =
{g1, ..., gl} � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk, l > 1. Êàæäîé áàçèñíîé ôóíêöèè gi ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî L1(gi) � âåñ ôóíêöèè gi, i = 1, ..., l. Ïóñòü
Φ � ôîðìóëà íàä Ψ. Òîãäà ñëîæíîñòüþ L1(Φ) íåòðèâèàëüíîé ôîðìóëû Φ íàçûâàåò-
ñÿ ñóììà âåñîâ âñåõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Φ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè
âõîæäåíèé). Åñëè Φ � òðèâèàëüíàÿ ôîðìóëà, òî ïîëîæèì L1(Φ) = 0. Ïóñòü F ⊆ [Ψ],
à f ∈ [F ]. Ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f (íàä ñèñòåìîé Ψ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
minL1(Φ), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôîðìóëàì Φ íàä Ψ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ
f (îáîçíà÷åíèå L1

Ψ(f)).
Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè gi, 1 6 i 6 l, çàâèñÿùåé îò r(gi) > 2 ïåðåìåííûõ, ðàññìîòðèì

âåëè÷èíó

ρi =
L1(gi)

r(gi)− 1
,
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íàçûâàåìóþ ïðèâåäåííûì âåñîì ôóíêöèè gi. Ïîëîæèì ρ = min ρi, ãäå ìèíèìóì áå-
ðåòñÿ ïî âñåì i, òàêèì, ÷òî ôóíêöèÿ gi çàâèñèò íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäèêàòîì íà ìíîæåñòâå Ek áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ôóíêöèþ ξ(x1, ..., xn), n > 1,
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ En

k è ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, ñîäåðæàùèìñÿ â E2. Ãîâîðÿò,
÷òî íàáîð (α1, ..., αn) ∈ En

k óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó ξ(x1, ..., xn), åñëè ξ(α1, ..., αn) = 1.
Ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäèêàòó ξ(x1, ..., xn), íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì èñòèííîñòè ïðåäèêàòà ξ(x1, ..., xn). Ïðåäèêàò íàçûâàåòñÿ íåïóñòûì, åñëè åãî
ìíîæåñòâî èñòèííîñòè íåïóñòî. Ìàòðèöà, ïî ñòîëáöàì êîòîðîé ðàñïîëîæåíû âñå íà-
áîðû èç ìíîæåñòâà èñòèííîñòè ïðåäèêàòà ξ(x1, ..., xn), óïîðÿäî÷åííûå â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èñòèííîñòè ïðåäèêàòà ξ(x1, ..., xn) è îáîçíà-
÷àåòñÿ Aξ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, ..., xm), m > 1, ñîõðàíÿåò íåïóñòîé
ïðåäèêàò ξ(x1, ..., xn), åñëè äëÿ ëþáûõ m ñòîëáöîâa1i1

...
ani1

 , ...,

a1im

...
anim


èç ìàòðèöû Aξ ñòîëáåö f(a1i1 , ..., a1im)

...
f(ani1 , ..., anim)


òàêæå ïðèíàäëåæèò ìàòðèöå Aξ. ×åðåç Polk(Aξ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
èç Pk, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò ξ. Èçâåñòíî [76], ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïðåäèêà-
òà ξ(x1, ..., xn) ìíîæåñòâî Polk(Aξ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì ôóíêöèé k-çíà÷íîé
ëîãèêè. ×åðåç Pol(Aξ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî Pol3(Aξ)∩P3,2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî íåïóñòîãî ïðåäèêàòà ξ(x1, ..., xn) ìíîæåñòâî Pol(Aξ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
êëàññîì. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå çàìêíóòûå êëàññû. Ïîëîæèì

Z2,0 = Pol

(
0 1 2
0 1 0

)
, Z2,1 = Pol

(
0 1 2
0 1 1

)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå Z2,a ëåæàò òå è òîëüêî òå ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ∈
P3,2, êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè íàáîð α̃ ∈ En

2 ïîëó÷åí èç íàáîðà
β̃ ∈ En

3 çàìåíîé âñåõ äâîåê íà a, òî f(α̃) = f(β̃), a = 0, 1.
Äëÿ i = 0, 1 îïðåäåëèì çàìêíóòûé êëàññ

T
(2)
i = Pol

(
i 2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â êëàññå T (2)
i ëåæàò òå è òîëüêî òå ôóíêöèè f(x1, ..., xn) èç P3,2,

êîòîðûå ðàâíû i íà âñåõ íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà {i, 2}n.
Ïóñòü 1 6 i 6 3 è (a1, b1), ..., (ai, bi) ∈ {(2, 0), (0, 2), (2, 1), (1, 2), (2, 2)}, ïðè÷åì

(a1, b1), ..., (ai, bi) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Îïðåäåëèì çàìêíóòûé êëàññ

M (a1b1),...,(aibi) = Pol

(
0 0 1 a1 ... ai
0 1 1 b1 ... bi

)
.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êëàññû M (20)(21)(22), M (02)(21)(22) è M (02)(12)(22) ñîâïàäàþò ñ ìíî-
æåñòâîì ôóíêöèé èç P3,2, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà 1 > 0 > 2, 1 > 2 > 0 è
2 > 1 > 0 ñîîòâåòñòâåííî.

ÊëàññM (02) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ: åñëè íàáîð α̃ ∈ En

2 ïîëó÷åí èç íàáîðà β̃ ∈ En
3 çàìåíîé âñåõ äâîåê íà íóëè,

òî f(α̃) 6 f(β̃).
ÊëàññM (21) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ: åñëè íàáîð α̃ ∈ En
2 ïîëó÷åí èç íàáîðà β̃ ∈ En

3 çàìåíîé âñåõ äâîåê íà åäèíèöû,
òî f(α̃) > f(β̃).

Ïóñòü s(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek. Ôóíêöèÿ f s(x1, ..., xn) =
s−1(f(s(x1), ..., s(xn))) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè f(x1, ..., xn) îòíîñèòåëüíî
ïîäñòàíîâêè s(x). Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé A ⊆ Pk ÷åðåç As áóäåì îáîçíà-
÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ ê ôóíêöèÿì ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî
ïîäñòàíîâêè s.

Ïóñòü ρ� ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå Ek, Aρ = (aij) � åãî ìàòðèöà èñòèííîñòè, i, j > 1,
à s(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek. ×åðåç s(ρ) áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðåäèêàò, ìàòðèöà èñòèííîñòè As(ρ) êîòîðîãî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ s(aij).

Ïóñòü S ⊆ P3,2, à x̃ � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ èç X. Ïóñòü
ôóíêöèè hi(z, x̃) ∈ [S], i = 1, ..., t, t > 1, òàêîâû, ÷òî hi(z, x̃) = j1(z) + ĥi(x̃), ãäå
ĥi(x̃) ∈ P3,2, à ïåðåìåííàÿ z ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, íî íå âõîäèò â íàáîð x̃. Ïóñòü
äëÿ âñåõ i = 1, ..., t ôîðìóëà Φi íàä S ðåàëèçóåò ôóíêöèþ hi, ïðè÷åì N(Φi; z) = 1.
Äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé y ∈ X è ëþáîãî t > 1 îïðåäåëèì ôîðìóëû F[Φ1, ...,Φt; y]
íàä S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F[Φ1; y] ôîðìóëó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ôîðìóëû Φ1 çàìåíîé
åäèíñòâåííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé z íà ïåðåìåííóþ y. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî l,
1 6 l 6 t− 1, ïîñòðîåíû ôîðìóëû F[Φ1; y], ..., F[Φ1, ...,Φl; y], ïðè÷åì

N(F[Φ1; y]; y) = ... = N(F[Φ1, ...,Φl; y]; y) = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F[Φ1, ...,Φl+1; y] ôîðìóëó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ôîðìóëû F[Φ1, ...,Φl; y]
ïîäñòàíîâêîé âìåñòî åäèíñòâåííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y ôîðìóëû F[Φl+1; y]. Î÷å-
âèäíî, ÷òî N(F[Φ1, ...,Φl+1; y]; y) = 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà F[Φ1, ...,Φt; y] ïîñòðî-

åíà íàä ñèñòåìîé S è ðåàëèçóåò ôóíêöèþ j1(y) +
t∑
i=1

ĥi(x̃). Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü,

÷òî

L(F[Φ1, ...,Φt; y]) 6
t∑
i=1

L(Φi) + 1 (1.2)

è

N(F[Φ1, ...,Φt; y], y) = 1. (1.3)

Ïóñòü
Â = {f (1)

1 (x1), f
(n2)
2 (xj1 , ..., xjn2 ), f

(n3)
3 (xi3 , ..., xin3 )...} ⊆ Pk,

ãäå f1 � ôóíêöèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ åäèíèöå. Ïóñòü f ∈ Pk
è ôîðìóëà Φ íàä Â ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, ..., xn). Ñîïîñòàâèì ôîðìóëå Φ äåðå-
âî T0 = (V0, E0), ãäå V0 � ìíîæåñòâî âåðøèí, E0 � ìíîæåñòâî ðåáåð. Ñóùåñòâóåò
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åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè äåðåâà T0 è ïîä-
ôîðìóëàìè ôîðìóëû Φ: êîðíåâîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà Φ, ñìåæíûì ñ êîð-
íåâîé âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò ãëàâíûå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû Φ è ò.ä. Êàæäîé âåð-
øèíå äåðåâà, îòëè÷íîé îò âèñÿ÷åé, ïðèïèøåì ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, ñîâïàäàþùèé
ñ âíåøíèì ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäôîðìóëû. Åñëè äåðåâî
T0 ñîäåðæèò íåêîòîðóþ âåðøèíó C0, êîòîðîé ïðèïèñàí ñèìâîë f1, òî çàìåíèì ÷àñòü
äåðåâà T0, ñîñòîÿùóþ èç âåðøèíû C0, ñìåæíîé ñ íåé âèñÿ÷åé âåðøèíû è ðåáðà, èõ
ñîåäèíÿþùåãî, íà îäíó âåðøèíó C. Ïðèïèøåì âåðøèíå C ñèìâîë 1. Ïðèìåíèâ ýòî
ïðàâèëî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ïîëó÷èì äåðåâî T . Êàæäîé âèñÿ÷åé âåðøèíå äåðåâà
T , êîòîðîé íå ïðèïèñàí ñèìâîë 1, ïðèïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìâîë ïåðåìåííîé.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ôîðìóëå íàä Â ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äåðåâî T ,
âèñÿ÷èì âåðøèíàì êîòîðîãî ïðèïèñàíû ñèìâîëû èç ìíîæåñòâà Xn∪{1}, à îñòàëüíûì
âåðøèíàì � ñèìâîëû èç ìíîæåñòâà {f2, f3, ...}.

Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αn) ∈ En
k , β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En

k . Ðàññòîÿíèåì ïî Õåììèíãó ìåæäó
íàáîðàìè α̃ è β̃ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êîìïîíåíò, â êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ íàáîðû α̃ è β̃
(îáîçíà÷åíèå ρ(α̃, β̃)). Øàðîì ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íàáîðå α̃ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
íàáîðîâ β̃ ∈ En

k , òàêèõ, ÷òî ρ(α̃, β̃) 6 1.

1.2 Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ìåðàìè ñëîæíîñòè ôîðìóë

Â ýòîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ââåäåííûìè ðàíåå ìåðàìè ñëîæ-
íîñòè ôîðìóë Φ, à èìåííî ìåæäó L(Φ) è L1(Φ).

Â [37] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé Ψ íå ñîäåðæèò íè îäíîé
ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò 1 ïåðåìåííîé, à âåñ êàæäîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò i ïåðå-
ìåííûõ, i > 2, ðàâåí i − 1, òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Φ íàä Ψ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
L(Φ) = L1(Φ) + 1.

Ñëåäóþùèé (áîëåå ñëàáûé) ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ áîëåå øèðîêîãî ìíîæåñòâà
áàçèñîâ.

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü Ψ = {g1, ..., gl} � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk, l > 1, à Φ �
ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà íàä Ψ. Ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè gi(x1, ..., xri) èç ìíîæåñòâà
Ψ, òàêîé, ÷òî ri > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L1(gi) = ri − 1, 1 6 i 6 l. Òîãäà èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

L(Φ) 6 L1(Φ) + 1. (1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà íàä Ψ. Äîêàæåì óòâåðæäå-
íèå ëåììû èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå ôîðìóëû Φ. Åñëè Φ � òðèâèàëüíàÿ ôîðìóëà, òî
óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Åñëè D(Φ) = 1, òî ôîðìóëà Φ èìååò âèä gi(y1, ..., yri),
ãäå 1 6 i 6 l, ri > 1. Åñëè ri = 1, òî L(Φ) = 1 6 L1(Φ) + 1. Åñëè ri > 2, òî L(Φ) = ri è
L1(Φ) = ri − 1. Ïîýòîìó L(Φ) 6 L1(Φ) + 1.

Ïóñòü k > 1 è äëÿ âñåõ ôîðìóë Φ íàä Ψ, òàêèõ, ÷òî D(Φ) 6 k, óòâåðæäåíèå ëåììû
âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü D(Φ) = k + 1. Ïóñòü ôîðìóëà Φ èìååò âèä

gj(Φ1, ...,Φsj),
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ãäå 1 6 j 6 l, sj > 1, Φ1, ...,Φsj � ôîðìóëû íàä Ψ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

L(Φ) = L(Φ1) + ...+ L(Φsj). (1.5)

Òàê êàê äëÿ âñåõ l = 1, ..., sj ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî D(Φl) 6 k, òî ê ôîðìóëàì
Φ1, ...,Φs ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ l = 1, ..., sj èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî L(Φl) 6 L1(Φl) + 1. Åñëè sj = 1, òî

L(Φ) = L(Φ1) 6 L1(Φ1) + 1 6 L1(Φ) + 1.

Åñëè sj > 2, òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà L1(gj) = sj − 1, ïîëó÷àåì

L(Φ) = L(Φ1) + ...+ L(Φsj) 6 (L1(Φ1) + 1)...+ (L1(Φsj) + 1) =

= L1(Φ1) + ...+ L1(Φsj) + sj = L1(gi) + L1(Φ1) + ...+ L1(Φsj) + 1 = L1(Φ) + 1.

Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñëåäñòâèÿ â òåðìèíàõ ìåðû ñëîæíî-

ñòè L(Φ) èç ðåçóëüòàòîâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåðìèíàõ ìåðû ñëîæíîñòè L1(Φ).

1.3 Íåêîòîðûå îöåíêè ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè ðåàëè-
çàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé íàä ïîëíûìè ñèñòåìàìè, à çàòåì ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ íåïîëíûõ ïî-
ðîæäàþùèõ ñèñòåì.

Îäèí èç ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ ñèíòåçà áóëåâûõ ôóíêöèé îñíîâàí íà ðåàëèçàöèè
ñîâåðøåííûõ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
(ñì., íàïðèìåð, [37]).

Ëåììà 1.3.1. Ïóñòü A = {x&y, x∨y, x}. Òîãäà äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn),
n > 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

LA(f) 6 n2n. (1.6)

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.3.2. Ïóñòü B ∈ {L01, L0, L1, LS, L,D01, D0, D1, D,K01, K0, K1, K}. Òîãäà äëÿ
ëþáîé êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû F êëàññà B íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c, òàêàÿ,
÷òî

LF (B(n)) 6 cn.

Â [37, 30, 33] ïðåäëîæåí àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ìåòîä ñèíòåçà ôîðìóë, íà
îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 1.3.1. [37]. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ
ôóíêöèé. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LF (P2(n)) ∼ 2n

log2 n
.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ íåïîëíûõ ïîðîæäàþùèõ ñèñòåì. Èçâåñòíî [61], ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé F èìååò ìåñòî âåðõíÿÿ ëèíåéíàÿ
îöåíêà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Øåííîíà ïî ãëóáèíå, à òàêæå âåðõíÿÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíàÿ îöåíêà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Øåííîíà ïî ñëîæíîñòè.

Òåîðåìà 1.3.2. [61]. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé
è B = [F ]. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c, d, çàâèñÿùèå îò F , òàêèå, ÷òî

DF (B(n)) 6 cn, LF (B(n)) 6 dn.

Äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ñèñòåì îöåíêè èç òåîðåìû 1.3.2 ìîãóò
áûòü óñèëåíû. Â [56, 57] äîêàçàíû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.3.3. [56]. Ïóñòü B ∈ {S, S01, O
∞, I∞, O∞0 , I

∞
1 }. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé

ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû F êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

L1
F (B(n)) ∼ ρ

2n−1

log2 n
,

ãäå ρ � ìèíèìóì ïðèâåäåííûõ âåñîâ ôóíêöèé èç F .

Òåîðåìà 1.3.4. [57]. Ïóñòü B ∈ {T0, T1, T01}. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîðîæäàþ-
ùåé ñèñòåìû F êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

L1
F (B(n)) ∼ ρ

2n

log2 n
,

ãäå ρ � ìèíèìóì ïðèâåäåííûõ âåñîâ ôóíêöèé èç F .

Ñëåäñòâèåì èç ýòèõ òåîðåì ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû. Ïîëîæèì âåñ êàæ-
äîé áàçèñíîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò r > 2 ïåðåìåííûõ, ðàâíûì r − 1.

Òåîðåìà 1.3.5. Ïóñòü B ∈ {S, S01, O
∞, I∞, O∞0 , I

∞
1 }. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïî-

ðîæäàþùåé ñèñòåìû F êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LF (B(n)) ∼ 2n−1

log2 n
.
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Òåîðåìà 1.3.6. Ïóñòü B ∈ {T0, T1, T01}. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé
ñèñòåìû F êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LF (B(n)) ∼ 2n

log2 n
.

Äîêàçàòåëüñòâî âåðõíèõ îöåíîê â ýòèõ òåîðåìàõ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåî-
ðåì 1.3.3, 1.3.4, ëåììû 1.2.1 è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ρ. Íèæíèå îöåíêè ñëåäóþò èç
ñòàíäàðòíûõ ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé.

Òàêæå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3.7. [57]. Ïóñòü B ∈ {MO∞,MI∞,MO∞0 ,MI∞1 }. Ïóñòü F � ïðîèçâîëü-
íàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà B, äëÿ êîòîðîé ρ = 1. Òîãäà

LF (B(n)) ∼ 1√
2π

2n√
n log2 n

.

1.4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé èç P3,2

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé èç P3,2, êîòîðûå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [76]).

Ëåììà 1.4.1. Ïóñòü s � ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek. Òîãäà
1 åñëè

f(x1, ..., xn) = g0(g1(x1, ..., xn), ..., gn(x1, ..., xn)),

òî
f s(x1, ..., xn) = gs0(gs1(x1, ..., xn), ..., gsn(x1, ..., xn)).

Ëåììà 1.4.2. Ïóñòü s � ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek, ξ(x1, ..., xn) � ïðåäèêàò
íà ìíîæåñòâå Ek, à Aξ � ìàòðèöà èñòèííîñòè ïðåäèêàòà ξ. Òîãäà

(PolAξ)
s = PolAs(ξ).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äåìîíñòðèðóåò ñâÿçü ìåæäó çàìêíóòûìè êëàññàìè P3,2 è
çàìêíóòûìè êëàññàìè áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 1.4.3. Ïóñòü F � çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2. Òîãäà ìíîæåñòâî prF
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì áóëåâûõ ôóíêöèé.

1Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò ïðèíöèïîì äâîéñòâåííîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2. Ïóñòü Φ � ïðî-
èçâîëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ôîðìóëà íàä ñèñòåìîé prF . Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(x1, ..., xn)
áóëåâó ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ ôîðìóëîé Φ, n > 1. Ïîëîæèì x̃ = (x1, ..., xn). Ïî-
êàæåì, ÷òî h ∈ prF . Ôîðìóëà Φ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè èìååò âèä g0(A1, ..., Al),
ãäå l > 1, Ai � ôîðìóëû íàä prF , i = 1, ..., l, g0(x̃0) ∈ prF , x̃0 � íåêîòîðûé íàáîð
ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âõîäèò â ìíîæåñòâî Xn = {x1, ..., xn}. Áóäåì áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî A1, ..., Am, 1 6 m 6 l, � ýòî ñèìâîëû ïåðåìåííûõ
xi1 , ..., xim ∈ Xn ñîîòâåòñòâåííî, 1 6 i1, ..., im 6 n, à Am+1, ..., Al � ýòî íåòðèâèàëü-
íûå ôîðìóëû íàä prF , ðåàëèçóþùèå íåêîòîðûå áóëåâû ôóíêöèè gm+1(x̃m+1), ..., gl(x̃

l)
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå x̃m+1, ..., x̃l � íåêîòîðûå íàáîðû ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ âõîäèò â ìíîæåñòâî Xn. Òàê êàê g0, gm+1, ..., gl ∈ prF , òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
ĝ0(x̃0), ĝm+1(x̃m+1), ..., ĝl(x̃

l) ∈ F , òàêèå, ÷òî

pr(ĝi) = gi, i = 0, i = m+ 1,m+ 2, ..., l.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ĝ0(xi1 , ..., xim , ĝm+1(x̃m+1), ..., ĝl(x̃
l)), êîòîðàÿ ðåàëèçóåò íåêîòî-

ðóþ ôóíêöèþ ĥ(x1, ..., xn) ∈ F .
Äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃ = (α1, ..., αn) ∈ En

2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ĥ(α̃) = ĝ0(αi1 , ..., αim , ĝm+1(α̃), ..., ĝl(α̃)) = g0(αi1 , ..., αim , gm+1(α̃), ..., gl(α̃)) = h(α̃).

Ñëåäîâàòåëüíî, h = prĥ è h ∈ prF . Ëåììà äîêàçàíà.
Â ñëåäóþùåé ëåììå äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B, òàêîãî,

÷òî U01 ⊆ B, îïèñûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êëàññû ôóíêöèé èç P3,2,
ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì B.

Ëåììà 1.4.4. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé,
÷òî U01 ⊆ B. Òîãäà ìíîæåñòâà pr−1B ∩ Z2,i, i = 0, 1, ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïî
âêëþ÷åíèþ çàìêíóòûìè êëàññàìè ôóíêöèé èç P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâ pr−1B ∩ Z2,i âûòåêàåò èç çàìêíóòîñòè
ìíîæåñòâ pr−1B è Z2,i, i = 0, 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîåêöèÿ êëàññîâ pr−1B ∩Z2,i, i = 0, 1,
ñîâïàäàåò ñ êëàññîìB. Äîêàæåì, ÷òî äâà ýòèõ êëàññà ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè. Ïóñòü
H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî prH = B. Òàê êàê
prH = B è U01 ⊆ B, òî â êëàññå H íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn), n > 1, òàêàÿ ÷òî
prf = e(x1). Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, f(0, ..., 0) = 0 è f(1, ..., 1) = 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
g(x1) = f(x1, ..., x1). Î÷åâèäíî, ÷òî g(x1) ∈ H, g(0) = 0 è g(1) = 1.

Åñëè g(2) = 0, òî g(x1) = j1(x1) è j1(x1) ∈ H. Ïóñòü h(x1, ..., xm) � ïðîèçâîëü-
íàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà pr−1B ∩ Z2,0. Ïîêàæåì, ÷òî h ∈ H. Òàê êàê prH = B, òî
â êëàññå H íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ t(x1, ..., xm), òàêàÿ, ÷òî prt = prh. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ t(j1(x1), ..., j1(xm)). Òàê êàê t ∈ H è j1 ∈ H, òî t(j1(x1), ..., j1(xm)) ∈ H. Òàê êàê
h ∈ Z2,0, òî ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè íàáîð α̃ ∈ Em

2 ïî-
ëó÷åí èç íàáîðà β̃ ∈ Em

3 çàìåíîé âñåõ äâîåê íà íîëü, òî h(α̃) = h(β̃). Ñëåäîâàòåëüíî,
t(j1(x1), ..., j1(xm)) = h(x1, ..., xn) è h ∈ H.

Åñëè g(2) = 1, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî pr−1B ∩ Z2,1 ⊆ H.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Äàëåå äëÿ íåêîòîðûõ áóëåâûõ êëàññîâ B ïðèâåäåì îïèñàíèå ìíîæåñòâà êëàññîâ
èç P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì B (äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ ñì. â
[95]).

Ëåììà 1.4.5. [95]. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 3 êëàññà â P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
P2, à èìåííî: P3,2, P3,2 ∩ Z2,0, P3,2 ∩ Z2,1 (ñì. ðèñ. 1.1).

��
�
�q

Z2,0 ∩ P3,2

qP3,2

HH
H

H q
Z2,1 ∩ P3,2

Ðèñ. 1.1: Êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ P2

Ëåììà 1.4.6. [95]. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 3 êëàññà â P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì S, à èìåííî: pr−1S, pr−1S ∩ Z2,0, pr−1S ∩ Z2,1 (ñì. ðèñ. 1.2).

��
�
�q

Z2,0 ∩ pr−1S

qpr−1S

HH
H

H q
Z2,1 ∩ pr−1S

Ðèñ. 1.2: Êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì S

Ëåììà 1.4.7. [95]. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 5 êëàññîâ â P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì S01, à èìåííî: pr−1S01, pr−1S01∩T (2)

0 , pr−1S01∩T (2)
1 , pr−1S01∩Z2,0, pr−1S01∩Z2,1

(ñì. ðèñ. 1.3).
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0 ∩ pr−1S01

q
Z2,0 ∩ pr−1S01

qq
T

(2)
1 ∩ pr−1S01H

HH
H

Z2,1 ∩ pr−1S01

Ðèñ. 1.3: Êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì S01

Ëåììà 1.4.8. [95]. Äëÿ ëþáîãî a ∈ E2 ñóùåñòâóåò ðîâíî 4 êëàññà â P3,2, ïðîåêöèÿ
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Ta, à èìåííî: pr−1Ta, T

(2)
a , pr−1Ta∩Z2,0, pr−1Ta∩Z2,1 (ñì.

ðèñ. 1.4).

Ëåììà 1.4.9. [95]. Cóùåñòâóåò ðîâíî 5 êëàññîâ â P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì T01, à èìåííî: pr−1T01, pr−1T01∩T (2)

0 , pr−1T01∩T (2)
1 , pr−1T01∩Z2,0, pr−1T01∩Z2,1

(ñì. ðèñ. 1.4).
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Ðèñ. 1.4: Êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì T0 (ñëåâà) è T1 (ñïðàâà)
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q
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qq
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(2)
1 ∩ pr−1T01H
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H

Z2,1 ∩ pr−1T01

Ðèñ. 1.5: Êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì T01

1.5 Ïðîñòåéøèå ìåòîäû ñèíòåçà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ìåòîä ñèíòåçà ôóíêöèé èç P3,2, àíàëîãè÷íûé ìîäåëèðîâà-
íèþ ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû. Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αn) ∈ En

3 .
Ôóíêöèþ âèäà Kα̃ = jα1(x1) · ... · jαn(xn) áóäåì íàçûâàòü êîíúþíêöèåé.

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçäåëå 1.1 áûëè îïðåäåëåíû ôóíêöèè

δ(x1, x2) = j1(x1) · k(x2);

θ(x1, x2) = j1(x1) + j2(x2);

ρp(x1, x2, x3) = j1(x1) + jp(x2) · j2(x3), p ∈ E3;

ψp(x1, x2, x3) = j1(x3) + j1(x1) · jp(x2) · j2(x3), p ∈ E3;

ζp(x1, x2, x3, x4) = j1(x4) + j1(x1) · jp(x2) · j2(x3), p ∈ E3.

×åðåç U ìû îáîçíà÷àåì ñèñòåìó ôóíêöèé

{j1, δ, θ, ρ0, ρ1, ρ2, ψ0, ψ1, ψ2}.

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Φ è ëþáîé ïåðåìåííîé x ÷åðåç N(Φ;x) ìû îáîçíà÷àåì ÷èñëî
âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x â ôîðìóëó Φ.

Ëåììà 1.5.1. Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αn) ∈ En
3 \ En

2 è t(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) + Kα̃,
ãäå n > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ∆ íàä ñèñòåìîé U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ
ôóíêöèþ t, òàêàÿ, ÷òî

L(∆) 6 2 + 3n è N(Φ;xn+1) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = 1. Òîãäà

t(x1, x2) = j1(x2) + j2(x1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà ∆ = θ(x2, x1) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ t, ïðè÷åì

L(∆) = 2, N(∆;x2) = 1.

Ïóñòü n = 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α1 = 2. Òîãäà

t(x1, x2, x3) = j1(x3) + j2(x1)jα2(x2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî α2 ∈ E3 ôîðìóëà ∆ = ζα2(θ(x1, x1), x2, x1, x3) ðåàëèçóåò
ôóíêöèþ t = j1(x3) + j2(x1)jα2(x2), ïðè÷åì

L(∆) = 5, N(∆;x2) = 1.

Ïóñòü n > 3. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α1 = 2. Òîãäà

t(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) + j2(x1)jα2(x2)...jαn(xn).

Ïîñòðîèì ôîðìóëó ∆ íàä ñèñòåìîé U∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ t. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

g3(x, x1, x2, x3), g4(x, x1, ..., x4), ..., gn+1(x, x1, ..., xn+1),

òàêèõ, ÷òî
g3(x, x1, x2, x3) = j1(x) + j1(x3)j2(x1)jα2(x2),

g4(x, x1, ..., x4) = j1(x) + j1(x4)j2(x1)jα2(x2)jα3(x3),

...

gn+1(x, x1, ..., xn+1) = j1(x) + j1(xn+1)j2(x1)jα2(x2) · ... · jαn(xn).

Î÷åâèäíî, ÷òî

t(x1, ..., xn, xn+1) = gn+1(xn+1, x1, ..., xn, θ(x1, x1)). (1.7)

Ïîñòðîèì ôîðìóëû Σj íàä ñèñòåìîé U∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùèå ôóíêöèè gj, j =
3, ..., n+ 1. Ïîëîæèì

Σ3 = ζα2(x3, x2, x1, x).

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà Σ3 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ j1(x)+j1(x3)j2(x1)jα2(x2), òî åñòü ôóíê-
öèþ g3, ïðè÷åì N(Σ3;x) = 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ 3, ..., n ôîðìóëà Σj óæå ïîñòðî-
åíà, ïðè÷åì ôîðìóëà Σj ðåàëèçóåò ôóíêöèþ gj è N(Σj;x) = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ̂j

ôîðìóëó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ôîðìóëû Σj çàìåíîé åäèíñòâåííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåí-
íîé x íà ïåðåìåííóþ x1 è çàìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xj íà ïåðåìåííóþ
xj+1. Ïîëîæèì

Σj+1 = ζαj(Σ̂j, xj, x1, x).
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Òàê êàê ôîðìóëà Σj ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

gj = j1(x) + j1(xj)j2(x1)jα2(x2) · ... · jαj−1
(xj−1),

òî ôîðìóëà Σ̂j ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

j1(x1) + j1(xj+1)j2(x1)jα2(x2) · ... · jαj−1
(xj−1),

à ôîðìóëà Σj+1 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

j1(x) + j1(j1(x1) + j1(xj+1)j2(x1)jα2(x2) · ... · jαj−1
(xj−1)) · j2(x1)jαj(xj) =

= j1(x) + j1(xj+1)j2(x1)jα2(x2) · ... · jαj−1
(xj−1) = gj+1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
N(Σj+1;x) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà Σn+1 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ gn+1, ïðè÷åì N(Σn+1;xn+1) = 1.
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Θ, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ôîðìóëû Σn+1 ïîäñòàíîâêîé ôîðìóëû
θ(x1, x1) âìåñòî åäèíñòâåííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xn+1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ôîðìóëà Θ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

j1(x) + j1(j1(x1) + j2(x1))j2(x1)jα2(x2) · ... · jαn(xn) =

= j1(x) + j2(x1)jα2(x2) · ... · jαn(xn)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ôîðìóëó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ôîðìóëû Θ ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåí-
íîé xn+1 âìåñòî ïåðåìåííîé x. Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà ∆ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ t è
N(∆, xn+1) = 1.

Òàê êàê L(Σj) = 3 + L(Σj−1), j = 3, ..., n + 1, òî L(Σn+1) = 1 + 3n. Ñëåäîâàòåëüíî,
L(∆α̃i) = 2 + 3n. Ðàâåíñòâî N(∆;xn+1) = 1 î÷åâèäíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.5.2. Ïóñòü

t(x1, ..., xn, y) = j1(y) +
m∑
i=1

Kα̃i ,

ãäå m > 1, y ∈ X è ñóììà áåðåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíûì êîíúþíêöèÿì Kα̃i, òàêèì, ÷òî
α̃i = (αi1, ..., αin) ∈ En

3 \ En
2 , i = 1, ...,m. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ íàä ñèñòåìîé

U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ t, òàêàÿ, ÷òî

L(Φ) 6 (2 + 3n)m+ 1, N(Φ; y) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ i = 1, ...,m ïîëîæèì

tα̃i(x1, ..., xn, z) = j1(z) +Kα̃i , (1.8)

ãäå z ∈ X \Xn. Äëÿ êàæäîãî i = 1, ...,m â ñèëó ëåììû 1.5.1 ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ∆i

íàä ñèñòåìîé U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ tα̃i , òàêàÿ, ÷òî

L(∆i) 6 2 + 3n, N(∆i; z) = 1.
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Ðàññìîòðèì ôîðìóëó
Φ = F[∆1, ...,∆m; y].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

L(Φ) 6
m∑
i=1

L(∆i) + 1 6 (2 + 3n)m+ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî N(Φ; y) = 1. Ëåììà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x1, ..., xn, xn+1) èç ìíîæåñòâà Hn, n > 1.

Ïî îïðåäåëåíèþ, f(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) + g(x1, ..., xn), ãäå g ∈ P3,2, prg = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) +
m∑
i=1

Kα̃i ,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì α̃i ∈ En
3 \ En

2 , òàêèì, ÷òî g(α̃i) = 1. Òàê êàê
m 6 3n − 2n, òî èìååò ìåñòî ñëåäñòâèå èç äîêàçàííîé âûøå ëåììû.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn, xn+1) ∈ Hn, n > 1, ñóùåñòâóåò ôîð-
ìóëà Φ íàä ñèñòåìîé U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , òàêàÿ, ÷òî

L(Φ) 6 (2 + 3n)(3n − 2n) + 1 è N(Φ;xn+1) = 1.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ìåòîä ñèíòåçà ôóíêöèé èç P3,2 íàä áàçèñàìè, ñîäåðæàùèìè
ôóíêöèþ îïðåäåëåííîãî âèäà. Ýòîò ìåòîä ñèíòåçà îïèðàåòñÿ íà ëåììó, ÿâëÿþùóþñÿ
àíàëîãîì ëåììû 3 èç [65]. Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü p > 2, 1 6 i 6 p. Ïîëîæèì xi = (xi1, ..., x
i
i−1, x

i
i+1, ..., x

i
p). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xp

íàáîð (x1, ..., xp), ñîñòîÿùèé èç p(p− 1) ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç P3,2, n > p. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

f ij(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) ôóíêöèþ

f ij(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) = f(x1, ..., xj−1, xi, xj+1, ..., xn).

×åðåç Y p
f áóäåì îáîçíà÷àòü íàáîð ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íàáîðà Xp çàìåíîé

ïåðåìåííûõ xij íà ôóíêöèè f
i
j ñîîòâåòñòâåííî, ãäå i, j = 1, ..., p è i 6= j.

Äëÿ êàæäîãî p > 3 îïðåäåëèì áóëåâó ôóíêöèþ δp(X
p). Ïîëîæèì

δp(X
p) =

∨
(&x

ij
il

),

ãäå äèçúþíêöèÿ áåðåòñÿ ïî âñåì i1, ..., i4 = 1, ..., p, iv 6= is ïðè v 6= s, à êîíúþíêöèÿ
áåðåòñÿ ïî âñåì j, l, òàêèì, ÷òî 1 6 j < l 6 4.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 1.5.3. [65]. Äëÿ ëþáîãî m > 2 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî r(m), òàêîå, ÷òî
ôóíêöèÿ δr(m) ïðèíàäëåæèò êëàññó Om.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dp ìíîæåñòâî ôóíêöèé ∆p(X
p) èç P3,2, òàêèõ, ÷òî pr∆p(X

p) =
δp(X

p).
Ñëåäóþùàÿ ëåììà àíàëîãè÷íà ëåììå 3 èç [65].
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Ëåììà 1.5.4. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n > p > 9, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ∆p(X
p) èç Dp

è ëþáîé ôóíêöèè f(y1, ..., yn) èç P3,2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(y1, ..., yn) = ∆p(Y
p
f ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû äëÿ ëþáîãî íàáîðà
α̃ ∈ En

3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(α̃) 6 ∆p(Y
p
f (α̃)). Ðàññìîòðèì ïåðâûå p ðàçðÿäîâ

íàáîðà α̃. Òàê êàê p > 9, òî ñðåäè ïåðâûõ p ðàçðÿäîâ íàéäåòñÿ 4 îäèíàêîâûõ. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α1 = α2 = α3 = α4. Òîãäà çíà÷åíèÿ f ij(α̃)
ðàâíû f(α̃) äëÿ ëþáûõ i, j = 1, 2, 3, 4, i 6= j. Ñëåäîâàòåëüíî,

∆p(Y
p
f (α̃)) = f(α̃) ∨ f̂(α̃) > f(α̃),

ãäå f̂ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç P3,2. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî f(α̃) 6 ∆p(Y
p
f (α̃))

äîêàçàíî.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃ ∈ En

3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(α̃) > ∆p(Y
p
f (α̃)).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè 1 6 i1 = i2 6 n, òî f i1i2 (α̃) = f(α̃). Ñðåäè ëþáîé ÷åòâåðêè ðàçðÿäîâ
íàáîðà α̃ îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà îäèíàêîâûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-
æèòåëü f(α̃) åñòü â êàæäîì ñëàãàåìîì ôóíêöèè ∆p(Y

p
f (α̃)). Çíà÷èò, f(α̃) > ∆p(Y

p
f (α̃)).

Òàêèì îáðàçîì, f(α̃) = ∆p(Y
p
f (α̃)). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Òàêæå ñïðàâåäëèâ äâîéñòâåííûé ê ëåììå 1.5.4 ðåçóëüòàò îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâêè s = (01)(2). Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n > p > 9, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
∆s
p(X

p) èç Dsp è ëþáîé ôóíêöèè f(y1, ..., yn) èç P3,2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(y1, ..., yn) = ∆s
p(Y

p
f ).

1.6 Ïîðîæäàþùèå ñèñòåìû ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïîðîæäàþùèå ñèñòåìû äëÿ âñåõ ìàêñè-
ìàëüíûõ êëàññîâ, êðîìå êëàññîâ pr−1C0, pr−1C1, pr−1C01.

Íàïîìíèì, ÷òî
U = {j1, δ, θ, ρ0, ρ1, ρ2, ψ0, ψ1, ψ2}.

Â ñëåäóþùåé ëåììå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà U ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé
êëàññà pr−1U01 (ñì. òàêæå [95]).

Ëåììà 1.6.1. Âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

[U] = pr−1U01.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå [U] ⊆ pr−1U01 âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî êàæäàÿ
ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà U ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó pr−1U01, à òàêæå çàìêíóòîñòè ìíîæå-
ñòâà pr−1U01. Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå pr−1U01 ⊆ [U]. Ïóñòü f(x1, ..., xn) �
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ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà pr−1U01. Ïîñòðîèì ôîðìóëó íàä U, ðåàëèçóþùóþ
ôóíêöèþ f .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî prf(x1, ..., xn) = xn. Ïóñòü α̃1, ..., α̃m �
âñå íàáîðû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, m > 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(x1, ..., xn) = j1(xn) · k(x1) · ... · k(xn−1) +
m∑
i=1

Kα̃i . (1.9)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ôîðìóëà Σ íàä {δ}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ
j1(xn) · k(x1) · ... · k(xn−1).

Åñëè m = 0, òî óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê Σ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f è ïîñòðîåíà íàä ñèñòåìîé U. Ïóñòü òåïåðü s > 1. Èç ëåììû 1.5.2 ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ íàä U, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ

j1(y) +
m∑
i=1

Kα̃i , (1.10)

ãäå y ∈ X \Xn. Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó Φ âìåñòî ïåðåìåííîé y ôîðìóëó Σ, ìû ïîëó÷èì
ôîðìóëó íàä U, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f (ñì. (1.9)). Ëåììà äîêàçàíà.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïðèâîäÿòñÿ ïîðîæäàþùèå ñèñòåìû äëÿ ëþáîãî êëàñ-
ñà âèäà pr−1B, ãäå B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, îòëè÷íûé îò êëàññîâ
C,C0, C1.

Ëåììà 1.6.2. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, îòëè÷íûé îò êëàññîâ
C,C0, C1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ P3,2, òàêîãî, ÷òî [prA] = B, ìíîæåñòâî
A ∪ U ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé êëàññà pr−1B.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [95].

30



Ãëàâà 2

Ñëîæíîñòü ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé, òî åñòü
ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}, è îãðàíè-
÷åíèÿ êîòîðûõ íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ èç íóëåé è åäèíèö ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè áóëå-
âûìè ôóíêöèÿìè. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L. Â ðàçäåëå
2.1 îòìå÷àþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé. Â ðàçäåëå 2.2 íàõîäèò-
ñÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé èç êëàññîâ Z2,i ∩ L, i = 0, 1, è
L2,r, 1 6 r <∞, à òàêæå ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ
êëàññà L. Â ðàçäåëå 2.3 íàõîäèòñÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé
èç êëàññà L2.

2.1 Ïñåâäîëèíåéíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà

Ïîëîæèì L = {f ∈ P3,2|prf ∈ L}. Ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ∈ P3,2 íàçûâàåòñÿ ïñåâäî-
ëèíåéíîé, åñëè f ∈ L.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïàðàãðàôå 1. ×åðåç λ(x, y), µ(x, y)
è νr(x1, ..., xr) ìû îáîçíà÷àåì ôóíêöèè

λ(x, y) = x+ y, µ(x, y) = j1(x) · j2(y), νr(x1, ..., xr) = j2(x1) · ... · j2(xr).

Ïðèâåäåì îïèñàíèå çàìêíóòûõ êëàññîâ H ⊆ P3,2, òàêèõ, ÷òî prH = L. Ïóñòü
f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ïñåâäîëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x1, ..., xn) =
∑

jσ1(x1) · ... · jσn(xn),

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì íàáîðàì σ̃ = (σ1, ..., σn) ∈ En
3 , òàêèì, ÷òî

f(σ̃) = 1. Çàìåíèì êàæäîå âõîæäåíèå ôóíêöèè j0(y) â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
íà ðàâíóþ åé ôóíêöèþ 1 + j1(y) + j2(y) è ðàñêðîåì ñêîáêè. Ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè f(x1, ..., xn) â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x1, ..., xn) = ηf (x1, ..., xn) + δf (x1, ..., xn),

ãäå

ηf (x1, ..., xn) = a+
∑
F

aF θF (x1, ..., xn), δf (x1, ..., xn) =
∑
I,J

aI,JκI,J(x1, ..., xn),
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θF (x1, ..., xn) =
∏
i∈F

j1(xi), κI,J(x1, ..., xn) =

(∏
i∈I

j1(xi)

)
·

(∏
j∈J

j2(xj)

)
,

a, aF , aI,J ∈ E2, ñóììèðîâàíèå â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè θf ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì íåïó-
ñòûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà {1, ..., n}, à ñóììèðîâàíèå â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè δf
ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ìíîæåñòâàì I, J , òàêèì, ÷òî I ∪J ⊆ {1, ..., n}, I ∩J = ∅, J 6= ∅.
Ïîñêîëüêó prf = a+ prθF è prf � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî

θF (x1, ..., xn) =
n∑
i=1

aij1(xi),

ãäå ai ∈ E2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ïñåâäîëèíåéíîé ôóíêöèè f
â âèäå

f(x1, ..., xn) = ηf (x1, ..., xn) + δf (x1, ..., xn), (2.1)

ãäå

ηf (x1, ..., xn) = a+
n∑
i=1

aij1(xi), δf (x1, ..., xn) =
∑
I,J

aI,JκI,J(x1, ..., xn),

κI,J(x1, ..., xn) =

(∏
i∈I

j1(xi)

)
·

(∏
j∈J

j2(xj)

)
,

a, ai, aI,J ∈ E2, à ñóììèðîâàíèå â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè δf ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ìíî-
æåñòâàì I, J , òàêèì, ÷òî I∪J ⊆ {1, ..., n}, I∩J = ∅, J 6= ∅. Åñëè aI,J = 1, òî ôóíêöèÿ
κI,J(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ôóíêöèè f . Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîíåíò ôóíê-
öèè f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Kf . Ïîëîæèì K =

⋃
Kf , ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî

âñåì ïñåâäîëèíåéíûì ôóíêöèÿì f . Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f ∈ L â âèäå (2.1) áóäåì
íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì.

Ëåììà 2.1.1. Êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ëþáîé ïñåâäîëèíåéíîé ôóíêöèè åäèí-
ñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ è ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé â ñëàãàå-
ìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åäèíñòâåííî êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-
íèå ïñåâäîëèíåíîé ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ è çàâèñÿùåé îò ïåðåìåííûõ
x1, ..., xn. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âñå êîýôôèöèåíòû a, ai, aI,J ðàâíû 0, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàëèçóåò òîæäåñòâåííûé íîëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò äðóãîé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ a, ai, aI,J , òàêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå êà-
íîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàëèçóåò òîæäåñòâåííûé íîëü. Åñëè a = 1, òî íà íàáîðå
(α1, ..., αn) = (0, ..., 0) ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ òàêèì êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì,
ðàâíà 1 � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, a = 0. Ïóñòü ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî ai = 1. Òîãäà
íà íàáîðå (α1, ..., αi−1, αi, αi+1, ..., αn) = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ òàêèì
êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì, ðàâíà 1 � ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôè-
öèåíòû ai ðàâíû 0. Òàê êàê íå âñå êîýôôèöèåíòû a, ai, aI,J ðàâíû íóëþ, òî ñðåäè êî-
ýôôèöèåíòîâ aI,J íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîýôôèöèåíò, ðàâíûé åäèíèöå. Âû-
áåðåì ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ aI,J , ðàâíûõ åäèíèöå, òîò, äëÿ êîòîðîãî ñóììà |I|+|J | ìè-
íèìàëüíà (äðóãèìè ñëîâàìè, âûáåðåì ñàìóþ êîðîòêóþ êîìïîíåíòó). Ýòà êîìïîíåíòà
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èìååò âèä j1(xl1)...j1(xls)j2(xi1)...j2(xit), 1 6 t 6 n, 0 6 s 6 n, 1 6 l1, ..., ls, i1, ..., it 6 n,
lr 6= ij ïðè r = 1, ..., s è j = 1, ..., t. Òîãäà êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ, ðàâíóþ åäèíèöå, íà íàáîðå, â êîòîðîì íà l1, ..., ls-ûõ ïîçèöèÿõ ñòîèò åäèíèöû, íà
i1, ..., it-ûõ ïîçèöèÿõ ñòîÿò äâîéêè, à íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ � íóëè. Ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò òîìó, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàëèçóåò ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé
íóëþ, åäèíñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ïðîèçâîëüíîé ïñåâäîëèíåéíîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïî êðàé-
íåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ:

f(x1, ..., xn) = η1
f (x1, ..., xn) + δ1

f (x1, ..., xn),

f(x1, ..., xn) = η2
f (x1, ..., xn) + δ2

f (x1, ..., xn).

Ñëîæèâ ýòè äâà ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ 2, ïîëó÷èì, ÷òî

0 = (η1
f (x1, ..., xn) + η2

f (x1, ..., xn)) + (δ1
f (x1, ..., xn) + δ2

f (x1, ..., xn)).

Ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç äâóõ ôóíêöèé η1
f + η2

f è δ
1
f + δ2

f íå ðàâíà òîæäåñòâåííîìó
íóëþ, òàê êàê áûëè âçÿòû äâà ðàçëè÷íûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f .
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ 0 äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì íå âñå
êîýôôèöèåíòû a, ai, aI,J ðàâíû íóëþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå. Ëåììà
äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jf ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé j1(xi), 1 6 i 6 n, òàêèõ, ÷òî ai = 1 â
êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè f . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Hf ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: åñëè a = 1 â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè f , òî Hf = {1}; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå Hf = ∅. Ïîëîæèì Yf = Kf ∪ Jf ∪Hf .

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà L. Ïîëîæèì

L2 = {f ∈ L|Kf ⊆ {κI,J ∈ K| |I| ≤ 1}},

L2,r = {f ∈ L|Kf ⊆ {κI,J ∈ K| I = ∅, |J | ≤ r}}, 1 ≤ r <∞,

L2,∞ = {f ∈ L|Kf ⊆ {κI,J ∈ K| I = ∅}}.

Â [95] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ F ⊆ L, òàêèõ, ÷òî prF = L,
ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ: L, L2, Z2,0 ∩ L, Z2,1 ∩ L, L2,r, ãäå 1 6 r 6∞ (ñì. ðèñ.
2.1). Ïðè ýòîì êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ, êðîìå êëàññà L2,∞,
èìååò êîíå÷íûé áàçèñ.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñèñòåìû ôóíêöèé èç L. Ïîëîæèì

A = {1, λ(x, y)}, B = A ∪ {j1(x)j1(y)j2(z), j0(x), j1(x), j2(x)}, C = A ∪ {µ(x, y)},

Dr = A ∪ {νr(x1, ..., xr)}, E = {1, j0(x) + j0(y)}.

Èçâåñòíî [95], ÷òî [A] = Z2,0 ∩ L, [B] = L, [C] = L2, [Dr] = L2,r, [E] = Z2,1 ∩ L.
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Z2,1 ∩ L

Ðèñ. 2.1: Ïñåâäîëèíåéíûå êëàññû

2.2 Êëàññû Z2,i ∩ L, L2,r è L
Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå êëàññû ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé:

Z2,i ∩ L, i = 0, 1; L2,r, 1 6 r <∞; L.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü Q = Z2,0∩L, U = Z2,1∩L. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ Q, g(x1, ..., xn) ∈
U , ïðè÷åì ôóíêöèè f, g ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, n > 2. Òîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

LA(f) = |Jf |+ |Hf |, LE(g) = |Jg|+ |Hg|. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî â êëàññå Z2,a, a = 0, 1, ëåæàò òå è òîëüêî òå
ôóíêöèè h(x1, ..., xn) ∈ P3,2, êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè íàáîð α̃ ∈
En

2 ïîëó÷åí èç íàáîðà β̃ ∈ En
3 çàìåíîé âñåõ äâîåê íà a, òî h(α̃) = h(β̃). Çíà÷èò, êàæäàÿ

ôóíêöèÿ èç êëàññîâQ è U ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà íàáîðàõ èç íóëåé
è åäèíèö. Òîãäà äëÿ ôóíêöèé f(x1, ..., xn) è g(x1, ..., xn) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

LA(f) = L{1,x+y}(prf) = |Jf |+ |Hf |, LE(g) = L{1,x+y}(prg) = |Jg|+ |Hg|.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü Q = Z2,0∩L, U = Z2,1∩L. Òîãäà ïðè âñåõ n > 2 èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ

LA(Q(n)) = LE(U(n)) = n+ 1. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2.2.1 ñëåäóåò, ÷òî LA(Q(n)) = n+1,
LE(U(n)) = n+ 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ êëàññîâ L2,r, 1 6 r 6∞. Îïèøåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíè-
ìàëüíûõ ôîðìóë íàä ñèñòåìîé Dr, r > 2.

Ïóñòü f(x1, .., xn) ∈ L2,r, Φ � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f
íàä ñèñòåìîé Dr, T � äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå Φ. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè
ôîðìóëû Φ íè îäíà ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ íå ìîæåò èìåòü âèä νr(Σ1, ...,Σr), ãäå õîòÿ
áû îäíà èç ïîäôîðìóë Σ1, ...,Σr îòëè÷íà îò ñèìâîëà ïåðåìåííîé (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîäôîðìóëà νr(Σ1, ...,Σr) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ òîæäåñòâåííûé íîëü è Φ íå ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîé). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ èìååò
îäèí èç äâóõ âèäîâ: ëèáî λ(Σ,Ω), ãäå Σ,Ω � ôîðìóëû íàä Dr, ëèáî νr(xi1 , ..., xir), ãäå
1 6 i1 6 ... 6 ir 6 n. Ïóñòü v � âåðøèíà äåðåâà T , íå ÿâëÿþùàÿñÿ âèñÿ÷åé. Îáîçíà÷èì
÷åðåç fv ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ ïîäôîðìóëîé, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå v. Ïóñòü w
� âèñÿ÷àÿ âåðøèíà äåðåâà T . Îáîçíà÷èì ÷åðåç yw ñèìâîë èç ìíîæåñòâà Xn ∪ {1},
ïðèïèñàííûé âåðøèíå w.

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü Φ � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä ñèñòåìîé Dr. Òîãäà ôîðìóëà
Φ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ∑

w∈A

j1(yw) +
∑
v∈B

fv.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå ôîðìóëû Φ. Ïåðå÷èñëèì ìè-
íèìàëüíûå ôîðìóëû ãëóáèíû 1, ðåàëèçóþùèå ôóíêöèè èç êëàññà L2: 1(x), λ(x1, x2),
νr(xi1 , ..., xir), ãäå 1 6 i1 6 ... 6 ir 6 n, x1, x2 ∈ X. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîé èç
íèõ óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî
äëÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ ôîðìóë ãëóáèíû íå áîëåå l, l > 1. Ïóñòü Φ � ìèíèìàëüíàÿ
ôîðìóëà, D(Φ) = l + 1. Òàê êàê ôîðìóëà Φ ìèíèìàëüíà, òî îíà íå ìîæåò èìåòü
âèä νr(Σ1, ...,Σr), ãäå õîòÿ áû îäíà èç ïîäôîðìóë Σ1, ...,Σr îòëè÷íà îò ñèìâîëà ïå-
ðåìåííîé. Òàê êàê D(Φ) > 2, òî ôîðìóëà Φ íå ìîæåò èìåòü âèä νr(xi1 , ..., xir), ãäå
1 6 i1 6 ... 6 ir 6 n. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà Φ èìååò âèä λ(Σ, ...,Ω), ãäå Σ,Ω � ìè-
íèìàëüíûå ôîðìóëû íàä Dr. Òàê êàê Σ è Ω ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ôîðìóëàìè, òî
ê íèì ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, èç êîòîðîãî óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò
òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AT ìíîæåñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí äåðåâà T , òàêèõ, ÷òî åäèíñòâåííîé
ñìåæíîé ñ íåé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò ïîäôîðìóëà âèäà λ(Σ,Ω). Îáîçíà÷èì ÷åðåç BT

ìíîæåñòâî âåðøèí äåðåâà T , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ïîäôîðìóëà âèäà νr(Σ1, ...,Σr).

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü Φ � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä ñèñòåìîé Dr, ðåàëèçóþùàÿ
ôóíêöèþ f , à T � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|AT | > |Jf |+ |Hf |, |BT | > |Kf |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |AT | > |Jf |+ |Hf |. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî,
|AT | < |Jf | + |Hf |. Òîãäà íàéäåòñÿ ñèìâîë y ∈ Xn ∪ {1}, êîòîðûé íå ïðèïèñàí íè îä-
íîé èç âèñÿ÷èõ âåðøèí ìíîæåñòâà A, è òàêîé, ÷òî j1(y) ∈ Jf ∪Hf . Òàê êàê ñèìâîë y
íå ïðèïèñàí íè îäíîé èç âèñÿ÷èõ âåðøèí ìíîæåñòâà A, òî â ñèëó ëåìì 2.2.1 è 2.1.1
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ôîðìóëà Φ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ, ó êîòîðîé â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöè-
åíò ïðè j1(y) ðàâåí íóëþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî j1(b) ∈ Jf ∪Hf . Ñëåäîâàòåëüíî,
|AT | > |Jf |+|Hf |. Íåðàâåíñòâî |BT | > C1

n+...+Cr
n äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà L2,r, ñóùå-
ñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò n ïåðåìåííûõ, n > 2, 1 6 r <∞. Òîãäà

LDr(f) = |Jf |+ |Hf |+ r|Kf |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç
êëàññà L2,r, à ηf è δf � ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè èç ïðåäñòàâëåíèÿ f â êàíîíè÷åñêîì
âèäå. Åñëè Kf = ∅, òî ôóíêöèÿ f èìååò âèä f = a0 +a1j1(x1)+ ...+anj1(xn), è âåðõíÿÿ
îöåíêà î÷åâèäíà. Ïóñòü Kf = {κ1, ..., κt}, t > 1. Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà L2,r ñëåäóåò,
÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà κ ∈ Kf èìååò âèä κ = j2(xi1)...j2(xip), p 6 r, 1 6 i1, ..., ip 6
n. Ëþáàÿ êîìïîíåíòà κ ∈ Kf ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè j2(x1)j2(x2)...j2(xr)
îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Θ íàä Dr, ðåàëèçóþùàÿ
ôóíêöèþ δf (x1, ..., xn), òàêàÿ, ÷òî L(Θ) 6 r|Kf |.

Äàëåå ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ. Åñëè |Jf | + |Hf | > 1, òî îáîçíà÷èì
÷åðåç ∆ ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ ηf (x1, ..., xn) ñî ñëîæíîñòüþ |Jf | + |Hf |, è
ïîñòðîèì ôîðìóëó Φ = λ(Θ,∆). Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà Φ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f è
L(Φ) = |Jf |+ |Hf |+ r|Kf |.

Åñëè |Jf |+|Hf | = 1, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç a åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Jf∪Hf

è ðàññìîòðèì ôîðìóëó Φ = λ(a,Θ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà Φ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f è L(Φ) = |Jf |+ |Hf |+ r|Kf |.

Åñëè |Jf | + |Hf | = 0, òî ôîðìóëà Θ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f è L(Θ) = r|Kf | =
|Jf |+ |Hf |+ r|Kf |. Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà.

Íèæíÿÿ îöåíêà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü Vr = L2,r, ãäå 1 6 r < ∞. Òîãäà ïðè âñåõ n > r > 1 èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

LDr(Vr(n)) = 1 + n+ r(C1
n + C2

n + ...+ Cr
n). (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = r = 1, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü n > 2,
n > r > 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ∈ Vr(n) âûïîëíÿþò-
ñÿ íåðàâåíñòâà |Jf | + |Hf | 6 1 + n, |Kf | 6 C1

n + ... + Cr
n. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2.2.2

LDr(Vr(n)) 6 1 + n+ r(C1
n + C2

n + ...+ Cr
n), ÷òî è äîêàçûâàåò âåðõíþþ îöåíêó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θn ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà Vr(n), ó êîòîðîé â ïðåäñòàâëåíèè (1)
âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 1. Î÷åâèäíî, ÷òî |Jθn|+ |Hθn| = 1 +n è |Kθn| = C1

n + ...+Cr
n.

Èç òåîðåìû 2.2.3 ñëåäóåò, ÷òî LDr(θn) = |Jθn|+ |Hθn|+ r|Kθn| = 1 +n+ r(C1
n + ...+Cr

n).
Ïîýòîìó LDr(Vr(n)) > LDr(θn) = 1 + n+ r(C1

n + C2
n + ...+ Cr

n). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ êëàññà L � ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ïñåâäîëèíåéíûõ ôóíêöèé.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 2.2.5. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

LB(L(n)) ∼ 3n

log2 n
. (2.5)

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîãî èç ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþùå-
ãî ïàðàãðàôà.

2.3 Êëàññ L2

Äàííûé ðàçäåë óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïóíêòå 2.3.1 èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ôîðìóë íàä ñèñòåìîé C � ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé êëàññà L2.
Â ïóíêòå 2.3.2 äîêàçûâàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ êëàññà L2.
Äàëåå â ïóíêòå 2.3.3 ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ êëàññà
L2. Íàêîíåö, â ïóíêòàõ 2.3.4 è 2.3.5 óñòàíàâëèâëàåòñÿ òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè
ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èç êëàññà L2.

2.3.1 Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ôîðìóë

Ñíà÷àëà ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëó òðèâèàëüíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ

ñèìâîëîì èç ìíîæåñòâà X ∪ {1}. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ íåòðèâè-
àëüíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τn(x1, ..., xn) ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà L2(n), ó êîòîðîé â êàíîíè-
÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè âñå êîýôôèöèåíòû a, ai, aI,J ðàâíû 1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) èç êëàññà L2 ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé:

1) f(x1, ..., xn) = 0;
2) f(x1, ..., xn) = j1(a), ãäå a ∈ Xn ∪ {1};
3) f(x1, ..., xn) = j1(a)j2(b1)...j2(bk), ãäå a, b1, ..., bk ∈ Xn ∪ {1}, k > 1.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ôîðìóëû íàä ñèñòåìîé C. Ïóñòü f(x1, ..., xn) �

ôóíêöèÿ èç L2, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò n ïåðåìåííûõ, n > 2. Ïóñòü Φ � ôîðìóëà
íàä ñèñòåìîé C, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , à T � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî. Íàçîâåì
ôîðìóëó Φ íîðìàëüíîé, åñëè ëþáàÿ åå íåòðèâèàëüíàÿ ïîäôîðìóëà èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ: λ(Σ,Ω), µ(Ξ, xi), ãäå Σ,Ω,Ξ � ôîðìóëû íàä C, 1 6 i 6 n.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ôîðìóë íàä ñèñòåìîé C.

Ëåììà 2.3.1. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ èç êëàññà L2, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ
îò n ïåðåìåííûõ, n > 2. Ïóñòü Φ � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, ðåàëèçóþùàÿ
ôóíêöèþ f . Òîãäà â ôîðìóëå Φ íå ñóùåñòâóåò ïîäôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ òîæäå-
ñòâåííûé íîëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, ñóùåñòâóåò ïîäôîðìóëà Ω ôîðìóëû Φ,
ðåàëèçóþùàÿ òîæäåñòâåííûé íîëü. Òàê êàê ôîðìóëà Φ � ìèíèìàëüíàÿ, òî Ω � ìèíè-
ìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ òîæäåñòâåííûé íîëü. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàä ñèñòåìîé
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C íå ñóùåñòâóåò ôîðìóë ñëîæíîñòè 1, ðåàëèçóþùèõ òîæäåñòâåííûé íîëü. Êðîìå òî-
ãî, ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ñëîæíîñòè 2, ðåàëèçóþùàÿ òîæäåñòâåííûé íîëü: λ(x, x) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, L(Ω) = 2. Âîçìîæíû íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé I: Ω = Φ. Òîãäà ôîðìóëà Φ ðåàëèçóåò òîæäåñòâåííûé íîëü � ïðîòèâîðå÷èå
ñ óñëîâèåì.

Ñëó÷àé II: â ôîðìóëå Φ ïîäôîðìóëà Ω ïîäñòàâëÿåòñÿ íà ìåñòî ïåðâîãî àðãóìåíòà
ôóíêöèè µ. Òàê êàê µ(Ω, ·) = µ(0, ·) = 0, è L(µ(Ω, ·)) > L(Ω) + 1 = 3, òî â ôîðìóëå
Φ ïîäôîðìóëà µ(Ω, ·) íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ôîðìóëîé, ðåàëèçóþùåé òîæäåñòâåí-
íûé íîëü. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ.

Ñëó÷àé III: â ôîðìóëå Φ ïîäôîðìóëà Ω ïîäñòàâëÿåòñÿ íà ìåñòî âòîðîãî àðãóìåíòà
ôóíêöèè µ. Íåâîçìîæíîñòü ýòîãî ñëó÷àÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ II.

Ñëó÷àé IV: â ôîðìóëå Φ ïîäôîðìóëà Ω ïîäñòàâëÿåòñÿ â ôóíêöèþ 1(x). Òàê êàê
ôîðìóëà 1(Ω) ðåàëèçóåò òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó ñî ñëîæíîñòüþ 2, òî òàêàÿ ôîðìó-
ëà íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ôîðìóëîé, ðåàëèçóþùåé òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ.

Ñëó÷àé V: â ôîðìóëå Φ ïîäôîðìóëà Ω ïîäñòàâëÿåòñÿ íà ìåñòî îäíîãî èç àðãó-
ìåíòîâ ôóíêöèè λ. Ïóñòü Θ � ôîðìóëà, êîòîðàÿ ïîäñòàâëÿåòñÿ íà ìåñòî äðóãîãî
àðãóìåíòà ôóíêöèè λ (äðóãèìè ñëîâàìè, â ôîðìóëå Φ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè
àðãóìåíòîâ ñóùåñòâóåò ïîäôîðìóëà λ(Ω,Θ)). Ñëó÷àé Và: ôîðìóëà Θ íå ÿâëÿåòñÿ òðè-
âèàëüíîé. Òîãäà ôîðìóëû Θ è λ(Ω,Θ) ðåàëèçóþò ðàâíûå ôóíêöèè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ. Ñëó÷àé Vb: ôîðìóëà Θ ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé. Ñëó÷àé
Vb1: Θ = 1(x), òî ôîðìóëà λ(Ω,Θ) ðåàëèçóåò òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó ñî ñëîæíîñòüþ
3. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ. Ñëó÷àé Vb2: Θ � ñèìâîë ïåðåìåííîé
xi, 1 6 i 6 n. Òîãäà ôîðìóëà λ(Ω,Θ) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ j1(xi) ñî ñëîæíîñòüþ 3. Ïî
óñëîâèþ ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ,
ïîýòîìó Φ 6= λ(Ω,Θ). Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà λ(Ω,Θ) ïîäñòàâëÿåòñÿ â íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ. Ôîðìóëà λ(Ω,Θ) íå ìîæåò ïîäñòàâëÿòüñÿ â ôóíêöèþ 1(x), òàê êàê òîãäà
ôîðìóëà 1(λ(Ω,Θ)) ðåàëèçóåò òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó ñî ñëîæíîñòüþ 2 è íå ÿâëÿåò-
ñÿ ìèíèìàëüíîé � ïðîòèâîðå÷èå ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ. Ôîðìóëà λ(Ω,Θ) òàêæå
íå ìîæåò ïîäñòàâëÿòüñÿ â ôóíêöèþ µ(x, y), òàê êàê ýòî ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
ìèíèìàëüíîñòüþ ôîðìóëû Φ (ñì. òàêæå ñëó÷àé II è ñëó÷àé III). Ñëåäîâàòåëüíî, â
ôîðìóëå Φ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ ñóùåñòâóåò ïîäôîðìóëà λ(λ(Ω,Θ),∆),
ãäå ∆ � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà íàä C. Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëû λ(λ(Ω,Θ),∆) è λ(Θ,∆)
ðåàëèçóþò ðàâíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì ñëîæíîñòü ïåðâîé ôîðìóëû áîëüøå ñëîæíîñòè
âòîðîé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ èç êëàññà L2, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ
îò n ïåðåìåííûõ, n > 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, ðåàëèçóþùàÿ
ôóíêöèþ f , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ f . Ïî ëåììå 2.3.1 â íåé îòñóòñòâóþò ïîäôîðìóëû âèäà µ(·,Ω), ãäå Ω � ôîðìóëà,
îòëè÷íàÿ îò ñèìâîëà ïåðåìåííîé. Åñëè â ôîðìóëå Φ âñòðå÷àþòñÿ ïîäôîðìóëû âèäà
1(Ω), ãäå Ω � ôîðìóëà, îòëè÷íàÿ îò ñèìâîëà ïåðåìåííîé, òî ïîñòðîèì ôîðìóëó Φ̂,
çàìåíèâ â ôîðìóëå Φ âñå ïîäôîðìóëû âèäà 1(Ω) íà ôîðìóëó 1(x1). Î÷åâèäíî, ÷òî
ôîðìóëà Φ̂ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f , ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé è íîðìàëüíîé. Ñëåäñòâèå
äîêàçàíî.
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2.3.2 Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà L2, Φ � ôîðìóëà íàä ñèñòåìîé C,
ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , à T � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî. Ñîïîñòàâèì ôîðìóëå Φ
äåðåâî T̂ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïóñòü v∗ � êîðíåâàÿ âåðøèíà äåðåâà T . Äîáàâèì
ê äåðåâó T âåðøèíó v0, êîòîðóþ ñîåäèíèì ðåáðîì ñ âåðøèíîé v∗. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî èç âåðøèíû v∗ âûõîäèò îäíî ðåáðî, â âåðøèíó v0 âõîäèò îäíî ðåáðî. Îáîçíà÷èì
ïîëó÷åííîå äåðåâî ÷åðåç T̂ .

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà L2, Φ � ôîðìóëà íàä ñèñòåìîé C, ðåà-
ëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , à T � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî. Ðàñêðàñèì âèñÿ÷èå âåðøèíû
äåðåâà T̂ â äâà öâåòà. Ïóñòü ṽ � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà T̂ , êîòîðîé ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîäôîðìóëà âèäà µ(Σ,Ω), ãäå Σ � ôîðìóëà íàä C, à Ω � ñèìâîë ïåðåìåííîé.
Ïîêðàñèì âèñÿ÷óþ âåðøèíó v äåðåâà T̂ , ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäôîðìóëå Ω, â áåëûé
öâåò. Ïðîâåäåì ýòó îïåðàöèþ äëÿ âñåõ âåðøèí äåðåâà T̂ , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ïîä-
ôîðìóëà âèäà µ(Σ,Ω), ãäå Σ � ôîðìóëà íàä C, à Ω � ñèìâîë ïåðåìåííîé. Çàòåì âñå
âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà T̂ , íå ïîêðàøåííûå â áåëûé öâåò, ïîêðàñèì â ÷åðíûé öâåò.

Ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, à T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå åé
äåðåâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â äåðåâå T̂ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ÷åðíàÿ âåðøèíà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðíûå âåðøèíû äåðåâà T̂ ÷åðåç v1, ..., vp, p > 1. Ïóñòü v0 � êîðíåâàÿ âåðøèíà
äåðåâà T̂ . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó P , ñîñòîÿùóþ èç p øàãîâ. Îïèøåì i-
ûé øàã ýòîé ïðîöåäóðû, i = 1, ..., p. Ðàññìîòðèì öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíó vi ñ
âåðøèíîé v0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí {qj}sj=1, ÷åðåç êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðîõîäèò ýòà öåïü, q1 = vi, qs = v0, s > 2. Ïóñòü ej = (qj, qj+1) � ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå
âåðøèíû qj è qj+1, j = 1, ..., s − 1. Ïðèïèøåì ðåáðó ej, 2 6 j 6 s − 1, ôóíêöèè èç L2

ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
1) åñëè âåðøèíå q2 ïðèïèñàí ñèìâîë λ, à âåðøèíå q1 � ñèìâîë a ∈ Xn ∪ {1}, òî

ïðèïèøåì ðåáðó e2 ôóíêöèþ j1(a);
2) åñëè âåðøèíå q2 ïðèïèñàí ñèìâîë µ, âåðøèíå q1 � ñèìâîë a ∈ Xn∪{1}, à âòîðîé

âèñÿ÷åé âåðøèíå, ñìåæíîé ñ q2, � ñèìâîë b ∈ Xn, òî ïðèïèøåì ðåáðó e2 ôóíêöèþ
µ(a, b);

3) åñëè âåðøèíå ql, l > 3, ïðèïèñàí ñèìâîë λ, à ðåáðó el−1 íà i-îì øàãå ïðîöåäóðû
P áûëà ïðèïèñàíà ôóíêöèÿ g, òî ïðèïèøåì ðåáðó el ôóíêöèþ g;

4) åñëè âåðøèíå ql, l > 3, ïðèïèñàí ñèìâîë µ, ðåáðó el−1 íà i-îì øàãå ïðîöåäóðû
P áûëà ïðèïèñàíà ôóíêöèÿ g, à âèñÿ÷åé âåðøèíå, ñìåæíîé ñ ql, � ñèìâîë b ∈ Xn, òî
ïðèïèøåì ðåáðó el ôóíêöèþ µ(g, b).

Íà ýòîì i-ûé øàã ïðîöåäóðû P çàêîí÷åí. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ
ïðîöåäóðû P ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íåêîòîðîìó ðåáðó ïðèïèñàíî íåñêîëüêî ôóíêöèé.
Íåêîòîðûå èç ýòèõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü ðàâíûìè. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ ¾ðåáðó ïðè-
ïèñàíî t ôóíêöèé¿, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü
ðàâíûìè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ïðîöåäóðû P .
Ñâîéñòâî 1. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P ðåáðàì, âûõîäÿùèì èç âèñÿ÷èõ

âåðøèí, íå ìîæåò áûòü ïðèïèñàíî íèêàêèõ ôóíêöèé.
Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü Φ � íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî.

Ïóñòü e� ïðîèçâîëüíîå ðåáðî äåðåâà T̂ , íå ñîåäèíÿþùåå âèñÿ÷óþ âåðøèíó ñî ñìåæíîé
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ñ íåé âåðøèíîé. Òîãäà åñëè ÷åðåç ðåáðî e ïðîõîäèò t öåïåé, ñîåäèíÿþùèõ ðàçëè÷íûå
÷åðíûå âåðøèíû ñ êîðíåâîé âåðøèíîé äåðåâà T̂ , t > 1, òî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ïðîöåäóðû P ðåáðó e áóäåò ïðèïèñàíî t ôóíêöèé.

Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü Φ � íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî,
v � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà T̂ , îòëè÷íàÿ îò êîðíåâîé, e � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç
âåðøèíû v. Ïóñòü g � îäíà èç ôóíêöèé, ïðèïèñàííûõ ðåáðó e â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ïðîöåäóðû P ê äåðåâó T̂ . Òîãäà ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1 ÷åðíóþ âåðøèíó äåðåâà T̂ , ñî-
îòâåòñòâóþùóþ òîìó øàãó íîìåð t ïðîöåäóðû P , íà êîòîðîì ðåáðó e áûëà ïðèïèñàíà
ôóíêöèÿ g. Ðàññìîòðèì öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû v1 è v. Ïóñòü ýòà öåïü ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû {q1, ..., qs}, q1 = v1, qs = v, s > 1. Ïóñòü ej = (qj, qj+1)
� ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû qj è qj+1, j = 1, ..., s − 1. Åñëè s = 1, òî ïî ñâîéñòâó
1 ïðîöåäóðû P ðåáðó e íå ìîæåò áûòü ïðèïèñàíà íè îäíà ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, s > 2.
Ðåáðó öåïè, âûõîäÿùåìó èç âåðøèíû q2, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè 1 è 2 ïðîöåäóðû
P ìîæåò áûòü ïðèïèñàíà ëèáî ôóíêöèÿ âèäà j1(a), ãäå a ∈ Xn ∪ {1}, ëèáî ôóíê-
öèÿ âèäà µ(a, b), ãäå a ∈ Xn ∪ {1}, b ∈ Xn. Âñå òàêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîíîìàìè.
Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ h, ïðèïèñàííàÿ ðåáðó ej íà t-îì øàãå ïðîöåäóðû P , ÿâëÿåòñÿ
ìîíîìîì, j > 2. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ g, ïðèïèñàííàÿ ðåáðó ej+1 íà t-îì øàãå ïðîöå-
äóðû P , ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì. Åñëè âåðøèíå qj+1 ïðèïèñàí ñèìâîë λ, òî ðåáðó ej+1 áóäåò
ïðèïèñàíà ôóíêöèÿ h, ÿâëÿþùàÿñÿ ìîíîìîì. Åñëè âåðøèíå qj+1 ïðèïèñàí ñèìâîë µ,
òî ðåáðó ej+1 áóäåò ïðèïèñàíà ôóíêöèÿ µ(h, a), ãäå a ∈ Xn. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì. Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñâîéñòâà 3.

Ëåììà 2.3.2. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2, n > 1, Φ � íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, ðå-

àëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî, v � âåðøèíà äåðåâà T̂ ,
e � âûõîäÿùåå èç íåå ðåáðî. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P ðåáðó
e ïðèïèñàíû ôóíêöèè ξ1, ..., ξt, 1 6 t 6 p, ãäå p � ÷èñëî ÷åðíûõ âåðøèí â äåðåâå T̂ .
Ïóñòü ïîäôîðìóëà Φv ôîðìóëû Φ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå v, ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ g(x1, ..., xn). Òîãäà

g = ξ1 + ...+ ξt.

Äîêàçàòåëüñòâî âåäåì èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó m � ìàêñèìóìó èç äëèí öåïåé,
ñîåäèíÿþùèõ v ñ âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, m > 0. Åñëè m = 0, òî v � âèñÿ÷àÿ âåðøèíà.
Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåäóðû P ñëåäóåò, ÷òî ðåáðó e íå ïðèïèñàíà íè îäíà ôóíê-
öèÿ � ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû. Ïóñòü m = 1. Òîãäà ó âåðøèíû v åñòü äâå
ñìåæíûå âèñÿ÷èå âåðøèíû. Ïóñòü ýòèì âåðøèíàì ïðèïèñàíû ñèìâîëû a, b ∈ Xn∪{1}
ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ. Åñëè âåðøèíå v ïðèïèñàí ñèìâîë λ,
òî ðåáðó e â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P ïðèïèñàíû äâå ôóíêöèè � j1(a) è
j1(b). Î÷åâèäíî, ÷òî g = λ(a, b), è óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè âåðøèíå v
ïðèïèñàí ñèìâîë µ è Φv èìååò âèä µ(a, b), òî a ∈ Xn ∪ {1}, b ∈ Xn. Òîãäà ðåáðó e â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P ïðèïèñàíà ôóíêöèÿ µ(a, b). Ïðè ýòîì g = µ(a, b).
Ýòèì ïðîâåðåíà áàçà èíäóêöèè.

Ïóñòü äëÿ âåðøèí v, òàêèõ, ÷òî 1 6 m 6 l óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ, l > 1.
Äîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âåðøèíû v, òàêîé, ÷òî m = l + 1. Ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.
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Ñëó÷àé 1. Âåðøèíå v ïðèïèñàí ñèìâîë µ. Òîãäà ïîäôîðìóëà Φv, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåðøèíå v, èìååò âèä µ(A, b), ãäå A � ôîðìóëà íàä C, b ∈ Xn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u
âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäôîðìóëå A, ÷åðåç d � ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå v ñ u, ÷å-
ðåç e � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v. Òàê êàê ðåáðó e â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ïðîöåäóðû P îêàçàëîñü ïðèïèñàíî t ôóíêöèé, òî íà íåêîòîðûõ øàãàõ i1, ..., it ïðî-
öåäóðû P ðåáðó e áûëî ïðèïèñàíî ïî îäíîé ôóíêöèè, à íà îñòàëüíûõ øàãàõ � íè
îäíîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì 4 ïðîöåäóðû P ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåáðó d òàêæå
ïðèïèñàíî t íåêîòîðûõ ôóíêöèé ζ1, ..., ζt, òàêèõ, ÷òî ξi = µ(ζi, b), i = 1, ..., t. Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ôîðìóëà A ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ζ1 + ... + ζt. Ñëåäîâàòåëüíî,
g = µ(ζ1 + ...+ ζt, b). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî µ(ζ1 + ...+ ζt, b) = µ(ζ1, b)+ ...+µ(ζt, b). Ïîýòîìó
g = µ(ζ1, b) + ...+ µ(ζt, b) = ξ1 + ...+ ξt, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëó÷àé 2. Ïîäôîðìóëà Φv, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå v, èìååò âèä λ(A,B), ãäå
A,B � íåòðèâèàëüíûå ôîðìóëû íàä C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u1 è u2 âåðøèíû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïîäôîðìóëàì A è B, ÷åðåç d1 è d2 � ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó v ñ u1

è u2 ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç e � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v. Òàê êàê ïî óñëîâèþ
ðåáðó e â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P îêàçàëîñü ïðèïèñàíî t > 1 ôóíêöèé,
òî íà íåêîòîðûõ øàãàõ i1, ..., it ïðîöåäóðû P ðåáðó e áûëî ïðèïèñàíî ïî îäíîé ôóíê-
öèè, à íà îñòàëüíûõ øàãàõ � íè îäíîé. Ïóñòü ðåáðàì d1 è d2 â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ïðîöåäóðû P áûëî ïðèïèñàíî t1 è t2 ôóíêöèé ñîîòâåòñòâåííî, 0 6 t1, t2 6 t. Èç ñâîé-
ñòâà 2 ïðîöåäóðû P ñëåäóåò, ÷òî t1, t2 > 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ïðîöåäóðû
P ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî t1 + t2 = t. Îáîçíà÷èì ôóíêöèè, ïðèïèñàííûå ðåáðó d1,
÷åðåç ζ1, ..., ζt1 , à ðåáðó d2 � ÷åðåç ψ1, ..., ψt2 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì 3 ïðîöåäó-
ðû P , ζ1, ..., ζt1 , ψ1, ..., ψt2 ∈ {ξ1, ..., ξt}. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîäôîðìóëû A
è B ðåàëèçóþò ôóíêöèè ζ1 + ... + ζt1 è ψ1 + ... + ψt2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,
g = ζ1 + ...+ ζt1 + ψ1 + ...+ ψt2 = ξ1 + ...+ ξt, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëó÷àé 3. Ïîäôîðìóëà Φv, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå v, èìååò âèä λ(A, b), ãäå
A � íåòðèâèàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, à b ∈ Xn ∪ {1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u âåðøèíó,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäôîðìóëå A, ÷åðåç d � ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû v è u ñîîò-
âåòñòâåííî, ÷åðåç e � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v. Òàê êàê ðåáðó e â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P îêàçàëîñü ïðèïèñàíî t ôóíêöèé, òî íà íåêîòîðûõ øàãàõ
i1, ..., it ïðîöåäóðû P ðåáðó e áûëî ïðèïèñàíî ïî îäíîé ôóíêöèè, à íà îñòàëüíûõ
øàãàõ � íè îäíîé. Èç ïðàâèë 1 è 3 ñëåäóåò, ÷òî ðåáðó d â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðî-
öåäóðû P áûëà ïðèïèñàíà t − 1 ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ôóíêöèè, ïðèïèñàííûå ðåáðó
d, ÷åðåç ζ1, ..., ζt−1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè 1 è 3 ïðîöåäóðû P ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ξ1 = ζ1, ..., ξt−1 = ζt−1, ξt = j1(b). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîäôîðìóëà A
ðåàëèçóåò ôóíêöèèþ ζ1 + ... + ζt−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäôîðìóëà Φv ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ ζ1 + ... + ζt−1 + j1(b) = ξ1 + ... + ξt, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.3. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2, z ∈ Yf , Φ � íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëè-

çóþùàÿ ôóíêöèþ f , T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå Φ äåðåâî. Ïóñòü v∗ � âåð-
øèíà äåðåâà T̂ , ñìåæíàÿ ñ êîðíåâîé, e � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v∗. Ïóñòü
H = {h1, ..., hq}, q > 1 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðèïèñàííûõ ðåáðó e â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P. Òîãäà z ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, z /∈ H. Ïóñòü mi � ÷èñëî øàãîâ ïðîöå-
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äóðû P , íà êîòîðûõ ðåáðó e áûëè ïðèïèñàíû ôóíêöèè, ðàâíûå hi, 1 6 i 6 n, mi > 1.
Ïî ëåììå 2.3.2 ôîðìóëà Φ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ g =

∑
hj, ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì

j, 1 6 j 6 q, òàêèì, ÷òî mj � íå÷åòíîå ÷èñëî. Òàê êàê êàæäàÿ èç ôóíêöèé h1, ..., hq
ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì, òî ìíîæåñòâî Yg íå ñîäåðæèò ôóíêöèþ z. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî ôîðìóëà Φ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f è z ∈ Yf . Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2(n), Φ � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþ-
ùàÿ ôóíêöèþ f , à T̂� ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå Φ äåðåâî. Òîãäà äåðåâî T̂ ñîäåðæèò
íå ìåíåå |Yf | ÷åðíûõ âåðøèí.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Φn � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä C, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ
τn(x1, ..., xn), à T̂n � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî. Òîãäà äåðåâî T̂n ñîäåðæèò íå ìåíåå
n2n−1 + 2n ÷åðíûõ âåðøèí.

Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2, Φ � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f ,
T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî, v∗ � âåðøèíà äåðåâà T̂ , ñìåæíàÿ ñ êîðíåâîé. Ïóñòü
v � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà T̂ , êîòîðîé ïðèïèñàí ñèìâîë µ. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Vk = Vk(Φ), k > 1, åñëè öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ
âåðøèíó v ñ âåðøèíîé v∗, ñîäåðæèò ðîâíî k âåðøèí, êîòîðûì ïðèïèñàí ñèìâîë µ.

Ëåììà 2.3.4. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2, Φ � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðå-

àëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî, v∗ � âåðøèíà äåðåâà T̂ ,
ñìåæíàÿ ñ êîðíåâîé. Ïóñòü v1 ∈ Vk1(Φ), v2 ∈ Vk2(Φ), k1 > k2 > 1, ïðè÷åì âåðøèíà v2

ïðèíàäëåæèò öåïè, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû v1 è v∗. Ïóñòü µ(∆1, xr) � ïîäôîðìóëà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå v1, µ(∆2, xs) � ïîäôîðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå
v2, ãäå xr, xs ∈ Xn, ∆1,∆2 � ôîðìóëû íàä C. Òîãäà r 6= s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, r = s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e âûõîäÿùåå èç
âåðøèíû v∗ ðåáðî äåðåâà T̂ . Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Φ̃, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ôîðìóëû Φ
çàìåíîé ïîäôîðìóëû µ(∆1, xr) íà ôîðìóëó ∆1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T̃ ñîîòâåòñòâóþùåå
åé äåðåâî; ÷åðåç ṽ∗ � âåðøèíó äåðåâà T̃ , ñìåæíóþ ñ êîðíåâîé; ÷åðåç ẽ∗ � ðåáðî, âû-
õîäÿùåå èç âåðøèíû T̃ ; ÷åðåç ṽ2 � âåðøèíó äåðåâà T̃ , ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíå v2

äåðåâà T . Ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.3.2, ÷òî ôîðìóëà Φ̃ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f .
Äîêàæåì, ÷òî ðåáðàì e è ẽ ïðèïèñàíû îäíè è òå æå ôóíêöèè. Ðàçäåëèì âñå ÷åðíûå
âåðøèíû äåðåâà T íà äâà òèïà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷åðíàÿ âåðøèíà äåðåâà T ïðè-
íàäëåæèò òèïó 1, åñëè öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ åå ñ âåðøèíîé v∗, ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó
v1. Âñå îñòàëüíûå ÷åðíûå âåðøèíû äåðåâà T îòíåñåì ê òèïó 2.

Ïóñòü w � âåðøèíà òèïà 1, à w̃ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé âåðøèíà äåðåâà T̃ . Ïóñòü
âåðøèíàì w è w̃ ñîîòâåòñòâóþò øàãè iw è iw̃ ïðîöåäóðû P äëÿ äåðåâüåâ T è T̃ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òàê êàê öåïü C, ñîåäèíÿþùàÿ w ñ âåðøèíîé v∗, ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó v1,
òî îíà ïðîõîäèò è ÷åðåç âåðøèíó v2. Ñëåäîâàòåëüíî, öåïü C̃, ñîåäèíÿþùàÿ w̃ ñ âåðøè-
íîé ṽ∗, ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó ṽ2. Òàê êàê êàæäàÿ ïðèïèñûâàåìàÿ â õîäå ïðèìåíåíèÿ
ïðîöåäóðû P ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì, òî ñ ó÷åòîì îòìå÷åííîãî âûøå ñâîéñòâà öå-
ïåé C è C̃, íà øàãàõ iw è iw̃ ïðîöåäóðû P äëÿ äåðåâüåâ T è T̃ ñîîòâåòñòâåííî, ðåáðàì
e è ẽ ïðèïèñûâàþòñÿ ðàâíûå ôóíêöèè.

Ïóñòü z � âåðøèíà òèïà 2, à z̃ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé âåðøèíà äåðåâà T̃ . Ïóñòü
âåðøèíàì z è z̃ ñîîòâåòñòâóþò øàãè iz è iz̃ ïðîöåäóðû P äëÿ äåðåâüåâ T è T̃ ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïî ïîñòðîåíèþ öåïü C, ñîåäèíÿþùàÿ z ñ âåðøèíîé v∗ ñîâïàäàåò ñ öåïüþ
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C̃, ñîåäèíÿþùàÿ w̃ ñ âåðøèíîé ṽ∗. Ñëåäîâàòåëüíî, íà øàãàõ iz è iz̃ ïðîöåäóðû P äëÿ
äåðåâüåâ T è T̃ ñîîòâåòñòâåííî, ðåáðàì e è ẽ ïðèïèñûâàþòñÿ ðàâíûå ôóíêöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 2.3.2 ôîðìóëû Φ è Φ̃ ðåàëèçóþò ðàâíûå ôóíêöèè. Íî
ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ, ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå r = s íåâåðíî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.5. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ èç L2, òàêàÿ, ÷òî f 6= 0, f 6= j1(xi),
i = 1, ..., n. Ïóñòü Φ � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ
f , T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî, v∗ � âåðøèíà äåðåâà T̂ , ñìåæíàÿ ñ êîðíåâîé, à
e∗ � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v∗. Ïóñòü v1, v2 � ïðîèçâîëüíûå ÷åðíûå âåðøèíû
äåðåâà T̂ , à g1, g2 � ìîíîìû, ïðèïèñàííûå ðåáðó e∗ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì
v1, v2 øàãàõ ïðîöåäóðû P. Òîãäà g1 6= g2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ èç L2, òàêàÿ, ÷òî f 6= 0, f 6= j1(xi), xi ∈ Xn.
Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî â äåðåâå T̂ íàøëèñü ÷åðíûå âåðøèíû v1, v2, òàêèå,
÷òî g1 = g2 = g. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ.

Ïóñòü w1, ..., wl � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò öåïü, ñî-
åäèíÿþùàÿ âåðøèíû v1 è v∗, w1 = v1, wl = v∗, l > 2. Òàê êàê ôîðìóëà Φ èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå äâå ÷åðíûå âåðøèíû, òî ôîðìóëà Φ èìååò âèä Φ = λ(Ξ1,Ξ2), ãäå Ξ1,Ξ2 �
ôîðìóëû íàä C. Ïîñòðîèì ïî ôîðìóëå Φ ôîðìóëó ∆ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1) åñëè âåðøèíå w2 ñîîòâåòñòâóåò ïîäôîðìóëà λ(a,Σ), ãäå a ∈ Xn � ñèìâîë, ïðèïè-
ñàííûé âåðøèíå v1, Σ � ôîðìóëà íàä C, òî çàìåíèì ïîäôîðìóëó λ(a,Σ) íà ôîðìóëó
Σ;

2) åñëè l > 3 è âåðøèíàì w2, w3, ..., wt ïðèïèñàíû ñèâîëû µ, à âåðøèíå wt+1 ñî-
îòâåòñòâóåò ïîäôîðìóëà λ(Ω,Σ), ãäå 2 6 t 6 l − 1, Ω � ôîðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåðøèíå wt, Σ � ôîðìóëà íàä C, òî çàìåíèì ïîäôîðìóëó λ(Ω,Σ) íà ôîðìóëó Ω.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ê ôîðìóëå Φ ïðèìåíèìî ðîâíî îäíî èç ïðàâèë 1 è 2. Ïîñòðîåí-
íàÿ ôîðìóëà ∆ ñîäåðæèò íà îäíó ÷åðíóþ âåðøèíó ìåíüøå, ÷åì ôîðìóëà Φ, à ÷èñëî
áåëûõ âåðøèí â ôîðìóëå ∆ íå áîëüøå, ÷åì ÷èñëî áåëûõ âåðøèí â ôîðìóëå Φ. Ïî-
ýòîìó L(∆) < L(Φ). Ïóñòü T̂1 � äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå ∆, v∗∗ � âåðøèíà
äåðåâà T̂1, ñìåæíàÿ ñ êîðíåâîé, à e∗∗ � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v∗∗. Âñå öåïè
äåðåâà T̂1, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó v∗∗ ñ ÷åðíûìè âåðøèíàìè, ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè öåïÿìè äåðåâà T̂ . Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P ðåáðó e∗∗
ïðèïèñûâàþòñÿ òå æå ñàìûå ôóíêöèè, ÷òî è ðåáðó e∗ äåðåâà T̂ , çà èñêëþ÷åíèåì îä-
íîãî ýêçåìïëÿðà ôóíêöèè g. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ h, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé ∆,
îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè f îäíèì ñëàãàåìûì g â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà ∆ ïîëó÷èëàñü èç ôîðìóëû Φ óäàëåíèåì ÷åðíîé âåðøèíû v1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v∗∗2 ÷åðíóþ âåðøèíó äåðåâà T̂1, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíå v2

äåðåâà T̂ . Ïóñòü Θ � ôîðìóëà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ôîðìóëû ∆ óäàëåíèåì âåðøèíû
v∗∗2 . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî L(Θ) < L(∆) < L(Φ), à ôîðìóëà Θ
ðåàëèçóåò ôóíêöèþ, îòëè÷àþùóþñÿ îò ôóíêöèè h îäíèì ñëàãàåìûì g â êàíîíè÷åñêîì
ïðåäñòàâëåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà Θ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû Φ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.6. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2, Φ � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà íàä

C, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå Φ äåðåâî. Òîãäà ñó-
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ùåñòâóåò ôîðìóëà Ω íàä C, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , òàêàÿ, ÷òî L(Ω) = L(Φ) è
èìåþùàÿ âèä

Ω = λ(Σ0, λ(µ(Σ1, y1), λ(µ(Σ2, y2), ..., λ(µ(Σq−1, yq−1), µ(Σq, yq))))),

ãäå ôîðìóëà Σ0 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ηf , Σ1, ...,Σq � ôîðìóëû íàä C, y1, ..., yq ∈ Xn,
q > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f = 0 èëè f = j1(xi), xi ∈ Xn, òî óòâåðæäåíèå ëåììû
î÷åâèäíî.

Ïóñòü f 6= 0, f 6= j1(xi), xi ∈ Xn. Ïóñòü v∗ � âåðøèíà äåðåâà T̂ , ñìåæíàÿ ñ êîðíåâîé,
à e∗ � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v∗. Ïóñòü V0 = {v1, ..., vl} � ìíîæåñòâî ÷åðíûõ
âåðøèí äåðåâà T̂ , òàêèõ, ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èì øàãàì ïðîöåäóðû P ðåáðó e∗
ïðèïèñûâàþòñÿ ôóíêöèè g1, ..., gl èç ìíîæåñòâà E = {1, j1(x1), ..., j1(xn)}, l > 0. Èç
ëåììû 2.3.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà E ñóùåñòâóåò íå áîëåå
îäíîé ñîîòâåòñòâóþùåé ÷åðíîé âåðøèíû èç ìíîæåñòâà V0.

Ïóñòü V1(Φ) = {w1, ..., wq} (ñì. îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà V1 ïåðåä ëåììîé 2.3.4).
Ïóñòü âåðøèíàì {w1, ..., wq} ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûå ôîðìóëû µ(Σ1, y1), ..., µ(Σq, yq),
ãäå Σ1, ...,Σq � ôîðìóëû íàä C, y1, ..., yq ∈ Xn.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

Θ = λ(Σ0, λ(µ(Σ1, y1), λ(µ(Σ2, y2), ..., λ(µ(Σq−1, yq−1), µ(Σq, yq))))),

ãäå Σ0 = λ(g1, λ(g2, ...λ(gl−1, gl)). Ïóñòü T̂1 � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî. Ôîðìóëà Θ
èìååò òðåáóåìûé â ëåììå âèä.

Ïîêàæåì, ÷òî L(Θ) = L(Φ). Çàìåòèì, ÷òî â äåðåâå T̂ öåïè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû
èç ìíîæåñòâà V0 ñ âåðøèíîé v∗, íå ïðîõîäÿò íè ÷åðåç îäíó èç âåðøèí ìíîæåñòâà
V1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q òàêèå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà T̂ , ÷òî öåïè, ñîåäèíÿþùèå
èõ ñ âåðøèíîé v∗, ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó èç âåðøèí ìíîæåñòâà V1. Òîãäà âñå âèñÿ÷èå
âåðøèíû äåðåâà T̂ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: V0 è Q. Ïî
ïîñòðîåíèþ L(Σ0) = |V0| è L(µ(Σ1, y1))+ ...+L(µ(Σq, yq)) = |Q|. Ïîýòîìó L(Θ) = L(Φ).

Ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëà Σ0 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ηf , à ôîðìóëà µ(Σ1, y1) + ... +
µ(Σq, yq) � ôóíêöèþ δf . Ïîýòîìó ôîðìóëà Θ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f . Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k è ëþáîé íîðìàëüíîé ôîðìóëû Φ îïðåäåëèì ìíîæå-
ñòâî ôóíêöèé Λk = Λk(Φ). Ïóñòü v � âåðøèíà äåðåâà T̂ , ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó
Vk(Φ), 1 6 k 6 n. Ðàññìîòðèì öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíó v ñ âåðøèíîé v∗, è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí q1, ..., ql, ÷åðåç êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèò ýòà öåïü,
q1 = v, ql = v∗, l > 1. Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè q1, ..., ql ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
qj1 , ..., qjk âåðøèí, êîòîðûì ïðèïèñàí ñèìâîë µ, 1 6 j1 < ... < jt 6 l. Ïóñòü âåðøèíå
qjs , s = 1, ..., k, ñîîòâåòñòâóåò ïîäôîðìóëà µ(Σi, yjs), ãäå Σs � ôîðìóëà íàä C, yjs ∈ Xn.
Ïîëîæèì Λk =

⋃
{j2(yj1)...j2(yjk)}, ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì âåðøèíàì v ∈ Vk,

k > 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà Λk ðàâíà íåêîòîðîìó ìîíî-
ìó. Î÷åâèäíî, ÷òî |Λk| 6 |Vk(Φ)|. Èç ëåììû 2.3.4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè Φ � ìèíèìàëüíàÿ
ôîðìóëà, òî êàæäûé ìîíîì èç ìíîæåñòâà Λk(Φ) ñîñòîèò èç k ðàçëè÷íûõ ìíîæèòåëåé.

Ëåììà 2.3.7. Ïóñòü Φn � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ τn, n > 2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k = 1, ..., n ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|Vk(Φn)| > Ck
n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T̂n � äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå Φn, e � ðåáðî,
âûõîäÿùåå èç âåðøèíû, ñìåæíîé ñ êîðíåâîé. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, äëÿ íåêîòîðîãî
k > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Vk(Φn)| < Ck

n. Òàê êàê |Λk| 6 |Vk|, òî |Λk| < Ck
n.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ïåðåìåííûå xi1 , ..., xik ∈ X, òàêèå, ÷òî j2(xi1)...j2(xik) /∈ Λk.
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P ðåáðó e íå ìîæåò áûòü
ïðèïèñàíà ôóíêöèÿ j2(xi1)...j2(xik). Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ ÷åðíàÿ âåðøèíà äåðåâà
T̂n. Ðàññìîòðèì öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíó v ñ êîðíåâîé âåðøèíîé äåðåâà T̂n. Ïóñòü
kmax � ìàêñèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî äàííàÿ öåïü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó
èç ìíîæåñòâà Vkmax . Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ. Åñëè kmax < k, òî
ìîíîì, ïðèïèñàííûé ðåáðó e â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P íà øàãå, ñîîò-
âåòñòâóþùåì ÷åðíîé âåðøèíå v, ñîäåðæèò ìåíåå k ìíîæèòåëåé âèäà j2(·), è ïîýòîìó
ýòîò ìîíîì îòëè÷åí îò j2(xi1)...j2(xik). Åñëè kmax = k, òî ìîíîì, ïðèïèñàííûé ðåáðó e
â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P íà øàãå, ñîîòâåòñòâóþùåì ÷åðíîé âåðøèíå v,
îòëè÷åí îò j2(xi1)...j2(xik), ïîñêîëüêó j2(xi1)...j2(xik) /∈ Λk. Åñëè kmax > k, òî ñ ó÷åòîì
ëåììû 2.3.4 ìîíîì, ïðèïèñàííûé ðåáðó e â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû P íà
øàãå, ñîîòâåòñòâóþùåì ÷åðíîé âåðøèíå v, ñîäåðæèò áîëåå k ìíîæèòåëåé âèäà j2(·),
è ïîýòîìó ýòîò ìîíîì îòëè÷åí îò j2(xi1)...j2(xik). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Φn � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ τn, n > 2.
Òîãäà ôîðìóëà Φn ñîäåðæèò íå ìåíåå 2n − 1 áåëûõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.3.7 ôîðìóëà Φn ñîäåðæèò íå ìåíåå C1
n + ... + Cn

n =
2n − 1 áåëûõ âåðøèí. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

2.3.3 Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî íàáîðîâ Vn, n > 1, ñ íàòóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáûõ l > 1 è n > 1 ïîëîæèì

Vn
l = {(i1, ..., il)|1 6 i1, ..., il 6 n, ïðè÷åì ñðåäè i1, ..., il íåò îäèíàêîâûõ ÷èñåë}.

Ïîëîæèì Vn =
⋃

Vn
l , ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî l = 1, ..., n.

Ïóñòü F ⊆ Vn. Äëÿ ëþáîãî k = 1, ..., n îïðåäåëèì ìíîæåñòâî D(F , k), ÿâëÿþùååñÿ
ìíîæåñòâîì âñåõ íàáîðîâ èç F , êîòîðûå èìåþò êîìïîíåíòó, ðàâíóþ k. Ïîëîæèì

D(F , k) = {(i1, ..., il) ∈ F| ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå j, òàêîå, ÷òî 1 6 j 6 l, ij = k}.

Ïîëîæèì dmax(F) = max |D(F , k)|, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî k = 1, ..., n. Îáîçíà÷èì
÷åðåç d(F) íàèìåíüøåå èç íàòóðàëüíûõ k, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó |D(F , k)| =
dmax(F).

Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2, n > 1. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå (1).
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî I = I(f) íàáîðîâ ñ íàòóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Íàáîð I = (i1, ..., il), ãäå 1 6 l 6 n, l = l(I), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó I òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1 6 i1 < ... < il 6 n è âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç
äâóõ óñëîâèé:

1) j2(xi1)...j2(xil) ∈ Kf ,
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2) j1(xt)j2(xi1)...j2(xil) ∈ Kf õîòÿ áû äëÿ îäíîãî t ∈ {1, ..., n}\{i1, ..., il} (íàïîìíèì,
÷òî Kf � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîíåíò ôóíêöèè f).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rf ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i, òàêèõ, ÷òî 1 6 i 6 n è
â ìíîæåñòâå I(f) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí íàáîð, èìåþùèé êîìïîíåíòó, ðàâíóþ i.
Ïîëîæèì rf = |Rf |.

Îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî âåëè÷èíå rf âåëè÷èíó B(f), êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè f ∈ L2. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2, n > 1. Åñëè rf = 0, òî ïîëîæèì
B(f) = 0. Ïóñòü rf 6= 0. Ñãðóïïèðîâàâ âìåñòå âñå êîìïîíåíòû ôóíêöèè f , ñîäåðæàùèå
ìíîæèòåëü j2(xd(I)), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå f = j2(xd(I))f1 +f2, ãäå
f1, f2 � ôóíêöèè èç L2, íè îäíà êîìïîíåíòà êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëÿ j2(xd(I)).
Òîãäà rf1 < rf , rf2 < rf . Ïîëîæèì B(f) = 1 +B(f1) +B(f2).

Èç îïðåäåëåíèÿ B(f) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , òàêîé, ÷òî Kf = ∅,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B(f) = 0. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

B(0) = 0, B(1) = 0, B(j1(x1)) = 0, B(1 + j1(x1)) = 0, B(1 + j1(x1) + j1(x2)) = 0.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå B(f) äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f(x1), ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ
íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-
öèè f . Åñëè f(x1) = 1 + j1(x1) + j2(x1), òî I(f) = {(1)} (òî åñòü ìíîæåñòâî I(f)
ñîñòîèò èç îäíîãî íàáîðà äëèíû 1, åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà 1). Òîãäà
dmax(I(f)) = 1, è, âûíîñÿ çà ñêîáêó ìíîæèòåëü j2(x1), ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè f â âèäå f(x1) = j2(x1) · 1 + (1 + j1(x1)). Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
B(1) = B(1 + j1(x1)) = 0, òî B(1 + j1(x1) + j2(x1)) = 1 + B(1) + B(1 + j1(x1)) = 1.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

B(j2(x1)) = 1, B(1 + j2(x1)) = 1, B(j1(x1) + j2(x1)) = 1.

Ëåììà 2.3.8. Ïóñòü f ∈ L2. Òîãäà

B(f) 6 2rf − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî âåäåì èíäóêöèåé ïî rf . Åñëè rf = 0, òî Kf = ∅ è B(f) = 0, òî
åñòü óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ ôóíêöèé f , òàêèõ, ÷òî rf 6 s, s ∈ N. Ïóñòü f òàêîâà, ÷òî rf = s+ 1. Ðàññìîòðèì
ðàâåíñòâî f = j2(xd(I))f1 +f2. Òàê êàê rf1 6 s, rf2 6 s, òî ê ôóíêöèÿì f1, f2 ïðèìåíèìî
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Òîãäà

B(f) 6 1 +B(f1) +B(f2) 6 1 + 2s − 1 + 2s − 1 = 2s+1 − 1.

Ëåììà äîêàçàíà.
Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Yf ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî Kf ∪Jf ∪Hf (ñì. êàíîíè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f). Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2. Ðàññìîòðèì
êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f . Âûíåñåì çà ñêîáêè ìíîæèòåëü j2(xd(I)):

f = j2(xd(I))f1 + f2.
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Îòìåòèì îäíî ñâîéñòâî ôóíêöèé f1 è f2, à èìåííî: |Yf1|+ |Yf2| = |Yf |. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ
çàïèñè îáîçíà÷èì ôóíêöèþ j2(xd(I))f1 ÷åðåç f3. Î÷åâèäíî, ÷òî |Yf1 | = |Yf3|. Ïîêàæåì,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |Yf3 | + |Yf2| = |Yf |. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Yf3 è Yf2 íå
ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Yf1 ñîäåðæèò ìíîæèòåëü j2(xd(I)),
à íè îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Yf2 åãî íå ñîäåðæèò. Òîãäà èç a ∈ Yf2 ñëåäóåò a ∈ Yf ;
è èç a ∈ Yf3 ñëåäóåò a ∈ Yf . Ñëåäîâàòåëüíî, |Yf3|+ |Yf2| 6 |Yf |. Íàîáîðîò, åñëè a ∈ Yf ,
òî èç ðàâåíñòâà f = f2 + f3 ñëåäóåò, ÷òî èëè a ∈ Yf2 , èëè a ∈ Yf3 . Ñëåäîâàòåëüíî,
|Yf3|+ |Yf2 | > |Yf |. Òàêèì îáðàçîì, |Yf3|+ |Yf2| = |Yf |. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà |Yf1| = |Yf3|
ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå |Yf1|+ |Yf2 | = |Yf |.

Ëåììà 2.3.9. Ïóñòü f(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(1), òàêàÿ, ÷òî f 6= 0 è
f 6= j1(xi), i = 1, ..., n. Òîãäà

LC(f) 6 |Yf |+B(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî LC(f) 6 B(f) + |Yf |.

Åñëè f = j2(xi), òî B(f) = 1, |Yf | = 1 è ôîðìóëà µ(1(x1), xi) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f ñî ñëîæíîñòüþ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f) 6 B(f) + |Yf |. Åñëè f = j1(xi) + j2(xi), òî
B(f) = 1, |Yf | = 2 è ôîðìóëà λ(xi, µ(1(x1), xi)) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f ñî ñëîæíîñòüþ
3. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f) 6 B(f) + |Yf |.

Åñëè f = 1, òî B(f) = 0, |Yf | = 1 è ôîðìóëà 1(x1) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f ñî ñëîæ-
íîñòüþ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f) 6 B(f) + |Yf |. Åñëè f = 1 + j1(xi), òî B(f) = 0,
|Yf | = 2 è ôîðìóëà λ(1(xi), xi) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f ñî ñëîæíîñòüþ 2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, LC(f) 6 B(f) + |Yf |. Åñëè f = 1 + j2(xi), òî B(f) = 1, |Yf | = 2 è ôîð-
ìóëà λ(1(x1), µ(1(x1), xi)) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f ñî ñëîæíîñòüþ 3. Ñëåäîâàòåëüíî,
LC(f) 6 B(f) + |Yf |. Åñëè f = 1 + j1(xi) + j2(xi), òî B(f) = 1, |Yf | = 3 è ôîð-
ìóëà λ(λ(1, xi), µ(1(x1), xi)) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f ñî ñëîæíîñòüþ 4. Ñëåäîâàòåëüíî,
LC(f) 6 B(f) + |Yf |. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.10. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ èç êëàññà L2, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ
íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà

LC(f) 6 |Yf |+B(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âåäåì èíäóêöèåé ïî âåëè÷èíå rf . Åñëè rf = 0,
òî B(f) = 0 è Kf = ∅. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 2

LC(j1(x1) + ...+ j1(xn)) = n = |Yf |, LC(1 + j1(x1) + ...+ j1(xn)) = 1 + n = |Yf |.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå rf = 0 óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g(x1, ..., xn) èç L2, òàêîé, ÷òî rf 6 m, è ñóùåñòâåííî

çàâèñÿùåé íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî LC(g) 6 |Yg|+
B(g);m > 0. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ èç L2, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ íå ìåíåå ÷åì
îò äâóõ ïåðåìåííûõ, è òàêàÿ, ÷òî rf = m+1. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
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ôóíêöèè f . Ñãðóïïèðîâàâ âìåñòå âñå êîìïîíåíòû ôóíêöèè f , ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëü
j2(xd(I)), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå f = j2(xd(I))f1 + f2, ãäå f1, f2 �
ôóíêöèè èç L2, ïðè÷åì rf1 6 rf è rf2 6 rf . Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ôóíêöèè f1, f2 ñóùåñòâåííî çàâèñÿò íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
Òîãäà ê íèì ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïîýòîìó LC(fi) 6 B(fi) + |Yfi|,
i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

LC(f) 6 1 + LC(f1) + LC(f2) 6 1 + (B(f1) + |Yf1|) + (B(f2) + |Yf2 |).

Ïî îïðåäåëåíèþ 1 + B(f1) + B(f2) = B(f). Êðîìå òîãî, ïî ñâîéñòâó ôóíêöèé f1 è f2

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |Yf1|+ |Yf2| = |Yf |. Ñëåäîâàòåëüíî,

LC(f) 6 (1 +B(f1) +B(f2)) + (|Yf1 |+ |Yf2|) = B(f) + |Yf |,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà èíäóêöèè.
Ñëó÷àé 2. Ôóíêöèÿ f1 ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ,

ôóíêöèÿ f2 ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà ê ôóíêöèè
f1 ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f1) ≤ B(f1) + |Yf1|.

Åñëè f2 = 0, òî B(f2) = 0 è f = j2(xd(I))f1. Èç ðàâåíñòâà B(f2) = 0 è îïðåäåëåíèÿ
âåëè÷èíû B(f) ñëåäóåò, ÷òî B(f) = 1+B(f1). Èç ðàâåíñòâà f = j2(xd(I))f1 ñëåäóåò, ÷òî
LC(f) 6 1 + LC(f1). Èç ñâîéñòâà ôóíêöèé f1 è f2, à òàêæå ðàâåíñòâà f2 = 0, ñëåäóåò,
÷òî |Yf | = |Yf1|. Ñëåäîâàòåëüíî,

LC(f) 6 1 + LC(f1) 6 1 + (B(f1) + |Yf1|) = B(f) + |Yf |.

Åñëè f2 = j1(xi), xi ∈ Xn, òî B(f2) = 0 è f = λ(xi, j2(xd(I))f1). Èç ðàâåíñòâà
B(f2) = 0 è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû B(f) ñëåäóåò, ÷òî B(f) = 1 + B(f1). Òàê êàê
f = λ(xi, j2(xd(I))f1), òî LC(f) 6 2 + LC(f1). Èç ñâîéñòâà ôóíêöèé f1 è f2 ñëåäóåò, ÷òî
|Yf | = |Yf1|+ |Yf2| = |Yf1|+ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

LC(f) 6 1 + 1 + LC(f1) 6 1 + 1 + (B(f1) + |Yf1|) = B(f) + |Yf |.

Åñëè f2 6= 0 è f2 6= j1(xi), òî â ñèëó ëåììû 2.3.10 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî LC(f) 6
|Yf |+B(f).

Òàê êàê f = j2(xd(I))f1+f2, òî LC(f) 6 1+LC(f1)+LC(f2). Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû
B(f) ñëåäóåò, ÷òî B(f) = 1 +B(f1) +B(f2). Èç ñâîéñòâà ôóíêöèé f1 è f2 ñëåäóåò, ÷òî
|Yf | = |Yf1|+ |Yf2|. Òîãäà

LC(f) 6 1 + LC(f1) + LC(f2) 6 1 + (B(f1) + |Yf1|) + (B(f2) + |Yf2|) =

= (1 +B(f1) +B(f2)) + (|Yf1|+ |Yf2|) = B(f) + |Yf |.

Ñëó÷àé 3. Ôóíêöèÿ f1 ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, à
ôóíêöèÿ f2 ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ê ôóíêöèè
f2 ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f2) ≤ B(f2) + |Yf2|.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû B(f) ñëåäóåò, ÷òî f1 6= 0.
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Åñëè f1 = j1(xi), xi ∈ Xn, òî B(f1) = 0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû B(f)
ñëåäóåò, ÷òî B(f) = 1 + B(f2). Òàê êàê f = j2(xd(I))j1(xi) + f2, òî LC(f) 6 2 + LC(f2).
Èç ñâîéñòâà ôóíêöèé f1 è f2 ñëåäóåò, ÷òî |Yf | = |Yf1|+ |Yf2| = |Yf2|+1. Ñëåäîâàòåëüíî,

LC(f) 6 2 + LC(f2) 6 2 + (B(f2) + |Yf2|) = B(f) + |Yf |.

Åñëè f1 6= 0 è f1 6= j1(xi), òî â ñèëó ëåììû 2.3.10 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî LC(f) 6
|Yf |+B(f). Òàê êàê f = j2(xd(I))f1 +f2, òî LC(f) 6 1+LC(f1)+LC(f2). Èç îïðåäåëåíèÿ
âåëè÷èíû B(f) ñëåäóåò, ÷òî B(f) = 1 + B(f1) + B(f2). Èç ñâîéñòâà ôóíêöèé f1 è f2

ñëåäóåò, ÷òî |Yf | = |Yf1|+ |Yf2 |. Òîãäà

LC(f) 6 1 + LC(f1) + LC(f2) 6 1 + (B(f1) + |Yf1|) + (B(f2) + |Yf2 |) =

= (1 +B(f1) +B(f2)) + (|Yf1|+ |Yf2|) = B(f) + |Yf |.
Ñëó÷àé 4. Ôóíêöèè f1, f2 ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Îòìåòèì, ÷òî f1 6= 0 ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû B(f). Ïóñòü d(I) = i.
Ñëó÷àé 4à. Ïóñòü f1 = j1(xj), xj ∈ Xn \ {xi}. Òîãäà âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
Ñëó÷àé 4aI. Åñëè f2 = 0, òî f = j1(xj)j2(xi), xi ∈ Xn. Òîãäà B(f) = 1, |Yf | = 1

è ôîðìóëà µ(xj, xi) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f ñî ñëîæíîñòüþ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f) 6
B(f) + |Yf |.

Ñëó÷àé 4aII. Åñëè f2 = j1(xk), xk ∈ Xn, òî f = j1(xj)j2(xi)+ j1(xk). Òîãäà B(f) = 1,
|Yf | = 2 è ôîðìóëà λ(xk, µ(xj, xi)) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f ñî ñëîæíîñòüþ 3. Ñëåäîâà-
òåëüíî, LC(f) 6 B(f) + |Yf |.

Ñëó÷àé 4aIII. Åñëè f2 6= 0 è f2 6= j1(xk), xk ∈ Xn, òî ïî ëåììå 2.3.9 LC(f2) 6
|Yf2| + B(f2). Òàê êàê f = λ(µ(xj, xi), f2), òî LC(f) 6 2 + LC(f2). Òàê êàê f1 = j1(xj),
òî B(f1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, B(f) = 1 + B(f2). Òàê êàê |Yf1 | = 1, òî 1 + |Yf2 | = |Yf |.
Òîãäà

LC(f) 6 2 + LC(f2) 6 2 +B(f2) + |Yf2| = (1 +B(f2)) + (1 + |Yf2|) = B(f) + |Yf |.

Ñëó÷àé 4á. Ïóñòü f1 6= 0 è f1 6= j1(xj), xj ∈ Xn. Òîãäà ïî ëåììå 2.3.9 LC(f1) 6
|Yf1|+B(f1).

Ñëó÷àé 4áI. Åñëè f2 = 0, òî f = f1j2(xi), xi ∈ Xn. Ñëåäîâàòåëüíî, B(f) = 1+B(f1).
Î÷åâèäíî, ÷òî |Yf | = |Yf1|. Òàê êàê f = µ(f1, xi), òî LC(f) 6 1 + LC(f1). Òîãäà

LC(f) 6 1 + LC(f1) 6 1 +B(f1) + |Yf1| = B(f) + |Yf |.

Ñëó÷àé 4áII. Åñëè f2 = j1(xj), òî f = f1j2(xi) + j1(xj), xi, xj ∈ Xn. Òàê êàê
B(j1(xj)) = 0, òî B(f) = 1 + B(f1). Êðîìå òîãî, èç ñâîéñòâà ôóíêöèé f1 è f2 ñëå-
äóåò, ÷òî |Yf | = |Yf1|+ |Yf2| = |Yf1|+ 1. Èç ðàâåíñòâà f = f1j2(xi) + j1(xj) ñëåäóåò, ÷òî
LC(f) 6 2 + LC(f1). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

LC(f) 6 2 + LC(f1) 6 2 +B(f1) + |Yf1| = (1 +B(f)) + (1 + |Yf1|) = B(f) + |Yf |.

Ñëó÷àé 4áIII. Åñëè f2 6= 0 è f2 6= j1(xj), xj ∈ Xn, òî ïî ëåììå 2.3.9 LC(f2) 6
|Yf2| + B(f2). Òàê êàê f = λ(µ(f1, xi), f2), òî LC(f) 6 1 + LC(f1) + LC(f2). Èç ñâîéñòâà
ôóíêöèé f1 è f2 ñëåäóåò, ÷òî |Yf | = |Yf1|+ |Yf2|. Òîãäà

LC(f) 6 1 + LC(f1) + LC(f2) 6 1 +B(f1) +B(f2) + |Yf1 |+ |Yf2| =
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= (1 +B(f1) +B(f2)) + (|Yf1|+ |Yf2|) = B(f) + |Yf |.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèåì èç äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïðè âñåõ n > 2 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

LC(L2(n)) = n2n−1 + 2n+1 − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà. Èç ëåììû 2.3.9 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f(x1, ..., xn), îòëè÷íîé îò ôóíêöèé 0 è j1(x), ñïðàâåäëèâà îöåíêà LC(f) 6 |Yf | +
B(f). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ñèëó ëåììû 2.3.8 B(f) 6 2n − 1, à òàêæå |Yf | 6 |Yτn| =
n2n−1 + 2n, ìû èìååì:

LC(f) 6 |Yf |+B(f) 6 n2n−1 + 2n + 2n − 1 = n2n−1 + 2n+1 − 1.

Íèæíÿÿ îöåíêà. Ïóñòü Φn � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ τn,
T̂n � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî. Ïî ñëåäñòâèþ 2 èç ëåììû 2.3.3 äåðåâî T̂n ñîäåðæèò íå
ìåíåå n2n−1 + 2n ÷åðíûõ âåðøèí. Ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 2.3.7 äåðåâî T̂n ñîäåðæèò íå
ìåíåå 2n−1 áåëûõ âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, Lτn(f) > n2n−1+2n+2n−1 = n2n−1+2n+1−1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.3.4 Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî âåëè÷èíå rf âåëè÷èíó A(f), êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè f ∈ L2. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2, n > 1. Åñëè rf = 0, òî ïîëîæèì
A(f) = 0. Ïóñòü rf 6= 0. Ïóñòü f1, ..., fs � òàêèå ôóíêöèè èç L2(n), ÷òî îäíîâðåìåííî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) s > 1;
2) äëÿ êàæäîãî i = 1, ..., s âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Yfi| > 1;
3) äëÿ êàæäîãî i = 1, ..., s íàéäåòñÿ ïåðåìåííàÿ xl ∈ Xn, l = l(i), òàêàÿ, ÷òî

ìíîæèòåëü j2(xl) ñîäåðæèòñÿ â êàæäîì ýëåìåíòå ìíîæåñòâà Yfi ;
4) äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, ..., s} âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå |Yfi | ∩ |Yfj | = ∅;
5) f(x1, ..., xn) = ηf (x1, ..., xn) + f1(x1, ..., xn) + ...+ fs(x1, ..., xn).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̃i ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ôóíêöèè fi âûíåñåíèåì çà ñêîáêè ìíîæèòåëÿ j2(xl), l = l(i). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ fi = f̃ij2(xl) è l /∈ Rf̃i

. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Rf ìû îáîçíà÷àåì ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i, òàêèõ, ÷òî õîòÿ áû îäíà êîïìîíåíòà ôóíêöèè f ñîäåðæèò
ìíîæèòåëü j2(xi). Òàê êàê l /∈ Rf̃i

, òî rf̃i < rf , i = 1, ..., s.

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî f̃i 6= 0.
Çàìå÷àíèå 2. Èç óñëîâèé 4-5 ñëåäóåò, ÷òî |Yf | = |Yηf |+ |Yf1|+ ...+ |Yfs|. Ñ ó÷åòîì

î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ |Yfi | = |Yf̃i |, i = 1, ..., s, âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ðàâåíñòâî |Yf | =
|Yηf |+ |Yf̃1 |+ ...+ |Yf̃s|.

Ïîëîæèì D = {f1, ..., fs}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zf ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ D, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1�5. Â ñèëó êîíå÷íîñòè ÷èñëà ôóíêöèé èç P3,2, ñóùåñòâåííî,
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çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò n ïåðåìåííûõ, ìíîæåñòâî Zf êîíå÷íî. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî
íåïóñòî. Ïóñòü Zf = {D1, ..., Dt}, t > 1. Äëÿ êàæäîãî i = 1, ..., t ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî Di = {f1i, ..., fsi}, s = s(i). Ïîëîæèì Ai(f) = (1 + A(f̃1i)) + ... + (1 + A(f̃si)) =

s + A(f̃1) + ... + A(f̃s), ãäå s = s(i). Ïîëîæèì A(f) = minAi(f), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì i = 1, ..., t.

Îòìåòèì ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè A(f) è B(f). Ïóñòü f ∈ L2. Åñëè rf = 0, òî èç
îïðåäåëåíèé âåëè÷èí A(f) è B(f) âûòåêàåò ðàâåíñòâî A(f) = B(f) = 0. Ïóñòü rf 6= 0.
Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû B(f) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

B(f) = 1 +B(f1) +B(g),

ãäå f1, g � ôóíêöèè èç L2, òàêèå, ÷òî

f = j2(xd(I(f)))f1 + g,

ïðè÷åì d(I) /∈ Rf1 , d(I) /∈ Rg. Àíàëîãè÷íî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

B(g) = 1 +B(f2) +B(h),

ãäå f2, h � ôóíêöèè èç L2, òàêèå, ÷òî

g = j2(xd(I(g)))f2 + h,

ïðè÷åì d(I) /∈ Rf2 , d(I) /∈ Rh. Ñëåäîâàòåëüíî,

B(f) = 2 +B(f1) +B(f2) +B(h),

è ò.ä. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì âûíîñèòü çà ñêîáêó íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ
ìíîæèòåëü, ïîêà ýòî âîçìîæíî, ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå

f = j2(xi1)f1 + ...+ j2(xil)fl + ηf ,

ãäå l > 1, i1, ..., il ∈ Xn. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

B(f) = l +B(f1) +B(f2) + ...+B(fl).

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé {j2(xi1)f1, ..., j2(xil)fl} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1�
5 èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Zf . Ñëåäîâàòåëüíî,

{j2(xi1)f1, ..., j2(xil)fl} ∈ Zf .

Òîãäà ìèíèìóì â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû A(f) íå ìîæåò áûòü áîëüøå B(f). Èòàê, äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî A(f) 6 B(f).

Òàê êàê ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè f ∈ L2 â âèäå f = j2(xd(I))f1 + f2 èç îïðåäåëåíèÿ
âåëè÷èíû B(f) ñîîòâåòñòâóåò îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zf â îïðåäåëåíèè âåëè÷è-
íû A(f), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2, òàêîé, ÷òî rf 6= 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
A(f) 6 B(f).
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Èç îïðåäåëåíèÿ A(f) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , òàêîé, ÷òî Kf = ∅,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A(f) = 0, òàê êàê äëÿ òàêèõ ôóíêöèé rf = 0. Â ÷àñòíîñòè,
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

A(0) = 0, A(1) = 0, A(j1(x1)) = 0, A(1 + j1(x1)) = 0, A(1 + j1(x1) + j1(x2)) = 0.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå A(f) äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f(x1), ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ
íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå (1).
Åñëè f(x1) = 1 + j1(x1) + j2(x1), òî I(f) = {(1)} (òî åñòü ìíîæåñòâî I(f) ñîñòîèò èç
îäíîãî íàáîðà äëèíû 1, åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà 1). Òîãäà ìíîæåñòâî
Zf ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà D1 = {j2(x1)}, òàê êàê D1 � åäèíñòâåííîå
ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1�5. Âûíîñÿ çà ñêîáêó ìíîæèòåëü j2(x1), ìû
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå f(x1) = j2(x1) · 1 + (1 + j1(x1)). Òàê êàê
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà A(1) = A(1 + j1(x1)) = 0, òî A(1 + j1(x1) + j2(x1)) = 1 +A(1) +
A(1 + j1(x1)) = 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

A(j2(x1)) = 1, A(1 + j2(x1)) = 1, A(j1(x1) + j2(x1)) = 1.

Ëåììà 2.3.11. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(1), ïðè÷åì f 6= 0
è f 6= j1(xi). Òîãäà

LC(f) 6 |Yf |+ A(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, ÷òî LC(f) 6 |Yf |+A(f).
Åñëè f̃j = j2(xi), òî A(f̃j) = 1, |Yf̃j | = 1 è ôîðìóëà µ(1(x1), xi) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

f̃j ñî ñëîæíîñòüþ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f̃j) 6 A(f̃j) + |Yf̃j |. Åñëè f̃j = j1(xi) + j2(xi), òî

A(f̃j) = 1, |Yf̃j | = 2 è ôîðìóëà λ(xi, µ(1(x1), xi)) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f̃j ñî ñëîæíîñòüþ

3. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f̃j) 6 A(f̃j) + |Yf̃j |.
Åñëè f̃j = 1, òî A(f̃j) = 0, |Yf̃j | = 1 è ôîðìóëà 1(x1) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f̃j ñî ñëîæ-

íîñòüþ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f̃j) 6 A(f̃j) + |Yf̃j |. Åñëè f̃j = 1 + j1(xi), òî A(f̃j) = 0,

|Yf̃j | = 2 è ôîðìóëà λ(1(xi), xi) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f̃j ñî ñëîæíîñòüþ 2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, LC(f̃j) 6 A(f̃j) + |Yf̃j |. Åñëè f̃j = 1 + j2(xi), òî A(f̃j) = 1, |Yf̃j | = 2 è ôîð-

ìóëà λ(1(x1), µ(1(x1), xi)) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f̃j ñî ñëîæíîñòüþ 3. Ñëåäîâàòåëüíî,
LC(f̃j) 6 A(f̃j) + |Yf̃j |. Åñëè f̃j = 1 + j1(xi) + j2(xi), òî A(f̃j) = 1, |Yf̃j | = 3 è ôîð-

ìóëà λ(λ(1, xi), µ(1(x1), xi)) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f̃j ñî ñëîæíîñòüþ 4. Ñëåäîâàòåëüíî,
LC(f̃j) 6 A(f̃j) + |Yf̃j |. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.12. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ èç êëàññà L2, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ
íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà

LC(f) 6 |Yf |+ A(f).
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Äîêàçàòåëüñòâî âåäåì èíäóêöèåé ïî âåëè÷èíå rf . Ïóñòü rf = 0. Òîãäà Kf =
∅. Ïî îïðåäåëåíèþ A(f) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî LC(f) = |Yf | è óòâåðæäåíèå ëåììû
âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) èç L2, òàêîé, ÷òî rf 6 m, è ñóùåñòâåííî
çàâèñÿùåé íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî LC(f) 6 |Yf |+
A(f),m > 0. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ èç L2, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ íå ìåíåå ÷åì
îò äâóõ ïåðåìåííûõ, òàêàÿ, ÷òî rf = m+1. Ïóñòü Zf = {D1, ..., Dt}, t > 1. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî Di = {f1, ..., fs} èç ìíîæåñòâà Zf , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ âåëè÷èíà A(f)
(åñëè òàêèõ ìíîæåñòâ íåñêîëüêî, òî âûáåðåì ëþáîå èç íèõ). Òîãäà

f(x1, ..., xn) = ηf (x1, ..., xn) + f1(x1, ..., xn) + ...+ fs(x1, ..., xn),

ãäå s > 1, fi(x1, ..., xn) = j2(xji)f̃i(x1, ..., xn), f̃i ∈ L2(n), ji /∈ rf̃i . Ñëåäîâàòåëüíî,

LC(f) 6 LC(ηf ) + LC(f1) + ...+ LC(fs).

Ñðåäè ôóíêöèé f̃1, ..., f̃s, ìîãóò îêàçàòüñÿ ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèå íå áî-
ëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ôóíê-
öèè f̃1, ..., f̃p, 0 6 p 6 s. Òàê êàê rf̃i < rf , i = 1, ..., s, òî ïðè i > p ê ôóíêöèÿì f̃i ìîæíî
ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïîýòîìó

LC(f̃i) 6 |Yf̃i |+ A(f̃i), i = p+ 1, ..., s. (2.6)

Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû A(f) ñëåäóåò, ÷òî f̃1 6= 0,...,f̃p 6= 0. Ñðåäè ôóíêöèé
f̃1, ..., f̃p ìîãóò îêàçàòüñÿ ôóíêöèè âèäà j1(y), y ∈ Xn. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ôóíêöèè f̃1, ..., f̃q, 0 6 q 6 p. Òîãäà ïðè âñåõ i = 1, ..., p âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî fi = j1(yi)j2(xli), ãäå xli ∈ Xn \ {yi}. Ôóíêöèÿ fi = j1(yi)j2(xli) ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíà ôîðìóëîé µ(yi, xli) ñî ñëîæíîñòüþ 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ, ñó-
ùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ôîðìóëîé ñî
ñëîæíîñòüþ 0 èëè 1. Ïîýòîìó âûïîëÿíþòñÿ ðàâåíñòâà

LC(fi) = 2, i = 1, ..., q. (2.7)

Èç ëåììû 2.3.11 ñëåäóåò, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

LC(f̃i) 6 A(f̃i) + |Yf̃i |, i = q + 1, ..., p. (2.8)

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ηf = 0. Òîãäà f = f1 + ... + fs. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(f) 6 LC(f1) +

...+ LC(fs). Òîãäà
LC(f) 6 LC(f1) + ...+ LC(fs) =

= (LC(f1) + ...+ LC(fq)) + (LC(fq+1) + ...+ LC(fp)) + (LC(fp+1) + ...+ LC(fs)).

Òîãäà ñ ó÷åòîì 2.6,2.7,2.8 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

LC(f) 6 2 + ...+ 2︸ ︷︷ ︸
q ðàç

+((1 + |Yf̃q+1
|+ A(f̃q+1)) + ...+ (1 + |Yf̃p |+ A(f̃p)))+
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+((1 + |Yf̃p+1
|+ A(f̃p+1)) + ...+ (1 + |Yf̃s|+ A(f̃s))) =

= 2q + (s− q) + (|Yf̃q+1
|+ A(f̃q+1)) + ...+ (|Yf̃s|+ A(f̃s)) =

= (q + |Yf̃q+1
|+ ...+ |Yf̃s|) + (s+ A(f̃q+1) + ...+ A(f̃s)).

Òàê êàê |Yf̃1| = ... = |Yf̃q | = 1, òî q+ |Yf̃q+1
|+ ...+ |Yf̃s| = |Yf̃1|+ ...+ |Yf̃s|. Èç çàìå÷àíèÿ

2 ê îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû A(f) ñëåäóåò, ÷òî |Yf | = |Yf̃1| + ... + |Yf̃s|. Ïîýòîìó q +

|Yf̃q+1
| + ... + |Yf̃s| = |Yf |. Ïîñêîëüêó A(f̃1) = ... = A(f̃q) = 0, òî s + A(f̃q+1) + ... +

A(f̃s) = s+A(f̃1) + ...+A(f̃s). Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû A(f) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
s+A(f̃1) + ...+A(f̃s) = A(f). Ñëåäîâàòåëüíî, s+A(f̃q+1) + ...+A(f̃s) = A(f). Çíà÷èò,

LC(f) 6 |Yf |+ A(f),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â ñëó÷àå 1.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ηf = j1(xi). Òîãäà f(x1, ..., xn) = λ(xi, f1 + ...+ fs). Ñëåäîâàòåëüíî,

LC(f) 6 1 + LC(f1) + ...+ LC(fs). Òîãäà

LC(f) 6 1 + LC(f1) + ...+ LC(fs) =

= 1 + (LC(f1) + ...+ LC(fq)) + (LC(fq+1) + ...+ LC(fp)) + (LC(fp+1) + ...+ LC(fs)).

Òîãäà ñ ó÷åòîì 2.6,2.7,2.8 ìû èìååì:

LC(f) 6 1 + 2 + ...+ 2︸ ︷︷ ︸
q ðàç

+((1 + |Yf̃q+1
|+ A(f̃q+1)) + ...+ (1 + |Yf̃p|+ A(f̃p)))+

+((1 + |Yf̃p+1
|+ A(f̃p+1)) + ...+ (1 + |Yf̃s|+ A(f̃s))) =

= 1 + 2q + (s− q) + (|Yf̃q+1
|+ A(f̃q+1)) + ...+ (|Yf̃s|+ A(f̃s)) =

= (1 + q + |Yf̃q+1
|+ ...+ |Yf̃s|) + (s+ A(f̃q+1) + ...+ A(f̃s)).

Òàê êàê |Yf̃1| = ... = |Yf̃q | = 1, òî q+ |Yf̃q+1
|+ ...+ |Yf̃s| = |Yf̃1|+ ...+ |Yf̃s|. Èç çàìå÷àíèÿ

2 ê îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû A(f) ñëåäóåò, ÷òî |Yf | = |Yηf | + |Yf̃1| + ... + |Yf̃s|. Ïîýòîìó
1 + q+ |Yf̃q+1

|+ ...+ |Yf̃s| = |Yf |. Ïîñêîëüêó A(f̃1) = ... = A(f̃q) = 0, òî s+A(f̃q+1) + ...+

A(f̃s) = s+A(f̃1) + ...+A(f̃s). Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû A(f) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
s+A(f̃1) + ...+A(f̃s) = A(f). Ñëåäîâàòåëüíî, s+A(f̃q+1) + ...+A(f̃s) = A(f). Çíà÷èò,

LC(f) 6 |Yf |+ A(f),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â ñëó÷àå 2.
Ñëó÷àé 3. ηf 6= 0, ηf 6= j1(xi). Òîãäà LC(ηf ) = |Yηf |. Èç ðàâåíñòâà f(x1, ..., xn) =

ηf + f1 + ...+ fs ñëåäóåò, ÷òî LC(f) 6 LC(ηf ) + LC(f1) + ...+ LC(fs).
Òîãäà

LC(f) 6 LC(ηf ) + LC(f1) + ...+ LC(fs) =

= LC(ηf ) + (LC(f1) + ...+ LC(fq)) + (LC(fq+1) + ...+ LC(fp)) + (LC(fp+1) + ...+ LC(fs)).
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Òîãäà ñ ó÷åòîì 2.6,2.7,2.8 ìû èìååì:

LC(f) 6 LC(ηf ) + 2 + ...+ 2︸ ︷︷ ︸
q ðàç

+((1 + |Yf̃q+1
|+ A(f̃q+1)) + ...+ (1 + |Yf̃p |+ A(f̃p)))+

+((1 + |Yf̃p+1
|+ A(f̃p+1)) + ...+ (1 + |Yf̃s|+ A(f̃s))) =

= |Yηf |+ 2q + (s− q) + (|Yf̃q+1
|+ A(f̃q+1)) + ...+ (|Yf̃s|+ A(f̃s)) =

= (|Yηf |+ q + |Yf̃q+1
|+ ...+ |Yf̃s|) + (s+ A(f̃q+1) + ...+ A(f̃s)).

Òàê êàê |Yf̃1| = ... = |Yf̃q | = 1, òî q+ |Yf̃q+1
|+ ...+ |Yf̃s| = |Yf̃1|+ ...+ |Yf̃s|. Èç çàìå÷àíèÿ

2 ê îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû A(f) ñëåäóåò, ÷òî |Yf | = |Yηf | + |Yf̃1| + ... + |Yf̃s|. Ïîýòîìó
|Yηf |+q+|Yf̃q+1

|+...+|Yf̃s| = |Yf |. Ïîñêîëüêó A(f̃1) = ... = A(f̃q) = 0, òî s+A(f̃q+1)+...+

A(f̃s) = s+A(f̃1) + ...+A(f̃s). Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû A(f) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
s+A(f̃1) + ...+A(f̃s) = A(f). Ñëåäîâàòåëüíî, s+A(f̃q+1) + ...+A(f̃s) = A(f). Çíà÷èò,

LC(f) 6 |Yf |+ A(f),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â ñëó÷àå 3. Ëåììà äîêàçàíà.

2.3.5 Íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2 äîêàæåì íèæíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè åå ðåà-
ëèçàöèè íàä áàçèñîì C.

Ëåììà 2.3.13. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà L2. Òîãäà

LC(f) > |Yf |+ A(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ L2. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé
ïî âåëè÷èíå rf . Ïóñòü rf = 0. Òîãäà Kf = ∅. Ïî îïðåäåëåíèþ A(f) = 0. Î÷åâèäíî,
÷òî LC(f) > |Yf |. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) èç L2, òàêîé, ÷òî rf 6 m, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî LC(f) > |Yf | + A(f), m > 0. Ïóñòü òåïåðü f(x1, ..., xn) � ôóíêöèÿ èç L2,
òàêàÿ, ÷òî rf = m + 1. Ïóñòü Φ � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ
ôóíêöèþ f , T̂ � ñîîòâåòñòâóþùåå åé äåðåâî, v∗ � âåðøèíà äåðåâà T̂ , ñìåæíàÿ ñ
êîðíåâîé, à e � ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v∗.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà V1(Φ). Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà
T̂ , êîòîðîé ïðèïèñàí ñèìâîë µ. Âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó V1 = V1(Φ), åñëè
öåïü äåðåâà T̂ , ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíó v ñ âåðøèíîé v∗, ñîäåðæèò ðîâíî îäíó âåðøèíó,
êîòîðîé ïðèïèñàí ñèìâîë µ (à èìåííî âåðøèíó v).

Ïóñòü V1(T̂ ) = {v1, ..., vq}, q > 0. Åñëè q = 0, òî ôîðìóëà Φ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f , íå èìåþùóþ íè îäíîé êîìïîíåíòû, òî åñòü Kf = 0. Òîãäà rf = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ
âåëè÷èíû A(f) ñëåäóåò, ÷òî A(f) = 0. Òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî.
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Ïóñòü q > 1. Âåðøèíå vl ñîîòâåòñòâóåò ïîäôîðìóëà âèäà µ(Σl, yl), ãäå Σl �ôîðìóëà
íàä C, yl ∈ Xn, l = 1, ..., q. Èç ëåììû 2.3.6 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà

Ω = λ(Σ0, λ(µ(Σ1, y1), λ(µ(Σ2, y2), ..., λ(µ(Σq−1, yq−1), µ(Σq, yq))))),

ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , ãäå ôîðìóëà Σ0 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ηf è L(Ω) = L(Φ).
Áóäåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî Φ = Ω. Ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå íåðà-
âåíñòâî L(Σ0) > |Jf |+ |Hf |.

Ïóñòü ôîðìóëà Σl ðåàëèçóåò ôóíêöèþ gl, l = 1, ..., q. Ïî ëåììå 2.3.4 ôîðìóëà Σl

íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäôîðìóë âèäà µ(Ω, yl), ãäå Ω � ôîðìóëà íàä C. Ñëåäîâàòåëü-
íî, yl /∈ Rgl (íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Rf ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
i, òàêèõ, ÷òî õîòÿ áû îäíà êîïìîíåíòà ôóíêöèè f ñîäåðæèò ìíîæèòåëü j2(xi).) Íî
òîãäà rgl < rf äëÿ âñåõ l = 1, ..., q. Ñëåäîâàòåëüíî, ê ôóíêöèÿì gl ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïîýòîìó L(Σl) > |Ygl |+ A(gl), l = 1, ..., q.

Ïóñòü κ � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà ôóíêöèè f . Òîãäà ñðåäè ôóíêöèé µ(Σl, yl),
l = 1, ..., q íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ êîìïîíåíòó κ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |Jf | + |Hf | + |Yµ(g1,y1)| + ... + |Yµ(gq ,yq)| > |Yf |. Òàê êàê |Yµ(gl,yl)| = |Ygl|,
l = 1, ..., q, òî |Jf |+ |Hf |+ |Yg1|+ ...+ |Ygq | > |Yf |.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, ..., q}, i 6= j âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Yµ(gi,yi) ∩
Yµ(gj ,yj) = ∅. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, ñóùåñòâóþò i, j ∈ {1, ..., q}, i 6= j, òàêèå, ÷òî
ìíîæåñòâî Yµ(gi,yi) ∩ Yµ(gj ,yj) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ìîíîì (îáîçíà÷èì åãî

κ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç e1 è e2 ðåáðà äåðåâà T̂ , âûõîäÿùèå èç âåðøèí, êîòîðûì ñîîò-
âåòñòâóþò ïîäôîðìóëû µ(gi, yi) è µ(gj, yj) ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê κ ∈ Yµ(gi,yi), òî
ïî ëåììå 2.3.3 â ïîäôîðìóëå, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè µ(gi, yi), íàéäåòñÿ ïî êðàé-
íåé ìåðå îäíà âèñÿ÷àÿ ÷åðíàÿ âåðøèíà w1, òàêàÿ, ÷òî ðåáðó e1 íà ñîîòâåòñòâóþùåì
øàãå ïðîöåäóðû P äëÿ ôîðìóëû µ(gi, yi) ïðèïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿ κ. Àíàëîãè÷íî, â
ïîäôîðìóëå, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè µ(gj, yj), íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà âè-
ñÿ÷àÿ ÷åðíàÿ âåðøèíà w2, òàêàÿ, ÷òî ðåáðó e2 íà ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå ïðîöåäóðû
P äëÿ ôîðìóëû µ(gj, yj) ïðèïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿ κ. Òàê êàê ôîðìóëà Φ èìååò âèä
Σ0 + µ(Σ1, y1) + ... + µ(Σq, yq), òî íà øàãàõ ïðîöåäóðû P äëÿ ôîðìóëû Φ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåðøèíàì w1 è w2, ðåáðó e áóäåò ïðèïèñàíà ôóíêöèÿ κ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óòâåðæäåíèþ ëåììû 2.3.5. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, ..., q}, i 6= j âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå Yµ(gi,yi) ∩ Yµ(gj ,yj) = ∅.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ôóíêöèé {µ(g1, y1), ..., µ(gq, yq)} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1-5
èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû A(f). Ñëåäîâàòåëüíî, {µ(g1, y1), ..., µ(gq, yq)} ∈ Zf . Òîãäà
q + A(g1) + ...+ A(gq) > A(f).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

L(Φ) = L(Σ0) + (1 + L(Σ1)) + ...+ (1 + L(Σq)) > |Jf |+ |Hf |+ (1 + |Yg1|+ A(g1)) + ...

...+ (1 + |Ygq |+ A(gq)) = (|Jf |+ |Hf |+ |Yg1|+ ...+ |Ygq |) + (q + A(g1) + ...+ A(gq)) >

> |Yf |+ (q + A(g1) + ...+ A(gq)) > |Yf |+ A(f).

Ëåììà äîêàçàíà.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà L2, ñóùå-
ñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò n ïåðåìåííûõ, n > 2. Òîãäà

LC(f) = |Yf |+ A(f).

Âåðõíÿÿ îöåíêà âûòåêàåò èç ëåììû 2.3.12. Ñïðàâåäëèâîñòü íèæíåé îöåíêè ñëåäóåò
èç ëåììû 2.3.13.
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Ãëàâà 3

Ñëîæíîñòü ôóíêöèé èç

ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè ôóíê-
öèé èç ìàêñèìàëüíûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî
êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé

pr−1B = {f ∈ P3,2|prf ∈ B}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî pr−1B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì. Êðîìå òîãî, äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà F ⊆ P3,2, òàêîãî, ÷òî prF = B, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå F ⊆ pr−1B. Êëàññ pr−1B íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì çàìêíóòûì êëàññîì. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäîìó çàìêíóòîìó êëàññó áóëåâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò îäèí ìàêñè-
ìàëüíûé êëàññ â P3,2.

Èçâåñòíî [95], ÷òî ìàêñèìàëüíûé êëàññ pr−1B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B /∈ {C,C0, C1}.

Îïèøåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîãî ïàðàãðàôà, ñôîðìó-
ëèðîâàííîãî â ðàçäåëå 3.3. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî
B /∈ {C,C0, C1}, à pr−1B � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìàêñèìàëüíûé êëàññ ôóíêöèé èç
P3,2. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ pr−1B, n > 3. Ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå
ñóïåðïîçèöèè äâóõ ôóíêöèé hf è q(x1, ..., xn)k(x1)...k(xn), ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó Hn ⊆ pr−1U01, à âòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ èç
En

2 è ðàâíà íóëþ íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà En
3 \ En

2 . Ðàçäåë 3.1 ñîäåðæèò âñïîìîãà-
òåëüíûå ïîñòðîåíèÿ, à èìåííî, â íåì ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé
èç ìíîæåñòâà Hn. Â ðàçäåëå 3.2 âû÷èñëÿþòñÿ âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Hn íàä íåêîòîðûì áàçèñîì êëàññà pr−1U01 íà îñíîâå äàííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ñëîæíîñòè ðåà-
ëèçàöèè ôóíêöèè hf . Çàòåì ââîäèòñÿ áàçèñ G = G(B) êëàññà pr−1B, äîêàçûâàåòñÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ LG(f) è äîêàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ âåëè-
÷èíû LG(pr−1B(n)). Äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ ìîùíîñòíûõ îöåíîê ôóíêöèé Øåííîíà
ïðèâîäÿòñÿ â ðàçäåëå 3.3. Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà,
ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôîâ 3.2 è 3.3. Â ðàçäåëå 3.4 â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà è èçâåñòíûõ ðàíåå îöåíîê î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå îöåíêè.
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3.1 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èç ìàêñèìàëüíûõ êëàñ-

ñîâ

Íàñòîÿùèé ðàçäåë óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíîå ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà Er

3 , r > 3. Çàòåì îöåíèâàåòñÿ ìîùíîñòü ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Äàëåå
ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Hn, îïèðàþùååñÿ íà ïî-
ñòðîåííîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Er

3 . Ïîñëå ýòîãî îöåíèâàåòñÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Hn íà îñíîâå äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû, äîêàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ âñåõ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûõ ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ.

3.1.1 Ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Er
3

Ñíà÷àëà äëÿ ëþáîãî r > 3 ïîñòðîèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Er
3 íà ïîäìíîæåñòâà îïðå-

äåëåííîãî âèäà. Ïîëîæèì

Wi = {(α1, ..., αr) ∈ Er
3 | ñðåäè α1, ..., αr ðîâíî i äâîåê}, i = 0, ..., r. (3.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

|Wi| = Ci
r · 2r−i, i = 0, ..., r; (3.2)

Wi ∩Wj = ∅ ïðè âñåõ i, j = 0, ..., r, i 6= j; (3.3)

Er
3 =

r⋃
i=0

Wi. (3.4)

Äëÿ âñåõ i = 3, ..., r ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Wi è Wi−1. Ïóñòü

Wi = {α̃1, ..., α̃Ni}, Wi−1 = {β̃1, ..., β̃Mi},

ãäå
Ni = |Wi| = Ci

r · 2r−i, Mi = |Wi−1| = Ci−1
r · 2r−i+1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zl øàð ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íàáîðå β̃l, l = 1, ...,Mi. Ëþáîé øàð Zl,
l = 1, ...,Mi, ñîäåðæèò r − i+ 1 íàáîðîâ èç ìíîæåñòâà Wi.

Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàWi íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îäíîãî èç øàðîâ Zl, l = 1, ...,Mi. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä èç ðàáîòû [7]. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó ðàçìåðà
Ni × Mi, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì ðàñïîëîæåíû íàáîðû {α̃1, ..., α̃Ni}, à ïî ñòîëáöàì �
øàðû Z1, ..., ZMi

. Â äàííîé òàáëèöå íà ïåðåñå÷åíèè k-îé ñòðîêè è l-ãî ñòîëáöà ïîñòàâèì
öèôðó 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàáîð α̃k ïðèíàäëåæèò øàðó Zl, 1 6 k 6 Ni,
1 6 l 6Mi. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ýòîé òàáëèöû ñòîèò ðîâíî i åäèíèö, à
â êàæäîì ñòîëáöå � ðîâíî r − i+ 1 åäèíèöà.

Âûáåðåì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ òàáëèöû òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ñòðîêà â ýòîé
ïîäòàáëèöå ñîäåðæàëà ïî êðàéíåé ìåðå îäíó åäèíèöó, òî åñòü ÷òîáû âûáðàííûå øàðû
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(ñòîëáöû) ïîêðûâàëè âñå íàáîðû (ñòðîêè). Íà êàæäîì øàãå áóäåì âûáèðàòü îäèí
î÷åðåäíîé ñòîëáåö òàê, ÷òîáû âûáèðàåìûé ñòîëáåö ïîêðûâàë íàèáîëüøåå ÷èñëî åùå
íå ïîêðûòûõ ñòðîê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vim ìíîæåñòâî íàáîðîâ èç Wi, êîòîðûå ëåæàò â
âûáèðàåìîì íà m-îì øàãå øàðå, m > 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç am ÷èñëî íåïîêðûòûõ ñòðîê
ïîñëåmøàãîâ,m > 1, a0 = Ni. Òàê êàê êàæäàÿ íåïîêðûòàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò i åäèíèö,
òî ïîñëå m-ãî øàãà â òàáëèöå îñòàíåòñÿ iam åäèíèö. Òîãäà ñòîëáåö, âûáèðàåìûé íà
m+ 1-îì øàãå, áóäåò ñîäåðæàòü íå ìåíåå iam

Mi
åäèíèö. Ñëåäîâàòåëüíî,

am+1 6 am −
iam
Mi

, (3.5)

èëè

am+1 6 am

(
1− i

Mi

)
. (3.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

am 6 Ni

(
1− i

Mi

)m
. (3.7)

Ïóñòü m � òàêîå, ÷òî am > 0. Òîãäà â òàáëèöå åñòü íåïîêðûòûå ñòðîêè. Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ êàæäîé íåïîêðûòîé ñòðîêè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ïîêðûâàþùèé åå ñòîëáåö,
íå âûáðàííûé íà ïåðâûõ m øàãàõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå âñåõ ñòðîê, ñîñòîÿùåå
íå áîëåå ÷åì èç m+ am ñòîëáöîâ. Ïðè ýòîì

m+ am 6 m+Ni

(
1− i

Mi

)m
6 m+Nie

− im
Mi . (3.8)

Ïîëîæèì

m =

[
Mi

i
ln
iNi

Mi

]
+ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî
Mi

i
ln
iNi

Mi

6 m 6
Mi

i
ln
iNi

Mi

+ 1.

Òîãäà, ñ ó÷åòîì (3.8), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå âñåõ ñòðîê, ÷èñëî ñòîëá-
öîâ â êîòîðîì íå ïðåâîñõîäèò

m+Nie
− im
Mi 6

Mi

i
ln
iNi

Mi

+ 1 +Nie
− i
Mi

(
Mi
i

ln
iNi
Mi

)
6
Mi

i
ln
iNi

Mi

+ 1 +Nie
− ln

iNi
Mi 6

6
Mi

i
ln
iNi

Mi

+ 1 +
Mi

i
6
Mi

i

(
ln
iNi

Mi

+ 1

)
+ 1. (3.9)

Òàê êàê

Ni

Mi

=
r − i+ 1

2i
, (3.10)
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òî, ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (3.9) çíà÷åíèÿ Mi è Ni, ïîëó÷èì:

Mi

i

(
ln
iNi

Mi

+ 1

)
+ 1 =

Ci−1
r · 2r−i+1

i

(
ln

(r − i+ 1)

2
+ 1

)
+ 1 6

Ci−1
r · 2r−i+1

i
· 2 ln r.

(3.11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q = q(i) ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî aq = 0.
Òàêèì îáðàçîì,

Wi =

q(i)⋃
m=1

Vim, (3.12)

ãäå

q(i) 6 2
Ci−1
r · 2r−i+1

i
ln r. (3.13)

Ïîëîæèì

Ui1 = Vi1, Uim = Vim \
m−1⋃
k=1

Vik, 2 6 m 6 q(i). (3.14)

Òîãäà

Wi =

q(i)⋃
m=1

Uim, q(i) 6 2
Ci−1
r · 2r−i+1

i
ln r, (3.15)

ïðè÷åì ìíîæåñòâà Uik è Uil íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè k 6= l.
Ïîëîæèì

U0 = W0 ∪W1 ∪W2. (3.16)

Òîãäà

Er
3 = U0 ∪

r⋃
i=3

q(i)⋃
m=1

Uim. (3.17)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Er
3 íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ïîäìíîæåñòâà.
Äëÿ óäîáñòâà ïåðåéäåì îò íóìåðàöèè ìíîæåñòâ Uim äâîéíûìè èíäåêñàìè ê íó-

ìåðàöèè îäèíàðíûìè. Çàíóìåðóåì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå âñå ìíîæåñòâà Uim, i =
3, ..., r, m = 1, ..., q(i), ÷èñëàìè 1, ..., T , ãäå T = T (r) 6 r · max{q(3), ..., q(r)}, è áóäåì
îáîçíà÷àòü ýòè ìíîæåñòâà ÷åðåç U1, ..., UT .
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3.1.2 Âåðõíÿÿ îöåíêà ìîùíîñòè ðàçáèåíèÿ

Îöåíèì ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ, ïîñòðîåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ëåììà 3.1.1. Äëÿ ëþáîãî r > 3 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

T (r) 6 2 · 3r+1

r
· ln r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.13) ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ìíîæåñòâ â ðàçáè-
åíèè â ïðàâîé ÷àñòè (3.17) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

1 +
r∑
i=3

2
Ci−1
r · 2r−i+1

i
ln r 6 2 ln r ·

r+1∑
i=1

Ci−1
r · 2r−i+1

i
. (3.18)

Âû÷èñëèì ñóììó

r+1∑
i=1

Ci−1
r · 2r−i+1

i
. (3.19)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

r+1∑
i=1

Ci−1
r · 2r−i+1

i
=

r+1∑
i=1

r!

(i− 1)! · (r − i+ 1)!
· 2r−i+1

i
=

=
r+1∑
i=1

r! · 2r−i+1

i! · (r − i+ 1)!
=

1

r + 1

r+1∑
i=1

(r + 1)! · 2r−i+1

i! · (r − i+ 1)!
=

=
1

r + 1

r+1∑
i=0

Ci
r+1 · 2r−i+1 − 2r+1

r + 1
=

3r+1 − 2r+1

r + 1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (3.18), ÷èñëî ìíîæåñòâ â ïîñòðîåííîì ðàçáèåíèè (3.17) íå
ïðåâîñõîäèò

2 · 3r+1

r
· ln r. (3.20)

Ëåììà äîêàçàíà.

3.1.3 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Hn

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Hn (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.1) â ïàðàãðàôå
1), n > 1, áóäåò ïîëó÷åíî ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå òðåòüåìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ áóëåâûõ ôóíêöèé èç [33]. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå èìååò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ
íàòóðàëüíûå ÷èñëà r, k, s, òàêèå, ÷òî r + k + 1 6 n.
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Ïóñòü f(x1, ..., xn+1) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâàHn. Òîãäà èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

f(x1, ..., xn+1) = j1(xn+1) + g(x1, ..., xn), (3.21)

ãäå

prg(x1, ..., xn) = 0. (3.22)

Àðãóìåíòû ôóíêöèè f ðàçîáüåì íà ÷åòûðå ãðóïïû. Â ïåðâóþ ãðóïïó âõîäÿò ïåðå-
ìåííûå x1, ..., xr, âî âòîðóþ � ïåðåìåííûå xr+1, ..., xr+k, â òðåòüþ � xr+k+1, ..., xn, â
÷åòâåðòóþ � ïåðåìåííàÿ xn+1.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè f i(x1, ..., xn+1), i = 0, 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

f 0(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) +
∑
γ̃∈C0

Kγ̃, (3.23)

ãäå
C0 = {(γ1, ..., γn) ∈ En

3 \ En
2 |(γ1, ..., γr) ∈ U0, g(γ1, ..., γn) = 1}.

Ïîëîæèì

f 1(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) +
∑
γ̃∈C1

Kγ̃, (3.24)

ãäå
C1 = {(γ1, ..., γn) ∈ En

3 \ En
2 |(γ1, ..., γr) /∈ U0, g(γ1, ..., γn) = 1}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

f 1(x1, ..., xn, f
0(x1, ..., xn, xn+1)) = f(x1, ..., xn, xn+1). (3.25)

Äàëåå ìû ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè f 1.
Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Ul, l = 1, ..., T , íàéäåòñÿ íîìåð

il, 1 6 il 6 r, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà (α1, ..., αr) ∈ Ul âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
αil = 2.

Äëÿ âñåõ l = 1, ..., T îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕl(x1, ..., xr) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëî-
æèì

ϕl(x1, ..., xr) = j1(xil) +
∑

(α1,...,αr)∈Ul

jα1(x1) · ... · jαr(xr). (3.26)

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃ = (α1, ..., αr) ∈ Ul ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
αil = 2, òî ôóíêöèÿ ϕl ðàâíà 1 íà íàáîðàõ, êîòîðûå âõîäÿò â ìíîæåñòâî Ul. Î÷åâèäíî,
÷òî åñëè α̃ = (α1, ..., αr) /∈ Ul, òî ϕl(α̃) = j1(αil).

Îòìåòèì ñâîéñòâî, êîòîðûì îáëàäàåò ôóíêöèÿ ϕl. Ïóñòü |Ul| = q. Îáîçíà÷èì íà-
áîðû èç ìíîæåñòâà Ul ÷åðåç (αt1, ..., αtr), 1 6 t 6 q. Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäûé èç íàáîðîâ
(αt1, ..., αtr) îòëè÷àåòñÿ îò öåíòðà øàðà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò íàáîðû èç Ul, â îäíîé
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êîìïîíåíòå � îáîçíà÷èì åå íîìåð ÷åðåç χt, � ïðè÷åì êîìïîíåíòà ñ íîìåðîì χt â
íàáîðå (αt1, ..., αtr) ðàâíà äâîéêå. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ϕl â âèäå

ϕl = j1(xil) +K1 + ...+Kd,

ãäå Kt = jαt1(x1) · ... · jαtr(xr). Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáûõ j ∈ {χ1, ..., χd} ìíîæèòåëü
j2(xj) ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â îäíîé èç ôóíêöèé K1, .., Kq. Ïóñòü, íàïðèìåð, ìíîæèòåëü
j2(xj) ñîäåðæèò ôóíêöèÿ K1. Òàê êàê äëÿ âñåõ i = 2, ..., q î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ki · j2(xj) = 0, òî óìíîæåíèå ôóíêöèè ϕl íà j2(xj) ¾âûùèïëÿåò¿ èç
ñóììû â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ϕl îäíî ñëàãàåìîå, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò ìíîæèòåëü
j2(xj), à èìåííî:

ϕl · j2(xj) = j1(xil) · j2(xj) +K1. (3.27)

Òàê êàê ôóíêöèÿ j1(xil) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 íà âñåõ íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà Ul,
òî íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà Ul çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕlj2(xj) ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèè K1.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà σ̃ = (σr+k+1, ..., σn) ∈ En−r−k
3 îïðåäåëèì ôóíêöèè

fl,σ̃(x1, ..., xr+k) = j1(xil) + ϕl(x1, ..., xr)f
1(x1, ..., xr+k, σr+k+1, ..., σn, 2)j2(xil).

Ïîëîæèì
Rl = {(α1, ..., αr+k) ∈ Er+k

3 |(α1, ..., αr) ∈ Ul}.
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fl,σ̃ íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà Rl ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî çàäà-

íû òàáëèöåé M , â êîòîðîé ïî ñòðîêàì ðàñïîëîæåíû âñå íàáîðû (σr+1, ..., σr+k) èç Ek
3 ,

à ïî ñòîëáöàì � âñå íàáîðû èç Ul. Ïðèïèøåì íàáîðàì, ðàñïîëîæåííûì ïî ñòîëáöàì
òàáëèöû, íîìåðà 1, 2, ..., q, q 6 r. Äëÿ ëþáîãî j = 1, ..., q îáîçíà÷èì ÷åðåç ξj íîìåð ïåðå-
ìåííîé, çíà÷åíèå êîòîðîé â íàáîðå íîìåð j îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
êîìïîíåíòû öåíòðà øàðà, â êîòîðîì ëåæèò j-é íàáîð. Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ
(ñì. îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ Ul) â j-îì íàáîðå êîìïîíåíòà ξj ðàâíà 2. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî â êàæäîì èç íàáîðîâ, ñòîÿùèõ ïî ñòîëáöàì òàáëèöû, il-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 2.
Òàáëèöà M èìååò 3k ñòðîê è íå áîëåå r ñòîëáöîâ. Åñëè α̃ = (αr+1, ..., αr+k) ∈ Ek

3 è
γ̃ ∈ Ul � ñòîëáåö, êîòîðîìó ïðèïèñàí íîìåð t, 1 6 t 6 q, òî íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè,
ñîîòâåòñòâóþùåé íàáîðó α̃, è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðó γ̃, ñòîèò çíà÷åíèå
fl,σ̃(α̃, γ̃).

Ðàçîáüåì ñòðîêè òàáëèöû M íà p ïîëîñ A1,...,Ap òàê, ÷òî â ïîëîñàõ A1, ..., Ap−1

áóäåò ïî s ñòðîê â êàæäîé, à â ïîëîñå Ap áóäåò íå áîëåå s ñòðîê, 1 6 s 6 3k. Î÷åâèäíî,
÷òî

3k

s
6 p 6

3k

s
+ 1. (3.28)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè f̂l,σ̃,i(x1, ..., xr+k) è fl,σ̃,i(x1, ..., xr+k), i = 1, ..., p, ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αr+k) ∈ Er+k

3 . Åñëè α̃ /∈ Rl èëè (αr+1, ..., αr+k) /∈ Ai,
òî ïîëîæèì f̂l,σ̃,i(α1, ..., αr+k) = 0. Åñëè α̃ ∈ Rl è (αr+1, ..., αr+k) ∈ Ai, òî ïîëîæèì
f̂l,σ̃,i(α1, ..., αr+k) = fl,σ̃(α1, ..., αr+k).
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xr+1 ... xr+k−1 xr+k 1 ... t ... q
0 ... 0 0 · A1

0 ... 0 1 ·
... ... ... ... ·
... ... ... ... ·
αr+1 ... αr+k−1 αr+k · · fl,σ̃(α̃, γ̃) ...
... ... ... ...
... ... ... ... Ap
2 ... 2 2

Òàáëèöà 3.1: Çàäàíèå ôóíêöèè fl,σ̃ òàáëèöåé M

Ïîëîæèì

fl,σ̃,i(x1, ..., xr+k) = j1(xil) + f̂l,σ̃,i(x1, ..., xr+k). (3.29)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f̂l,σ̃,i(x1, ..., xr+k) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà íàáîðàõ,
â êîòîðûõ il-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 2, òî prf̂l,σ̃,i = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, prfl,σ̃,i = e(xil).
Ïîñêîëüêó â ëþáîì íàáîðå èç ìíîæåñòâà Rl il-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 2, òî ôóíêöèÿ
fl,σ̃,i ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé fl,σ̃ íà ïîëîñå Ai òàáëèöû M è ðàâíà 0 íà âñåõ îñòàëüíûõ
ïîëîñàõ òàáëèöû M . Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

fl,σ̃(x1, ..., xr+k) = j1(xil) +

(∑
i

fl,σ̃,i(x1, ..., xr+k)

)
j2(xil). (3.30)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α̃ = (α1, ..., αr+k) ∈ Er+k
3 . Åñëè α̃ /∈ Rl, òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

ðàâíû j1(αil). Åñëè α̃ ∈ Rl, òî â ñóììå â ïðàâîé ÷àñòè ðîâíî îäíà ôóíêöèÿ fl,σ̃,i
ïðèíèìàåò íà íàáîðå α̃ íåíóëåâîå çíà÷åíèå, à èìåííî çíà÷åíèå fl,σ̃(α̃). Òàêèì îáðàçîì,
ðàâåíñòâî (3.30) âåðíî.

Ïóñòü τ̃ � ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç Es
3. ×åðåç Bl,σ̃,i,τ̃ îáîçíà÷èì ãðóïïó ñòîëáöîâ

èç ìàòðèöû äëÿ fl,σ̃, ðàâíûõ τ̃ â i-îé ïîëîñå. Ïîëîæèì b = b(l, σ̃, i, τ̃) = |Bl,σ̃,i,τ̃ |.
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðè çàïèñè îïóñêàòü çàâèñèìîñòü b
îò l, σ̃, i, τ̃ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç xlξ1 , ..., xlξb ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöàì èç
ãðóïïû Bl,σ̃,i,τ̃ (òî åñòü òàêèå ïåðåìåííûå, â çíà÷åíèÿõ êîòîðûõ íàáîðû èç ãðóïïû
Bl,σ̃,i,τ̃ îòëè÷àþòñÿ îò öåíòðà ñîîòâåòñòâóþùåãî øàðà).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè f̂l,σ̃,i,τ̃ (x1, ..., xr+k) è fl,σ̃,i,τ̃ (x1, ..., xr+k) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αr+k) ∈ Er+k

3 . Åñëè (αr+1, ..., αr+k) /∈ Ai èëè (α1, ..., αr) /∈ Bl,σ̃,i,τ̃ ,
òî ïîëîæèì f̂l,σ̃,i,τ̃ (α1, ..., αr+k) = 0. Åñëè (αr+1, ..., αr+k) ∈ Ai è (α1, ..., αr) ∈ Bl,σ̃,i,τ̃ , òî
ïîëîæèì f̂l,σ̃,i,τ̃ (α1, ..., αr+k) = fl,σ̃(α1, ..., αr+k).

Ïîëîæèì

fl,σ̃,i,τ̃ (x1, ..., xr+k) = j1(xil) + f̂l,σ̃,i,τ̃ (x1, ..., xr+k). (3.31)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f̂l,σ̃,i,τ̃ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà íàáîðàõ, â êîòîðûõ
il-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 2, òî prf̂l,σ̃,i,τ̃ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, prfl,σ̃,i,τ̃ = e(xil). Òàê êàê â

65



ëþáîì íàáîðå èç ìíîæåñòâà Rl il-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 2, òî ôóíêöèÿ fl,σ̃,i,τ̃ ñîâïàäàåò
ñ ôóíêöèåé fl,σ̃ íà ãðóïïå ñòîëáöîâ Bl,σ̃,i,τ̃ òàáëèöû M è ðàâíà 0 â îñòàëüíûõ ÿ÷åéêàõ
òàáëèöû M .

Îïðåäåëèì ôóíêöèè f̂l,σ̃,i,τ̃ ,1(x1, ..., xr) è fl,σ̃,i,τ̃ ,1(x1, ..., xr). Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αr) ∈
Er

3 . Åñëè (α1, ..., αr) /∈ Bl,σ̃,i,τ̃ , òî ïîëîæèì f̂l,σ̃,i,τ̃ ,1(α1, ..., αr) = 0. Åñëè (α1, ..., αr) ∈
Bl,σ̃,i,τ̃ , òî ïîëîæèì f̂l,σ̃,i,τ̃ ,1(α1, ..., αr) = 1. Ïîëîæèì

fl,σ̃,i,τ̃ ,1(x1, ..., xr) = j1(xil) + f̂l,σ̃,i,τ̃ ,1(x1, ..., xr). (3.32)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f̂l,σ̃,i,τ̃ ,1 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà íàáî-
ðàõ, â êîòîðûõ il-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 2, ïîëó÷àåì, ÷òî prf̂l,σ̃,i,τ̃ ,1 = 0. Òîãäà prfl,σ̃,i,τ̃ ,1 =
e(xil). Òàê êàê â ëþáîì íàáîðå èç ìíîæåñòâà Ul il-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 2, òî ôóíêöèÿ
fl,σ̃,i,τ̃ ,1 ðàâíà 1 íà ñòîëáöàõ èç Bl,σ̃,i,τ̃ è ðàâíà 0 â îñòàëüíûõ ÿ÷åéêàõ òàáëèöû M .

Îïðåäåëèì ôóíêöèè f̂l,σ̃,i,τ̃ ,2(xr+1, ..., xr+k) è fi,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü α̃ = (αr+1, ..., αr+k) ∈ Ek

3 . Åñëè (αr+1, ..., αr+k) /∈ Ai, òî òîãäà ïîëîæèì
f̂l,σ̃,i,τ̃ ,2(α̃) = 0. Åñëè (αr+1, ..., αr+k) ∈ Ai, ïðè÷åì íàáîð α̃ ÿâëÿåòñÿ j-ûì ïî ñ÷åòó íà-
áîðîì ïîëîñû Ai, 1 6 j 6 s, òî ïîëîæèì çíà÷åíèå f̂l,σ̃,i,τ̃ ,2(αr+1, ..., αr+k) ðàâíûì j-îìó
ïî ñ÷åòó ýëåìåíòó ñòîëáöà τ̃ . Ïîëîæèì

fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k) = j1(xil) + f̂l,σ̃,i,τ̃ ,2(xr+1, ..., xr+k)j2(xil). (3.33)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî prfl,σ̃,i,τ̃ ,2 = e(xil). Òàê êàê â ëþáîì íàáîðå èç ìíîæåñòâà Rl

il-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 2, òî êàæäûé ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè fl,σ̃,i,τ̃ ,2 â i-îé ïîëîñå
ìàòðèöû M ñîâïàäàåò ñî ñòîëáöîì τ̃ , à â îñòàëüíûõ ÿ÷åéêàõ òàáëèöû M ôóíêöèÿ
fl,σ̃,i,τ̃ ,2 ðàâíà íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî

fl,σ̃,i,τ̃ (x1, ..., xr+k) = fl,σ̃,i,τ̃ ,1(x1, ..., xr)fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k). (3.34)

Ïóñòü

fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr) = j1(xil) + (j2(xlξ1) + ...+ j2(xlξb))j2(xil), (3.35)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó ñòîëáöîâ 1, ..., b èç Bl,σ̃,i,τ̃ . Â ñèëó (3.27)
âåðíî ðàâåíñòâî

ϕl(x1, ..., xr)fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr) = fl,σ̃,i,τ̃ ,1(x1, ..., xr).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

fl,σ̃,i(x1, ..., xr+k) = j1(xil) + ϕl(x1, ..., xr)
∑
τ̃

fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k)fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr).

(3.36)

Ïîëîæèì

fl(x1, ..., xn) = j1(xil) +

(∑
σ̃

jσr+k+1
(xr+k+1) · ... · jσn(xn)fl,σ̃

)
· j2(xil). (3.37)
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Èç (3.37), (3.30) è (3.36) ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

fl(x1, ..., xn) = j1(xil) + ϕl(x1, ..., xr) · j2(xil)·

·

(∑
σ̃

jσr+k+1
(xr+k+1) · ... · jσn(xn)

∑
i

∑
τ̃

fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k)fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr)

)
.

(3.38)

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f 1(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) +
T∑
l=1

fl(x1, ..., xn)j2(xil). (3.39)

Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αn+1) ∈ En+1
3 . Ïî ïîñòðîåíèþ íàáîð (α1, ..., αr) ëåæèò ðîâíî â îäíîì

èç ìíîæåñòâ U0, U1, ..., UT . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé (α1, ..., αr) ∈ U0. Òîãäà äëÿ
âñåõ l = 1, ..., T âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ϕl(α1, ..., αr) = 0. Òîãäà èç (3.38) ñëåäóåò,
÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.39) ðàâíà j1(αn+1). Ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. (3.24)) ëåâàÿ ÷àñòü (3.39)
òàêæå ðàâíà j1(αn+1).

Ïóñòü (α1, ..., αr) ∈ Ul, 1 6 l 6 T . Òîãäà äëÿ âñåõ k = 1, ..., T , k 6= l, âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî ϕk(α1, ..., αr) = 0. Êðîìå òîãî, ϕl(α1, ..., αr) = j1(αil) + 1 = 1, òàê êàê èç
(α1, ..., αr) ∈ Ul ñëåäóåò αil = 2. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (3.39) ðàâíà j1(αn+1)+fl(α1, ..., αn).
Èç ðàâåíñòâà (3.38) ñ ó÷åòîì αil = 2 ñëåäóåò, ÷òî fl(α1, ..., αn) = g(α1, ..., αn). Ïî
îïðåäåëåíèþ (ñì. (3.24)) ëåâàÿ ÷àñòü (3.39) ðàâíà j1(αn+1) + g(α1, ..., αn). Òàê êàê
(α1, ..., αr) ∈ Ul, òî fl(α1, ..., αn) = g(α1, ..., αn). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (3.39) âû-
ïîëíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Hn ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè

f 0, f 1, fl, fl,σ̃, fl,σ̃,i, fl,σ̃,i,τ̃ ,3, fl,σ̃,i,τ̃ ,2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè f .
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà â âèäå ëåììû.

Ëåììà 3.1.2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn, xn+1) èç ìíîæåñòâà Hn èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

f(x1, ..., xn, xn+1) = f 1(x1, ..., xn, f
0(x1, ..., xn, xn+1)), (3.40)

fl(x1, ..., xn) = j1(xil) + ϕl(x1, ..., xr) · j2(xil)·

·

(∑
σ̃

jσr+k+1
(xr+k+1) · ... · jσn(xn)

∑
i

∑
τ̃

fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k)fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr)

)
,

(3.41)

f 1(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) +
T∑
l=1

fl(x1, ..., xn)j2(xil). (3.42)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà Hn ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå;
ïðè ýòîì íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, s, r ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðè-

÷åì 1 6 k, r 6 n, 1 6 s 6 3k, p =
⌈

3k

s

⌉
.
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3.2 Âåðõíèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî êëàññà è íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî áàçèñà
ýòîãî êëàññà äîêàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà. Ñíà÷àëà ìû äî-
êàæåì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ìíîæåñòâà Hn. Çàòåì íà îñíîâå
ýòîé îöåíêè áóäåò ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèèØåííîíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìàêñèìàëüíîãî êëàññà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü G = U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

LG(Hn) .
3n

log2 n
. (3.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, ..., xn, xn+1) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà
Hn. Òîãäà f èìååò âèä

f(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) + g(x1, ..., xn),

ãäå g ∈ P3,2, prg = 0. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè f , ïðèâåäåííîå â ëåììå
3.1.2 (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (3.40), (3.39)). Íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, s, r ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðà-

ìè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è 1 6 k, r 6 n, 1 6 s 6 3k, p =
⌈

3k

s

⌉
.

Ïîëó÷èì âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ôóíêöèé

f 0, f 1, fl, fl,σ̃, fl,σ̃,i, fl,σ̃,i,τ̃ ,3, fl,σ̃i,τ̃ ,2.

1. Ñíà÷àëà îöåíèì ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f 0(x1, ..., xn, xn+1) èç ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (3.40) íà îñíîâå ìåòîäà ñèíòåçà, àíàëîãè÷íîãî ïîñòðîåíèþ ñîâåðøåííîé äèçú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ñì. ðàçäåë 1.3). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà
Φ0 íàä U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f 0, òàêàÿ, ÷òî

L(Φ0) 6 9n3 · 3n−r · 2r, (3.44)

N(Φ0;xn+1) = 1. (3.45)

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè f 0 èìååì

f 0(x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) +
∑
γ̃∈C0

Kγ̃, (3.46)

ãäå
C0 = {(γ1, ..., γn) ∈ En

3 \ En
2 |(γ1, ..., γr) ∈ U0, g(γ1, ..., γn) = 1}.

Íàïîìíèì, ÷òî U0 � ýòî ìíîæåñòâî íàáîðîâ γ̃ èç Er
3 , èìåþùèõ íå áîëåå äâóõ êîì-

ïîíåíò, ðàâíûõ äâîéêå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 2r · 3n−r íàáîðîâ èç En
3 ,
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ïåðâûå r êîìïîíåíò êîòîðûõ ðàâíû 0 èëè 1. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî
r · 2r−1 · 3n−r íàáîðîâ èç En

3 , â êîòîðûõ ñðåäè ïåðâûõ r êîìïîíåíò åñòü ðîâíî îäíà
äâîéêà. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ðîâíî r(r−1)

2
· 2r−2 · 3n−r íàáîðîâ èç En

3 , â êîòîðûõ
ñðåäè ïåðâûõ r êîìïîíåíò åñòü ðîâíî äâå äâîéêè.

Çíà÷èò, â ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.46) âõîäèò íå áîëåå

2r · 3n−r + r · 2r−1 · 3n−r +
r(r − 1)

2
· 2r−2 · 3n−r = 2r−2 · 3n−r ·

(
4 + 2r +

r(r − 1)

2

)
êîíúþíêöèé. Òàê êàê r 6 n, òî

2r−2 · 3n−r ·
(

4 + 2r +
r(r − 1)

2

)
6 3n−r · 2r−2 · 7n2.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1.5.2 ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ0 íàä ñèñòåìîé U∪{ζ0, ζ1, ζ2},
ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f 0(x1, ..., xn+1), òàêàÿ, ÷òî

L(Φ0) 6 (2 + 3n)3n−r · 2r−2 · 7n2 + 1 6 9n3 · 3n−r · 2r,

N(Φ0;xn+1) = 1.

Òàêèì îáðàçîì ñîîòíîøåíèÿ (3.44) è (3.45) äîêàçàíû.
2. Îöåíèì ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèé fl,σ̃,i,τ̃ ,2. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîð-

ìóëà Φl,σ̃,i,τ̃ ,2 íàä U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ fl,σ̃,i,τ̃ ,2, òàêàÿ, ÷òî

L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,2) 6 6k · 3k.

Ïî îïðåäåëåíèþ

fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k) = j1(xil) + f̂l,σ̃,i,τ̃ ,2(xr+1, ..., xr+k)j2(xil). (3.47)

Â ñèëó ëåììû 1.5.2 ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ̂l,σ̃,i,τ̃ ,2 íàä U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ
ôóíêöèþ

j1(xil) + f̂l,σ̃,i,τ̃ ,2(xr+1, ..., xr+k),

òàêàÿ, ÷òî

L(Φ̂l,σ̃,i,τ̃ ,2) 6 (2 + 3k)3k + 1 (3.48)

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ρ1(xil , Φ̂l,σ̃,i,τ̃ ,2, xil). Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ðåëèçóåò ôóíêöèþ fl,σ̃,i,τ̃ ,2.
Ïðè ýòîì

L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,2) 6 L(Φ̂l,σ̃,i,τ̃ ) + 2 6 6k · 3k. (3.49)

3. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôîðìóëû Φl,σ̃,i,τ̃ ,3 íàä U∪{ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóùèå ôóíê-
öèè fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr) ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî∑

τ̃

L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,3) 6 2s + |Ul|.

69



Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç b ìû îáîçíà÷àåì ÷èñëî ñòîëáöîâ â ìíîæåñòâå Bl,σ̃,i,τ̃ , òî åñòü

b = b(l, σ̃, i, τ̃) = |Bl,σ̃,i,τ̃ |.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà

j1(xil) + j2(y1) + ...+ j2(yb)

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ôîðìóëîé ∆1 íàä {θ(x1, x2) = j1(x1) + j2(x2)}, òàêîé, ÷òî
L(∆1) 6 1 + b. Òîãäà ôîðìóëà ∆2 âèäà ρ1(xil ,∆1, xil) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

j1(xil) + (j2(y1) + ...+ j2(yb))j2(xil),

ïðè÷åì L(∆1) 6 3 + b. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φl,σ̃,i,τ̃ ,3 íàä U∪{ζ0, ζ1, ζ2},
ðåàëèçóùàÿ ôóíêöèþ fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr), òàêàÿ, ÷òî L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,3) 6 3 + b. Ñëåäîâàòåëüíî,∑

τ̃

L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,3) 6 3 · 2s + |Ul|. (3.50)

4. Ïîëîæèì

Fl,σ̃,i(x1, ..., xr+k, y) = j1(y) +

(∑
τ̃

fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k)fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr)

)
j2(xil).

(3.51)

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φl,σ̃,i íàä U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ
Fl,σ̃,i(x1, ..., xr+k, y), òàêàÿ, ÷òî

L(Φl,σ̃,i) 6 9k · 3k · 2s + |Ul|. (3.52)

Ðàññìîòðèì ôîðìóëû

Ψj = ζ1(Φl,σ̃,i,τ̃ ,3,Φl,σ̃,i,τ̃ ,2, xil , z), (3.53)

j = j(τ̃) = 1, ..., 2s, è ôîðìóëó Φl,σ̃,i âèäà F[Ψ1, ...,Ψ2s ; y]. Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà Φl,σ̃,i

ïîñòðîåíà íàä ñèñòåìîé U∪ {ζ0, ζ1, ζ2}. Èç (3.51) ñëåäóåò, ÷òî îíà ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
Fl,σ̃,i.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3.49), (3.50) è îïðåäåëåíèÿ (3.53) ñëîæíîñòü ôîðìóëû Φl,σ̃,i

îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(Φl,σ̃,i) =
∑
τ̃

(L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,2)+L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,3)+1)+1 6
∑
τ̃

L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,2)+
∑
τ̃

L(Φl,σ̃,i,τ̃ ,3)+2s+1 6

6 6k · 3k · 2s + |Ul|+ 3 · 2s + 2s + 1 6 9k · 3k · 2s + |Ul|.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (3.52) äîêàçàíî.
5. Ïîëîæèì

Fl,σ̃(x1, ..., xr+k, y) = j1(xil) +

(∑
i

∑
τ̃

fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k)fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr)

)
j2(xil).

(3.54)

70



Îöåíèì ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèé Fl,σ̃. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φl,σ̃

íàä U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ Fl,σ̃(x1, ..., xk), òàêàÿ, ÷òî

L(Φl,σ̃) 6 p(11k · 3k · 2s + |Ul|). (3.55)

Äëÿ êàæäîãî i = 1, ..., p îïðåäåëèì ôîðìóëó

Θi(z, x1, ..., xk) = ρ1(z,Φl,σ̃,i, xil).

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Φl,σ̃ âèäà F[Θ1, ...,Θp;xil ]. Èç ïîñòðîåíèÿ ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà
ôîðìóëà ðåàëèçóåò ôóíêöèþ Fl,σ̃. Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò,
÷òî

L(Φl,σ̃) 6 1 +

p∑
i=1

(L(Φl,σ̃,i) + 1) 6 1 + p(9k · 3k · 2s + |Ul|+ 1) 6 p(11k · 3k · 2s + |Ul|).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (3.55) äîêàçàíî.
6. Ïîëîæèì

Fl(x1, ..., xn) = j1(xil) + j2(xil)·

·

(∑
σ̃

jσr+k+1
(xr+k+1) · ... · jσn(xn)

∑
i

∑
τ̃

fl,σ̃,i,τ̃ ,2(xil , xr+1, ..., xr+k)fl,σ̃,i,τ̃ ,3(x1, ..., xr)

)
,

(3.56)

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φl íàä U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ
Fl(x1, ..., xk), òàêàÿ, ÷òî

L(Φl) 6 3n−r−kp(32k · 3k · 2s + |Ul|). (3.57)

Ïåðåõîä îò ôóíêöèé Fl,σ̃ ê ôóíêöèè Fl ïðîèñõîäèò çà n− r− k øàãîâ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

σ̃d = (σr+k+1, ..., σd),

σ̃d,a = (σ̃d, a), a ∈ {0, 1, 2}.

Ñíà÷àëà íà ïåðâîì øàãå èç 3n−r−k ôîðìóë Φl,σ̃n ñòðîÿòñÿ 3n−r−k−1 ôîðìóë Φl,σ̃n−1 .
Ïîëîæèì

Σa
n = ζa(Φl,σ̃n−1,a , xn, xil , z), a = 0, 1, 2

è
Φl,σ̃n−1 = F[Σ0

n,Σ
1
n,Σ

2
n;xil ].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà Φl,σ̃n−1 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

Fl,σ̃n−1 = j1(xil) +
2∑

αn=0

Fl,σ̃n−1,αn
jαn(xn)j2(xil).
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Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî∑
σ̃n−1

L(Φl,σ̃n−1) =
∑
σ̃n

L(Φl,σ̃n) + 7 · 3n−r−k−1.

Çàòåì íà q-ì øàãå, 1 < q 6 n− r − k, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç 3n−r−k−q+1 ôîðìóë
Φl,σ̃n−q+1 ñòðîÿòñÿ 3n−r−k−q ôîðìóëû Φl,σ̃n−q . Ïîëîæèì

Σa
n−q+1 = ζa(Φl,σ̃n−q ,a, xn, xil , z), a = 0, 1, 2

è
Φl,σ̃n−q = F[Σ0

n−q+1,Σ
1
n−q+1,Σ

2
n−q+1;xil ].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà Φl,σ̃n−q ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

Fl,σ̃n−q = j1(xil) +
∑

Fl,σ̃n−q ,αn−q+1,...,αnjαn−q+1(xn−q+1)jαn(xn)j2(xil),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì αn−q+1, ..., αn = 0, 1, 2. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî∑
σ̃n−q

L(Φl,σ̃n−q) =
∑

σ̃n−q+1

L(Φl,σ̃n−q+1) + 7 · 3n−r−k−q.

Â èòîãå íà (n− r−k)-ì øàãå áóäåò ïîñòðîåíà ôîðìóëà Φl, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ
Fl. Ïðè ýòîì

L(Φl) 6 7(31 + ...+ 3n−r−k) +
∑
σ̃

L(Φl,σ̃) 6 7 · 3n−r−k+1 + 3n−r−kp(11k · 3k · 2s + |Ul|) 6

6 3n−r−kp(32k · 3k · 2s + |Ul|).
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (3.57) äîêàçàíî.

7. Îöåíèì ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f 1(x1, ..., xn, xn+1). Äîêàæåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ôîðìóëà Φ1 íàä U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f 1(x1, ..., xn, xn+1),
òàêàÿ, ÷òî1

L(Φ) 6
T∑
l=1

L(Φl) + 22r2 · T, (3.58)

N(Φ;xn+1) = 1. (3.59)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕl è ëåììû 1.5.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî l = 1, ..., T
ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Θl, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ ϕl(x1, ..., xr), òàêàÿ, ÷òî

L(Θl) 6 (2 + 3r)|Ul|+ 1 6 6r|Ul| 6 6r · 3r = 18r2.

Äëÿ êàæäîãî l = 1, ..., T ðàññìîòðèì ôîðìóëó

Λl = ζ1(Θl,Φl, xil , xil).

1Íàïîìíèì, ÷òî T = T (r) � ìîùíîñòü ïîñòðîåííîãî âûøå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Er
3 .
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Èç (3.41) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà Λl ðåàëèçóåò ôóíêöèþ fl. Ïîëîæèì

Ωl = ρ1(z,Λl, xil), l = 1, ..., T.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Φ1 âèäà F[Ω1, ...,ΩT ;xn+1]. Èç (3.42) âûòåêàåò, ÷òî ôîðìóëà Φ1

ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f 1. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

L(Φ1) 6
T∑
l=1

L(Ωl) + 1 6
T∑
l=1

L(Λl) + T + 2 6

6
T∑
l=1

L(Φl) +
T∑
l=1

L(Θl) + 3T + 2 6
T∑
l=1

L(Φl) + T · 18r2 + 3T + 2 6
T∑
l=1

L(Φl) + 22r2 · T.

Ðàâåíñòâî N(Φ1;xn+1) = 1 î÷åâèäíî.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3.58), (3.59) äîêàçàíû.
8. Íà îñíîâå îöåíîê ñëîæíîñòè ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ â ïóíêòàõ 1�7, ïîëó÷èì îöåí-

êó ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f .
Ïóñòü

S1 = 9n3 · 3n−r2r, S2 = T · 3n−r−kp · 32k · 3k · 2s, S3 = 3n−kp, S4 = 22r2 · T. (3.60)

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ íàä G, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , òàêàÿ, ÷òî

L(Φ) 6 S1 + S2 + S3 + S4, (3.61)

N(Φ;xn+1) = 1. (3.62)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.44) è (3.45) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ0 íàä U∪{ζ0, ζ1, ζ2},
ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f 0, òàêàÿ, ÷òî

L(Φ0) 6 9n3 · 3n−r2r = S1, (3.63)

N(Φ0;xn+1) = 1. (3.64)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.58), (3.59) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φ1 íàä U∪ {ζ0, ζ1, ζ2},
ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f 1, òàêàÿ, ÷òî

L(Φ1) 6
T∑
l=1

L(Φl) + 22r2 · T, (3.65)

N(Φ1;xn+1) = 1. (3.66)

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Φ âèäà F[Φ0,Φ1;xn+1]. Â ñèëó (3.40) ôîðìóëà Φ ðåàëèçóåò
ôóíêöèþ f . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

N(Φ;xn+1) = 1. (3.67)
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Îöåíèì ñëîæíîñòü ôîðìóëû Φ. Èç îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëû Φ, ñîîòíîøåíèé (3.63),
(3.65) è (3.57), ñëåäóåò, ÷òî

L(Φ) 6 L(Φ0) +L(Φ1) 6 S1 +
T∑
l=1

L(Φl) +S4 6 S1 +S4 +
T∑
l=1

3n−r−kp(32k · 3k · 2s + |Ul|) 6

6 S1 + S4 + T · 3n−r−kp · 32k · 3k · 2s + 3n−r−kp · 3r 6 S1 + S2 + S3 + S4.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà Φ ïîñòðîåíà íàä ñèñòåìîé G.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (3.61) äîêàçàíî.
Âûáåðåì äëÿ ïàðàìåòðîâ r, s, k ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

r = 2[log2 n−1], s = [log2 n− 4 log2 log2 n] , k = [2 log3 log3 n] . (3.68)

Ïîêàæåì, ÷òî ¾àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûì¿ ñëàãàåìûì â âûðàæåíèè èç ïðàâîé ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (3.61) ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå S3. Ñ ó÷åòîì (3.68) ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûïîë-
íÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

n

4
< r 6

n

2
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâà (3.28), à òàêæå ëåììó 3.1.1, ïîëó÷àåì, ÷òî

S1

S3

=
9n3 · 3n−r2r

p · 3n−k
6 9n3 ·

(
2

3

)r
· s 6 9n4 ·

(
2

3

)n
4

,

S2

S3

=
T · 3n−r−k · p · 32k · 3k · 2s

p · 3n−k
6

2 · 3r+2 ln r · 32k · 3k · 2s

3r · r
6

6 c1
log2 n · log3 log3 n · (log3 n)2 · n

n · (log2 n)4
6 c1

log3 log3 n · (log3 n)2

(log2 n)3
6 c1

log3 log3 n

log2 n
,

S4

S3

=
22r2 · T
p · 3n−k

6 c2
r2 · s · 3r ln r

r · 3k · 3n−k
6 c2

r · s · ln r
3n−r

6 c3n
3 · 3−

n
2 ,

ãäå c1, c2, c3 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïîýòîìó ïðè n→∞ âûðàæåíèÿ

S1

S3

,
S2

S3

,
S4

S3

ñòðåìÿòñÿ ê 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ¾àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûì¿ ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (3.61) ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå S3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

p · 3n−k 6
(

3k

s
+ 1

)
3n−k .

3n

log2 n
.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (3.61) ñëåäóåò, ÷òî

LG(Hn) .
3n

log2 n
.

Òåîðåìà 3.2.1 äîêàçàíà.
Òåïåðü ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàêñè-

ìàëüíîãî êëàññà. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òà-
êîé, ÷òî U01 ⊆ B. Ïóñòü A(B) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç
P3,2, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ [prA(B)] = B, à G = A(B) ∪ U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

LG(pr−1B(n)) .
3n

log2 n
+ LprG(B(n)). (3.69)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé,
îòëè÷íûé îò êëàññîâ C0, C1, C01, pr−1B � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìàêñèìàëüíûé êëàññ,
à A(B) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç P3,2, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ [prA(B)] = B. Â ñèëó ëåììû 1.6.2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[A(B) ∪ U] = pr−1B.

Ïîëîæèì
G = A(B) ∪ U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè ζ0, ζ1, ζ2 ïðèíàäëåæàò êëàññó pr−1B. Ïîýòîìó [G] = pr−1B.
Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà pr−1B. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

hf (x1, ..., xn, xn+1). Ïîëîæèì

hf (x1, ..., xn, xn+1) = j1(xn+1) +
∑

(α1,...,αn)∈En3 \En2
f(α1,...,αn)=1

jα1(x1)...jαn(xn).

Çàìåòèì, ÷òî prhf = xn+1. Ïîýòîìó prhf ∈ U01.
Òàê êàê [prA(B)] = B, òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ q(x1, ..., xn) ∈ [A(B)], óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèþ prq = prf .
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f̂(x1, ..., xn, xn+1) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

f̂(x1, ..., xn) = hf (x1, ..., xn, q(x1, ..., xn)k(x1)...k(xn)).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè hf ñëåäóåò, ÷òî

f̂(x1, ..., xn) = a(x1, ..., xn) + b(x1, ..., xn),

ãäå
a(x1, ..., xn) = q(x1, ..., xn)k(x1)...k(xn),

b(x1, ..., xn) =
∑

(α1,...,αn)∈En3 \En2 |
f(α1,...,αn)=1

jα1(x1)...jαn(xn).

Ïîêàæåì, ÷òî f̂(x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn). Ïóñòü γ̃ = (γ1, ..., γn) � ïðîèçâîëüíûé
íàáîð èç En

3 . Åñëè γ̃ ∈ En
2 , òî a(γ̃) = q(γ̃), b(γ̃) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, f̂(γ̃) = q(γ̃). Òàê

êàê prq = prf , òî q(γ̃) = f(γ̃). Ñëåäîâàòåëüíî, f̂(γ̃) = f(γ̃).
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Ïóñòü γ̃ ∈ En
3 \ En

2 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî a(γ̃) = 0. Åñëè f(γ̃) = 0, òî b(γ̃) = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, f̂(γ̃) = 0. Ïîýòîìó f̂(γ̃) = f(γ̃). Åñëè f(γ̃) = 1, òî b(γ̃) = 1. Çíà÷èò, f̂(γ̃) = 1.
Òàêèì îáðàçîì, f̂(γ̃) = f(γ̃). Èòàê, f̂(x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x1, ..., xn) = hf (x1, ..., xn, q(x1, ..., xn)k(x1)...k(xn)). (3.70)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) èç êëàññà pr−1B ïîëó÷å-
íî ïðåäñòàâëåíèå f â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ ôóíêöèé hf è q(x1, ..., xn)k(x1)...k(xn),
ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Hn, à âòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà ìíîæåñòâå
íàáîðîâ èç En

2 .
Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φqk íàä G, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ

q(x1, ..., xn)k(x1)...k(xn),

òàêàÿ, ÷òî

L(Φqk) 6 LprG(B(n)) + n. (3.71)

Èç ïóíêòà 8 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φh íàä
G, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , òàêàÿ, ÷òî

L(Φh) .
3n

log2 n
, (3.72)

N(Φh;xn+1) = 1.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Φ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû Φh ïîäñòàíîâêîé ôîðìó-
ëû Φqk âìåñòî åäèíñòâåííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xn+1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà
Φ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f , ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L(Φ) 6 L(Φh) + L(Φqk). (3.73)

Òîãäà èç òåîðåìû 3.2.1 è ñîîòíîøåíèÿ (3.71) ñëåäóåò, ÷òî

LG(pr−1B(n)) .
3n

log2 n
+ LprG(B(n)).

Òåîðåìà 3.2.2 äîêàçàíà.

3.3 Íèæíèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ íèæíÿÿ ìîùíîñòíàÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà
äëÿ ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî U01 ⊆ B.
Ïóñòü A(B) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî P3,2, òàêîå, ÷òî [prA(B)] = B.
×åðåç N(n, k,A(B)) îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ôîðìóë íàä ñèñòåìîé

G = A(B) ∪ U ∪ {ζ0 ∪ ζ1 ∪ ζ2}

ñëîæíîñòè íå áîëåå k, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn. Ñëåäóþùàÿ
ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 16 èç [33].
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Ëåììà 3.3.1. Äëÿ êàæäîé ñèñòåìû A(B) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(A(B)),
òàêàÿ, ÷òî

N(n, k,A(B)) < (cn)k. (3.74)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 16 èç [33]. Ñëåäó-
þùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 9 èç [33].

Ëåììà 3.3.2. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé,
÷òî U01 ⊆ B. Òîãäà åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè k(n) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

N(n, k(n),A(B))

|pr−1B(n)|
→ 0 ïðè n→∞,

òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî LG(pr−1B(n)) > k(n).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 9 èç [33].

Ëåììà 3.3.3. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé,
÷òî U01 ⊆ B. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

LG(pr−1B(n)) >
3n

log2 n
(1− ε).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3.3.1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

k(n) =
3n

log2 n
(1− ε)

è n→∞ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

N(n, k(n),A(B))

|pr−1B(n)|
→ 0.

Òàê êàê U01 ⊆ B è |U01(n)| = n, òî |pr−1B(n)| > n23n−2n . Ïî ëåììå 3.3.2 ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà c, òàêàÿ, ÷òî N(n, k(n)) < (cn)k. Òîãäà ïîëó÷àåì:

log2

N(n, k(n),A(B))

|pr−1B(n)|
= log2N(n, k(n),A(B))− log2 |pr−1B(n)| 6

6 k log2 cn− log2 n− (3n − 2n) 6
3n

log2 n
(1− ε)(log2 n+ log2 c)− log2 n− 3n + 2n.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè n→∞, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

N(n, k(n),A(B))

|pr−1B(n)|
→ 0 ïðè n→∞.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

77



Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òà-
êîé, ÷òî U01 ⊆ B, A(B) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî P3,2, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ [prA(B)] = B, à G = A(B) ∪ U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}. Òîãäà èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

LG(pr−1B(n)) &
3n

log2 n
.

Ñ ó÷åòîì òåîðåì 3.2.2 è 3.3.1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òà-
êîé, ÷òî U01 ⊆ B, A(B) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî P3,2, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ [prA(B)] = B, à G = A(B) ∪ U ∪ {ζ0, ζ1, ζ2}. Òîãäà èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

3n

log2 n
. LG(pr−1B(n)) .

3n

log2 n
+ LprG(B(n)).

3.4 Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé

Øåííîíà

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé, ïîðîæäàþùèõ ìàêñè-
ìàëüíûå êëàññû, íàõîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíê-
öèé Øåííîíà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî L01 ⊆ B.
Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ G êëàññà pr−1B, òàêîé, ÷òî

LG(pr−1B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî L01 ⊆
B. Ðàññìîòðèì áàçèñ G, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 3.3.2. Òîãäà ïî òåîðåìå
3.3.2 âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

3n

log2 n
. LG(pr−1B(n)) .

3n

log2 n
+ LprG(B(n)). (3.75)

Â ñîîòíîøåíèè (3.75) îöåíèì âåëè÷èíó LprG(B(n)). Ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ
êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ êëàññ L01, ñîñòîèò èç êëàññîâ

L01, L0, L1, LS, L, S01, S, T01, T0, T1, P2.

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ è äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïîêàæåì, ÷òî LprG(B(n)) =

o
(

3n

log2 n

)
.
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Åñëè B = P2, òî â ñèëó òåîðåìû 1.3.1

LprG(B(n)) ∼ 2n

log2 n
= o

(
3n

log2 n

)
.

Ïóñòü B ∈ {L01, L0, L1, LS, L}. Òîãäà ïî ëåììå 1.3.2 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c, òàêàÿ,
÷òî

LprG(B(n)) 6 cn = o

(
3n

log2 n

)
.

Åñëè B ∈ {S, S01}, òî ïî òåîðåìå 1.3.5

LprG(B(n)) ∼ 2n−1

log2 n
= o

(
3n

log2 n

)
.

Ïóñòü, íàêîíåö, B ∈ {T0, T1, T01}. Èç òåîðåìû 1.3.6 ñëåäóåò, ÷òî

LprG(B(n)) ∼ 2n

log2 n
= o

(
3n

log2 n

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B, òàêîãî, ÷òî
L01 ⊆ B, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LprG(B(n)) = o

(
3n

log2 n

)
.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (3.75) ñëåäóåò, ÷òî

LG(pr−1B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêæå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü B ∈ {O∞, O∞0 , I∞, I∞1 ,MO∞,MO∞0 ,MI∞,MI∞1 }. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ G êëàññà pr−1B, òàêîé, ÷òî

LG(pr−1B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ∈ {O∞, O∞0 }. Ðàññìîòðèì áàçèñ G, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì òåîðåìû 3.3.2. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.3.2

3n

log2 n
. LG(pr−1B(n)) .

3n

log2 n
+ LprG(B(n)). (3.76)

Â ñèëó òåîðåìû 1.3.5 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

LprG(B(n)) ∼ 2n−1

log2 n
= o

(
3n

log2 n

)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3.76), èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

LG(pr−1B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Åñëè B ∈ {I∞, I∞1 }, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñîîáðàæåíèé
äâîéñòâåííîñòè.

Â ñëó÷àå B ∈ {MO∞,MO∞0 ,MI∞,MI∞1 } óòâåðæäåíèå òåîðåìû àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì èçâëåêàåòñÿ èç òåîðåìû 1.3.7.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.4.3. Ïóñòü B ∈ {M01,M0,M1,M}. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ G
êëàññà pr−1B, òàêîé, ÷òî

LG(pr−1B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ∈ {M01,M0,M1,M}. Ðàññìîòðèì áàçèñ G, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 3.3.2 è òàêîé, ÷òî xy, x ∨ y ∈ prG. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.3.2

3n

log2 n
. LG(pr−1B(n)) .

3n

log2 n
+ LprG(B(n)). (3.77)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ∈ B(n) íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè
g(x2, ..., xn) ∈ B(n− 1) è h(x2, ..., xn) ∈ B(n− 1), ÷òî

f(x1, ..., xn) = x1g(x2, ..., xn) ∨ h(x2, ..., xn).

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LprG(B(n)) = o

(
3n

log2 n

)
.

Òîãäà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3.77), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Òåîðåìà 3.4.4. Ïóñòü

B ∈ {D01, D0, D1, D,K01, K0, K1, K, U, SU, U01,MU,U0, U1}.

Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ G êëàññà pr−1B, òàêîé, ÷òî

LG(pr−1B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

B ∈ {D01, D0, D1, D,K01, K0, K1, K, U, SU, U01,MU,U0, U1}.
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Ðàññìîòðèì áàçèñ G, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 3.3.2. Òîãäà ïî òåîðåìå
3.3.2

3n

log2 n
. LG(pr−1B(n)) .

3n

log2 n
+ LprG(B(n)). (3.78)

Î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LprG(B(n)) = o

(
3n

log2 n

)
,

îòêóäà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3.78), ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.
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Ãëàâà 4

Ãëóáèíà ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ

ôóíêöèè èç P3,2

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ãëóáèíå ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ ôóíê-
öèè èç P3,2. Èçâåñòíî [61], ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé
âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç çàìêíóòîãî êëàññà, ïîðîæäåííîãî ýòîé ñèñòåìîé, ìîæåò áûòü ðåà-
ëèçîâàíà ôîðìóëîé, ãëóáèíà êîòîðîé èìååò íå áîëåå ÷åì ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà îò
÷èñëà ïåðåìåííûõ. Íèæå àíàëîãè÷íûé ôàêò óñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷-
íûõ ñèñòåì ôóíêöèé èç P3,2.

4.1 Êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîäåðæèò ôóíêöèþ δp
èëè δ∗p

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïàðàãðàôå 1. Äëÿ ëþáîãî p > 2
è ëþáîãî i = 1, ..., p áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç xi íàáîð (xi1, ..., x

i
i−1, x

i
i+1, ..., x

i
p), à ÷åðåç

Xp � íàáîð (x1, ..., xp), ñîñòîÿùèé èç p(p− 1) ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç P3,2, n > p > 2. Äëÿ ëþáûõ i, j,

òàêèõ, ÷òî 1 6 i, j 6 p è i 6= j, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f ij(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) ôóíê-
öèþ f(x1, ..., xj−1, xi, xj+1, ..., xn). ×åðåç Y p îáîçíà÷èì íàáîð ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèéñÿ
èç íàáîðà Xp çàìåíîé ïåðåìåííûõ xij íà ôóíêöèè f

i
j ñîîòâåòñòâåííî, ãäå i, j = 1, ..., p

è i 6= j.
Äëÿ ëþáûõ p > 3 â ïàðàãðàôå 1 áûëà îïðåäåëåíà áóëåâà ôóíêöèÿ δp(Xp):

δp(X
p) = ∨&x

ij
il
,

ãäå äèçúþíêöèÿ áåðåòñÿ ïî âñåì i1, i2, i3, i4 = 1, ..., p, iv 6= is ïðè v 6= s, à êîíúþíêöèÿ
áåðåòñÿ ïî âñåì j, l, òàêèì, ÷òî 1 6 j < l 6 4.

×åðåçDp ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî ôóíêöèé ∆p(X
p) èç P3,2, òàêèõ, ÷òî pr∆p(X

p) =
δp(X

p).
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Q è R çàìêíóòûõ êëàññîâ èç P2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ñëå-

äóþùåå ìíîæåñòâî

{P2, T0, T1, T01,M,M0,M1,M01, O
m, Om

0 ,MOm,MOm
0 , I

m, Im1 ,MIm,MIm1 , 2 6 m <∞},
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à ÷åðåç R � ìíîæåñòâî

{P2, T1, T01,M,M1,M01, O
m, Om

0 ,MOm,MOm
0 , 2 6 m <∞}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
R ∪R∗ = Q.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé èç
ìíîæåñòâà Q, H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî
prH = B, à G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ n > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

DG(H(n)) 6 cn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé
èç ìíîæåñòâà Q, H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî
prH = Q, à G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H. Ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà B ∈ R. Èç ëåììû 1.5.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî m > 2 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî r = r(m), òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ δr
ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó êëàññó áóëåâûõ ôóíêöèé Om. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
êëàññà B ∈ R è äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà H èç P3,2, òàêîãî, ÷òî prH = B, íàé-
äóòñÿ íàòóðàëüíîå r = r(m) è ôóíêöèÿ ∆r(X

r) èç ìíîæåñòâà Dr, òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ
∆r(X

r) ïðèíàäëåæèò êëàññóH. Èç ëåììû 1.5.4 ñëåäóåò, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f(x1, ..., xn) ∈ H, n > 10, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f = ∆r(Y

r
f ). Ôóíêöèè Y r

f çàâèñÿò íå
áîëåå ÷åì îò n− 1 ïåðåìåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî áàçèñà G0 êëàñ-
ñà H, ñîäåðæàùåãî ôóíêöèþ ∆r(X

r) è âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà H(9), âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå DG0(H(n)) 6 c0n, ãäå c0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû G êëàññà H âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå DG(H(n)) 6 cn, ãäå c �
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òàê êàê ïåðåõîä îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó âëå÷åò óâåëè÷åíèå
ãëóáèíû ôóíêöèé íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó ðàç.

Åñëè êëàññ B ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Q \R, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç
ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2 Êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ S èëè S01

Â ýòîì ðàçäåëå óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðõíÿÿ ëèíåéíàÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà
ïî ãëóáèíå äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ F èç P3,2, òàêèõ, ÷òî prF ∈ {S, S01}, è âñåõ
êîíå÷íûõ áàçèñîâ êëàññà F .

Óñòàíîâèì ñíà÷àëà îäèí ôàêò î ãëóáèíå ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè èç êëàñ-
ñîâ âèäà pr−1B ∩ Z2,i, ãäå B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé,
òàêîé, ÷òî U01 ⊆ B, i = 0, 1.
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Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé,
÷òî U01 ⊆ B. Ïóñòü Hi = pr−1B ∩Z2,i, à Gi � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ
ñèñòåìà êëàññà Hi, i = 0, 1. Òîãäà íàéäåòñÿ êîíñòàíòà ci, i = 0, 1, òàêàÿ, ÷òî

DGi(Hi(n)) 6 cin.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé,
òàêîé, ÷òî U01 ⊆ B. Ïóñòü Hi = pr−1B ∩ Z2,i, à Gi � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæ-
äàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà Hi, i = 0, 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé êëàññà H0.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f èç êëàññà Z2,0 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè íàáîð
α̃ ∈ En

2 ïîëó÷åí èç íàáîðà β̃ ∈ En
3 çàìåíîé âñåõ äâîåê íà íóëè, òî f(α̃) = f(β̃).

Çíà÷èò, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè áóëåâîé ôóíêöèè
prf . Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ H0. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

DG0(f) 6 DprG0(prf). (4.1)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

DG0(H0(n)) 6 DprG0(B(n)). (4.2)

Ïî òåîðåìå 1.3.2 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, òàêàÿ, ÷òî DprG0(B(n)) 6 cn. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (4.2), ïîëó÷àåì

DG0(H0(n)) 6 cn.

Äëÿ êëàññà H1 äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ëåììà äîêàçàíà.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) ∈ P3,2 ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äîîïðåäåëåíèåì

áóëåâîé ôóíêöèè g(x1, ..., xn), åñëè prf(x1, ..., xn) = g(x1, ..., xn) è äëÿ êàæäîãî íàáîðà
α̃ ∈ En

3 \En
2 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå f(α̃) = 0. ×åðåç ε(n)

1 (x1, ..., xn) îáîçíà÷èì íóëå-
âîå äîîïðåäåëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè e(n)

1 (x1, ..., xn) = x1, n > 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â
ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ

ε
(1)
1 (x1) = ε

(2)
1 (x1, x1), (4.3)

ε
(i+1)
1 (x1, ..., xi+1) = ε

(2)
1 (ε

(i)
1 (x1, ..., xi), xi+1), i > 2. (4.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî n > 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ε(n)
1 ∈ [{ε(2)

1 }], ïðè÷åì äëÿ
n > 2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

D{ε(2)1 }
(ε

(n)
1 ) 6 n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψn ôîðìóëó íàä ε
(2)
1 , ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ ε

(n+1)
1 (y, x1, ..., xi+1),

ïîëó÷åííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (4.3) è (4.4) è ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåèìå-
íîâàíèåì ïåðåìåííûõ, n > 1. Î÷åâèäíî, ÷òî

D(Ψn) 6 n, n > 2. (4.5)

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
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Ëåììà 4.2.2. Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé,
÷òî prH ∈ {S, S01}. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàñ-

ñà H, òàêàÿ, ÷òî ε
(2)
1 (x1, x2) ∈ G. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(G), òàêàÿ, ÷òî

ïðè âñåõ n > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

DG(H(n)) 6 cn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2,
òàêîé, ÷òî prH ∈ {S, S01}. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà
êëàññà H, òàêàÿ, ÷òî ε

(2)
1 (x1, x2) ∈ G. Ïóñòü f(x1, ..., xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ

èç êëàññà H. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ñèñòåìó G ∪ {0}. Ïóñòü F = [G ∪ {0}]. Òàê êàê
prH ∈ {S, S01}, òî prF ∈ {P2, T0}. Òîãäà èç òåîðåìû 4.1.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ôîðìóëà Φ íàä G ∪ {0}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , è êîíñòàíòà c̃ = c̃(G ∪ {0}), òàêèå,
÷òî D(Φ) 6 c̃n. Çàìåíèì êàæäîå âõîæäåíèå êîíñòàíòû 0 â ôîðìóëó Φ íà ôîðìóëó
Ψn (ñì. åå ïîñòðîåíèå ïåðåä ëåììîé). Ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà Φ̂ íàä G, ðåàëèçóþùàÿ
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ g(y, x1, ..., xn).

Ïîêàæåì, ÷òî g(y, x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn). Ïóñòü α̃ = (α1, ..., αn) ∈ En
3 , β ∈ E3.

Åñëè α̃ ∈ En
3 \ En

2 , òî ε
(n+1)
1 (β, α̃) = 0. Ïîýòîìó g(β, α̃) = f(α̃). Ïóñòü α̃ ∈ En

2 . Åñëè
β = 0 èëè β = 2, òî ε(n+1)

1 (β, α̃) = 0 è g(β, α̃) = f(α̃). Åñëè β = 1, òî ε(n+1)
1 (β, α̃) = 1.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñàìîäâîéñòâåííîñòü ôóíêöèé prf è prg, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

g(1, α̃) = g(0, α̃) = f(α̃) = f(α̃).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà Φ̂ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f . Ïðè ýòîì â ñèëó ïîñòðîåíèÿ è ñ
ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (4.5) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

D(Φ̂) 6 D(Φ) +D(Ψn) 6 c̃n+ n+ 1 6 cn,

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü B � îäèí èç äâóõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé: S èëè S01. Ïóñòü
H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî prH = B. Ïóñòü
G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H. Òîãäà ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà c òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ n > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

DG(H(n)) 6 cn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � îäèí èç äâóõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé: S èëè S01.
Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî prH = B.
Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H. Ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà ñëó÷àé B = S. Â ëåììå 1.4.6 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ
èç P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì S: â êëàññ S ïðîåêòèðóþòñÿ êëàññû

pr−1S, Z2,0 ∩ pr−1S, Z2,1 ∩ pr−1S
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è òîëüêî îíè.
Äëÿ êëàññîâ Z2,0 ∩ pr−1S è Z2,1 ∩ pr−1S óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû

4.2.1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êëàññ pr−1S ñîäåðæèò ôóíêöèþ ε

(2)
1 (x1, x2). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè

G � êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà pr−1S, òî è ñèñòåìà G0 = G ∪ {ε(2)
1 }

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé êëàññà pr−1S. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå
4.2.2 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c0, òàêàÿ, ÷òî DG0(H(n)) 6 c0n. Òàê êàê ïåðåõîä îò îäíîãî
áàçèñà ê äðóãîìó âëå÷åò óâåëè÷åíèå ñëîæíîñòè ôóíêöèé íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó
ðàç, òî íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c, òàêàÿ, ÷òî DG(H(n)) 6 cn.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ B = S01. Â ëåììå 1.4.7 ñîäåðæèòñÿ îïèñàíèå
ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ èç P3,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì S01: â
êëàññ S01 ïðîåêòèðóþòñÿ êëàññû

pr−1S01, T
(2)
0 ∩ pr−1S01, T

(2)
1 ∩ pr−1S01, Z2,0 ∩ pr−1S01, Z2,1 ∩ pr−1S01

è òîëüêî îíè.
Äëÿ êëàññîâ Z2,0∩pr−1S01 è Z2,1∩pr−1S01 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû

4.2.1.
Êëàññû pr−1S01 è T

(2)
0 ∩ pr−1S01 ñîäåðæàò ôóíêöèþ ε

(2)
1 (x1, x2). Äîêàçàòåëüñòâî óò-

÷åðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ ýòèõ êëàññîâ ñëåäóåò èç ëåììû 4.2.2 è ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ êëàññà pr−1S.

Êëàññ T (2)
1 ∩ pr−1S01 ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê êëàññó T (2)

0 ∩ pr−1S01 îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâêè (01)(2). Ïîýòîìó äëÿ íåãî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó
ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 Êëàññû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì

SM

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êëàññîâ, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì SM . Èç-
âåñòíî [95], ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì SM ,
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Â [95] ïðèâåäåí ìåòîä îïèñàíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîëíîå îïèñà-
íèå ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî íàéòè â [84]. Íèæå ìû íå áóäåì îïèðàòüñÿ íà ýòî îïèñàíèå.

Ïëàí äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ìû ââå-
äåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è äîêàæåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Çàòåì ìû
îïðåäåëèì ðåêóððåíòíûì îáðàçîì áóëåâó ôóíêöèþ ω6. Çàòåì äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
f ∈ P3,2 áóäåò äîêàçàíî îäíî ñïåöèàëüíîå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåìîå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ôóíêöèè, ïðîåêöèÿ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ω6. Íàêîíåö, íà îñíîâå ýòîãî
ðàçëîæåíèÿ áóäåò äîêàçàíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà ïî ãëóáèíå äëÿ
êàæäîãî êëàññà, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êëàññîì SM .

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ δ10(X10). Íàïîìíèì, ÷òî

δ10(X10) = ∨&x
ij
il
,

ãäå äèçúþíêöèÿ áåðåòñÿ ïî âñåì i1, i2, i3, i4 = 1, ..., 10, iv 6= is ïðè v 6= s, à êîíúþíêöèÿ
áåðåòñÿ ïî âñåì j, l, òàêèì, ÷òî 1 6 j < l 6 4.
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Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ÷åðåç d3(x, y, z) ìû îáîçíà÷àåì áóëåâó ôóíêöèþ xy∨xz∨yz.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ π(z1, z2, X

10) ∈ P2. Ïîëîæèì

π(z1, z2, X
10) = z1(z2 ∨ δ10(X10)) ∨ z2δ

∗
10(X10), (4.6)

ãäå δ∗10(X10) � áóëåâà ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê ôóíêöèè δ10(X10).
Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.3.1. Ôóíêöèÿ π(z1, z2, X
10) ïðèíàäëåæèò êëàññó SM .

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ωi ∈ P2, i = 2, 3, 4, 5, 6, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

ω2(z1, z2, X
10) = π(z1, z2, X

10), (4.7)

ω3(z1, z2, z3, X
10) = d3(ω2(z1, z2, X

10), ω2(z1, z3, X
10), ω2(z2, z3, X

10)), (4.8)

ω4(z1, z2, z3, z4, X
10) = d3(ω3(z1, z2, z3, X

10), ω3(z1, z2, z4, X
10), ω3(z1, z3, z4, X

10)), (4.9)

ω5(z1, z2, z3, z4, z5, X
10) =

= d3(ω4(z1, z2, z3, z4, X
10), ω4(z1, z2, z3, z5, X

10), ω4(z1, z2, z4, z5, X
10)), (4.10)

ω6(z1, z2, z3, z4, z5, z6, X
10) =

= d3(ω5(z1, z2, z3, z4, z5, X
10), ω5(z1, z2, z3, z4, z6, X

10), ω5(z1, z2, z3, z5, z6, X
10)). (4.11)

Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèé è ëåììû 4.3.1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè ωi, i = 2, 3, 4, 5, 6,
ïðèíàäëåæàò êëàññó SM .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qi ìíîæåñòâî ôóíêöèé Ωi ∈ P3,2, òàêèõ, ÷òî prΩi = ωi, i =
2, 3, 4, 5, 6.

Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 5. Îïðåäåëèì ôóíêöèè gfi (y1, ..., yi, x1, ..., xn) ∈ P3,2,
i = 2, 3, 4, 5, 6, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

gfi (y1, ..., yi, x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn)(j1(y1) ∨ ... ∨ j1(yi)) ∨ j1(y1) · ... · j1(yi). (4.12)

Äîêàæåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ôóíêöèé Ωi, i = 2, 3, 4, 5, 6. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f(x1, ..., xn), n > 2, è ëþáîãî p, n > p > 2, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Y p = Y p(f)
íàáîð ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íàáîðà ïåðåìåííûõ Xp ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèè f ij
âìåñòî ïåðåìåííîé xij äëÿ âñåõ i, j, 1 6 i, j 6 n, i 6= j.

Ëåììà 4.3.2. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è Ω2 ∈ Q2. Ïóñòü α̃ = (α1, α2) ∈ E2
3 ,

γi = j1(αi), i = 1, 2, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En
3 . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω2(γ1, γ2, Y
10(β̃)) = gf2 (α1, α2, β̃).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è Ω2 ∈ Q2. Ïóñòü α̃ = (α1, α2) ∈
E2

3 , γi = j1(αi), i = 1, 2, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En
3 . Òàê êàê γ1, γ2 ∈ E2, à òàêæå â ñèëó òîãî,

÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω2(γ1, γ2, Y
10(β̃)) = ω2(γ1, γ2, Y

10(β̃)). (4.13)

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ω2

ω2(γ1, γ2, Y
10(β̃)) = γ1(γ2 ∨ δ10(Y 10(β̃))) ∨ γ2δ

∗
10(Y 10(β̃)). (4.14)

Ïóñòü ∆10 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç P3,2, òàêàÿ, ÷òî pr∆10 = δ10. Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî δ10(Y 10(β̃)) = ∆10(Y 10(β̃)). Â ñèëó ëåììû 1.5.4 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå ∆10(Y 10(β̃)) = f(β̃). Ñëåäîâàòåëüíî, δ10(Y 10(β̃)) = f(β̃). Àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîì
çàìå÷àíèÿ ê ëåììå 1.5.4, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî δ∗10(Y 10(β̃)) = f(β̃). Òîãäà

ω2(γ1, γ2, Y
10(β̃)) = γ1(γ2 ∨ f(β̃)) ∨ γ2f(β̃) =

= f(β̃) · (γ1 ∨ γ2) ∨ γ1γ2.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

gf2 (α1, α2, β̃) = f(β̃) · (γ1 ∨ γ2) ∨ γ1γ2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
Ω2(γ1, γ2, Y

10(β̃)) = gf2 (α1, α2, β̃).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3.3. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è Ω3 ∈ Q3. Ïóñòü α̃ = (α1, α2, α3) ∈
E3

3 , γi = j1(αi), i = 1, 2, 3, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En
3 . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω3(γ1, γ2, γ3, Y
10(β̃)) = gf3 (α1, α2, α3, β̃).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è Ω3 ∈ Q3. Ïóñòü α̃ =

(α1, α2, α3) ∈ E3
3 , γi = j1(αi), i = 1, 2, 3, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En

3 . Òàê êàê γ1, γ2, γ3 ∈ E2, à
òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 2, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

Ω3(γ1, γ2, γ3, Y
10(β̃)) = ω3(γ1, γ2, γ3, Y

10(β̃)), (4.15)

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ω3

ω3(γ1, γ2, γ3, Y
10(β̃)) =
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= d3(ω2(γ1, γ2, Y
10(β̃)), ω2(γ1, γ3, Y

10(β̃)), ω2(γ2, γ3, Y
10(β̃))). (4.16)

Ïóñòü Ω2 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà Q2. Òàê êàê γ1, γ2, γ3 ∈ E2, à
òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 2, âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

ω2(γ1, γ2, Y
10(β̃)) = Ω2(γ1, γ2, Y

10(β̃)), (4.17)

ω2(γ1, γ3, Y
10(β̃)) = Ω2(γ1, γ3, Y

10(β̃)), (4.18)

ω2(γ2, γ3, Y
10(β̃)) = Ω2(γ2, γ3, Y

10(β̃)). (4.19)

Ïî ëåììå 4.3.2

Ω2(γ1, γ2, Y
10(β̃)) = gf2 (α1, α2, β̃), (4.20)

Ω2(γ1, γ3, Y
10(β̃)) = gf2 (α1, α3, β̃), (4.21)

Ω2(γ2, γ3, Y
10(β̃)) = gf2 (α2, α3, β̃). (4.22)

Èç ðàâåíñòâ (4.15) � (4.22) ïîëó÷àåì, ÷òî

Ω3(γ1, γ2, γ3, Y
10(β̃)) = d3(gf2 (α1, α2, β̃), gf2 (α1, α3, β̃), gf2 (α2, α3, β̃)). (4.23)

Ïîêàæåì, ÷òî

d3(gf2 (α1, α2, β̃), gf2 (α1, α3, β̃), gf2 (α2, α3, β̃)) = gf3 (α1, α2, α3, β̃). (4.24)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1. Ïóñòü α1 = α2 = α3 = 1. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè gf2 ñëåäóåò, ÷òî

gf2 (α1, α2, β̃) = gf2 (α1, α3, β̃) = gf2 (α2, α3, β̃) = 1,

gf3 (α1, α2, α3, β̃) = 1.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (4.24) âûïîëíÿåòñÿ.
2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò i, j, òàêèå, ÷òî αi = 1, αj 6= 1, 1 6 i, j 6 3, i 6= j. Áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α1 = 1, α2 6= 1. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè gf2
ñëåäóåò, ÷òî

gf2 (α1, α2, β̃) = f(β̃),

gf2 (α1, α3, β̃) > f(β̃),
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gf2 (α2, α3, β̃) 6 f(β̃),

gf3 (α1, α2, α3, β̃) = f(β̃).

Ñëåäîâàòåëüíî,

d3(gf2 (α1, α2, β̃), gf2 (α1, α3, β̃), gf2 (α2, α3, β̃)) = gf3 (α1, α2, α3, β̃)

è ðàâåíñòâî (4.24) âûïîëíÿåòñÿ.
3. Ïóñòü α1 6= 1, α2 6= 1, α3 6= 1. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè gf2 ñëåäóåò, ÷òî

gf2 (α1, α2, β̃) = gf2 (α1, α3, β̃) = gf2 (α2, α3, β̃) = 0,

gf3 (α1, α2, α3, β̃) = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (4.24) âûïîëíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî (4.24). Èç ðàâåíñòâ (4.23) è (4.24) ñëåäóåò,

÷òî
Ω3(γ1, γ2, γ3, Y

10(β̃)) = gf3 (α1, α2, α3, β̃).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3.4. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è Ω4 ∈ Q4. Ïóñòü α̃ = (α1, α2, α3, α4) ∈
E4

3 , γi = j1(αi), i = 1, 2, 3, 4, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En
3 . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y
10(β̃)) = gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è Ω4 ∈ Q4. Ïóñòü α̃ =

(α1, α2, α3, α4) ∈ E4
3 , γi = j1(αi), i = 1, 2, 3, 4, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En

3 . Òàê êàê γi ∈ E2,
i = 1, 2, 3, 4, à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå
2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y
10(β̃)) = ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y

10(β̃)), (4.25)

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ω4

ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y
10(β̃)) =

= d3(ω3(γ1, γ2, γ3, Y
10(β̃)), ω3(γ1, γ2, γ4, Y

10(β̃)), ω3(γ1, γ3, γ4, Y
10(β̃))). (4.26)

Ïóñòü Ω3 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà Q3. Òàê êàê γ1, γ2, γ3, γ4 ∈ E2, à
òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 2, âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

ω3(γ1, γ2, γ3, Y
10(β̃)) = Ω3(γ1, γ2, γ3, Y

10(β̃)), (4.27)
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ω3(γ1, γ2, γ4, Y
10(β̃)) = Ω3(γ1, γ2, γ4, Y

10(β̃)), (4.28)

ω3(γ1, γ3, γ4, Y
10(β̃)) = Ω3(γ1, γ3, γ4, Y

10(β̃)). (4.29)

Ïî ëåììå 4.3.3

Ω3(γ1, γ2, γ3, Y
10(β̃)) = gf3 (α1, α2, α3, β̃), (4.30)

Ω3(γ1, γ2, γ4, Y
10(β̃)) = gf3 (α1, α2, α4, β̃), (4.31)

Ω3(γ1, γ3, γ4, Y
10(β̃)) = gf3 (α1, α3, α4, β̃). (4.32)

Èç ðàâåíñòâ (4.25) � (4.32) ïîëó÷àåì, ÷òî

Ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y
10(β̃)) = d3(gf3 (α1, α2, α3, β̃), gf3 (α1, α2, α4, β̃), gf3 (α1, α3, α4, β̃)). (4.33)

Ïîêàæåì, ÷òî

d3(gf3 (α1, α2, α3, β̃), gf3 (α1, α2, α4, β̃), gf3 (α1, α3, α4, β̃)) = gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃). (4.34)

Ïîëîæèì
A = γ1 ∨ γ2 ∨ γ3 ∨ γ4, B = γ1 · γ2 · γ3 · γ4.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1. Ïóñòü B = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå α1 = α2 = α3 = α4 = 1. Òîãäà èç

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé gf3 è gf4 ñëåäóåò, ÷òî

gf3 (α1, α2, α3, β̃) = gf3 (α1, α2, α4, β̃) = gf3 (α1, α3, α4, β̃) = 1,

gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃) = 1.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (4.34) âûïîëíÿåòñÿ.
2. Ïóñòü A = 1, B = 0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè gf4 ñëåäóåò, ÷òî

gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃) = f(β̃).

Èç ðàâåíñòâà A = 1 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îä-
íà åäèíèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè òðåõ òðîåê (α1, α2, α3), (α1, α2, α4) è (α1, α3, α4) ïî
êðàéíåé ìåðå äâå ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíó åäèíèöó. Òîãäà ñðåäè òðåõ ÷èñåë

gf3 (α1, α2, α3, β̃), gf3 (α1, α2, α4, β̃), gf3 (α1, α3, α4, β̃)

ïî êðàéíåé ìåðå äâà íå ìåíüøå f(β̃). Ñëåäîâàòåëüíî,

d3(gf3 (α1, α2, α3, β̃), gf3 (α1, α2, α4, β̃), gf3 (α1, α3, α4, β̃)) > f(β̃).
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Èç ðàâåíñòâàB = 0 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
÷èñëî, îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè òðåõ òðîåê (α1, α2, α3), (α1, α2, α4)
è (α1, α3, α4) ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò åäèíèöû.
Òîãäà ñðåäè òðåõ ÷èñåë

gf3 (α1, α2, α3, β̃), gf3 (α1, α2, α4, β̃), gf3 (α1, α3, α4, β̃)

ïî êðàéíåé ìåðå äâà íå áîëüøå f(β̃). Ñëåäîâàòåëüíî,

d3(gf3 (α1, α2, α3, β̃), gf3 (α1, α2, α4, β̃), gf3 (α1, α3, α4, β̃)) 6 f(β̃).

Òàêèì îáðàçîì,

d3(gf3 (α1, α2, α3, β̃), gf3 (α1, α2, α4, β̃), gf3 (α1, α3, α4, β̃)) = f(β̃) =

= gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃)

è ðàâåíñòâî (4.34) âûïîëíÿåòñÿ.
3. Ïóñòü A = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4 íåò åäèíèö.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé gf3 è gf4 ñëåäóåò, ÷òî

gf3 (α1, α2, α3, β̃) = gf3 (α1, α2, α4, β̃) = gf3 (α1, α3, α4, β̃) = 0,

gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃) = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (4.34) âûïîëíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî (4.34). Èç ðàâåíñòâ (4.33) è (4.34) ñëåäóåò,

÷òî
Ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y

10(β̃)) = gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3.5. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, Ω5 ∈ Q5, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En
3 è

α̃ = (α1, α2, α3, α4, α5) ∈ E5
3 . Ïóñòü γi = j1(αi), i = 1, 2, 3, 4, 5. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî
Ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y

10(β̃)) = gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è Ω5 ∈ Q5. Ïóñòü α̃ =

(α1, α2, α3, α4, α5) ∈ E5
3 , γi = j1(αi), i = 1, 2, 3, 4, 5, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En

3 . Òàê êàê
γ1, γ2, γ3, γ4, γ5 ∈ E2, à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y
10(β̃)) = ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y

10(β̃)), (4.35)

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ω5

ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y
10(β̃)) =
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= d3(ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y
10(β̃)), ω4(γ1, γ2, γ3, γ5, Y

10(β̃)), ω4(γ1, γ2, γ4, γ5, Y
10(β̃))). (4.36)

Ïóñòü Ω4 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâàQ4. Òàê êàê γ1, γ2, γ3, γ4, γ5 ∈ E2, à
òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 2, âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y
10(β̃)) = Ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y

10(β̃)), (4.37)

ω4(γ1, γ2, γ3, γ5, Y
10(β̃)) = Ω4(γ1, γ2, γ3, γ5, Y

10(β̃)), (4.38)

ω4(γ1, γ2, γ4, γ5, Y
10(β̃)) = Ω4(γ1, γ2, γ4, γ5, Y

10(β̃)). (4.39)

Ïî ëåììå 4.3.4

Ω4(γ1, γ2, γ3, γ4, Y
10(β̃)) = gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃), (4.40)

Ω4(γ1, γ2, γ3, γ5, Y
10(β̃)) = gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃), (4.41)

Ω4(γ1, γ2, γ4, γ5, Y
10(β̃)) = gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃). (4.42)

Èç ðàâåíñòâ (4.35) � (4.42) ïîëó÷àåì, ÷òî

Ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y
10(β̃)) =

= d3(gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃), gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃), gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃)). (4.43)

Ïîêàæåì, ÷òî

d3(gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃), gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃), gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃)) =

= gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃). (4.44)

Ïîëîæèì
A = γ1 ∨ γ2 ∨ γ3 ∨ γ4 ∨ γ5, B = γ1 · γ2 · γ3 · γ4 · γ5.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1. Ïóñòü B = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå α1 = α2 = α3 = α4 = α5 = 1. Òîãäà èç

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé gf4 è gf5 ñëåäóåò, ÷òî

gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃) = gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃) = gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃) = 1,

gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃) = 1.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (4.44) âûïîëíÿåòñÿ.
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2. Ïóñòü A = 1, B = 0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè gf5 ñëåäóåò, ÷òî

gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃) = f(β̃).

Èç ðàâåíñòâà A = 1 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4, α5 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà åäèíèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè òðåõ ÷åòâåðîê (α1, α2, α3, α5), (α1, α3, α4, α5) è
(α1, α2, α4, α5) ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíó åäèíèöó. Òîãäà ñðåäè òðåõ
÷èñåë

gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃), gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃), gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃)

ïî êðàéíåé ìåðå äâà íå ìåíüøå f(β̃). Ñëåäîâàòåëüíî,

d3(gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃), gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃), gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃)) > f(β̃).

Èç ðàâåíñòâà B = 0 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4, α5 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè òðåõ ÷åòâåðîê (α1, α2, α3, α4),
(α1, α2, α3, α5) è (α1, α2, α4, α5) ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíî ÷èñëî,
îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Òîãäà ñðåäè òðåõ ÷èñåë

gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃), gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃), gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃)

ïî êðàéíåé ìåðå äâà íå áîëüøå f(β̃). Ñëåäîâàòåëüíî,

d3(gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃), gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃), gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃)) 6 f(β̃).

Òàêèì îáðàçîì,

d3(gf4 (α1, α2, α3, α4β̃), gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃), gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃)) = f(β̃) =

= gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃)

è ðàâåíñòâî (4.34) âûïîëíÿåòñÿ.
3. Ïóñòü A = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4, α5 íåò

åäèíèö. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé gf3 è gf4 ñëåäóåò, ÷òî

gf4 (α1, α2, α3, α4, β̃) = gf4 (α1, α2, α3, α5, β̃) = gf4 (α1, α2, α4, α5, β̃) = 0,

gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃) = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (4.44) âûïîëíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî (4.44). Èç ðàâåíñòâ (4.43) è (4.44) ñëåäóåò,

÷òî
Ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y

10(β̃)) = gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3.6. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, Ω6 ∈ Q6, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En
3 è

α̃ = (α1, α2, α3, α4, α5, α6) ∈ E6
3 . Ïóñòü γi = j1(αi), i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

Ω6(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6, Y
10(β̃)) = gf6 (α1, α2, α3, α4, α5, α6, β̃).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, è Ω6 ∈ Q6. Ïóñòü α̃ =

(α1, α2, α3, α4, α5, α6) ∈ E6
3 , γi = j1(αi), i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, β̃ = (β1, ..., βn) ∈ En

3 . Òàê
êàê γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6 ∈ E2, à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèå 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω6(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6, Y
10(β̃)) = ω6(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6, Y

10(β̃)), (4.45)

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ω6

ω6(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6, Y
10(β̃)) =

= d3(ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y
10(β̃)), ω5(γ1, γ2, γ3, γ5, γ6, Y

10(β̃)), ω5(γ1, γ2, γ4, γ5, γ6, Y
10(β̃))).
(4.46)

Ïóñòü Ω5 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà Q5. Òàê êàê γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6 ∈
E2, à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðà Y 10 íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 2, âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y
10(β̃)) = Ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y

10(β̃)), (4.47)

ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ6, Y
10(β̃)) = Ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ6, Y

10(β̃)), (4.48)

ω5(γ1, γ2, γ3, γ5, γ6, Y
10(β̃)) = Ω5(γ1, γ2, γ3, γ5, γ6, Y

10(β̃)). (4.49)

Ïî ëåììå 4.3.5

Ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, Y
10(β̃)) = gf5 (α1, α2, α3, γ4, γ5β̃), (4.50)

Ω5(γ1, γ2, γ3, γ4, γ6, Y
10(β̃)) = gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃), (4.51)

Ω5(γ1, γ2, γ3, γ5, γ6, Y
10(β̃)) = gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃). (4.52)

Èç ðàâåíñòâ (4.45) � (4.52) ïîëó÷àåì, ÷òî

Ω6(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6, Y
10(β̃)) =

= d3(gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃)). (4.53)

Ïîêàæåì, ÷òî

d3(gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃)) =

95



= gf6 (α1, α2, α3, α4, α5, α6, β̃). (4.54)

Ïîëîæèì
A = γ1 ∨ γ2 ∨ γ3 ∨ γ4 ∨ γ5 ∨ γ6, B = γ1 · γ2 · γ3 · γ4 · γ5 · γ6.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1. Ïóñòü B = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå α1 = α2 = α3 = α4 = α5 = α6 = 1.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé gf5 è gf6 ñëåäóåò, ÷òî

gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃) = gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃) = gf5 (α1, α2, α3, α5, α5, β̃) = 1,

gf6 (α1, α2, α3, α4, α5, α6, β̃) = 1.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (4.54) âûïîëíÿåòñÿ.
2. Ïóñòü A = 1, B = 0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè gf6 ñëåäóåò, ÷òî

gf6 (α1, α2, α3, α4, α5, α6, β̃) = f(β̃).

Èç ðàâåíñòâà A = 1 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4, α5, α6 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà åäèíèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè òðåõ ïÿòåðîê (α1, α2, α3, α4, α5), (α1, α2, α3, α4, α6)
è (α1, α2, α3, α5, α6) ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíó åäèíèöó. Òîãäà ñðåäè
òðåõ ÷èñåë

gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃)

ïî êðàéíåé ìåðå äâà íå ìåíüøå f(β̃). Ñëåäîâàòåëüíî,

d3(gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃)) > f(β̃).

Èç ðàâåíñòâàB = 0 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4, α5, α6 åñòü ïî êðàéíåé ìå-
ðå îäíî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ïÿòåðîê (α1, α2, α3, α4, α5),
(α1, α2, α3, α4, α6) è (α1, α2, α3, α5, α6) ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíî ÷èñ-
ëî, îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Òîãäà ñðåäè òðåõ ÷èñåë

gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃)

ïî êðàéíåé ìåðå äâà íå áîëüøå f(β̃). Ñëåäîâàòåëüíî,

d3(gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃)) 6 f(β̃).

Òàêèì îáðàçîì,

d3(gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃), gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃)) = f(β̃) =

= gf6 (α1, α2, α3, α4, α5, α6, β̃)

è ðàâåíñòâî (4.34) âûïîëíÿåòñÿ.
3. Ïóñòü A = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñðåäè ÷èñåë α1, α2, α3, α4, α5 íåò

åäèíèö. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé gf3 è gf4 ñëåäóåò, ÷òî

gf5 (α1, α2, α3, α4, α5, β̃) = gf5 (α1, α2, α3, α4, α6, β̃) = gf5 (α1, α2, α3, α5, α6, β̃) = 0,
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gf6 (α1, α2, α3, α4, α5, α6, β̃) = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (4.54) âûïîëíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî (4.54). Èç ðàâåíñòâ (4.53) è (4.54) ñëåäóåò,

÷òî
Ω6(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6, Y

10(β̃)) = gf6 (α1, α2, α3, α4, α5, α6, β̃).

Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì îäíî ñëåäñòâèå, âûòåêàþùåå èç ïîñëåäíåé ëåììû.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, x̃ = (x1, ..., xn). Ïóñòü Ω6 ∈ Q6. Òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω6(j1(z1), j1(z2), j1(z3), j1(z4), j1(z5), j1(z6), Y 10(x̃)) = gf6 (z1, z2, z3, z4, z5, z6, x̃). (4.55)

Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z4 íàáîð èç øåñòè ôóíêöèé
(f 1

2 , f
1
3 , f

1
4 , f

2
3 , f

2
4 , f

3
4 ).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.3.7. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10. Ïóñòü Ω6 ∈ Q6. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

Ω6(Z4, Y 10) = f. (4.56)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, ..., xn) ∈ P3,2, n > 10, Ω6 ∈ Q6, x̃ = (x1, ..., xn).
Ïóñòü ôîðìóëà Ω6(Z4, Y 10) ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ F (x1, ..., xn) èç P3,2. Ïóñòü
α̃ � ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç En

3 . Ïîêàæåì, ÷òî F (α̃) = f(α̃). Â ñèëó ðàâåíñòâà (4.55)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ω6(j1(z1), j1(z2), j1(z3), j1(z4), j1(z5), j1(z6), Y 10(x̃)) = gf6 (z1, z2, z3, z4, z5, z6, x̃).

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ P3,2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî j1(g) = g, òî

Ω6(Z4, Y 10(x̃)) = gf6 (Z4, x̃).

Ïî îïðåäåëåíèþ

gf6 (Z4, x1, ..., xn) = f · (f 1
2 ∨ f 1

3 ∨ f 1
4 ∨ f 2

3 ∨ f 2
4 ∨ f 3

4 ) ∨ f 1
2 · f 1

3 · f 1
4 · f 2

3 · f 2
4 · f 3

4 . (4.57)

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî F (α̃) > f(α̃). Òàê ñðåäè ëþáûõ ÷èñåë α1, ..., α4 ∈
E3 íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà îäèíàêîâûõ, òî ñðåäè øåñòè ôóíêöèé f 1

2 , f
1
3 , f

1
4 , f

2
3 , f

2
4 , f

3
4

íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ t, òàêàÿ, ÷òî t(α̃) = f(α̃). Ïîýòîìó F (α̃) > f(α̃).
Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî F (α̃) 6 f(α̃). Â ñèëó óïîìÿíóòîãî âûøå ñâîéñòâà

ôóíêöèÿ f 1
2 · f 1

3 · f 1
4 · f 2

3 · f 2
4 · f 3

4 ïðèíèìàåò íà íàáîðå α̃ çíà÷åíèå, íå áîëüøåå f(α̃).
Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f · (f 1

2 ∨ f 1
3 ∨ f 1

4 ∨ f 2
3 ∨ f 2

4 ∨ f 3
4 ) ïðèíèìàåò íà íàáîðå α̃ çíà÷åíèå,

íå áîëüøåå f(α̃). Ñëåäîâàòåëüíî, F (α̃) 6 f(α̃). Ëåììà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 4.3.1. Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé,
÷òî prH = SM , à G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H.
Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(G) òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ n > 1 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

DG(H(n)) 6 cn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, prH = SM . Òàê
êàê ω6 ∈ SM è prH = SM , òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ Ω6 èç H, òàêàÿ, ÷òî prΩ6 = ω6.
Ïóñòü f (n)(x1, ..., xn) ∈ H, n > 10. Ïóñòü x̃ = (x1, ..., xn). Èç ëåììû 4.3.7 ñëåäóåò, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f (n) = Ω6(Z4, Y 10(x̃)).

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé â íàáîðàõ Z4 è Y 10 çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò n − 1 ïåðåìåííûõ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî G0 = {Ω6}∪H(9) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé êëàññà
H. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

DG0(f
(n)) 6 1 +DG0(H(n− 1)).

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c0, òàêàÿ, ÷òî DG0(H(n)) 6 c0n. Òàê êàê ïåðåõîä îò îäíîé
ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ê äðóãîé âëå÷åò óâåëè÷åíèå ãëóáèíû ôóíêöèé íå áîëåå ÷åì
â êîíñòàíòó ðàç, òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî áàçèñà G êëàññà H ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
c = c(G) òàêàÿ, ÷òî DG(H(n)) 6 cn. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì
N1 = {P2, T0, T1, T01,M,M0,M1,M01, S, S01, SM,

Om, Om
0 ,MOm,MOm

0 , I
m, Im1 ,MIm,MIm1 , 2 6 m <∞}.

Ñ ó÷åòîì òåîðåì 4.1.1, 4.2.1, 4.3.1, à òàêæå ñ ó÷åòîì ñòàíäàðòíûõ ìîùíîñòíûõ îöåíîê,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé èç
ìíîæåñòâà N1, H � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé èç P3,2, òàêîé, ÷òî
prH = B, à G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êëàññà H. Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

DG(H(n)) � n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé B, òàêîãî, ÷òî
|N(B)| < ∞, äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà H, òàêîãî, ÷òî prH = B, è äëÿ ëþáîé
êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû êëàññà H ïîëó÷åí ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà ïî
ãëóáèíå.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðó À.Á. Óãîëüíèêîâó çà áîëü-
øîå âíèìàíèå, óäåëåííîå äàííîé ðàáîòå. Òàêæå àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Ð.Ì. Êîë-
ïàêîâà è äîöåíòà Î.Ñ. Äóäàêîâó çà ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé.
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