
�� ���������		 
���		 ����������	� � ������

����	������	� ��	 ��������		 ��������	�

���� �����	�� ���� �	������ �

� ��������

������ �����	
���	� ������� � ��	������	�� �������� �� ������	��

	������ �� ���	��� ��	������	�� �������� ����	� ����������� � ���

���� ��� 	��������� !�	���� ���������	��" ������ ��������	� 	�

�	������� ���� ������	�� 	������ ���	��� #� ���� �������� � ����		��

�� 	������� ���	�� �������������	�� ���" �� ������
� !�	��� �����

�����	�� $��	
% ����� ����&�� �	���	��� '��� ������������" ��� ���	�

�� ��
�� �����	�������� ���
 ���
� $	���� ���	�� �� ��	��� ����	��

�� ����� ���� �����	������	� ������� ���	��� �� ���
��� ����	���%"

�� !�	���� ���������	�� ������ �����	
���	� ���	� ��������� ���

������ ����&�		�� ����� ���	��� (��" 	�������" ������	�� �������

���������	� ��� �����	�	� ���	�� ��� ������� 
�������	� )����

	��� �����	�����	�� �������� $*+" , -�+." */" , +�+.%0 	����� ���	�� ����

	� �����	�������� ����	��� ��� �������� ���	�����

1�	��� ��� �� ��������" ��
�� �����	���� ��	�� ���	�� ���
���

	�������	� $	��	�	�� �������� �������� ���	��� 	� ����� ���� ����

��	������	�" 	�������" ����&�� �	�	��� �	�����		�
� ����%� 2 3���

������ ���	����� 	���������	� ������ ��	������	� $�����	
���	�%
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�����	� ��������������� �	�
��� �����

���� � ������	�� ����� ���	�� 5����������� ������� � 3��� �������

����� *6." � ������� ������� ���� ���������	� �������� ��������

�������
� �������	� ������	�� ������ �
��
�����	� ���������	�� �

������ ����������� ����� � ������	�� 	�������	�� $��� *7.%� 8�����

	�������	�
� �
��
�����	� ��������������� � �	�������	�� ����� ���

���" �� ������� ����	�� *9.� 2 *:.;*<. ��������	� 	��� ��	����� =

	������	�����	�� �
��
�����	�� �� ����� ���	�� � ���� ������	��

�� �	���	���� 2 ����	����" � *:.;*>. ������� �����	�	 ���������������

������ �� �����	� ������� !�	���� ���������	��" ��������� ���

�����		�� � 3��� ������� ?����
���� �������@ ����	�	� ������	�����

1�	���� ��������		�
� � *:.;*>. ����
���
� ������� ����� ����	�	��

������	���� �� ����� 	����� ���	��� A������" � ������� ��������

 ��� !������� ����	�	� ����� 	������ 	����� ���	��" ������	�

����� ���������� � ������� �������	� �������	��� ���������� (��"

��� ���	�� �������� ��� �����&�	���� ������	���� 	������ � ������	��

���� 	����� ���	�� �
���� ����&� " ����� ������� �� ?	�
����	� @

���� � ����� ��� ��������0 �������� �	�	��" �������� ��������� ����

���������" �������� ������
� ���������	�" ������������ 3������		��

���� � �����" ������������ ��� �������	� ������	���� ����
 � �� ��

2 	������� ������ ���������� ��������������� ������ � �������

��	� !�	���� ���������	�� � ������ �����	
���	� ��� ����������

�����	������ 8� ��������� �����		���� ����
���� ��������� � �����

������ 	������	�����	�
� �
��
�����	� 	� ��	��� ����	�	� ������	��

��� �� 	����� ���	��� �� ���������	�
� ����� ���	�� m � 3� 5�� ���

������� �� �������� 	��� ������� �� ������� ������ �� !�	����

�



���������	��" ����������" ��� 	��	� !�	��� ���������	�� �������

���� � ������
��� �	�� 3!!�����	�� ������ �� �������	��

� �	
������ �	����	��� ������

B����������" ��� ������ ������ ���	������ n � 2 �
�	���� $���	�

����������% � ������ �
�	� ��������� ������� ��	� �� ���	�� �� 	����

�� 1, 2, . . . , m" m � 3� A����������� 3�� ���	� ���������� ����� ���

�������0

8	������� �
�	��� 8	������� ���	��

N = {1, 2, . . . , n} � i �−→ xi ∈ M = {1, 2, . . . , m}

C���� x = (x1, . . . , xn) = �	�	�� ���������� N ��	�������	� ������� =

����� 	������� ������	������� 8	������� ���� ������	���� ����� ���0

A = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ M �� ���� i ∈ N}.

������ ��������	�
�� 
� A0 ���	���� � 	�������������� ����������

A ���" ����� �������	� ���������� ���������	�� �	�	�� �
�	��� �� N �

����
��	�
�� ��� ��
����	�
�� 	� A = 3�� D���	��E ���	�����	��

�	����!������	�� ��	��	�� ��	�&�	�� W 	� A� 1	� 	�������� �����

���	���� ��� ������ ��
���� ϕ : A → R" ����

∀x, y ∈ A : xWy ⇐⇒ ϕ(x) > ϕ(y).

(��� !�	��� ϕ 	�������� ��
���� ���������
�" ����������� ���

����������	� W � 1������" ��� !�	��� ���������	�� ��������	�

	���	��	��	�� F �� ����
� �������� �� !�	��� �� !�	���� �����

�����	�� ���� ����� !�	����� ���������	���

�



2����� ��������		�� ��	�&�	� ������	�
� ������ � � 	 	� A0

(x � y) ⇐⇒ (xi � yi ∀ i ∈ N),

(x 	 y) ⇐⇒ (x � y) � (∃ i ∈ N : xi > yi).

1�����	�" ��� ��� � ��� ������� �
��
�����	� $�����	�����	�� ���

	��% � �� !�	��� ���������	�� �����	�� ��������		�� ��	�&�	�

������ $����� ���������� �������	%� (��" 	�������" �� ���� ������	��

��� (1, 2, 1, 3, 1) � (1, 3, 2, 3, 2) ����� �������������	�� ��� � ��� �����

����	�� ���������	��� 1�	��� 3�� ��	�&�	�� ������ 	� ��&��� ������

�
��
�����	� 	� A" �� �� 	� ��� ������	����� x, y ∈ A ����	��� $����

���	�� ������%� 2 ����	����" ������	����� (1, 2, 1, 3, 1) � (1, 1, 2, 3, 1)

	���� ����	��� � ������ ��	�&�	�� � � 	�
A��������� �	�
� ������	�� �������� �����	��� ��������		�� ����

���	�� ������ 	� �	������� ������	���� �� ���	�
�� 2 	�������

������ � �������� ����� ������ 	������	�����	�
� �
��
�����	� ����

����������� ������� ����	�	� ������	���� �� ����� 	����� ���	��"

���������		�� � *:.;*>. �� ����� m = 3� G� j ∈ M ����	���� �����

vj(x) ����� ���	�� j � x ∈ A� H�	�" ��� v1(x) + · · · + vm(x) = n� 1���

�	���� ����� W ����� ��� ���	��� ���	
�
�� �	�� ������
���	 ��

����� 
����� ���
�� 0 ������	����� x ���&� ������	����� y $xWy%" ���

�� � 	�� ��	�&� ����� ������ ���	�� $v1(x) < v1(y)%� '��� �� �����

����� ������ ���	�� ���	����� $v1(x) = v1(y)%" �� x ���&�" ��� y" ���

�� v2(x) < v2(y)" � ��� ������ I������	� 3�� ������� !�����������

����� ��� �������0

�



xWy ⇐⇒
v1(x) < v1(y)
���
v1(x) = v1(y) � v2(x) < v2(y)
���
v1(x) = v1(y) � v2(x) = v2(y) � v3(x) < v3(y)
���
· · · · · · · · ·
���
v1(x) = v1(y) � . . . � vm−2(x) = vm−2(y) � vm−1(x) < vm−1(y).

1�	��	�� ������� 	������� ������ �����0 ������� ���������������

�������� !�	���� ���������	�� ϕ �� ������� ����	�	� �����	���� ��

����� 	����� ���	�� W � 	���� �� �	�� �	����������� ����������	���

� ����	�� ������� �
���	������

� ����� �	
���

B����� ���
� �������" ��� ��
���	� ��������	� ������� ����	�	� W

���������	� � ���� ������	������ x � y � ���	������ 	������ �	���	��

vj(x) = vj(y)" j = 1, 2, . . . , m − 1� 4�� ��	�����" ��� � �� !�	���

���������	�� ϕ �� W �������� ���������

���� x, y ∈ A � v(x) = v(y)" �� ϕ(x) = ϕ(y)"


�� ������	� v(x) = (v1(x), v2(x), . . . , vm−1(x))� (���� �������� ���	�

�	�������������� ��� �	�	��	���� ���	�� �
�	��� �� N � 4�� �������

	�� �������� �!������������ ����� ������� !�	���� ���������	��

��	�&�	� W 0

���	��� �10 x, y ∈ A � v(x) = v(y) =⇒ ϕ(x) = ϕ(y)�

�



2 ����������� � 3��� �������� ��� �	������� ������	���� ����������

� 	� ������ 3�������	�	���� �� �������

x ∼ y ⇐⇒ v(x) = v(y).

J���� ����
���� ������ � ������� 3�������	�	����" ���������� ����

���	����� x" ������� � 	�� ?
���	��@ ������������� x∗" ������	���

������
� ��������	� � 	������ ��� ������0 x∗
1 � x∗

2 � . . . � x∗
n ���

x∗ = (

n︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

v1(x)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
v2(x)

, . . . , m, . . . , m︸ ︷︷ ︸
vm(x)

).

4����	� x∗ 	�������� ��
���

�� �������	������ xK �	 ��������	

��	��	��	�� '��� 	������� !�	��� ���������	�� ������������ ���

����� �1" �� � ��� ���
�� �� �������� ��������	� ��������� 	� ��	��

��		�� ������������� ������� 3�������	�	�����

A���� ��� ���	�� ��������� � ��
� ������� �
��
�����	� ���

��� �
� ������������� � ��������		��� �������� 	� �	������� ����

���	����� 8��	� ��������" ��� 3�� �������� �����	�	� �� ��	�&�	�

W $	������ 	� �� ������	���� 3��
� !���� �
� �������������� 	�����

�����	�%� 1�� �� �������� ����� ������� !�	���� ���������	��

���	��� �20 x, y ∈ A � x 	 y =⇒ ϕ(x) > ϕ(y)�

C������� ����	�� � �	����� ������� !�	���� ���������	�� �����

� �	���� ?����
���� ���������@ ��� ����	�	�� ������	���� �� �����

	����� ���	��� G� ���	�	� �������� ���������� ������ �������

��	� �� ������� ����	�	� ������	���� �� ����� 	����� ���	��W ���

n = m = 4� 2 3��� ������ ����� ������� 3�������	�	���� $������	��

��	���		�� ��������������% ���	� :>� #���� ����� ��� ������ 	�

�	������� ��	���		�� ��������������0

�



(1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 3)3, (1, 1, 1, 4)4,

(1, 1, 2, 2)5, (1, 1, 2, 3)6, (1, 1, 2, 4)7,

(1, 1, 3, 3)8, (1, 1, 3, 4)9, (1, 1, 4, 4)10,

(1, 2, 2, 2)11, (1, 2, 2, 3)12, (1, 2, 2, 4)13,

(1, 2, 3, 3)14, (1, 2, 3, 4)15, (1, 2, 4, 4)16,

(1, 3, 3, 3)17, (1, 3, 3, 4)18, (1, 3, 4, 4)19, (1, 4, 4, 4)20,

(2, 2, 2, 2)21, (2, 2, 2, 3)22, (2, 2, 2, 4)23,

(2, 2, 3, 3)24, (2, 2, 3, 4)25, (2, 2, 4, 4)26,

(2, 3, 3, 3)27, (2, 3, 3, 4)28, (2, 3, 4, 4)29, (2, 4, 4, 4)30,

(3, 3, 3, 3)31, (3, 3, 3, 4)32, (3, 3, 4, 4)33, (3, 4, 4, 4)34, (4, 4, 4, 4)35�

L�����	����� � ������ ������ ��������	� ��
���	� ��������		��

�� ������ 	� B������ �� ������ � ������ ������������ �� �������
����	�	� ����� ������ ���	�� � 	�������� ����
���� ���������� B��

��
���� �������� ��������� ����� ������	���� � �	������� -" 6" 7M" 7:"

7<" 79" +:" +<" :M� G� ���	�
� �����	� !�	���� ���������	�� �������

� �!������������ ������� ����
���� ���������� (������	�� �	����

3��� ��������� �������� ��	������� ����������	� ��
���	���� � ���

��������� 	����� �������	�� �	������� 4�� 	������ ���� ������	�� �

����� ��� 	����� ������ $!����������� ��	� �� m = 4%0

���	��� �30 x, y ∈ A" v1(x) = v1(y)" v2(x) + 1 = v2(y) = n − v1(y)"

v1(x) + v2(x) + v3(x) = n � v1(y) + v2(y) + v4(y) = n =⇒ ϕ(x) > ϕ(y)�

���	��� �40 x, y ∈ A" v1(x) + 1 = v1(y) = n" v1(x) + v2(x) = n �

v1(y) + v4(y) = n =⇒ ϕ(x) > ϕ(y)�

L�������3 ������� ����� 
����� ����
���� ��������� $�� n = 4

�	� ����������� � �	������ -" 7M" +M%� L������ �4 ������� ����� 


����� ����
���� ��������� $�� n = 4 �	� ����������� � �	������

�



6" 7:" 7<" 79" +:" +<%� 2 ����� ������ m � 3 �������� m − 2 ����

����
���� ���������" ������ �� ������� ���������� ����������� ���

�������� �k" k = 3, 4, . . . , m� 1�	��	�� �������������� �����������

������ ����� ����� ��

����������
���� ϕ 
� �
�����	� ������
���	 A �	������ ��
��

��� ���������
� ��
���
�� W ����� � ������ ����� ����� ��� 
��

	����
�
� ������� �1 �2 �3 �4 . . .  �m!

5���� ��
�" �������	� �	� !�	��� ���������	�� �� �������

����	�	� ������	���� �� ����� 	����� ���	��0 !�	��� ����

ϕ(x) =
m∑

i=1

C m−i
n−(v1(x)+···+vi(x))+m−i−1, x ∈ A,

������������ ���� �������� �1;�m !�	���� ���������	�� � �� �	��

��	�� ϕ(x) ��������� � ��	
�� ������	����� x � ����� ��������������

	���� ��������		�� ������	���� {x∗}� ����� ����� Ck
n ����	���	� ���

	������	�� ��3!!����	�� � ������	� Ck+1
k = 0 ��� k = 0, 1, . . . , m−1"

� C0
−1 = 1� B������� �����	�	� ������ �� ��������		�� !�	����

���������	�� ����� ��	��� ������� � ��������� �������	�� �������

	�� �����������

� ���������

2 ������ �������	� ���	�� ������������� ���������	�� !�	���� �������

���	�� � ������ �����	
���	� �� ������� ����	�	� ������	���� ��

����� 	����� ���	��� 1����		���� ������		�� ����������� �����

��� !���" ��� ��������		�� ����� �������� ��������� ��	
 ������

������	����� � ����� �������������	����� 4�� ���� 	���� ������ ���	�

�� �������� $��� �����		����% ������	�� ������	����� 2 ����	����" 	�

�



��	��� �������		�� !�	���� ���������	�� ����� ���� ���������	� 	��

�� �������� �����	
���	� �����	���" �����	 �� �������� �� �

NO�2P4 � �������		� 	� �����	�����	�� ��	���� 2 3��� ������ ��	


$�����% �����	�� � ����� �����	
� �� / ��������� � 7M ���	��� $�� 7 ��

7M% ���������� � �
���	�� 	����� ������	���� $���
� +-:7M �������%"

��� �������� ����� �������	� ����	��� �
� ������ � 	������ � ���
��

��� #	�����	�� �������	��� ������ ����� ������� ���������� 	����

�������� ���	�� ������	�
� �����	
� ����	��� ��	��" ������	����	��

�������� ��� �������� ��
���������� ��
������ $����� �������		�� 	�

�����	�����	�� ��	���%� #�� �� � ���
�� �������	��

L����� ������ � ���
����	���� I�(� L��������� �� ��������	��

	�&�
� �	���	� � ����������� �������� �
��
�����	� � ����������

������ �����	�	� ��� ��������� 
��	�� Q�	���I������ N���������

��		�
� �	���������� 2��&� &���� 3��	����� $������ M<�M<�MMM+%�

������ �����	�
��

*7. RSTUVTWXY Z� "##$%&'( "))#*)'+&$( ,$-*./� [XW\WT]^_0 `SabTW

R]c\Tde] fagSeU^TWU" 7999�

*+. L�������� I�(�" h���	� 4�F�" P���� G�L� 0�
��
�� ��
���
�� 

����� � ��������	
�� ����
��! 8�0 #��� ��� NO 2P4" +MM<�

*:. L�������� I�(�" H���� 2�#� 12 ��
�� ������ ��������	�
�� ��
�

����	�� ��������
��� 	���� ii� 8����	��� ��	!��� �� ���������

�������	�� (��� ����� 8�0 #BO �LC" +MM:" �� 77<�

*-. L�������� I�(�" H���� 2�#�3���� ������	��� ��������	�
�� �����

��������

�� ��
����	��� GLC� +MM6� (� -7:� +� A� 7/7;7/:�

�



*>. RSTUVTWXY Z�" jcVagc k�" jalgcU^TY [� " 4+5#*/5$.- '))#*)'+&$(6 $7

+5#**�)#'-*- #'(8&()/� mm nc_^� oX]ecS o]e� +MM6� k� >:� f� 7M<;77M�

*<. L�������� I�(�" p���&�� G�L�" H���� 2�#� 9�����	�� ���������

	�
�� ������������

�� ��
����	��� L��������� � ��������	����

+MM6� 7� A� 7-6;7>+�

*6. RWWXb `� q� :$;&'. <5$&;* '(- =(-&%&->'. ?'.>*/� jcST rseYTWUe_t fWTUU"

+s\ T\�" 79<:� B������0 4���� 5�G�� @�������	
� 	�2�� � �
���

	������
�� ��

����� 8�0 #��� ��� NO 2P4" +MM-�

*/. \uRUvWTdXs_ w�" xTYTWU y� :$;&'. A*.7'#* 7>(;+&$('./ '(- &(+*#B*#/$('.

;$CB'#'D&.&+E� is0 zcs\gXXV X{ oX]ecS w^Xe]T cs\ |TS{cWT $`� RWWXb"

R� oTs cs\ `� oaladaWc" T\U�%� kXS� 7� }SUTYeTW" RdU_TW\cd" +MM+�

f� ->9;>-7�

*9. nXaSes z� "F&$C/ $7 <$$B*#'+&%* G*;&/&$( ,'8&()� wcdgWe\~T0

wcdgWe\~T rseYTWUe_t fWTUU" 79//�

�	


