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Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå òåõ èëè èíûõ êëàññîâ ãðàôîâ óæå äîñòàòî÷íî äàâíî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå
çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàáîò ïî òåîðèè ãðàôîâ è åå ïðèëîæåíèÿì. Âìåñòå ñ òåì, ñ íåêîòîðîãî
âðåìåíè íàìåòèëñÿ óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ íå îòäåëüíûõ êëàññîâ ãðàôîâ, à
èìåííî öåëûõ ñåìåéñòâ êëàññîâ ãðàôîâ, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì îáùèì ñâîéñòâîì [3, 22].
Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ ïðîáëåì, íà ðåøåíèå êîòîðûõ íàïðàâëåíà ÷àñòü ýòèõ
ðàáîò è ñàìà ïîñòàíîâêà êîòîðûõ âûâîäèò íà òàêîé âûñîêèé óðîâåíü îáùíîñòè, ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷ íà ãðàôàõ.

Ðàçâèòèå òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ñïîñîáñòâîâàëî ôîðìèðîâàíèþ ôàêòè÷åñêèõ
ñòàíäàðòîâ ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè è ¾òðóäíîðåøàåìîñòè¿. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòîé êîíöåïöèåé ïîä áûñòðîé (ýôôåêòèâíîé) ðàçðåøèìîñòüþ äàííîé ìàññîâîé çàäà÷è
ïîíèìàåòñÿ âîçìîæíîñòü åå ðåøåíèÿ íà äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà çà âðåìÿ,
îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ. Â òî æå âðåìÿ, èìååòñÿ ðÿä
¾íåïîääàþùèõñÿ¿ (íàçûâàåìûõ â òåîðèè ñëîæíîñòè NP-ïîëíûìè) çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ
â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ïîëó÷åíî áûñòðûõ àëãîðèòìîâ. Ñïðàâåäëèâîñòü èçâåñòíîé ãèïîòåçû
P 6=NP îçíà÷àåò, ÷òî òàêèõ àëãîðèòìîâ âîîáùå íå ñóùåñòâóåò. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
äàííîé êíèãè è öèòèðóåìûõ â íåé ðàáîò òàêæå ñïðàâåäëèâû ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî
íåðàâåíñòâà. Ýòî óñëîâèå íå áóäåò âêëþ÷àòüñÿ ÿâíî â ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ
óòâåðæäåíèé.

Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè ãðàôîâ, ïðåäñòàâëÿþùèå îïðåäåëåííûé òåîðåòè÷åñêèé è
ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé ïðåîäîëåíèÿ
àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå � íàëîæåíèå äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé íà ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ãðàôîâ. Èíîãäà ó÷åò ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ò.å.
ïðèíàäëåæíîñòè òîëüêî îïðåäåëåííîé ÷àñòè êëàññà âñåõ ãðàôîâ, ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ äîêàçàòü NP-ïîëíîòó çàäà÷è äëÿ
ãðàôîâ èç òîãî èëè èíîãî êëàññà. Âìåñòå ñ òåì, ðàññìîòðåíèå èìåííî ïðåäñòàâèòåëüíûõ
ñåìåéñòâ êëàññîâ ãðàôîâ, à íå îòäåëüíûõ êëàññîâ, ïðèäàåò ïðîöåññó ïîèñêà ¾ïðîñòûõ¿
è ¾ñëîæíûõ¿ êëàññîâ îïðåäåëåííóþ ñèñòåìàòè÷íîñòü è ïîçâîëÿåò ñòàâèòü áîëåå îáùèå
çàäà÷è, à òàêæå íàäåÿòüñÿ íà îáíàðóæåíèå ÿâëåíèé îáùåãî õàðàêòåðà. Òàê, ïåðåõîäÿ ê
ðàññìîòðåíèþ êàêîãî-ëèáî òàêîãî ñåìåéñòâà, ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ î íàùóïûâàíèè ëèíèè
ðàçäåëà ìåæäó åãî ¾ïðîñòûìè¿ è ¾ñëîæíûìè¿ ÷àñòÿìè.

Â íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íàñëåäñòâåííûõ
êëàññîâ ãðàôîâ, íàöåëåííîãî íà ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è äåìàðêàöèè. Íàñëåäñòâåííûå
êëàññû, ò.å. êëàññû, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà è óäàëåíèÿ âåðøèí, îáðàçóþò
äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíóþ ñîâîêóïíîñòü � êàê ïîêàçàíî â [3], ýòî ñåìåéñòâî
ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàííûå êëàññû ãðàôîâ (è òîëüêî îíè)
äîïóñêàþò îïèñàíèå ïðè ïîìîùè ìíîæåñòâà çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ.
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Ïîâûøåííûé èíòåðåñ èìåííî ê òàêèì êëàññàì, îñîáåííî ê òåì èç íèõ, êîòîðûå çàäàþòñÿ
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ (íàçûâàåìûõ êîíå÷íî
îïðåäåëåííûìè), íå ñëó÷àåí. Òàê, â ðàáîòå [24] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà
ãðàôîâ è îáîñíîâàíà åãî ïîëåçíîñòü äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷ íà ãðàôàõ â ñåìåéñòâå
êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Èìåííî, ëþáîé òàêîé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ¾ñëîæíûì¿
äëÿ äàííîé çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò íåêîòîðûé ãðàíè÷íûé äëÿ
ýòîé çàäà÷è êëàññ. Òàêèì îáðàçîì, âûÿâëåíèå ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ ïðåäñòàâëÿåò
îïðåäåëåííûé èíòåðåñ.

Â ðàáîòå [24] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, à òàêæå êëàññ T
� êëàññ âñåõ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ íå
áîëåå ÷åì 3 ëèñòüÿìè. Òàì æå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ
çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå. Èññëåäîâàíèÿ ïî íàõîæäåíèþ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ áûëè
ïðîäîëæåíû â ñòàòüÿõ [25, 26], â êîòîðûõ ïîìèìî êëàññà T ðàññìàòðèâàëñÿ åùå è êëàññ
D, à òàêæå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ýòè êëàññû ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè. Êëàññ D ñîñòîèò
èç ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîñòûì ïóòåì, ëèáî
ïîëó÷àåòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì âñåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà ñ òðåìÿ êîíöåâûìè âåðøèíàìè
òðåõ ïðîñòûõ ïóòåé.

Â ïåðâîé ãëàâå ýòîé êíèãè èññëåäóþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ
êîòîðûõ äâà óêàçàííûõ êëàññà ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè. Âíèìàíèå èìåííî ê ýòîìó âîïðîñó
îáóñëîâëåíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîêàçàíà ãðàíè÷íîñòü êëàññà
T äëÿ 9 çàäà÷, à êëàññà D äëÿ 5 çàäà÷. Â äàííîé ãëàâå ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà
óòî÷íÿåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ãðàíè÷íîñòè ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðàôîâ. Çäåñü
òàêæå ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ ãðàíè÷íîñòè äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ãðàôîâ è
íà èõ îñíîâå ê èçâåñòíûì ñëó÷àÿì ãðàíè÷íîñòè ýòèõ êëàññîâ äîáàâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîå
êîëè÷åñòâî íîâûõ. Áîëüøèíñòâî èç äàííûõ ïðèìåðîâ ïðèíàäëåæàò ñïèñêó Ãýðè è
Äæîíñîíà [7]. Â ïåðâîé ãëàâå ðåøàåòñÿ âîïðîñ î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà çàäà÷ íà ãðàôàõ,
äëÿ êîòîðûõ êëàññû T èD � ãðàíè÷íûå îäíîâðåìåííî. Èìåííî, êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíî íåñ÷åòíî. Íàêîíåö, óêàçûâàþòñÿ ïåðâûå ïðèìåðû çàäà÷, äëÿ
êîòîðûõ êëàññû, ñîñòîÿùèå èç ãðàôîâ, äîïîëíèòåëüíûõ ê ãðàôàì èç T è D, ÿâëÿþòñÿ
ãðàíè÷íûìè. Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [5, 12, 16, 20].

Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè ãðàíè÷íûå êëàññû äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå, îòëè÷íûå îò êëàññà T. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòåí
âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî ãðàôà G 2 T, ÷òî ýòà çàäà÷à â íàñëåäñòâåííîì
êëàññå ãðàôîâ, îïðåäåëÿåìîì çàïðåùåííûì ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì G, íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé [24]. Î òðóäíîñòè ïðîáëåìû ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íå èçâåñòåí ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ óêàçàííîãî êëàññà äàæå äëÿ ñëó÷àÿ G = P5.

Âîïðîñó î åäèíñòâåííîñòè êëàññà T â ñåìåéñòâå íàñëåäñòâåííûõ ïîäêëàññîâ êëàññà
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, êàê ãðàíè÷íîãî äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, ïîñâÿùåíà
âòîðàÿ ãëàâà. Â ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà,
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îáîáùàþùåå ïîíÿòèå ïðîñòî ãðàíè÷íîãî êëàññà. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì
ãðàíè÷íûì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Åäèíñòâåííîñòü êëàññà T ýêâèâàëåíòíà
äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 T çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â
êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà G, ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà. Õîòÿ è çäåñü ýòîãî äîêàçàòü íå óäàåòñÿ, èìååòñÿ áîëåå çíà÷èòåëüíûé
ïðîãðåññ ê äîñòèæåíèþ íàìå÷åííîé öåëè, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå. Èìåííî, âî âòîðîé
ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äëÿ
áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ èññëåäóåìîãî òèïà. Ýòè ðåçóëüòàòû
îïóáëèêîâàíû â [4, 10, 11, 13, 27, 28].

Òðåòüÿ ãëàâà êíèãè ïîñâÿùåíà êîëè÷åñòâåííûì âîïðîñàì òåîðèè ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ. Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê ýòîé ïðîáëåìàòèêå âûçâàí âûäâèíóòîé â ðàáîòå [25]
ãèïîòåçîé î ñóùåñòâîâàíèè çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ. Ïåðâóþ ÷àñòü äàííîé ãëàâû ñîñòàâëÿåò êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ. Èìåííî, äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ î 3-ðàñêðàñêå (âåðøèííîãî è ðåáåðíîãî
âàðèàíòà) óêàçûâàåòñÿ êîíòèíóàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Òàì æå
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ òàêîé ìîùíîñòè
îáðàçóþò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ñóùåñòâåííî
ðàñøèðèòü ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ãðàôîâ, ãðàíè÷íûõ õîòÿ áû äëÿ îäíîé çàäà÷è. Ðàíåå
îíà ñîñòîÿëà èç íåñêîëüêèõ êëàññîâ.

Âòîðàÿ ÷àñòü, â îñíîâíîì, ïîñâÿùåíà îáçîðó èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëíîãî îïèñàíèÿ
ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Ýòè ñâåäåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè
ïðè îöåíêàõ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ èëè ïðè âûäâèæåíèè
ïðåäïîëîæåíèé î åãî ñòðîåíèè. Äàííàÿ ÷àñòü çàâåðøàåòñÿ ïîëíûì óêàçàíèåì
ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè äëÿ ðÿäà íîâûõ ñëó÷àåâ. Ïîëó÷åííûå â òðåòüåé ãëàâå
ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [14, 15, 17, 19, 20].

Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, îïðåäåëÿåìûé áåñêîíå÷íûì ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì
çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ è ñîäåðæàùèé íåêîòîðûé ãðàíè÷íûé êëàññ, íå
îáÿçàòåëüíî áóäåò ¾ñëîæíûì¿. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äåìàðêàöèè â
ðåøåòêå âñåõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ íåîáõîäèìî ïîìèìî ãðàíè÷íûõ îïèðàòüñÿ è íà
äðóãèå ¾ýêñòðåìàëüíûå¿ êëàññû. Åñòåñòâåííûìè êàíäèäàòàìè â èõ ÷èñëî ÿâëÿþòñÿ
ìàêñèìàëüíûå ¾ïðîñòûå¿ è ìèíèìàëüíûe ¾ñëîæíûe¿ êëàññû, ò.å. òóïèêîâûå êëàññû
ãðàôîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîæíîñòè èç ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêè. Èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ
ìàêñèìàëüíîãî ¾ïðîñòîãî¿ êëàññà ãðàôîâ îêàçûâàåòñÿ áåçðåçóëüòàòíûì. Òàê, â ðàáîòå [24]
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íè îäèí ¾ïðîñòîé¿ êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ¾ïðîñòûì¿
(ïðàâäà, â [24] ýòî óòâåðæäàåòñÿ òîëüêî ïðî çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, íî âñå
ðàññóæäåíèÿ èç äàííîé ðàáîòû ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ è íà îáùèé ñëó÷àé).

×åòâåðòàÿ ãëàâà ìîíîãðàôèè íàöåëåíà íà èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ
¾ñëîæíûõ¿ êëàññîâ. Îñíîâîïîëàãàþùèì ìîòèâîì îáðàùåíèÿ ê äàííîìó âîïðîñó ÿâëÿëîñü
îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè î òàêèõ êëàññàõ ãðàôîâ. Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû
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ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðàôîâ
è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé NP-ïîëíîé çàäà÷è íåò íè îäíîãî ìèíèìàëüíîãî
¾ñëîæíîãî¿ êëàññà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k � 3 äëÿ îáåèõ
çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ìèíèìàëüíîñòè íåêîòîðûõ
êëàññîâ äëÿ çàäà÷ î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè. Äàííûå êëàññû ãðàôîâ äëÿ ýòèõ çàäà÷
ÿâëÿþòñÿ åùå è ãðàíè÷íûìè. Òåì ñàìûì ïîëó÷åí îòâåò íà âûäâèíóòîå â ðàáîòå [25]
ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ¾ñëîæíûõ¿ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ, ïîñêîëüêó âñå èçâåñòíûå
äî ýòîãî ãðàíè÷íûå êëàññû ÿâëÿëèñü ¾ïðîñòûìè¿. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ÷åòâåðòîé
ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [18, 21].

Àâòîð ìîíîãðàôèè âûðàæàåò ãëóáîêóþ è èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü èçäàòåëüñòâó
Lambert Academic Publishing çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü ïðè ïóáëèêàöèè äàííîãî èçäàíèÿ.
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Ãëàâà 1

Êðèòåðèé ãðàíè÷íîñòè è åãî
ïðèìåíåíèÿ

1.1 Òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Â äàííîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ðÿä ïîíÿòèé è îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

íà ïðîòÿæåíèè ýòîé ðàáîòû. Âñå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðàôîâ, êîòîðûå â ýòîé è
ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ íå ïðèâîäÿòñÿ, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [8, 9, 23].

1.1.1 Ìíîæåñòâà, ãðàôû è ïîäãðàôû
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â êíèãå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè è îáûêíîâåííûìè

îäíîâðåìåííî, ò.å. êîíå÷íûìè íåïîìå÷åííûìè íåîðèåíòèðîâàííûìè ãðàôàìè áåç ïåòåëü
è êðàòíûõ ðåáåð. Ìíîæåñòâî âåðøèí è ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
V (èëè V (G)) è E (èëè E(G)) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ãðàôîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ (n � ÷èñëî
âåðøèí):

� Pn � ïðîñòîé ïóòü,
� Cn � ïðîñòîé öèêë,
� Kn � ïîëíûé ãðàô,
� Kp;q � ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñ p âåðøèíàìè â îäíîé äîëå è q âåðøèíàìè â äðóãîé
äîëå,

� K4 � e � ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç K4 óäàëåíèåì îäíîãî (ïðîèçâîëüíîãî) ðåáðà.
×åðåç G îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô, äîïîëíèòåëüíûé ê G. Îáúåäèíåíèå ãðàôîâ G1 è G2 ñ

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåðøèí îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G1�G2. Ãðàô kG èçîìîðôåí
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ãðàôó G�G� : : :�G| {z }
k ñëàãàåìûõ

. Ê ïðèìåðó, ãðàô 3C4 èìååò òðè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èçîìîðôíà öèêëó äëèíû 4.

Ãðàôîì ðåáåð ãðàôà G (îáîçíà÷åíèå L(G)) íàçûâàåòñÿ òàêîé ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí
êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð ãðàôà
G è ëþáûå äâå âåðøèíû L(G) ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåáðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ðåáåðíûì, åñëè îí èçîìîðôåí ãðàôó ðåáåð íåêîòîðîãî ãðàôà.
Íàïðèìåð, ãðàô K5 ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì ãðàôîì, ò.ê. îí èçîìîðôåí ãðàôó L(K1;5). Ãðàô
íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì, åñëè ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ðàâíû 3.

Ìîñòîì Bk íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé ñîåäèíåíèåì âåðøèí ñòåïåíè 2 äâóõ êîïèé
ãðàôà P3 ïðîñòûì ïóòåì äëèíû k. Ãàíòåëü Hk � ãðàô, ïîëó÷àåìûé ñîåäèíåíèåì äâóõ
âåðøèí èç ðàçíûõ ýêçåìïëÿðîâ ãðàôà K3 ïðîñòûì ïóòåì äëèíû k. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè
ëþáîì íàòóðàëüíîì k âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå Hk = L(Bk+1). Òðèîäîì Ti;j;k íàçûâàåòñÿ
äåðåâî, èìåþùåå îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 3 è ðîâíî òðè ëèñòà, íàõîäÿùèõñÿ îò âåðøèíû
ñòåïåíè 3 íà ðàññòîÿíèÿõ i; j; k ñîîòâåòñòâåííî. Ãðàô Di;j;k ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ðåáåð ãðàôà
Ti+1;j+1;k+1.

Ãðàô G0 = (V 0 ; E 0) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G = (V;E), åñëè âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ
V 0 � V è E 0 � E. Ïîäãðàô íåêîòîðîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïîðîæäåííûì, åñëè ëþáûå äâå
âåðøèíû ïîäãðàôà ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè
â èñõîäíîì ãðàôå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ïîäãðàô ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà óäàëåíèåì âåðøèí
è ðåáåð, à ïîðîæäåííûé ïîäãðàô óäàëåíèåì òîëüêî âåðøèí (èìåÿ â âèäó, ÷òî îïåðàöèÿ
óäàëåíèÿ âåðøèíû ïîäðàçóìåâàåò óäàëåíèå ñàìîé âåðøèíû è èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð).
Ïîäãðàô ãðàôà G, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí U � V (G), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
G[U ].

Tåðìèí ¾ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî¿ (¾ìàêñèìàëüíûé ãðàô¿) ïðèìåíèòåëüíî ê
ìíîæåñòâàì (èëè ãðàôàì) ñ êàêèì-ëèáî ñâîéñòâîì âñþäó îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíîå ïî
âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî (èëè ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ãðàô) ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Òåðìèí
¾íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî¿ ïðèìåíèòåëüíî ê ìíîæåñòâàì ñ êàêèì-ëèáî ñâîéñòâîì âñþäó
îçíà÷àåò ìíîæåñòâî íàèáîëüøåé ìîùíîñòè ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Ïîíÿòèÿ ¾ìèíèìàëüíîå
ìíîæåñòâî¿ è ¾íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî¿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî àíàëîãèè.

1.1.2 Ìíîæåñòâà âåðøèí è ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
Â ðàáîòå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: N(x) � îêðåñòíîñòü âåðøèíû x; N [x] =

N(x)[fxg � çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü âåðøèíû x; N2(a) � ìíîæåñòâî âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ
íà ðàññòîÿíèè 2 îò âåðøèíû a; N(a; b) � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè a è
b îäíîâðåìåííî; d(x; y) � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè x è y; diam(G) � äèàìåòð ãðàôà
G.
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1.1.3 Êëàññû ãðàôîâ
Êëàññ ãðàôîâ X íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ

âåðøèí è ñèëüíî íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò êàê îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí,
òàê è îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ ðåáåð. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ
X ìîæåò áûòü çàäàí ìíîæåñòâîì ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ S. Ïðè
ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü X = Free(S). Äëÿ íàñëåäñòâåííîãî êëàññà X ÷åðåç Forb(X)
îáîçíà÷àåòñÿ ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Äëÿ ëþáîãî
íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ýòî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Åñëè Forb(X)
êîíå÷íî, òî êëàññ X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëeííûì.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîâ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ,
íåêîòîðûå èç êîòîðûõ èãðàþò çàìåòíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè:

� Planar � êëàññ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî, ïîëíîñòüþ
õàðàêòåðèçóþùàÿ ìíîæåñòâî Forb(Planar) êàê êëàññ ãðàôîâ, ãîìåîìîðôíûõ
ãðàôàì K5 è K3;3, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì îïèñàíèÿ ÷åðåç çàïðåùåííûå ïîäãðàôû êëàññà
ãðàôîâ, èçíà÷àëüíî îïðåäåëåííîãî èíà÷å.

� Bipartite � êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. Òåîðåìà Êåíèãà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò
ìíîæåñòâî Forb(Bipartite), êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.

� Perfect � êëàññ ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ, ò.å. êëàññ ãðàôîâ, â êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî
ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà G íàéäóòñÿ òàêèå ïîðîæäåííûå ïîäãðàôû Ks èKt ïîäãðàôà
G, ÷òî st � jV (G)j. Ýòî ïðèìåð íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîãî
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà çàïðåùeííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ
îêàçàëàñü òðóäíîé. Äàííàÿ çàäà÷à áûëà íåäàâíî ðåøåíà è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
Forb(Perfect) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì fC2k+1; C2k+1; k > 1g [32].

� TO � êëàññ òðàíçèòèâíî îðèåíòèðóåìûõ ãðàôîâ. Ãðàô íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíî
îðèåíòèðóåìûì, åñëè ïîñëå îðèåíòèðîâàíèÿ ðåáåð îí ñòàíîâèòñÿ èçîìîðôíûì ãðàôó
íåêîòîðîãî òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ. Êëàññ TO ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäêëàññîì
êëàññà ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ. Íî, â îòëè÷èå îò êëàññà Perfect, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà Forb(TO) îêàçàëàñü áîëåå ïðîñòîé. Ýòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî áûëî
ïîëíîñòüþ îïèñàíî â [38].

� Deg(d) � êëàññ âñåõ ãðàôîâ, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò d. ßñíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî d ìíîæåñòâî Forb(Deg(d)) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ãðàôîâ, ó êîòîðûõ
÷èñëî âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò d + 2 è õîòÿ áû îäíà âåðøèíà èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ
d+ 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî d ìíîæåñòâî Forb(Deg(d)) êîíå÷íî.

� Line � êëàññ âñåõ ðåáåðíûõ ãðàôîâ. Ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ
ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ äëÿ ýòîãî êëàññà èçâåñòíî � îíî ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.4 ìîíîãðàôèè [23] è ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç 9 ãðàôîâ.
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Èç øåñòè ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè êëàññàìè.

Ñ ïðîèçâîëüíûì êëàññîì X ñâÿçàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ êëàññîâ ãðàôîâ:
1. L(X) � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, èçîìîðôíûõ ãðàôàì ðåáåð ãðàôîâ êëàññà X.
2. X+ � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò

êëàññó X.
3. Xc � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ ãðàôîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó X.
4. [X] � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà X ìíîæåñòâî ãðàôîâ, èçîìîðôíûõ

ïîðîæäåííûì ïîäãðàôàì ãðàôîâ èç X.
5. co(X) � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ê ãðàôàì èç X.

1.2 �-ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ î ïîëèíîìèàëüíîé

ðàçðåøèìîñòè è î NP-ïîëíîòå ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ âî ìíîãèõ êëàññàõ ãðàôîâ.
Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ òàêîãî ðîäà ðåçóëüòàòîâ ìîãóò áûòü ñàìèìè ðàçíîîáðàçíûìè, íî
ìîæíî âûäåëèòü äâà ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäà:

1. Ïîèñê áîëåå øèðîêèõ ¾ïðîñòûõ¿ êëàññîâ, îáúåìëþùèõ ðàíåå èçâåñòíûå.
2. Ïîèñê NP-ïîëíûõ ñóæåíèé äëÿ èçâåñòíûõ ¾ñëîæíûõ¿ ñëó÷àåâ.
Ïðè ðàññìîòðåíèè öåëûõ ñåìåéñòâ êëàññîâ ãðàôîâ ìîæíî ïîñòàâèòü öåëüþ âûÿâëåíèå

ïðåäåëîâ, äî êîòîðûõ âîçìîæíû ðàñøèðåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè è ñóæåíèÿ
ñ ¾ïðîòèâîïîëîæíûì¿ ñëîæíîñòíûì ñòàòóñîì. Ðàññìîòðåíèå èìåííî ïðåäñòàâèòåëüíûõ
ñåìåéñòâ ïðèäàåò ïðîöåññó ïîèñêà óêàçàííîé ãðàíèöû îïðåäåëåííóþ ñèñòåìàòè÷íîñòü è
ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà îáíàðóæåíèå ôàêòîâ îáùåãî õàðàêòåðà. Íåêîòîðûå ïîëó÷åííûå è
öèòèðóåìûå â êíèãå óòâåðæäåíèÿ ýòè íàäåæäû â êàêîé-òî ìåðå îïðàâäûâàþò.

Åñëè ãðàôû èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà îáðàçóþò ðåøåòêó, òî åñòåñòâåííûì ïîäõîäîì ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è äåìàðêàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ ¾ïðîñòûõ¿ è ìèíèìàëüíûõ
¾ñëîæíûõ¿ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè. Âîïðîñ î òàêèõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòàõ â ñåìåéñòâå
íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå
èññëåäîâàëñÿ Â. Å. Àëåêñååâûì [24]. Íàïîìíèì, ÷òî íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â ãðàôå
íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí. Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå (çàäà÷à ÍÌ) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè äëÿ äàííîãî ãðàôà íàèáîëüøåãî
íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.
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Äëÿ çàäà÷è ÍÌ èíòóèòèâíûå ïîíÿòèÿ ¾ïðîñòîãî¿ è ¾ñëîæíîãî¿ êëàññà â ðàáîòå
[24] ôîðìàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ
ÍÌ-ñëîæíûì, åñëè çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå NP-ïîëíà äëÿ ãðàôîâ èç ýòîãî
êëàññà, è ÍÌ-ïðîñòûì, åñëè îíà ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü ýôôåêòèâíûé (ïîëèíîìèàëüíûé) àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ê êëàññó è äàæå òîãî, ÷òî ýòà çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè
ðàçðåøèìà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì ïîëó÷àåò íà âõîä òîëüêî ãðàôû èç äàííîãî êëàññà è
íà âûõîäå âûäàåò èõ íàèáîëüøèå ÍÌ.

Â. Å. Àëåêñååâ ïîêàçàë [24], ÷òî äëÿ çàäà÷è ÍÌ íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ìàêñèìàëüíîãî
ÍÌ-ïðîñòîãî êëàññà. Íà ñàìîì äåëå åãî ðàññóæäåíèÿ âåðíû äëÿ ëþáîé çàäà÷è íà
ãðàôàõ. Âîïðîñ î cóùåñòâîâàíèè ìèíèìàëüíûõ ÍÌ-ñëîæíûõ êëàññîâ â [24] íå áûë
ðåøåí è äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Âìåñòå ñ òåì, àâòîðîì äàííîé êíèãè áûëè
íàéäåíû ïðèìåðû êîíêðåòíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìàëüíûõ êëàññîâ òàêîãî
ðîäà íå ñóùåñòâóåò (èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îñòàâèì äî ÷åòâåðòîé ãëàâû). Òàêèì
îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå åñòåñòâåííîé èäåè ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçãðàíè÷åíèÿ äëÿ çàäà÷è
ÍÌ è íåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷ íà ãðàôàõ îêàçûâàåòñÿ áåçðåçóëüòàòíûì. Â òî æå âðåìÿ,
îïèðàÿñü íà ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ, çàäà÷ó äåìàðêàöèè â ñåìåéñòâå êîíå÷íî
îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ ìîæíî ðåøèòü äî êîíöà.

Íàñëåäñòâåííûé êëàññ X íàçûâàåòñÿ ÍÌ-ïðåäåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1 � X2 � : : : ÍÌ-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ÷òî X =
1T
i=1Xi. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ÍÌ-ñëîæíûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðåäåëüíûì. Ìèíèìàëüíûé
ÍÌ-ïðåäåëüíûé êëàññ íàçûâàåòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûì.

Ïîíÿòèå ÍÌ-ãðàíè÷íîãî êëàññà áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [24], â êîòîðîé òàêæå áûëà
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Tåîðåìà 1.1. Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ñëîæíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â íåì ñîäåðæèòñÿ êàêîé-ëèáî ÍÌ-ãðàíè÷íûé êëàññ.

Òåîðåìà 1.1 ðàñêðûâàåò çíà÷åíèå ïîíÿòèÿ ÍÌ-ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ è ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè èçâåñòíîì ìíîæåñòâå ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ èìååò ìåñòî ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ
êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ÍÌ-ñëîæíûõ êëàññîâ. Òàêèì îáðàçîì, âûÿâëåíèå ÍÌ-ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ âûçûâàåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ.

Â òîé æå ðàáîòå [24] äîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûé êîíêðåòíûé êëàññ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-
ãðàíè÷íûì. Ýòî êëàññ T, ñîñòîÿùèé èç ëåñîâ, ó êîòîðûõ ñòåïåíè âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò
3, à â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé âåðøèíû ñòåïåíè 3.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.1 îêàçûâàåòñÿ íåâåðíîé äëÿ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ, ó
êîòîðûõ ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ áåñêîíå÷íî.
Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòîé êëàññ âñåõ äåðåâüåâ, ñîäåðæàùèé êëàññ T.

11



Â [24] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ìîæåò áûòü ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ è ÷òî òåîðåìà
1.1 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé òàêîé çàäà÷è. Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
NP-ïîëíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ãðàíè÷íûé êëàññ.

Â ðàáîòå [26] ýòî ïîíÿòèå áûëî ïðèìåíåíî ê çàäà÷å î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå è
äîêàçàíà ãðàíè÷íîñòü òðåõ êëàññîâ, äâóìÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êëàññû T è D = L(T).

Â [25] ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáóþ NP-ïîëíóþ çàäà÷ó íà
ãðàôàõ � è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì òàêæå äëÿ çàäà÷ î íåçàâèñèìîì
äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå, î ïîðîæäåííîì ïàðîñî÷åòàíèè, î íàèáîëüøåì öèêëå, î
íàèáîëüøåì ïóòè, î ðåáåðíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå, î ðàçîáùåííîì ìíîæåñòâå, î
P3-ôàêòîðå è ÷òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ èç óêàçàííûõ ñåìè
çàäà÷. Â áîëüøèíñòâå ñâîåì, îáùèé ïëàí ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ âêëþ÷àåò ïðåäâàðèòåëüíîå
óñòàíîâëåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî òà èëè èíàÿ çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî
ñèëüíî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà, íå âêëþ÷àþùåãî êëàññ T.

Íåäîñòàòêîì ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èãíîðèðóåòñÿ
âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññîâ ïðîìåæóòî÷íîé ñëîæíîñòè, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à �
íå ÿâëÿåòñÿ íè NP-ïîëíîé, íè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé [43]. Åñëè íàñ èíòåðåñóþò
êëàññû ãðàôîâ, â êîòîðûõ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ýôôåêòèâíî èëè äëÿ êîòîðûõ òàêîãî
ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, òî ïðàâèëüíåå áûëî áû îïðåäåëèòü �-ñëîæíûé êëàññ êàê
êëàññ, íå ÿâëÿþùèéñÿ �-ïðîñòûì. Èìåííî òàêîé ïîçèöèè ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ íà
ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû. Ñîîòâåòñòâåííî íîâîå ñîäåðæàíèå ïðèîáðåòàþò ïîíÿòèÿ
ïðåäåëüíîãî è ãðàíè÷íîãî êëàññà, õîòÿ èõ îïðåäåëåíèÿ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì àíàëîãîì òåîðåìû 1.1 è ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïî÷òè òàêæå.

Tåîðåìà 1.2. Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â íåì ñîäåðæèòñÿ êàêîé-ëèáî �-ãðàíè÷íûé êëàññ.

Åñëè íåêîòîðûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì ïðè ñòàðîì îïðåäåëåíèè �-ñëîæíîãî
êëàññà, òî îí �-ïðåäåëüíûé è ïðè íîâîì. Äëÿ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå òàê. Îäíàêî, ãðàíè÷íîñòü â íîâîì ñìûñëå êëàññîâ T è D äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ èç [25]
ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü, ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
äîêàçàòåëüñòâà èç ðàáîòû [25].

Òîò ôàêò, ÷òî óñòàíîâëåíà ãðàíè÷íîñòü èìåííî êëàññîâ T è D äëÿ öåëîãî ðÿäà
çàäà÷, îòðàæàåò, ïî-âèäèìîìó, îäíîîáðàçèå ïðèìåíÿâøåãîñÿ äî ñèõ ïîð ïîäõîäà ê
äîêàçàòåëüñòâó ãðàíè÷íîñòè. Âìåñòå ñ òåì èíòåðåñíî áûëî áû âûÿâèòü îáùèå ÷åðòû çàäà÷,
äëÿ êîòîðûõ ýòè êëàññû ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè. Ýòî èçó÷åíèå, ïî ñóùåñòâó, ñîñòàâëÿåò
äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåé êíèãè. Äàííîå èññëåäîâàíèå ìû
íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ ãðàíè÷íîñòè ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðàôîâ è óñëîâèé
ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D. Ïîëó÷åííûå èíñòðóìåíòû äîêàçàòåëüñòâà ãðàíè÷íîñòè T è
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D ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè, ÷åì èñïîëüçóåìûå â ðàáîòàõ [24, 25, 26]. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü
ïåðâîé ãëàâû äåìîíñòðèðóåò ïðèìåíåíèå äàííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ïîèñêó íîâûõ ñëó÷àåâ
ãðàíè÷íîñòè ýòèõ êëàññîâ è êëàññîâ co(T); co(D).

1.3 Êðèòåðèé ãðàíè÷íîñòè
Òåîðåìà 1.3. �-ïðåäåëüíûé êëàññ A ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ êàæäîãî G 2 A ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ X � Forb(A),
÷òî êëàññ Free(X [ fGg) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîïóñòèì, óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô
G 2 A, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X � Forb(A) êëàññ Free(X [ fGg)
ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Çàíóìåðóåì ãðàôû èç Forb(A) íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè: Forb(A) =
fH1; H2; : : :g. Êàæäûé èç êëàññîâ Yn = Free(fH1; H2; : : : ; Hn; Gg) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì.
Ò.ê. ïðè ëþáîì n ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Yn+1 � Yn, òî êëàññ Y = 1T

n=1Yn = A \
Free(fGg) � A ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ A � íå �-ãðàíè÷íûé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ è B � íàñëåäñòâåííûé êëàññ,
ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì êëàññà A. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà êëàññ B íå
ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì. Ïóñòü G 2 A n B, X � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
Forb(A), äëÿ êîòîðîãî êëàññ Free(X [ fGg) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Äîïóñòèì, Y1 � Y2 �
: : : � ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî 1T

n=1Yn = B. Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàéäåòñÿ êëàññ Yn, íå ñîäåðæàùèé ãðàôà G è âñåõ ãðàôîâ èç X. Òàê êàê Yn ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì �-ïðîñòîãî êëàññà Free(X[fGg), òî îí ñàì �-ïðîñòîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ëþáîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê B, èìååòñÿ �-ïðîñòîé êëàññ, ïîýòîìó
B � íå �-ïðåäåëüíûé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.4 Óñëîâèÿ ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D

1.4.1 Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ ãðàíè÷íîñòè ê ðàññìàòðèâàåìûì
êëàññàì ãðàôîâ

Äëÿ k � 1, p � 1, b � 4 ÷åðåç U(k; p; b) îáîçíà÷èì êëàññ Free(fBi : 1 � i �
bg [ fCi : 3 � i � bg [ fK1;4; kTp;p;pg), à ÷åðåç W(k; p; b) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ
Free(fHi : 1 � i � b� 1g [ fCi : 4 � i � bg [ fK1;3; K4; K4 � e; L(B1); kDp;p;pg).

Ëåììà 1.1[23]. Ïóñòü G1 è G2 - ñâÿçíûå ãðàôû, ïðè÷åì ãðàôû L(G1) è L(G2)
ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè. Òîãäà ãðàôû G1 è G2 èçîìîðôíû âñåãäà, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà
îäèí èç íèõ K1;3, a äðóãîé K3.
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Â ñëåäóþùåé ëåììå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ââåäåííûìè êëàññàìè ãðàôîâ.

Ëåììà 1.2. Ïðè ëþáûõ k � 1; p � 1; b � 4 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
W(k; p; b) = L(U(k; p+ 1; b)).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ ëþáûõ k � 1, p � 1, i � 2 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
L(Bi) = Hi�1, L(Ci+1) = Ci+1, L(kTp+1;p+1;p+1) = kDp;p;p. ßñíî, ÷òî L(K1;4) = K4,
L(D0;0;1) = K4 � e. Ïóñòü G 2 L(U(k; p+ 1; b)), òîãäà èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ, ïðåäûäóùåé
ëåììû è òîãî, ÷òî ãðàô K1;3 íå ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì ãðàôîì (òåîðåìà 8.4 èç [23]), ñëåäóåò,
÷òî G 2W(k; p; b). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå W(k; p; b) � L(U(k; p + 1; b)).
Ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü G 2 W(k; p; b). ßñíî,
÷òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ýòîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò 3. Õîòÿ áû îäèí èç ãðàôîâ
ìíîæåñòâà fK1;3; K4 � eg ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì â ëþáîì èç 9 çàïðåùåííûõ
ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ êëàññà ðåáåðíûõ ãðàôîâ, ñïèñîê êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â òåîðåìå
8.4 ìîíîãðàôèè [23]. Ïîýòîìó Free(fK1;3; K4� eg) � Line, ò.å. ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì
ãðàôîì. Ýòîò ãðàô ìîæíî ñ÷èòàòü ñâÿçíûì â âèäó òîãî, ÷òîW(k; p; b)c �W(k; p; b). Ïóñòü
G = L(H). Åñëè G = K3, òî H = K1;3 2 U(k; p + 1; b). Åñëè G 6= K3, òî èç ïðåäûäóùåé
ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ãðàô H îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ
è òîé æå ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî H 2 U(k; p + 1; b). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
W(k; p; b) � L(U(k; p+ 1; b)). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Forb(T) ñîñòîèò èç âñåõ öèêëîâ, âñåõ ìîñòîâ è
ãðàôà K1;4. Ëåãêî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Forb(D) ñîñòîèò èç âñåõ öèêëîâ
äëèíû íå ìåíåå ÷åì 4, âñåõ ãàíòåëü è ãðàôîâ K1;3, K4, K4 � e, L(B1). Îòìåòèì,
÷òî U(k; p; b) = Free(Xk;p;b [ fkTp;p;pg) è W(k; p; b) = Free(Yk;p;b [ fkDp;p;pg), ãäå
Xk;p;b � Forb(T) è Yk;p;b � Forb(D), kTp;p;p 2 T è kDp;p;p 2 D. Ïðèìåíèòåëüíî ê êëàññàì
T è D òåîðåìà 1.3 äàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 1.4. Êëàññ T (èëè D) ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí �-ïðåäåëüíûé è äëÿ ëþáûõ k � 1 è p � 1 ñóùåñòâóåò òàêîå b � 4, ÷òî êëàññ U(k; p; b)
(W(k; p; b) äëÿ êëàññà D) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîïóñòèì, êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì. Ïî òåîðåìå 1.3 äëÿ
ëþáûõ k � 1 è p � 1 ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ X � Forb(T),
÷òî êëàññ Free(X [ fkTp;p;pg) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Ïóñòü b � ìàêñèìóì äëèí öèêëîâ
è ìîñòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â X (åñëè X íå ñîäåðæèò öèêëîâ è ìîñòîâ, òî ïîëàãàåì b = 0).
Òîãäà U(k; p;max(4; b)) � Free(X[fkTp;p;pg), ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ U(k; p;max(4; b)) áóäåò
ÿâëÿòüñÿ �-ïðîñòûì.
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Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ k � 1 è p � 1 íàéäåòñÿ òàêîå b � 4, ÷òî êëàññ U(k; p; b)
ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ãðàô G 2 T ïðè íåêîòîðûõ k � 1 è p � 1
ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà kTp;p;p. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî G 2 T ïðè
íåêîòîðûõ k � 1, p � 1, b � 4 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Free(Xk;p;b [ fGg) � U(k; p; b).

Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ëåãêî ïîêàçàòü ïî àíàëîãèè ñ
ïðîâåäåííûì ðàññóæäåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëó÷èì åùå íåñêîëüêî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D.
Äëÿ k � 1 ÷åðåç U(k) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó
Free(fC3; : : : ; C3+k; B1; : : : ; Bkg) \Deg(3).

Âåðøèíó ñòåïåíè 3 íàçîâåì âíóòðåííåé, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî åå ñ
âåðøèíîé ñòåïåíè 1, â êîòîðîì âñå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 2. Îáîçíà÷èì
÷åðåç V(k) (k � 0) ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ ñòåïåíè âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò 3 è
èìååòñÿ íå áîëåå k âíóòðåííèõ âåðøèí.

Ëåììà 1.3. Åñëè äëÿ ëþáîãî k � 1 êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì, à êëàññ V(k�1)
�-ïðîñòûì, òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Òàê êàê ïðè ëþáîì k � 1 êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì
(è äàæå ñèëüíî íàñëåäñòâåííûì), U(k) � U(k+1) è T = 1T

n=1U(n), òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �-
ïðåäåëüíûì. Ïóñòü k � 1 è p � 1. Ïîëîæèì b = 2p+4 è ïîêàæåì, ÷òî U(k; p; b) � V(k�1).
Ïóñòü G 2 U(k; p; b). ßñíî, ÷òî ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G íå ïðåâîñõîäÿò 3. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëþáûìè âåðøèíàìè ñòåïåíè 3 â ýòîì ãðàôå íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 2p + 2, èíà÷å
îáðàçîâàëñÿ áû ïîðîæäåííûé ìîñò äëèíû íå áîëåå 2p+1 èëè ïîðîæäåííûé öèêë äëèíû íå
áîëåå 2p+4. Äîïóñòèì, ÷òî â íåì åñòü k âíóòðåííèõ âåðøèí. Êàæäàÿ èç íèõ ïðèíàäëåæèò
ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôó Tp;p;p, ïðè÷åì ýòè ïîäãðàôû íå èìåþò îáùèõ âåðøèí è íåò
ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû îäíîãî òàêîãî ïîäãðàôà ñ âåðøèíàìè äðóãîãî. Íî òîãäà
ýòè k ïîäãðàôîâ âìåñòå îáðàçóþò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô kTp;p;p. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, G 2 V(k � 1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ k � 1 è p � 1 êëàññ U(k; p; 2p + 4) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì.
Îòñþäà è èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.4. Åñëè äëÿ ëþáîãî k � 1 êëàññ L(U(k)) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì, à êëàññ
L(V(k � 1) \ Free(fC3; B1g)) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì, òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì k � 1 êëàññU(k) ñèëüíî íàñëåäcòâåííûé,
òî êëàññ ãðàôîâ L(U(k)) ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì. Ò.ê. L(U(1)) � L(U(2)) � : : : è D =
1T
k=1L(U(k)), òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì. Äëÿ k � 1 è p � 1 ïîëîæèì b = 2p +
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6 è ïîêàæåì, ÷òî W(k; p; b) � L(V(k � 1) \ Free(fC3; B1g)). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
ãðàô G 2 W(k; p; b). Èç ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ãðàôà H 2 U(k; p + 1; b)
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå G = L(H). ßñíî, ÷òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû â ãðàôå H íå
ïðåâîñõîäèò 3. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñòåïåíè 3 â ãðàôå H íå
ìåíåå 2p+ 4, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáðàçóåòñÿ ëèáî ïîðîæäåííûé ìîñò äëèíû íå áîëåå
2p+3, ëèáî ïîðîæäåííûé öèêë äëèíû íå áîëåå 2p+6. Ãðàô H íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå
÷åì k� 1 âíóòðåííèõ âåðøèí, ò.ê. èç ðàññóæäåíèé ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäîâàëî áû, ÷òî
îí ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé kDp;p;p. Òàêèì îáðàçîì, H 2 V(k� 1)\Free(fC3; B1g). Çíà÷èò,
äëÿ ëþáûõ k � 1 è p � 1 ïðè b = 2p+ 6 êëàññW(k; p; b) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Èç òåîðåìû
1.4 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì. Ëåììà äîêàçàíà.

1.4.2 Ïîíÿòèå äðåâåñíîé øèðèíû ãðàôà è äîêàçàòåëüñòâî
äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D

Äðåâåñíàÿ øèðèíà ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ãðàôîâ ïðè
èññëåäîâàíèè ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ
ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé êîíñòàíòû íåêîòîðûå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû â êëàññå
ãðàôîâ, ó êîòîðûõ äðåâåñíàÿ øèðèíà îãðàíè÷åíà ýòîé êîíñòàíòîé (ìíîãî èíôîðìàöèè ïî
ýòîìó ïîâîäó ìîæíî íàéòè â [30]). Èìåÿ â âèäó äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå äðåâåñíîé øèðèíû ïðè ôîðìóëèðîâêå óñëîâèé ãðàíè÷íîñòè. Îäíî
èç íèõ äîêàçûâàåòñÿ â äàííîì ïîäðàçäåëå.

Äðåâåñíîé äåêîìïîçèöèåé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïàðà (T;W ), ãäå T � äåðåâî, W � 2V (G)
è ñ êàæäîé âåðøèíîé v äåðåâà T ñâÿçàí ýëåìåíò Wv ìíîæåñòâà W òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1). V (G) = S

v2V (T )Wv.

2). Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (a; b) 2 E(G) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ âåðøèíà v äåðåâà T , ÷òî a è
b ïðèíàäëåæàò Wv.

3). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû a 2 V (G) ìíîæåñòâî fv 2 V (T ) : a 2 Wvg îáðàçóåò ñâÿçíîå
ïîääåðåâî â äåðåâå T .

Øèðèíîé äðåâåñíîé äåêîìïîçèöèè (T;W ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà tw(T;W ) =
maxv2V (T )(jWvj � 1) è äðåâåñíîé øèðèíîé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà tw(G) =
min(tw(T;W )), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì äðåâåñíûì äåêîìïîçèöèÿì (T;W )
ãðàôà G.

Ëåììà 1.5[45]. Äëÿ ëþáûõ ãðàôîâ G1 2 T è G2 2 D è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà d ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî t = t(G1; G2; d), ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôîâ êëàññà
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Free(fG1; G2g) \Deg(d) îãðàíè÷åíà ÷èñëîì t.

Ëåììà 1.6[44]. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà d ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå X � Deg(d),
òîãäà äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôîâ êëàññà X îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì t1 = t1(X; d)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôîâ êëàññà L(X) îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì
÷èñëîì t2 = t2(X; d).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç TW(1; t) ìíîæåñòâî ãðàôîâ, äðåâåñíàÿ øèðèíà êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò t. Ïóñòü TW(d; t) � êëàññ ãðàôîâ TW(1; t) \Deg(d).

Ëåììà 1.7. Åñëè êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì è äëÿ ëþáîãî t çàäà÷à �
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå TW(3; t) \ Free(fC3g), òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �-
ãðàíè÷íûì. Åñëè êëàññ D ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì è äëÿ ëþáîãî t çàäà÷à � ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà â êëàññå L(TW(3; t)) \Deg(3), òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 T. Ãðàôû K1;4 è C3
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Forb(T). Ò.ê. C3 2 D è Free(fG;K1;4; C3g) = Free(fG;C3g) \
Deg(3), òî èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôîâ èç Free(fG;K1;4; C3g)
îãðàíè÷åíà ÷èñëîì t, ïîýòîìó Free(fG;K1;4; C3g) � TW(3; t) \ Free(fC3g). Èç òåîðåìû
1.3 ñëåäóåò, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 D. Ãðàôû K1;3, K4, K4 � e, L(B1) ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó Forb(D). Ïîñêîëüêó K1;3 2 T è X = Free(fG;K1;3; K4; K4 � e; L(B1)g) �
Free(fG;K1;3g) \ Deg(3), òî ïî ëåììå 1.5 äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôîâ èç X îãðàíè÷åíà
÷èñëîì t. Èç òåîðåìû 8.4 ìîíîãðàôèè [23] ñëåäóåò, ÷òî êëàññ X ñîñòîèò èç ðeáåðíûõ
ãðàôîâ, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà Y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî X = L(Y). Ïîñêîëüêó
K4 62 X, òî Y � Deg(3). Èç ëåììû 1.6 ñëåäóåò, ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôîâ êëàññà
Y îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì t�, ïîýòîìó X � L(TW(3; t�)) \ Deg(3). Îòñþäà è èç
òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì. Ëåììà äîêàçàíà.

1.5 Ãðàíè÷íûå êëàññû äëÿ çàäà÷è î íàèáîëüøåì
ïîäãðàôå

Ãîâîðÿ ¾çàäà÷à î íàèáîëüøåì ïîäãðàôå¿, ìû èìååì â âèäó øèðîêèé êðóã çàäà÷
ðàñïîçíàâàíèÿ. Â äàííûõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ïîäãðàô çàäàííîãî
ãðàôà ñ íåêîòîðûìè ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè. ×àñòî òàêèå çàäà÷è ñîñòîÿò â
òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, îãðàíè÷åíî ëè ñíèçó çàäàâàåìûì ÷èñëîì çíà÷åíèå ÷èñëîâîãî
ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå ïîäãðàôû çàäàííîãî ãðàôà.
Ýòîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ìîæåò áûòü íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð â äâóäîëüíûõ
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ïîäãðàôàõ çàäàííîãî ãðàôà èëè äëèíà íàèáîëüøåãî öèêëà â åãî êóáè÷åñêèõ ïîäãðàôàõ è
ò.ï.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíêðåòíûå âàðèàíòû äàííîé îáùåé çàäà÷è.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìû çäåñü ïðèìåíèì ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D äëÿ òàêèõ çàäà÷.

Ïóñòü X � íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò êàêîé-íèáóäü
àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ãðàôà ýòîìó êëàññó. Ïîäãðàô íåêîòîðîãî
ãðàôà, ïðèíàäëåæàùèé X, áóäåì íàçûâàòü X-ïîäãðàôîì. X-ïîäãðàô íåêîòîðîãî ãðàôà
áóäåì íàçûâàòü ðåáåðíî íàèáîëüøèì, åñëè îí ñîäåðæèò íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð è
âåðøèííî íàèáîëüøèì, åñëè ýòîò ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì è ñîäåðæèò íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî âåðøèí. ×èñëî ðåáåð â ðåáåðíî íàèáîëüøåì X-ïîäãðàôå ãðàôà G îáîçíà÷èì
÷åðåç mX(G), à êîëè÷åñòâî âåðøèí â âåðøèííî íàèáîëüøåì X-ïîäãðàôå ãðàôà G
îáîçíà÷èì ÷åðåç nX(G). Â äàëüíåéøåì âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K1 2 X, òîãäà mX(G)
îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G. Åñëè G íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïîðîæäåííîãî X-
ïîäãðàôà, òî ïîëîæèì nX(G) = 0.

Çàäà÷à î ðåáåðíî íàèáîëüøåì X-ïîäãðàôå, íàçûâàåìàÿ äàëåå çàäà÷åé ÐÍÏ[X], ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ïî äàííûì ãðàôó G è ÷èñëó k îïðåäåëèòü, âåðíî ëè, ÷òî mX(G) � k. Çàäà÷à
î âåðøèííî íàèáîëüøåì X-ïîäãðàôå, íàçûâàåìàÿ â äàëüíåéøåì çàäà÷åé ÂÍÏ[X], ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ïî çàäàâàåìûì ãðàôó G è ÷èñëó k îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî
nX(G) � k.

1.5.1 Çàäà÷à î ðåáåðíî íàèáîëüøåì X-ïîäãðàôå
Íàïîìíèì, ÷òî ðåáðî ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïåðåøåéêîì, åñëè ïðè åãî óäàëåíèè

óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ïåðåøåéêà ñîñòîèò
â äîáàâëåíèè ê ãðàôó ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû èç ðàçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Îïåðàöèÿ s-êðàòíîãî ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà ñîñòîèò â çàìåíå ýòîãî ðåáðà ïóòåì äëèíû
s + 1. Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ s-ñëèÿíèÿ ñîñòîèò â çàìåíå ïóòè äëèíû s + 1, â êîòîðîì âñå
ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 2, îäíèì ðåáðîì.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü X � êëàññ ãðàôîâ, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ è
óäàëåíèÿ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ïåðåøåéêîâ, s-ïîäðàçáèåíèÿ è
s-ñëèÿíèÿ. Åñëè ãðàô G0 ïîëó÷åí èç ãðàôà G ïóòåì s-ïîäðàçáèåíèÿ íåêîòîðîãî ðåáðà, òî
mX(G0) = mX(G) + s.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîïóñòèì, G0 ïîëó÷åí èç G çàìåíîé ðåáðà e ïóòåì P äëèíû s+1.
Ïóñòü H � ðåáåðíî íàèáîëüøèé X-ïîäãðàô ãðàôà G. Ðàññìîòðèì â ãðàôå G0 ïîäãðàô H 0 ,
ïîëó÷àþùèéñÿ èç H ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ðåáðî e ïðèíàäëåæèò H, òî âêëþ÷àåì â
H 0 âåñü ïóòü P , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âêëþ÷àåì â H 0 âåñü ýòîò ïóòü, êðîìå îäíîãî (ëþáîãî)
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ðåáðà. Ãðàô H 0 ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà H îïåðàöèåé s-ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà e èëè äîáàâëåíèåì
èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è ïåðåøåéêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó X. Ïîýòîìó
mX(G0) � mX(G) + s.

Îáðàòíî, ïóñòü H 0 � ðåáåðíî íàèáîëüøèé X-ïîäãðàô ãðàôà G0 . Òàê êàê X çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H 0 ñîäåðæèò
âñå âåðøèíû ïóòè P . Ïîñêîëüêó X çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ ïåðåøåéêîâ, òî îí
ñîäåðæèò ëèáî âñå ðåáðà ýòîãî ïóòè, ëèáî âñå, êðîìå îäíîãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå çàìåíèì
ýòîò ïóòü îäíèì ðåáðîì, âî âòîðîì óäàëèì èç H 0 âñå ðåáðà ýòîãî ïóòè (îíè ÿâëÿþòñÿ
ïåðåøåéêàìè â H 0) è âñå åãî âåðøèíû, êðîìå êîíöåâûõ. Ïîëó÷èì ãðàô H, ÿâëÿþùèéñÿ
ïîäãðàôîì ãðàôà G è ïðèíàäëåæàùèé êëàññó X. Ñëåäîâàòåëüíî, mX(G) � mX(G0) � s.
Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü X � êëàññ ãðàôîâ, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ è
óäàëåíèÿ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ïåðåøåéêîâ, s-ïîäðàçáèåíèÿ è
s-ñëèÿíèÿ ïðè íåêîòîðîì s. Åñëè êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[X]-ñëîæíûì, òî êëàññ T
ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[X]-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå t � 1. Ïóñòü G 2 Deg(3). Âûïîëíèâ st-
ïîäðàçáèåíèå êàæäîãî ðåáðà ãðàôà G, ïîëó÷èì ãðàô G0 2 U(st). Ïî ëåììå 1.8 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâîmX(G0) = mX(G)+stm, ãäåm � ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå G. Ïîýòîìó çàäà÷à ÐÍÏ[X]
äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà Deg(3) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðàôîâ èç
U(st). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[X]-ñëîæíûì ïðè ëþáîì k. Ïîýòîìó êëàññ
T ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[X]-ïðåäåëüíûì.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êëàññ V(k) ïðè ëþáîì k ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[X]-ïðîñòûì. Ïóñòü
G 2 V(k). Åñëè â G åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 1, òî èíöèäåíòíîå åé ðåáðî ïðèíàäëåæèò
ëþáîìó ðåáåðíî íàèáîëüøåìó X-ïîäãðàôó ãðàôà G (ââèäó çàìêíóòîñòè X îòíîñèòåëüíî
äîáàâëåíèÿ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è ïåðåøåéêîâ). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â G
êàæäàÿ âåðøèíà èìååò ñòåïåíü 2 èëè 3. Âñå âåðøèíû ñòåïåíè 3 â ýòîì ãðàôå � âíóòðåííèå,
ïîýòîìó â íåì èìååòñÿ íå áîëåå k òàêèõ âåðøèí. Åñëè G0 � ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà
G îäíîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè s-ñëèÿíèÿ, òî ïî ëåììå 1.8 mX(G) = mX(G0) + s.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ÐÍÏ[X] äëÿ ãðàôîâ èç V(k) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå
çàäà÷å äëÿ ãðàôîâ èç ìíîæåñòâà Y(k; s) � V(k), ñîñòîÿùåãî èç ãðàôîâ, â êîòîðûõ
íåò âåðøèí ñòåïåíè 1, èìååòñÿ íå áîëåå k âåðøèí ñòåïåíè 3 è ê êîòîðûì íåïðèìåíèìà
îïåðàöèÿ s-ñëèÿíèÿ. Â òàêîì ãðàôå äëèíà ëþáîãî ïóòè, â êîòîðîì âñå ïðîìåæóòî÷íûå
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 2, íå ïðåâîñõîäèò s. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ãðàôû, êîòîðûå ìîæíî
ïîëó÷èòü èç êóáè÷åñêèõ ãðàôîâ ñ íå áîëåå ÷åì k âåðøèíàìè çàìåíîé êàæäîãî ðåáðà ïóòåì
äëèíû íå áîëåå s. ×èñëî âåðøèí â òàêîì ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò k(3s�1)2 . Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè ôèêñèðîâàííûõ k è s ìíîæåñòâî Y(k; s) êîíå÷íî. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ãðàôà êëàññy X, òî ïðè ëþáîì k êëàññ V(k) ÿâëÿåòñÿ �-
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ïðîñòûì.
Èç ëåììû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[X]-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.9. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G 2 Free(fC3g) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
mTO(G) = mBipartite(G).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G1 � ðåáåðíî íàèáîëüøèé äâóäîëüíûé ïîäãðàô ãðàôà
G. ßñíî, ÷òî ãðàô G1 ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíî îðèåíòèðóåìûì (ò.ê. åãî ðåáðà ìîæíî
îðèåíòèðîâàòü òàê, ÷òî ñòîêè îêàæóòñÿ â îäíîé äîëå, à èñòî÷íèêè â äðóãîé äîëå). Ïîýòîìó
mTO(G) � mBipartite(G).

Ïóñòü G2 � ðåáåðíî íàèáîëüøèé TO-ïîäãðàô ãðàôà G. Ïîíÿòíî, ÷òî G2 íå ñîäåðæèò
òðåóãîëüíèêîâ. Ò.ê. äëÿ ëþáîãî k > 1 öèêë C2k+1 íå ïðèíàäëåæèò êëàññó TO, òî G2
ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì ãðàôîì. Ïîýòîìó mTO(G) � mBipartite(G). Ëåììà äîêàçàíà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïîäðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.6. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[Planar]-ãðàíè÷íûì, ÐÍÏ[Bipartite]-
ãðàíè÷íûì, ÐÍÏ[Perfect]-ãðàíè÷íûì è ÐÍÏ[TO]-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[Planar]-ñëîæíûì
[37] è ÐÍÏ[Bipartite]-ñëîæíûì [7]. Ïîñêîëüêó çàäà÷è ÐÍÏ[Bipartite] è ÐÍÏ[Perfect]
â êëàññå Deg(3) \ Free(fC3g) ñîâïàäàþò (ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà
Forb(Perfect)), òî êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[Perfect]-ñëîæíûì. Åñëè äëÿ êëàññîâ
Planar, Bipartite è Perfect ïîëîæèòü s = 2, òî äëÿ ýòèõ êëàññîâ âûïîëíÿþòñÿ
âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷
ÐÍÏ[Planar], ÐÍÏ[Bipartite] è ÐÍÏ[Perfect].

Ò.ê. êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[Bipartite]-ñëîæíûì, òî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
1.5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[Bipartite]-ñëîæíûì. Äàííîå
îáñòîÿòåëüñòâî è ëåììà 1.9 îçíà÷àþò, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[TO]-ïðåäåëüíûì. Äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t êëàññ TW(3; t) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[Bipartite]-ïðîñòûì [30]. Îòñþäà,
èç ëåììû 1.7 è èç ëåììû 1.9 ñëåäóåò ãðàíè÷íîñòü êëàññà T äëÿ çàäà÷è ÐÍÏ[TO]. Tåîðåìà
äîêàçàíà.

1.5.2 Çàäà÷à î âåðøèííî íàèáîëüøåì X-ïîäãðàôå
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé çàäà÷è

ÂÍÏ[X]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íî ëåììå 1.8 è òåîðåìå 1.5 ìîæíî äîêàçàòü
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 1.10. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî
äîáàâëåíèÿ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, äîáàâëåíèÿ ïåðåøåéêîâ, s-ïîäðàçáèåíèÿ è s-
ñëèÿíèÿ. Åñëè ãðàô G0 ïîëó÷åí èç ãðàôà G s-ïîäðàçáèåíèåì íåêîòîðîãî ðåáðà, òî
nX(G0) = nX(G) + s.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî
äîáàâëåíèÿ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, äîáàâëåíèÿ ïåðåøåéêîâ, s-ïîäðàçáèåíèÿ è s-ñëèÿíèÿ
ïðè íåêîòîðîì s. Åñëè êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[X]-ñëîæíûì, òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ
ÂÍÏ[X]-ãðàíè÷íûì.

Îïåðàöèÿ ñîçäàíèÿ òðåóãîëüíèêà â ãðàôå G ñîñòîèò â äîáàâëåíèè ê ãðàôó G âåðøèíû
a è äâóõ ðeáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó a c äâóìÿ ñîñåäíèìè âåðøèíàìè b è c ñòåïåíè íå
áîëåå 2, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò íè îäíîìó òðåóãîëüíèêó ãðàôà G. Äëÿ êëàññà D òàêæå
ñïðàâåäëèâ íåêîòîðûé àíàëîã òåîðåì 1.6 è 1.7. Èìåííî, èìååò ìåñòî òåîðåìà 1.8.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî
coçäàíèÿ òðåóãîëüíèêîâ, äîáàâëåíèÿ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, äîáàâëåíèÿ ïåðåøåéêîâ,
s-ïîäðàçáèåíèÿ ðåáåð, íå ïðèíàäëåæàùèõ òðåóãîëüíèêàì, è s-ñëèÿíèÿ ïðè íåêîòîðîì
s. Åñëè êëàññ L(U(1)) ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[X]-ñëîæíûì, òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[X]-
ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîõîæå íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàññóæäåíèÿ èç òåîðåìû 1.6. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k è ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 L(U(1)). Âûïîëíèì sk-ïîäðàçáèåíèå âñåõ ðåáåð ãðàôà G,
êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêàì, è ïîëó÷èì íåêîòîðûé ãðàô G0 2 L(U(1 + ks)).
Èç ëåììû 1.10 ñëåäóåò, ÷òî nX(G0) = nX(G) + ksm�, ãäå m� � êîëè÷åñòâî ðåáåð ãðàôà
G, íå ïðèíàäëåæàùèõ åãî òðåóãîëüíèêàì. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì k çàäà÷à ÂÍÏ[X] â
êëàññå L(U(1)) ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà òîé æå çàäà÷å â êëàññå L(U(1 + ks)).
Òàêèì îáðàçîì, êëàññ L(U(k)) ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[X]-ñëîæíûì ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k,
ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[X]-ïðåäåëüíûì.

Ïîêàæåì, ÷òî êëàññ L(V(k)\Free(fC3; B1g)) ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[X]-ïðîñòûì ïðè ëþáîì k.
Ïóñòü G 2 L(V(k)\Free(fC3; B1g)). Ââèäó çàìêíóòîñòè êëàññà X îòíîñèòåëüíî ñîçäàíèÿ
òðåóãîëüíèêîâ, äîáàâëåíèÿ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è ïåðåøåéêîâ ëþáàÿ âåðøèíà ñòåïåíè
1 è ëþáàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 2, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó òðåóãîëüíèêó ãðàôà
G, ïðèíàäëåæàò ëþáîìó âåðøèííî íàèáîëüøåìó X-ïîäãðàôó ãðàôà G. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå G ëþáàÿ âåðøèíà èìååò ñòåïåíü 2 èëè 3, ïðè÷åì âñå âåðøèíû
ñòåïåíè 3 ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ê ãðàôó G íå ïðèìåíèìà
îïåðàöèÿ s-ñëèÿíèÿ (ò.ê. ïî ëåììå 1.10 çàäà÷à î âåðøèííî íàèáîëüøåì X-ïîäãðàôå
ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òàêèì ãðàôàì). Çíà÷èò, çàäà÷à ÂÍÏ[X] ïîëèíîìèàëüíî
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ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà Y(k; s). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
1.5 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ k è s ìíîæåñòâî Y(k; s) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1.3 êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[X]-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëåçíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè çàäà÷ íà ãðàôàõ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íåêîòîðîé çàäà÷è â êëàññå X äðóãîé çàäà÷å â
êëàññå L(X). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íàì îñîáåííî ïîëåçíî, ò.ê. èíòóèòèâíî î÷åâèäíà
ñâÿçü ìåæäó çàäà÷åé ÐÍÏ[X] â íåêîòîðîì êëàññå ãðàôîâ è çàäà÷åé ÂÍÏ[L(X)] äëÿ
ãðàôîâ, èçîìîðôíûõ ãðàôàì ðåáåð ãðàôîâ ýòîãî êëàññà. Áîëåå ôîðìàëüíî äàííàÿ ñâÿçü
óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1.11. Ïóñòü êëàññ X ñîñòîèò èç ñâÿçíûõ ãðàôîâ è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè çàäàííîãî ãðàôà ýòîìó êëàññó. Òîãäà â ëþáîì êëàññå
ãðàôîâ Y çàäà÷à ÐÍÏ[X] ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ÂÍÏ[L(X)] â êëàññå L(Y).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî â ëþáîì êëàññå ãðàôîâ çàäà÷è ÐÍÏ[X] è
ÂÍÏ[L(X)] ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü H 2 Y è G 2 L(Y), ïðè÷åì G = L(H). Ãðàôû G è H ìîæíî ñ÷èòàòü ñâÿçíûìè.
ßñíî, ÷òî çàäà÷à ÐÍÏ[X] äëÿ ãðàôîâ K3,K1;3 è çàäà÷à ÂÍÏ[L(X)] äëÿ ãðàôà K3 ðåøàåòñÿ
çà Î(1) âðåìÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G 6= K3, H 6= K3, H 6= K1;3. Òîãäà èç
ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî îäèí èç ãðàôîâ ìíîæåñòâà fG;Hg îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äðóãîé.
Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô G ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç H çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îáðàòíî, ãðàô
H ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç G çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [50].

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô ðåáåð ëþáîãî X-ïîäãðàôà ãðàôà H ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì L(X)-
ïîäãðàôîì ãðàôà G. Ïîýòîìó nL(X)(G) � mX(H). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè nL(X)(G) �
3, òî mX(H) � 3. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî mX(H) âû÷èñëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Åñëè nL(X)(G) > 3, òî ëþáîé âåðøèííî íàèáîëüøèé L(X)-ïîäãðàô ãðàôà G îòëè÷åí
îò ãðàôà C3. Òîãäà èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî H ñîäåðæèò íåêîòîðûé X-ïîäãðàô, ÷èñëî
ðåáåð êîòîðîãî íå ìåíåå ÷åì nL(X)(G). Òàêèì îáðàçîì, åñëè nL(X)(G) > 3, òî mX(H) =
nL(X)(G).

Èç ïðîäåëàííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.12. Ïóñòü H � ñâÿçíûé ãðàô èç êëàññà U(k) è G = L(H). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî k ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô H ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì, ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ÿâëÿåòñÿ
äâóäîëüíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ò.ê. ïðè ëþáîì k êëàññ U(k) íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêîâ, òî
èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ãðàô H îïðåäåëÿåòñÿ ïî ãðàôó G åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ñòåïåíè âåðøèí â ãðàôàõ G è H íå ïðåâîñõîäÿò 3, ïîýòîìó îáà ýòè ãðàôà íå
ñîäåðæàò ïîäãðàôîâ, ãîìåîìîðôíûõ K5. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàô ðåáåð ãðàôà K3;3
íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì (ò.ê. åãî ìîæíî ñòÿíóòü ê K3;3), ïîýòîìó ãðàô ðåáåð ëþáîãî
ãðàôà, ãîìåîìîðôíîãî K3;3, òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Òîãäà èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò,
÷òî åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì, òî ãðàô H òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïîñòðîåíèåì ïëîñêîé óêëàäêè ãðàôà
G ïî ïëîñêîé óêëàäêå ãðàôà H.

ßñíî, ÷òî ïðè s > 1 ãðàô G íå ñîäåðæèò ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ C2s+1. Ò.ê. ïðè
ëþáîì i � 3 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî L(Ci) = Ci, òî èç òîé æå ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ãðàô
G ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô H ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Path êëàññ âñåõ ïðîñòûõ ïóòåé, à ÷åðåç Cycle êëàññ âñåõ ïðîñòûõ
öèêëîâ. Ýòè êëàññû ãðàôîâ èñïîëüçóþòñÿ äàëåå ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
íàñòîÿùåãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 1.9. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷ ÂÍÏ[Planar], ÂÍÏ[Bipartite],
ÂÍÏ[Perfect], à êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷ ÂÍÏ[Planar], ÂÍÏ[Perfect],
ÂÍÏ[Path] è ÂÍÏ[Cycle].

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[Planar]-ñëîæíûì
[36] è ÂÍÏ[Bipartite]-ñëîæíûì [39]. Òàê êàê â êëàññå Deg(3) \ Free(fC3g) çàäà÷è
ÂÍÏ[Bipartite] è ÂÍÏ[Perfect] ñîâïàäàþò, òî êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[Perfect]-
ñëîæíûì. Åñëè äëÿ êëàññîâ Planar, Bipartite, Perfect â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.7 ïîëîæèòü
s = 2, òî äëÿ ýòèõ êëàññîâ âûïîëíÿþòñÿ âñå åå òðåáîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû
1.7 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[Planar]-ãðàíè÷íûì, ÂÍÏ[Bipartite]-ãðàíè÷íûì,
ÂÍÏ[Perfect]-ãðàíè÷íûì.

Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî êëàññ U(1) ÿâëÿåòñÿ
ÐÍÏ[Planar]-ñëîæíûì è ÐÍÏ[Bipartite]-ñëîæíûì. Îòñþäà è äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåìì
ñëåäóåò, ÷òî êëàññ L(U(1)) ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[Planar]-ñëîæíûì è ÂÍÏ[Perfect]-ñëîæíûì.
Åñëè ïîëîæèòü s = 2, òî äëÿ êëàññîâ Planar è Perfect âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ
òåîðåìû 1.8. Ïîýòîìó êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è ÂÍÏ[Planar] è çàäà÷è
ÂÍÏ[Perfect].

Ïîíÿòíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà L(Path) = Path è L(Cycle) = Cycle. Â ðàáîòå
[25] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ êàê ÐÍÏ[Path]-ñëîæíûì, òàê è
ÐÍÏ[Cycle]-ñëîæíûì. Èç ëåììû 1.11 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k êëàññ L(U(k)) ÿâëÿåòñÿ
ÂÍÏ[Path]-ñëîæíûì è ÂÍÏ[Cycle]-ñëîæíûì. Ïîýòîìó êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ
çàäà÷ ÂÍÏ[Path] è ÂÍÏ[Cycle]. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t êëàññ TW(3; t) ÿâëÿåòñÿ
ÐÍÏ[Path]-ïðîñòûì è ÐÍÏ[Cycle]-ïðîñòûì [30]. Îòñþäà, èç ëåììû 1.7 è ëåììû 1.11
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ñëåäóåò ãðàíè÷íîñòü êëàññà D äëÿ çàäà÷ ÂÍÏ[Path] è ÂÍÏ[Cycle]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.5.3 Çàäà÷à î íàèáîëüøåì ñâÿçíîì ïîäãðàôå
Â ïðåäûäóùèõ ïîäðàçäåëàõ èññëåäîâàëèñü ãðàíè÷íûå êëàññû äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ

çàäà÷è î íàèáîëüøåì ïîäãðàôå � çàäà÷ ÐÍÏ[X] è ÂÍÏ[X]. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ÷àñòíûå
ñëó÷àè ýòîé îáùåé çàäà÷è, íå âïèñûâàþùèåñÿ â ðàìêè ðàíåå ðàññìîòðåííûõ. Â äàííîì
ïîäðàçäåëå ðå÷ü èäåò î ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D äëÿ òàêèõ çàäà÷.

Çàäà÷à î ðåáåðíî íàèáîëüøåì ñâÿçíîì ïîäãðàôå îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè, íàçûâàåìàÿ
â äàëüíåéøåì çàäà÷åé ÐÍÑÏÎÑ, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàâàåìûì ãðàôó G, ÷èñëàì
d è k îïðåäåëèòü, ñîäåðæèò ëè ãðàô G ïîäãðàô èç Deg(d)c, ÷èñëî ðåáåð êîòîðîãî íå
ìåíåå ÷åì k. Çàäà÷à î âåðøèííî íàèáîëüøåì ñâÿçíîì ïîäãðàôå îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè,
íàçûâàåìàÿ â äàëüíåéøåì çàäà÷åé ÂÍÑÏÎÑ, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàâàåìûì ãðàôó
G, ÷èñëàì d è k îïðåäåëèòü, ñîäåðæèò ëè ãðàô G ïîðîæäåííûé ïîäãðàô èç Deg(d)c,
÷èñëî âåðøèí êîòîðîãî íå ìåíåå ÷åì k.

Ëåììà 1.13. Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ðåáåðíîãî ãðàôà G 2 Deg(3), îòëè÷íîãî îò
ïðîñòîãî öèêëà è ãðàôà K4, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî nPath(G) � nCycle(G).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü C � íàèáîëüøèé ïîðîæäåííûé öèêë ãðàôà G. Ò.ê. ãðàô
G îòëè÷åí îò öèêëà, òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà x, íå ïðèíàäëåæàùàÿ C è ñìåæíàÿ õîòÿ
áû ñ îäíîé âåðøèíîé öèêëà C. Åñëè äëèíà öèêëà C ðàâíà 3, òî âåðøèíà x íå ìîæåò
áûòü ñìåæíà ñðàçó ñî âñåìè òðåìÿ åãî âåðøèíàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G ñîäåðæèò
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô P3. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà C íå ìåíåå ÷åì 4. Âåðøèíà
x íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé öèêëà C, ò.ê. èíà÷å îáðàçîâàëñÿ áû
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô K1;3 è ãðàô G íå áûë áû ðåáåðíûì. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿ:

1. Âåðøèíà x ñìåæíà ðîâíî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè öèêëà C. Ýòè âåðøèíû îáÿçàòåëüíî
äîëæíû áûòü ñìåæíûìè, èíà÷å ñíîâà îáðàçóåòñÿ ïîðîæäåííûé ïîäãðàô K1;3. Òàêèì
îáðàçîì, âåðøèíà x ñìåæíà ñ äâóìÿ ñìåæíûìè âåðøèíàìè v1 è v2. Íî òîãäà ãðàô G
ñîäåðæèò ïóòü äëèíû nCycle, ïîðîæäåííûé âåðøèíîé x è âñåìè âåðøèíàìè C, êðîìå
v1.

2. Âåðøèíà x ñìåæíà ñ òðåìÿ âåðøèíàìè v1; v2; v3 öèêëà C. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòè âåðøèíû
îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ïîñëåäîâàòåëüíûìè, èíà÷å ñíîâà îáðàçóåòñÿ ïîðîæäåííûé
ïîäãðàô K1;3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (v1; v2) 2 E(G) è (v2; v3) 2 E(G). Ïóñòü a è b �
òàêèå âåðøèíû öèêëà C, ÷òî a 6= v2, b 6= v2 è (a; v1) 2 E(G), (b; v3) 2 E(G). Òîãäà
âåðøèíû x; v1; v2; v3; a; b îáðàçóþò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô ãðàôà G, íå ÿâëÿþùèéñÿ
ðåáåðíûì [23], íåçàâèñèìî îò òîãî, ñîâïàäàþò ëè âåðøèíû a è b. Ïîýòîìó è ñàì
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ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.10. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÐÍCÏÎÑ-ãðàíè÷íûì, à êëàññ D ÿâëÿåòñÿ
ÂÍÑÏÎÑ-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîíÿòíî, ÷òî ïàðû çàäà÷ ÐÍÑÏÎÑ è ÐÍÏ[Deg(2)c], ÂÍÑÏÎÑ
è ÂÍÏ[Deg(2)c] â êëàññå ãðàôîâ Deg(3) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìè ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ
çàäà÷. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G 2 Deg(3) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà mDeg(2)c =
max(mPath;mCycle) è nDeg(2)c = max(nPath; nCycle). Ò.ê. ïðè ëþáîì k ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå L(U(k)) � Deg(3), òî èç ëåììû 1.13 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÂÍÏ[Path] äëÿ ãðàôîâ
èç L(U(k)) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê çàäà÷å ÂÍÏ[Deg(2)c] äëÿ ãðàôîâ òîãî æå êëàññà.
Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì k êëàññ L(U(k)) ÂÍÏ[Path]-ñëîæíûé, òî êëàññ L(U(k)) ÿâëÿåòñÿ
ÂÍÏ[Deg(2)c]-ñëîæíûì. Ò.ê. L(Deg(2)c) = Deg(2)c, òî èç ëåììû 1.11 ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ëþáîì k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÏ[Deg(2)c]-ñëîæíûì. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ T ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíûì äëÿ çàäà÷è ÐÍÑÏÎÑ, à êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ çàäà÷è ÂÍÑÏÎÑ.

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t êëàññ TW(3; t) ÿâëÿåòñÿ êàê ÐÍÏ[Path]-ïðîñòûì, òàê
è ÐÍÏ[Cycle]-ïðîñòûì. Èç ïðîäåëàííûõ ðàññóæäåíèé, ëåììû 1.7 è ëåììû 1.11 ñëåäóåò
ÐÍÑÏÎÑ-ãðàíè÷íîñòü êëàññà T è ÂÍÑÏÎÑ-ãðàíè÷íîñòü êëàññà D. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.5.4 Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ
Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð êîíòèíóàëüíîé ñåðèè çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êàæäîé

èç êîòîðûõ êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè îäíîâðåìåííî. Ïóñòü K(t)5 �
ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç K5 t-ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî ðåáðà, ~N � ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ,
ãîìåîìîðôíûõ ãðàôó K3;3, à ÷åðåç M ~N ìíîæåñòâî fK(t)5 ; t 2 ~Ng. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ÂÍÏ[Free(K [ M ~N)]. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ~N â êëàññå Deg(3) çàäà÷è
ÂÍÏ[Free(K[M ~N)] è ÂÍÏ[Planar] ñîâïàäàþò. Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k êëàññû U(k) è L(U(k)) ÿâëÿþòñÿ ÂÍÏ[Planar]-ñëîæíûìè,
ïîýòîìó ïðè ëþáîì ~N êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ ÂÍÏ[Free(K [ M ~N)]-ïðåäåëüíûìè.
Â òåîðåìå 1.9 ïîêàçàíî, ÷òî êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ ÂÍÏ[Planar]-ãðàíè÷íûìè. Ò.ê.
ïðè ëþáûõ k � 1, p � 1, b � 4 âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ U(k; p; b) � Deg(3) è
W(k; p; b) � Deg(3), òî èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì ~N êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ
ÂÍÏ[Free(K [M ~N)]-ãðàíè÷íûìè.
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1.6 Ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ äðåâåñíîé øèðèíû ê ïîèñêó
íîâûõ ñëó÷àåâ ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D

Ïîíÿòèå äðåâåñíîé øèðèíû ãðàôà ðàññìàòðèâàëîñü â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå äàííîé ãëàâû.
Òàì æå áûëà îáîñíîâàíà ïîëåçíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ãðàíè÷íîñòè
òåõ èëè èíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïîäðàçäåëà 1.4.2 (ëåììà 1.7) óæå
ïðèìåíÿëñÿ ðàíåå ïðè èññëåäîâàíèè ñëó÷àåâ ãðàíè÷íîñòè T èD äëÿ íåêîòîðûõ âàðèàíòîâ
çàäà÷è î íàèáîëüøåì ïîäãðàôå. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðè ïîìîùè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ
óñòàíàâëèâàåòñÿ ãðàíè÷íîñòü ýòèõ êëàññîâ äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷.

Â ñëåäóþùèõ òðåõ ïîäðàçäåëàõ äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ëåìì, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà.

1.6.1 Ïîêðûòèÿ è ðàçáèåíèÿ
Âåðøèííûì ïîêðûòèåì ãðàôà íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî åãî âåðøèí, ÷òî ëþáîå

ðåáðî ãðàôà èíöèäåíòíî õîòÿ áû îäíîé âåðøèíå èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Êîëè÷åñòâî
âåðøèí â íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïîêðûòèè ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç �(G). Çàäà÷à î
âåðøèííîì ïîêðûòèè (çàäà÷à ÂÏ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G è ÷èñëà
k îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî �(G) � k.

Ïîêðûòèåì ïîëíûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè (ÏÏÄÃ) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå
ïîäìíîæåñòâî fV1; V2; : : : ; Vsg ìíîæåñòâà 2V (G), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Äëÿ ëþáîãî i ïîäãðàô G[Vi] ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äâóäîëüíûì ãðàôîì.
2. Äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ãðàôà G ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî Vj, ÷òî ãðàô G[Vj]

ñîäåðæèò e.
Êîëè÷åñòâî ãðàôîâ â íàèìåíüøåì ÏÏÄÃ ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç ccbs(G). Çàäà÷à

î ïîêðûòèè ïîëíûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè, íàçûâàåìàÿ äàëåå çàäà÷åé ÏÏÄÃ, ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííûì ãðàôó G è ÷èñëó k îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî
ccbs(G) � k.

Ëåììà 1.14. Äëÿ ëþáîãî k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ÏÏÄÃ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ãðàô G 2 U(k). Ýòîò ãðàô ìîæíî ñ÷èòàòü ñâÿçíûì.
Ïîêàæåì, ÷òî �(G) = ccbs(G). Ïóñòü fV1; V2; : : : ; Vccbs(G)g � íàèìåíüøåå ÏÏÄÃ ãðàôà G.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì i ãðàô G[Vi] ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãðàôîì K2, ëèáî ãðàôîì K1;2, ëèáî
ãðàôîì K1;3. Äëÿ ëþáîãî i â ãðàôå G[Vi] âûáåðåì âåðøèíó íàèáîëüøåé ñòåïåíè. Ïîíÿòíî,
÷òî ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî áóäåò âåðøèííûì ïîêðûòèåì ãðàôà G. Òàêèì îáðàçîì, �(G) �
ccbs(G).
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Ïóñòü {v1; v2; : : : ; v�(G)} � íàèìåíüøåå âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G. Äëÿ êàæäîé
âåðøèíû vi ýòîãî ìíîæåñòâà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Vi = N [vi]. ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì i
ãðàô G[Vi] ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó fK2; K1;2; K1;3g. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî fV1; V2; : : : ; V�(G)g
ÿâëÿåòñÿ ÏÏÄÃ ãðàôà G. Îòñþäà, �(G) � ccbs(G). Èç îáîèõ íåðàâåíñòâ çàêëþ÷àåì, ÷òî
�(G) = ccbs(G).

Ïðè ëþáîì k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ÂÏ-ñëîæíûì [25]. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà
�(G) = ccbs(G) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k êëàññ U(k) ÏÏÄÃ-ñëîæíûé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàçáèåíèåì íà ïóòè äëèíû äâà (2-ÐÏ) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
V (G) íà ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Vk, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ãðàô G[Vi] èçîìîðôåí ãðàôó P3.
Çàäà÷à î ðàçáèåíèè íà ïóòè äëèíû 2 (çàäà÷à 2-ÐÏ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàâàåìîìó
ãðàôó G îïðåäåëèòü, ñîäåðæèò ëè ýòîò ãðàô 2-ÐÏ.

(k; j)-ðàçáèåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (G) íà
ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Vr, ÷òî ïðè ëþáîì i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî jVij � k è îáùåå
êîëè÷åñòâî ðåáåð, èìåþùèõ êîíöû â ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâàõ, íå ïðåâîñõîäèò j. Çàäà÷à î
ðàçáèåíèè ãðàôà (çàäà÷à ÐÃ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàâàåìûì ãðàôó G, ÷èñëàì k è j
îïðåäåëèòü, èìååò ëè äàííûé ãðàô (k; j)-ðàçáèåíèå.

Ëåììà 1.15. Äëÿ ëþáîãî k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ÐÃ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîì êëàññå ãðàôîâ X � Free(fC3g) çàäà÷à
2-ÐÏ ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê çàäà÷å ÐÃ. Ïóñòü G 2 X. ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ 2-ÐÏ â ãðàôå G ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî jV (G)j = 3s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô
G ñîäåðæèò (3; jE(G)j � 2s)-ðàçáèåíèå íà ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Vs. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè
ëþáîì i ãðàô G[Vi] ñîäåðæèò ðîâíî 2 ðåáðà. Ò.ê. ïðè ëþáîì i ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
jVij � 3, òî ïðè ëþáîì i ãðàô G[Vi] èçîìîðôåí ãðàôó P3. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G ñîäåðæèò
2-ÐÏ. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ãðàô G ñîäåðæèò 2-ÐÏ, òî ýòîò ãðàô ñîäåðæèò è (3; jE(G)j�2s)-
ðàçáèåíèå.

Èç ïðîäåëàííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì êëàññå X � Free(fC3g) çàäà÷à
2-ÐÏ ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê çàäà÷å ÐÃ. Ò.ê. ïðè ëþáîì k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ
2-ÐÏ-ñëîæíûì [25], òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ÐÃ-ñëîæíûì. Ëåììà äîêàçàíà.

(b; s)-ðàçáèåíèåì íà äåðåâüÿ ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (G) íà
ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Vs, ÷òî ïðè ëþáîì i ïîäãðàô G[Vi] ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì è ñîäåðæèò
íå áîëåå b âåðøèí. Çàäà÷à î ëåñå ñ îãðàíè÷åííûìè êîìïîíåíòàìè, íàçûâàåìàÿ äàëåå
çàäà÷åé ËÎÊ, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàâàåìûì ãðàôó G, ÷èñëàì b è k îïðåäåëèòü,
èìååò ëè ãðàô (b; s)-ðàçáèåíèå íà äåðåâüÿ äëÿ íåêîòîðîãî s � k.
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Ëåììà 1.16. Äëÿ ëþáîãî k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ËÎÊ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî çàäà÷à 2-ÐÏ â ëþáîì êëàññå ãðàôîâ X ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèìà ê çàäà÷å ËÎÊ äëÿ ãðàôîâ òîãî æå êëàññà. Îòñþäà è òîãî, ÷òî ïðè ëþáîì k
êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ 2-ÐÏ-ñëîæíûì, ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ
ËÎÊ-ñëîæíûì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàçáèåíèåì íà êëèêè ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (G) íà
ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Vr, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ãðàô G[Vi] ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Êîëè÷åñòâî
êëèê â íàèìåíüøåì ðàçáèåíèè íà êëèêè (ò.å. ðàçáèåíèè ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ)
ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç cp(G). Çàäà÷à î ðàçáèåíèè íà êëèêè (çàäà÷à ÐÊ) äëÿ äàííîãî
ãðàôà G ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííûì ãðàôó G è ÷èñëó k îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ
ëè íåðàâåíñòâî cp(G) � k.

1.6.2 Ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð
Ðàçîáùåííûì ìíîæåñòâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî åãî âåðøèí,

ïîðîæäàþùåå ïîäãðàô èç Deg(1). Êîëè÷åñòâî âåðøèí â íàèáîëüøåì ðàçîáùåííîì
ìíîæåñòâå ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç ds(G). Çàäà÷à î ðàçîáùåííîì ìíîæåñòâå (çàäà÷à
ÐÌ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííûì ãðàôó G è ÷èñëó k îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè
íåðàâåíñòâî ds(G) � k.

Ëåììà 1.17. Äëÿ ëþáîãî s êëàññ L(U(s)) ÿâëÿåòñÿ ÐÌ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G = L(H) è H 2 U(s). Îáîçíà÷èì ÷åðåç j� òàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî, ÷òî ãðàô H ñîäåðæèò (3; j�)-ðàçáèåíèå íà ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Vr.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à ÐÌ â ëþáîì íàñëåäñòâåííîì êëàññå ãðàôîâ X ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå Xc. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå âåðíî è äëÿ çàäà÷è ÐÃ.
Ïîýòîìó ãðàôû G è H ìîæíî ñ÷èòàòü ñâÿçíûìè. ßñíî, ÷òî çàäà÷à ÐÌ äëÿ ãðàôà C3
è çàäà÷à ÐÃ äëÿ ãðàôà K1;3 ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî G 6= C3, H 6= K1;3. Òîãäà èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ãðàô èç ìíîæåñòâà
fG;Hg îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äðóãîé. Ãðàô G ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç ãðàôà H çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ãðàô H ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç G çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
[50].

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâó rS
i=1E(H[Vi]),

ÿâëÿåòñÿ ðàçîáùåííûì ìíîæåñòâîì ãðàôà G. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî j rS
i=1E(H[Vi])j = jE(H)j�

j�. Òàêèì îáðàçîì, ds(G) � jE(H)j � j�.
ÐàññìîòðèìM � íàèáîëüøåå ðàçîáùåííîå ìíîæåñòâî ãðàôà G è ïîñòðîèì (3; jE(H)j�
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ds(G))-ðàçáèåíèå ãðàôà H. Ïóñòü H 0 � òàêîé ïîäãðàô ãðàôà H, ÷òî G[M ] èçîìîðôåí
L(H 0). Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà H 0 èçîìîðôíà ëèáî ãðàôó P2, ëèáî ãðàôó P3.
Ïîäìíîæåñòâà (3; jE(H)j � ds(G))-ðàçáèåíèÿ ãðàôà H ñîîòâåòñòâóþò ëèáî êîìïîíåíòàì
ñâÿçíîñòè H 0 , ëèáî îòäåëüíûì ýëåìåíòàì èç V (H) n V (H 0). Îòñþäà, j� � jE(H)j � ds(G).

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.15 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì s êëàññ U(s) ÿâëÿåòñÿ ÐÃ-
ñëîæíûì äàæå äëÿ ñëó÷àÿ k = 3. Îòñþäà è èç ïðîäåëàííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Íåçàâèñèìûì ðåáåðíûì äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì (ÍÐÄÌ) ãðàôà G = (V;E)
íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ ðåáåð E 0 � E, ÷òî ëþáîå ðåáðî
èç ìíîæåñòâà E n E 0 ñìåæíî õîòÿ áû ñ îäíèì ðåáðîì èç E 0 . Êîëè÷åñòâî ðåáåð â
íàèìåíüøåì ÍÐÄÌ ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç eids(G). Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì
ðåáåðíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå (çàäà÷à ÍÐÄÌ), íàçûâàåìàÿ â [7] è â [30] çàäà÷åé
î ìèíèìàëüíîì ïî ìîùíîñòè ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî
çàäàííûì ãðàôó G è ÷èñëó k îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî eids(G) � k.

Ëåììà 1.18. Ïóñòü ãðàô G0 ïîëó÷åí èç ãðàôà G 3-ïîäðàçáèåíèåì ïðîèçâîëüíîãî
ðåáðà, òîãäà eids(G0) = eids(G) + 1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè 3-ïîäðàçáèåíèè ðåáðà e = (a; b) â ãðàô
G áûëè ââåäåíû òðè íîâûå âåðøèíû a1, c1, b1, ãäå (a; a1) 2 E(G0), (a1; c1) 2 E(G0), (c1; b1) 2
E(G0), (b1; b) 2 E(G0). Ïóñòü E 0(G) � íàèìåíüøåå ÍÐÄÌ ãðàôà G. Ïîñòðîèì íåêîòîðîå
ÍÐÄÌ ãðàôà G0 . Åñëè e 2 E 0(G), òî óäàëÿåì ðåáðî e èç E 0(G) è äîáàâëÿåì ðåáðà (a; a1)
è (b1; b). Åñëè e 2 E 0(G), òî â E 0(G) èìååòñÿ ðåáðî, èíöèäåíòíîå ëèáî a, ëèáî b. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ê E 0(G) äîáàâëÿåì ðåáðî (c1; b1), âî âòîðîì ñëó÷àå ê E 0(G) äîáàâëÿåì ðåáðî (a1; c1).
Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðîå ÍÐÄÌ ãðàôà G0 , ñîñòîÿùåå
èç eids(G) + 1 ðåáåð. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî eids(G0) � eids(G) + 1.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà. Ïóñòü E 0(G0)� íàèìåíüøåå ÍÐÄÌ ãðàôà
G0 . Ïîñòðîèì íåêîòîðîå ÍÐÄÌ ãðàôà G. ßñíî, ÷òî â E 0(G0) îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèòñÿ õîòÿ
áû îäíî èç ðåáåð (a; a1), (a1; c1), (c1; b1), (b1; b). Òîãäà âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Åñëè (a; a1) 2 E 0(G0) è (b1; b) 2 E 0(G0), òî óäàëÿåì èç E 0(G0) ðåáðà (a; a1),(b1; b) è
äîáàâëÿåì ðåáðî e.

2.à. Åñëè (a; a1) 2 E 0(G0), (c1; b1) 2 E 0(G0) è E 0(G0) íå ñîäåðæèò ðåáåð, èíöèäåíòíûõ
âåðøèíå b, òî óäàëÿåì èç E 0(G0) ðåáðà (a; a1), (c1; b1) è äîáàâëÿåì ðåáðî e.

2.á. Åñëè (a; a1) 2 E 0(G0), (c1; b1) 2 E 0(G0) è E 0(G0) ñîäåðæèò ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå
b, òî âî ìíîæåñòâå èíöèäåíòíûõ âåðøèíå a ðåáåð (êðîìå (a; a1)) íàõîäèì ðåáðî e�,
íå èíöèäåíòíîå íè îäíîìó ðåáðó èç E 0(G0) n f(a; a1)g. Òàêîå ðåáðî ñóùåñòâóåò, ò.ê.
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî E 0(G0) íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì � èç íåãî ìîæíî
óäàëèòü ðåáðà (a; a1), (c1; b1) è äîáàâèòü ðåáðî (a1; c1). Óäàëÿåì èç E 0(G0) ðåáðà (a; a1),
(c1; b1) è äîáàâëÿåì ðåáðî e�.

3. Åñëè (a1; c1) 2 E 0(G0), (b1; b) 2 E 0(G0), òî ðàññìîòðåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íî
ñëó÷àÿì 2.a. è 2.á.

4. Åñëè ñðåäè ðåáåð (a; a1), (a1; c1), (c1; b1), (b1; b) â E 0(G0) âõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî, òî
óäàëÿåì ýòî ðåáðî èç E 0(G0).

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðîå ÍÐÄÌ ãðàôà G0 , ñîñòîÿùåå èç
eids(G) + 1 ðåáåð, îòñþäà eids(G) � eids(G0)� 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.19. Ïðè ëþáîì k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ÍÐÄÌ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü Gs � ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà G 2 Deg(3) 3s-
ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî ðåáðà. Òîãäà eids(Gs) = eids(G) + sjE(G)j. Ò.ê. Gs 2 U(3s), òî
çàäà÷à ÍÐÄÌ â êëàññå ãðàôîâ Deg(3) ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà òîé æå çàäà÷å â
êëàññå U(3s). Êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÍÐÄÌ-ñëîæíûì [7]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì
k êëàññ U(k) ÿâëÿåòñÿ ÍÐÄÌ-ñëîæíûì. Ëåììà äîêàçàíà.

1.6.3 Çàäà÷à î íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòÿõ
Ìíîæåñòâî ïóòåé fPath1; Path2; : : : ; Pathkg íåêîòîðîãî ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü

ÍÏ(s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk)-ñèñòåìîé, åñëè ëþáûå äâà åãî ïóòè íå èìåþò îáùèõ âåðøèí è
ïðè ëþáîì i ïóòü Pathi ñîåäèíÿåò âåðøèíû si è ti ãðàôà G. Çàäà÷à î íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïóòÿõ (çàäà÷à ÍÏ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàâàåìûì ãðàôó G, åãî âåðøèíàì
s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk îïðåäåëèòü, ñîäåðæèò ëè ãðàô ÍÏ(s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk)-ñèñòåìó.

Ëåììà 1.20. Ïðè ëþáîì r êëàññ U(r) ÿâëÿåòñÿ ÍÏ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G 2 Deg(3) è ãðàô Gr ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà G çàìåíîé
êàæäîãî ðåáðà ïóòåì äëèíû r+1. ßñíî, ÷òî äëÿ ãðàôà G è åãî âåðøèí s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk
HÏ(s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk)-ñèñòåìà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêàÿ ñèñòåìà
ñóùåñòâóåò äëÿ ãðàôà Gr è åãî âåðøèí s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk. Ïîñêîëüêó Gr 2 U(r), òî
çàäà÷à ÍÏ â êëàññå ãðàôîâ Deg(3) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå
U(r). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì r êëàññ U(r) ÿâëÿåòñÿ ÍÏ-ñëîæíûì, ò.ê. êëàññ
Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÍÏ-ñëîæíûì [47]. Ëåììà äîêàçàíà.
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1.6.4 Íîâûå ñëó÷àè ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.11. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÏÏÄÃ-ãðàíè÷íûì, ÐÃ-ãðàíè÷íûì, ËÎÊ-ãðàíè÷íûì,
ÍÐÄÌ-ãðàíè÷íûì, ÍÏ-ãðàíè÷íûì, à êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ÐÊ-ãðàíè÷íûì è ÐÌ-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èç ëåìì 1.14, 1.15, 1.16, 1.19, 1.20 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíûì äëÿ çàäà÷ ÏÏÄÃ, ÐÃ, ËÎÊ, ÍÐÄÌ, ÍÏ ñîîòâåòñòâåííî, à èç ëåììû 1.17
ñëåäóåò, ÷òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ çàäà÷è ÐÌ. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 11
ðàáîòû [25] ïîêàçàíî, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ÐÊ-ïðåäåëüíûì.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t êëàññ ãðàôîâ TW(3; t) ÿâëÿåòñÿ ÏÏÄÃ-
ïðîñòûì [30], ÐÃ-ïðîñòûì [30], ËÎÊ-ïðîñòûì [30], ÍÐÄÌ-ïðîñòûì [30], ÍÏ-ïðîñòûì [52],
ÐÊ-ïðîñòûì [30]. Èç ðàáîòû [25] è ðàáîòû [33] ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì t êëàññ TW(3; t)
ÿâëÿåòñÿ ÐÌ-ïðîñòûì. Îòñþäà è èç ëåììû 1.7 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

1.7 Î ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ co(T) è co(D)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ãðàíè÷íûå êëàññû ìîæíî ïîëó÷àòü, ïåðåõîäÿ ê ðàññìîòðåíèþ
ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ê ãðàôàì íåêîòîðîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà. Îñîáåííî
ïðîñòî ýòà èäåÿ ðàáîòàåò äëÿ ïàð êîìïëåìåíòàðíûõ çàäà÷, ò.å. òàêèõ äâóõ çàäà÷, ÷òî äëÿ
ëþáîãî êëàññà X îäíà èç íèõ ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà äðóãîé â êëàññå co(X). Èìåííî,
åñëè �1 è �2 � ïàðà êîìïëåìåíòàðíûõ çàäà÷ è fB1;B2; : : :g� âñå ìíîæåñòâî �1-ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ, òî ìíîæåñòâî âñåõ �2-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ñîâïàäàåò ñ fco(B1); co(B2); : : :g.

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ïàðû êîìïëåìåíòàðíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå è î íàèáîëüøåé êëèêå (ïîñëåäíÿÿ äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
íàéòè â íåì íàèáîëüøóþ êëèêó). Ïîñêîëüêó êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûì êëàññîì,
òî êëàññ co(T) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î íàèáîëüøåé êëèêå.

Äðóãèì ïðèìåðîì ïàðû êîìïëåìåíòàðíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î ðàçáèåíèè íà
êëèêè è î âåðøèííîé ðàñêðàñêå (ïîñëåäíÿÿ åùå íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î õðîìàòè÷åñêîì
÷èñëå). Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå ìèíèìàëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî
ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (G) íà k íåçàâèñèìûõ ïîäìíîæåñòâ. Çàäà÷à î
âåðøèííîé ðàñêðàñêå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G è ÷èñëà k îïðåäåëèòü,
âåðíî ëè, ÷òî åãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå áîëüøå k. Êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ÐÊ-ãðàíè÷íûì
(òåîðåìà 1.11). Ïîýòîìó êëàññ co(D) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîé
ðàñêðàñêå.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ýòîãî ðàçäåëà ïîñâÿùåíà åùå îäíîé äåìîíñòðàöèè èäåè
äîïîëíèòåëüíîñòè � äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî êëàññ co(T) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è
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îá àõðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ãðàôà.
Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà íà ïîäìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ àõðîìàòè÷åñêèì,

åñëè ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì, à îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ
óæå íåò. Àõðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà G (îáîçíà÷àåìîì ÷åðåç ach(G)) íàçûâàåòñÿ òàêîå
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî ñóùåñòâóåò àõðîìàòè÷åñêîå ðàçáèåíèå âåðøèí ýòîãî ãðàôà
íà k ïîäìíîæåñòâ. Çàäà÷à îá àõðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ãðàôà (çàäà÷à ÀÕ×) äëÿ çàäàííûõ
ãðàôà G è ÷èñëà k ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî
ach(G) � k.

Ëåììà 1.21. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G 2 Free(fC3g) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
ach(G) = jV (G)j � eids(G).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìíîæåñòâî E 0 � ïðîèçâîëüíîå íàèìåíüøåå
ÍÐÄÌ ãðàôà G. Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí â ýòîì ãðàôå, íå èíöèäåíòíûõ ðåáðàì
èç E 0 , ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðîå ðåáðî ãðàôà
G íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåáðîì èç E 0). Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ëþáîãî ðåáðà e =
(x; y) 2 E(G) è ëþáîé âåðøèíû z 2 V (G), íå èíöèäåíòíîé e, ëèáî (x; z) 62 E(G), ëèáî
(y; z) 62 E(G). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò àõðîìàòè÷åñêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (G)
íà ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; VjV (G)j�eids(G). Ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Veids(G) ñîîòâåòñòâóþò
ïàðàì âåðøèí, èíöèäåíòíûì ðåáðàì èç E 0 , à Veids(G)+1; Veids(G)+2; : : : ; VjV (G)j�eids(G)
ñîîòâåòñòâóþò îäèíî÷íûì âåðøèíàì, íå èöèäåíòíûì òàêèì ðåáðàì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ach(G) � jV (G)j � eids(G).

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ëåãêî äîêàçàíî ïî àíàëîãèè ñ ïðîâåäåííûìè
ðàññóæäåíèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîáðàæåíèé äîïîëíèòåëüíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ach(G) = jV (G)j � eids(G). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.12. Êëàññ co(T) ÿâëÿåòñÿ ÀÕ×-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì k êëàññU(k) ÿâëÿåòñÿ ÍÐÄÌ-ñëîæíûì è
U(k) � Free(fC3g), òî èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî êëàññ co(U(k)) ÿâëÿåòñÿ ÀÕ×-
ñëîæíûì ïðè ëþáîì k. Ò.ê. co(U(1)) � co(U(2)) � : : : è co(T) = 1T

i=1 co(U(i)), òî êëàññ co(T)
ÿâëÿåòñÿ ÀÕ×-ïðåäåëüíûì. Äîêàæåì åãî ãðàíè÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî
ñóùåñòâóåò ÀÕ×-ãðàíè÷íûé êëàññ B, ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííûì ïîäêëàññîì êëàññà co(T).
Ïîñêîëüêó B � Free(fC3g), òî â ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê B ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç ñëîæíûõ êëàññîâ íàéäåòñÿ êëàññ, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäêëàññîì Free(fC3g). Îòñþäà è èç
ëåììû 1.21 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ co(B) ÿâëÿåòñÿ ÍÐÄÌ-ïðåäåëüíûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ïîñêîëüêó co(B) � T, à T � ÍÐÄÌ-ãðàíè÷íûé êëàññ (òåîðåìà 1.11).
Òàêèì îáðàçîì, co(T) � ÀÕ×-ãðàíè÷íûé êëàññ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

ÍÌ-ãðàíè÷íûå êëàññû îòíîñèòåëüíî
êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ

2.1 Ãèïîòåçà Â. Å. Àëåêñååâà è åå âàðèàíòû
Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ðàññìîòðåíî ïîíÿòèå �-ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ è

îáîñíîâàíà åãî ïîëåçíîñòü (òåîðåìà 1.2) ïðè àíàëèçå ñëîæíîñòè çàäà÷ íà ãðàôàõ. Òàì æå ê
èçâåñòíûì ñëó÷àÿì ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ ãðàôîâ T è D áûëî äîáàâëåíî íåñêîëüêî íîâûõ.
Íàðÿäó ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè � îïèñàíèÿìè ôðàãìåíòîâ ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ èíòåðåñíî áûëî áû ïîëó÷èòü ïîëíîå òàêîå îïèñàíèå õîòÿ
áû äëÿ îäíîé çàäà÷è. Íàïðàâëåíèå ïîèñêà òàêèõ çàäà÷ ïîäñêàçàíî ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû
[24]. Â ýòîé ðàáîòå áûëî âïåðâûå ââåäåíî ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ (â ñòàðîì
ñìûñëå) è äîêàçàíî, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì (â ñòàðîì ñìûñëå) äëÿ çàäà÷è î
íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ÍÌ ìîæíî ñ÷èòàòü ïèîíåðñêîé è ïðè
íîâîì ïîíèìàíèè ãðàíè÷íîãî êëàññà.

Íàïîìíèì, ÷òî íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â îáûêíîâåííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí. Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè â äàííîì ãðàôå íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.

Âîçìîæíî, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÍÌ-ãðàíè÷íûì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ Â. Å. Àëåêñååâà ýêâèâàëåíòíî äîêàçàòåëüñòâó òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî
G 2 T êëàññ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì [24]. Î òðóäíîñòè ïðîáëåìû ãîâîðèò
òîò ôàêò, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòåí ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå äëÿ êëàññîâ Free(fP5g) è Free(fT1;2;2g). Îäíàêî, ÍÌ-ïðîñòîòà êëàññîâ ãðàôîâ
Free(fP4g) [34] è Free(fT1;1;2g) [2] äàåò íåêîòîðóþ íàäåæäó íà òî, ÷òî ãèïîòåçà Â. Å.
Àëåêñååâà ñïðàâåäëèâà.

Â òî æå âðåìÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü êàêîå-ëèáî ñîáñòâåííîå ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà
íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå
ïðîáëåìû. Òàê, â [24] äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè ñèëüíî íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ êëàññ
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T ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÍÌ-ãðàíè÷íûì.
Ïðè ñóæåíèÿõ òåõ èëè èíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïîíÿòèå

îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå ïðîñòî ãðàíè÷íîãî êëàññà.

2.1.1 Îòíîñèòåëüíûå �-ãðàíè÷íûå êëàññû
Ïóñòü Y � êàêîé-íèáóäü �-ñëîæíûé êëàññ. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ X íàçîâåì

�-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî êëàññà Y, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1 �
X2 � : : : �-ñëîæíûõ ïîäêëàññîâ êëàññà Y, ÷òî 1T

i=1Xi = X. Ìèíèìàëüíûé �-
ïðåäåëüíûé îòíîñèòåëüíî Y êëàññ íàçîâåì �-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî Y êëàññîì. Êëàññ
X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì îòíîñèòåëüíî Y, åñëè X = Y \ Free(M), ãäå M �
íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ.

Äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû 1.2, êîòîðûé ìîæåò
áûòü äîêàçàí ïî÷òè òàêæå.

2.1.2 Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé
Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî Planar êëàññîì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî

ôàêòà ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî èç [24]. Ïðåäïîëîæåíèå
Â. Å. Àëåêñååâà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî íà ñëó÷àé ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî
Planar. Äàííàÿ ãëàâà íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñó î åäèíñòâåííîñòè êëàññà
T, êàê ÍÌ-ãðàíè÷íîãî îòíîñèòåëüíî êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ.

Ðàññìîòðåíèå èìåííî òàêîãî ñëó÷àÿ ïîäñêàçàíî ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [44]. Â ýòîé
ðàáîòå èññëåäîâàëèñü ãðàíè÷íûå êëàññû äëÿ çàäà÷è î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå (çàäà÷è
ÄÌ) îòíîñèòåëüíî êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Òàì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî
èñ÷åðïûâàåòñÿ êëàññàìè T è D. Îäíàêî, ìíîæåñòâî ÄÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ íå
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì fT;Dg. Òàê, â ðàáîòå [26] îïèñàí ÄÌ-ãðàíè÷íûé êëàññ, îòëè÷íûé
îò êëàññîâ T è D.

Íåò íèêàêîé ãàðàíòèè, ÷òî ìíîæåñòâî ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Íåñìîòðÿ íà ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî, åäèíñòâåííîñòü êëàññà T, êàê ÍÌ-ãðàíè÷íîãî îòíîñèòåëüíî Planar,
ìîæåò ñëóæèòü êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Â. Å. Àëåêñååâà.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ÍÌ-ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî Planar êëàññîâ, îòëè÷íûõ îò
êëàññà T, ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî G 2 T, ÷òî êëàññ Planar \
Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ñëîæíûì. Õîòÿ åäèíñòâåííîñòü êëàññà T è â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå äîêàçàòü íå óäàåòñÿ, èìååòñÿ áîëåå çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ ê äîñòèæåíèþ ýòîé öåëè,
÷åì â ñëó÷àå ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Èìåííî, óäàåòñÿ ïîêàçàòü ÍÌ-ïðîñòîòó íåêîòîðûõ
êëàññîâ ãðàôîâ óêàçàííîãî âèäà. Èçëîæåíèå äàííûõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîé ãëàâû ìîíîãðàôèè.
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2.2 Î ñëîæíîñòè çàäà÷è ÍÌ â êëàññå ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ äëèííûõ ïîðîæäåííûõ
ïóòåé

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ÍÌ â êëàññå ãðàôîâ
Planar \ Free(fPkg). Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k ýòîò êëàññ
ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Ëåììà 2.1. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì d ïëàíàðíûå ãðàôû, äèàìåòð êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò d, îáðàçóþò êëàññ ãðàôîâ ñ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ÍÌ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî [51], ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ëþáîãî ïëàíàðíîãî ãðàôà
c ðàäèóñîì r íå ïðåâîñõîäèò 3r+ 1. Èçâåñòíî òàêæå [30], ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
t çàäà÷à ÍÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå îò ÷èñëà âåðøèí âðåìÿ â êëàññå
ãðàôîâ TW(1; t). Èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà
äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå ëåììû 2.1 ìîæíî ñóùåñòâåííî óñèëèòü. Òàê, èç ðàáîò [29, 51] ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k çàäà÷à ÍÌ â êëàññå ãðàôîâ fG 2 Planar : diam(G) <
k log2(jV (G)j)g ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî k äèàìåòð ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà èç Planar \
Free(fPkg) íå ïðåâîñõîäèò k. Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì k êëàññ Planar \ Free(fPkg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

2.3 Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ
â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ áåç ïîðîæäåííîãî
ïîäãðàôà T1;1;i.

2.3.1 Íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ïëîñêèé ãðàô G. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå âíåøíåïëàíàðíîñòè

ãðàôà G. Èç ïëîñêîé óêëàäêè ýòîãî ãðàôà óäàëèì âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå âíåøíåé
ãðàíè. Ìíîæåñòâî ýòèõ âåðøèí îáîçíà÷èì ÷åðåç V1. Ñ îñòàâøåéñÿ óêëàäêîé áóäåì
âûïîëíÿòü àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ìíîæåñòâî âåðøèí íå ñòàíåò
ïóñòûì. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G íà
ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Vk, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü óðîâíÿìè. Âåëè÷èíà k íàçûâàåòñÿ
âíåøíåïëàíàðíîñòüþ ãðàôà G, êîòîðàÿ äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç outpl(G).
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Ãðàô íàçûâàåòñÿ âíåøíåïëàíàðíûì, åñëè îí èçîìîðôåí íåêîòîðîìó ïëîñêîìó ãðàôó
åäèíè÷íîé âíåøíåïëàíàðíîñòè.

Ðàçäåëÿþùàÿ êëèêà ãðàôà � ìíîæåñòâî âåðøèí, ïîðîæäàþùåå ïîëíûé ïîäãðàô,
óäàëåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. C-áëîêîì
[24] íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîðîæäåííûé ïîäãðàô äàííîãî ãðàôà, íå èìåþùèé
ðàçäåëÿþùåé êëèêè. Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç [K]C
ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ êàæäûé C-áëîê ïðèíàäëåæèò K.

Ëåììà 2.2[24]. Åñëè X � ÍÌ-ïðîñòîé êëàññ ãðàôîâ, òî [X]C òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ïðîñòûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [K]r ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî óäàëèòü íå áîëåå
r âåðøèí òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ãðàô èç K. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.3. Åñëè K � ÍÌ-ïðîñòîé êëàññ, òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî r êëàññ
[K]r ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Ëåììà 2.4. Åñëè G 2 Free(fT1;1;ig)c (i � 2), òî ëèáî G 2 Free(fT1;1;1g), ëèáî
diam(G) < 2i+ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Free(fT1;1;1g),
òîãäà G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T1;1;1. Â ýòîì ïîðîæäåííîì ïîäãðàôå âåðøèíû
ñòåïåíè 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç x1; x2; x3, à âåðøèíó ñòåïåíè 3 îáîçíà÷èì ÷åðåç y. Ðàññìîòðèì
âåðøèíó z, íàèáîëåå óäàëåííóþ îò y, è êðàò÷àéøèé ïðîñòîé ïóòü P = (v1; v2; : : : ; vs), ãäå
v1 = y; vs = z. Ïîêàæåì, ÷òî s � i+2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s � i+3. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. Îäíà èç âåðøèí x1; x2; x3 ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïóòè. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ýòî
âåðøèíà x3 (ò.å. v2 = x3). Ðàññìîòðèì âåðøèíó x1. Âåðøèíà x1 íå ìîæåò áûòü
ñìåæíà ñ âåðøèíîé vi, äëÿ êîòîðîé i � 4 (èíà÷å â ãðàôå G ñóùåñòâîâàë áû áîëåå
êîðîòêèé ïóòü èç y â vs ÷åì P ). Òî æå âåðíî äëÿ âåðøèíû x2. Åñëè íè îäíà èç
âåðøèí x1; x2 íå ñìåæía ñ âåðøèíîé v3, òî ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô
T1;1;i (ïîðîæäåí âåðøèíàìè x1; x2; y; v2; : : : ; vi+1). Åñëè õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí x1; x2
ñìåæíà ñ âåðøèíîé v3 (ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ýòî âåðøèíà x1), òî ãðàô G
ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí fx1; x3; v3; : : : ; vi+3g ïîäãðàô T1;1;i.

2. Íè îäíà èç âåðøèí x1; x2; x3 íå ïðèíàäëåæèò ïóòè P . Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî
è â ïóíêòå 1, íè îäíà èç âåðøèí x1; x2; x3 íå ñìåæíà ñ òàêîé âåðøèíîé vi, ÷òî
i � 4. Åñëè ðîâíî îäíà èç âåðøèí x1; x2; x3 ñìåæíà ñ âåðøèíîé v3 (ïóñòü ýòî áóäåò
âåðøèíà x1), òî ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T1;1;i (ïîðîæäåí âåðøèíàìè
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x2; x3; y; x1; v3; : : : ; vi+1). Åñëè äâå èç âåðøèí x1; x2; x3 ñìåæíû ñ âåðøèíîé v3 (ïóñòü
ýòî âåðøèíû x1 è x2), òî G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè x1; x2; v3; : : : ; vi+3
ïîäãðàô T1;1;i. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà íè îäíà èç âåðøèí x1; x2; x3 íå
ñìåæíà ñ v3. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè íå áîëåå ÷åì îäíà èç âåðøèí x1; x2; x3 ñìåæíà c v2, òî
ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T1;1;i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè ýòèõ òðåõ
âåðøèí íå ìåíåå äâóõ (ïóñòü ýòî áóäóò x1 è x2) ñìåæíû ñ v2. Òîãäà ãðàô G ñîäåðæèò
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T1;1;i (ïîðîæäåí ìíîæåñòâîì âåðøèí fx1; x2; v2; : : : ; vi+2g).

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû t íåðàâåíñòâî d(y; t) � i + 1 ÿâëÿåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u; v
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî d(u; v) � d(u; y) + d(y; v) � 2i+ 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò ÍÌ-ïðîñòîòà êëàññà Planar \
Free(fT1;1;ig) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì i. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äàííîãî ãðàôà G çà âðåìÿ
O(n4) (n = jV (G)j) ìîæíî îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ýòîò ãðàô êëàññó Free(fT1;1;1g).
Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G ìîæíî íàéòè çà âðåìÿ O(n2). Çàäà÷ó ÍÌ
äëÿ ãðàôîâ êëàññà Free(fT1;1;1g) ìîæíî ðåøèòü çà âðåìÿ O(n7) [48]. Îòñþäà è èç ëåìì 2.1,
2.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî i çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â êëàññå
ãðàôîâ Planar \ Free(fT1;1;ig) ìîæíî ðåøèòü çà âðåìÿ O(n7).

Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå áóäåò äîêàçàí òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò, íî áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ïîíÿòèÿ äðåâåñíîé øèðèíû ãðàôà. Èìåííî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ â êëàññå ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ áåç ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà T1;1;i áóäåò ïðåäëîæåí íåêîòîðûé ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì.

Èç ëåììû 2.4 ëåãêî ñëåäóåò ëåììà 2.5.

Ëåììà 2.5. Åñëè G � ñâÿçíûé ãðàô è G 2 Planar \ (Free(fT1;1;ig) n Free(fT1;1;1g))
(i � 2), òî outpl(G) < 2i+ 3.

Ëåììà 2.6. Êëàññ âíåøíåïëàíàðíûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óòâåðæäåíèå ëåììû 2.6 ñëåäóåò èç ëåììû 2.2, ò.ê.
âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ âåðøèíàìè, íå èìåþùèé ðàçäåëÿþùèõ
êëèê, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì. Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè ãðàô G 2 Planar íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, à V1 � ïåðâûé óðîâåíü G, òî
ãðàô G[V1] ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x 2 V (G) n V1 ÷åðåç N(x; V1)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí èç V1, ñìåæíûõ ñ x. Ïóñòü deg(x; V1) = jN(x; V1)j.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x 2 V (G) n V1 ÷åðåç m(x) îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí èç V1, íå ñìåæíûõ ñ x.
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Ëåììà 2.7. Ïóñòü ãðàô G 2 Planar \ Free(T1;1;i) (i � 2), outpl(G) > 1, G íå
ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê è V1 � ïåðâûé óðîâåíü G. Òîãäà, åñëè äëÿ íåêîòîðîé
âåðøèíû x 2 V (G) n V1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî deg(x; V1) > 5, òî m(x) < i+ 1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîñëåäîâàòåëüíî ñòîÿùèå âåðøèíû a; v1; : : : ; vs; b (s � i + 1) ïåðâîãî óðîâíÿ ãðàôà
G, ÷òî ñðåäè ýòèõ âåðøèí x ñìåæíà òîëüêî ñ a è b. Ò.ê. deg(x; V1) > 5, òî â N(x; V1)nfa; bg
ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû c è d, ÷òî âåðøèíû a; c; d ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî íåñìåæíûìè.
Ïðè ýòîì ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí fc; d; x; a; v1; : : : ; vi�1g
ïîäãðàô T1;1;i. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

2.3.2 Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qi;r ïîäìíîæåñòâî êëàññà Planar \ Free(T1;1;i), ñîñòîÿùåå èç ãðàôîâ
âíåøíåïëàíàðíîñòè íå áîëåå ÷åì r. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ëþáûõ i è r êëàññ Qi;r ÿâëÿåòñÿ
íàñëåäñòâåííûì. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé ëåììû ëåæèò àëãîðèòìè÷åñêèé
ïðèåì, áàçèðóþùèéñÿ íà îáùåì ìåòîäå ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿. Ýòîò ïðèåì ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ.

Ëåììà 2.8. Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ íàòóðàëüíûõ i è r êëàññ Qi;r ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Êëàññ Free(fT1;1;1g) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïðè ëþáîì r êëàññ Q1;r ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Ïóñòü i � 2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî r ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè i. Èç ëåììû 2.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî i êëàññ Qi;1 ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ïðîñòûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî i êëàññ Qi;r ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ êëàññà Qi;r+1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô
èç Qi;r+1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G 62 Free(fT1;1;1g). Èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G ìîæíî
ñ÷èòàòü C-áëîêîì. Òîãäà èç ëåììû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî diam(G) < 2i+ 3. Ïóñòü V1 � ïåðâûé
óðîâåíü ãðàôà G. Åñëè jV1j � 2i + 3, òî G 2 [Qi;r]2i+3. Èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ
[Qi;r]2i+3 ÍÌ-ïðîñòîé. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî jV1j > 2i+ 3.

Ïóñòü v1; v2; : : : ; vt � âñå âåðøèíû èç V1 è ïóñòü îíè ïîêðàøåíû â ÷åðíûé öâåò.
Ðàññìîòðèì âåðøèíû v1 è v[t=2]. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé ïóòü èç v1 â v[t=2].
Ïîíÿòíî, ÷òî äëèíà ýòîãî ïóòè íå áîëüøå 2i+ 2. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå íåçàâèñèìûå
ìíîæåñòâà ïîäãðàôà, ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì âåðøèí ýòîãî ïóòè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî
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ìíîæåñòâà S ðàññìîòðèì ãðàô G0(S) = G[(V (G) n (N(S) [ V (P ))], ãäå V (P ) � ìíîæåñòâî
âåðøèí ïóòè P , N(S) � ìíîæåñòâî òåõ âåðøèí ãðàôà G, êîòîðûå ñìåæíû õîòÿ áû ñ îäíîé
âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà S. ßñíî, ÷òî çíàÿ ðåøåíèå çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðàôîâ G0(S) äëÿ âñåõ
S, ìîæíî çà âðåìÿ O(1) íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðàôà G. Ïóñòü G1(S); : : : ; Gp(S) �
òå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G0(S), êîòîðûå èìåþò âíåøíåïëàíàðíîñòü, ðàâíóþ r + 1
(îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïðèíàäëåæàò êëàññó Qi;r). Åñëè ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò òàêóþ
âåðøèíó x, ÷òî deg(x; V1) > 5, òî ââèäó ëåììû 2.7 êàæäûé èç ýòèõ ãðàôîâ ñîäåðæèò
íå áîëåå ÷åì i ÷åðíûõ âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èç ýòèõ ãðàôîâ ïðèíàäëåæèò
ÍÌ-ïðîñòîìó êëàññó [Qi;r]i. Åñëè òàêîé âåðøèíû íå íàéäåòñÿ, òî p � 5jSj � 10i + 15.
Êàæäûé èç ãðàôîâ G1(S); : : : ; Gp(S) ñîäåðæèò íå áîëåå [t=2]+1 ÷åðíûõ âåðøèí, ïðè÷åì â
êàæäîì èç íèõ íà ïåðâîì óðîâíå âñå ÷åðíûå âåðøèíû ñòîÿò ïîñëåäîâàòåëüíî. Ê êàæäîìó
èç ýòèõ ãðàôîâ ïðèìåíèìû òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è ê ãðàôó G (ò.å. åñëè ðàññìàòðèâàåìûé
ãðàô Gi(S) íå ïðèíàäëåæèò íè êëàññó Free(fT1;1;1g), íè êëàññó [Qi;r]2i+3, òî êîíöû ïóòè
Pi ñëåäóåò âûáèðàòü ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó � íà ïåðâîì óðîâíå ãðàôà Gi(S) òàêèå äâå
âåðøèíû, ÷òî îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ÷åðíîé, äåëÿùåé ïîñëåäîâàòåëüíî ñòîÿùèå ÷åðíûå
âåðøèíû íà äâå ¾äóãè¿, îòëè÷àþùèåñÿ íå áîëåå ÷åì íà îäíó âåðøèíó.)

Òàêèì îáðàçîì, âñþ ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðàôà G ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå äåðåâà ðåøåíèé. Ëèñòüÿ ýòîãî äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò ãðàôàì èç êëàññîâ [Qi;r]2i+3 n
Free(fT1;1;1g) è Free(fT1;1;1g). Âíóòðåííèå óçëû äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò ãðàôàì, íå
ïðèíàäëåæàùèì êëàññó Free(fT1;1;1g), ñîäåðæàùèì íå ìåíåå 2i + 3 ÷åðíûõ âåðøèí è
èìåþùèì âíåøíåïëàíàðíîñòü, ðàâíóþ r + 1. Ò.ê. ìíîæåñòâî ÷åðíûõ âåðøèí êàæäûé
ðàç äåëèòñÿ íà äâå ïî÷òè ðàâíûå ÷àñòè, òî âûñîòà äàííîãî äåðåâà îãðàíè÷åíà ñâåðõó
âåëè÷èíîé dlog2(n)e.

Îöåíèì â äåðåâå ðåøåíèé îáùåå êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ. Êàæäûé âíóòðåííèé
óçåë èìååò íå áîëåå ÷åì c = (10i + 15)22i+3 íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
âíóòðåííèìè óçëàìè. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ â äåðåâå
ðåøåíèé íå ïðåâîñõîäèò cdlog2(n)e+1, ò.å. îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò n. Îáùåå ÷èñëî
ïîòîìêîâ êàæäîãî âíóòðåííåãî óçëà, ÿâëÿþùèõñÿ ëèñòüÿìè, íå ïðåâîñõîäèò n. Ïîýòîìó
÷èñëî óçëîâ â äåðåâå ðåøåíèé îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïîëèíîìîì îò n. Ëåììà äîêàçàíà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî i êëàññ Planar \ Free(fT1;1;ig) ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåìì 2.5 è 2.8, ò.ê. ëþáîé
ñâÿçíûé ãðàô èç Planar \ Free(fT1;1;ig) ïðèíàäëåæèò ëèáî ÍÌ-ïðîñòîìó êëàññó
Free(fT1;1;1g), ëèáî ÍÌ-ïðîñòîìó êëàññó Qi;2i+2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.4 Î ñëîæíîñòè çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå
â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ áåç ïîðîæäåííîãî
ïîäãðàôà T1;2;k

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k êëàññ Planar\
Free(fT1;2;kg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà íåêîòîðîì ñâîéñòâå
çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ áåç ïîðîæäåííîé çâåçäû Si,
ò.å. ãðàôà, ïîëó÷àåìîãî ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî ðåáðà ãðàôà K1;i. Ýòî ñâîéñòâî èçëàãàåòñÿ
è äîêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

2.4.1 Ïëàíàðíûå ãðàôû, íå ñîäåðæàùèå áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ
çâåçä

Äëÿ ëþáîãî i � 3 íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè êëàññ Planar \ Free(fSig) ÍÌ-
ïðîñòûì èëè ÍÌ-ñëîæíûì. Â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåò òîëüêî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî i çàäà÷à ÍÌ â êëàññå ãðàôîâ Planar \ Free(fSig)
ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðàôîâ èç ýòîãî êëàññà, ñòåïåíè âåðøèí
êîòîðûõ îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò i. Ýòîò ôàêò áóäåò
çàòåì èñïîëüçîâàí ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà. Îí
ïîíàäîáèòñÿ òàêæå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ âñåé
ãëàâû.

Íà ïåðâîì ýòàïå íàøèì ãëàâíûì àëãîðèòìè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì áóäóò ñæàòèÿ,
îïèñàííûå â ðàáîòå [1]. Ñæàòèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà
â ñåáÿ, íå ÿâëÿþùååñÿ àâòîìîðôèçìîì, ïðè êîòîðîì ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå íåñìåæíûå
âåðøèíû ïåðåõîäÿò â ðàçëè÷íûå è íåñìåæíûå. Òàêèì îáðàçîì, ñæàòèå ïðåîáðàçóåò
ãðàô â åãî ïîðîæäåííûé ïîäãðàô, ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåòñÿ ðàçìåð íàèáîëüøåãî
íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà. Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñæàòèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ, ò.å. òàêèå, ïðè êîòîðûõ âñå âåðøèíû, êðîìå îäíîé èëè äâóõ, îñòàþòñÿ
íåïîäâèæíûìè.

Ñæàòèå ' ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå �ab
�, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî '(a) = b, à

îñòàëüíûå âåðøèíû íåïîäâèæíû. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N(b) n fag � N(a) n fbg.

Ïðåîáðàçîâàíèå �a bc d
� ('(a) = c, '(b) = d, îñòàëüíûå íåïîäâèæíû) ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì

âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè
� c 6= d;
� â ãðàôå åñòü ðåáðà (a; c) è (b; d) è íåò ðåáåð (a; b) è (c; d);
� êàæäàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé c, êðîìå a è b, ñìåæíà è ñ a;
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� êàæäàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé d, êðîìå a è b, ñìåæíà è ñ b.
Ãðàô íàçîâåì íåñæèìàåìûì, åñëè äëÿ íåãî íåò ñæàòèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà.

Íåñæèìàåìûé ïîäãðàô äàííîãî ãðàôà, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ñæàòèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ 2-îñíîâîé ãðàôà. Ãðàô ìîæåò èìåòü
íåñêîëüêî 2-îñíîâ (íàïðèìåð, ó ãðàôà C4 èõ äâå), íî, êàê ïîêàçàíî â [1], âñå îíè
èçîìîðôíû. Î÷åâèäíî, 2-îñíîâà ãðàôà ìîæåò áûòü íàéäåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ëåììà 2.9. Ïóñòü G � íåñæèìàåìûé ãðàô èç Planar \ Free(fSig), a è b � åãî
âåðøèíû, d(a; b) = 2. Òîãäà jN(a) \N(b)j � 4i+ 1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âåðøèíó x 2 N(a) \N(b) íàçîâåì
� îñîáîé, åñëè êàæäàÿ ñìåæíàÿ ñ x âåðøèíà, êðîìå a è b, ïðèíàäëåæèò N(a) \N(b);
� a-÷èñòîé (b-÷èñòîé), åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ x è íåñìåæíàÿ ñ
âåðøèíîé a (ñ âåðøèíîé b).

Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç N(a) \ N(b) ïðèíàäëåæèò ê îäíîé èç ýòèõ òðåõ
êàòåãîðèé. Îöåíèì ÷èñëî âåðøèí êàæäîãî òèïà.

Äîïóñòèì, èìååòñÿ ÷åòûðå îñîáûå âåðøèíû. Òîãäà, ââèäó ïëàíàðíîñòè ãðàôà G, ñðåäè
íèõ íàéäóòñÿ äâå íåñìåæíûå. Ïóñòü ýòî âåðøèíû x è y. Íî òîãäà îòîáðàæåíèå �a bx y

�
ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íå áîëüøå òðåõ îñîáûõ âåðøèí.

Äîïóñòèì, èìååòñÿ 2i a-÷èñòûõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ïëîñêóþ
óêëàäêó ãðàôà G. Îíà îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ðåáåð, èíöèäåíòíûõ
êàæäîé âåðøèíå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñìåæíûõ âåðøèí. Ïóñòü x1; : : : ; x2i � a-÷èñòûå
âåðøèíû, ðàñïîëîæåííûå â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå, îïðåäåëÿåìîì äàííîé óêëàäêîé,
îòíîñèòåëüíî âåðøèíû a. Ïóñòü yj � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ xj è íåñìåæíàÿ
ñ a. Íåêîòîðûå èç âåðøèí ìíîæåñòâà fy1; y2; : : : ; y2ig ìîãóò ñîâïàäàòü, íî âåðøèíû
y1; y3; y5; : : : ; y2i�1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è íå ñìåæíû ìåæäó ñîáîé. Òîãäà ìíîæåñòâî
fa; x1; x3; x5; : : : ; x2i�1; y1; y3; y5; : : : ; y2i�1g ïîðîæäàåò ïîäãðàô Si. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ
íå áîëåå 2i� 1 a-÷èñòûõ è íå áîëåå 2i� 1 b-÷èñòûõ âåðøèí, à âñåãî íå áîëåå 4i+1 âåðøèí
â N(a) \N(b). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.10. Â íåñæèìàåìîì ãðàôå èç Planar\Free(fSig) ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû
íå ïðåâîñõîäèò 16i2 � 1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü a � âåðøèíà ñòåïåíè d â íåñæèìàåìîì ãðàôå G 2
Planar \ Free(fSig). Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ïîäãðàô H, îáðàçîâàííûé ìíîæåñòâàìè
âåðøèí A = N(a), B = N2(a) è âñåìè ðåáðàìè ãðàôà G, ñîåäèíÿþùèìè âåðøèíû èç A
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ñ âåðøèíàìè èç B. Ïóñòü � � ìîùíîñòü íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, à � � ìîùíîñòü
íàèìåíüøåãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ãðàôà H. Ïî òåîðåìå Êåíèãà � = �.

Åñëè âåðøèíà x 2 A íå ñìåæíà íè ñ îäíîé âåðøèíîé èç B, òî îòîáðàæåíèå �ax
� ÿâëÿåòñÿ

ñæàòèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ âåðøèíà èç A ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç B è
â ãðàôå H èìååòñÿ d ðåáåð, ïîïàðíî íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí â ìíîæåñòâå A. Ïî ëåììå
2.9 êàæäàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà B èìååò â ãðàôå H ñòåïåíü íå áîëåå 4i+1. Çíà÷èò, äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîêðûòü ýòè d ðåáåð, òðåáóåòñÿ íå ìåíåå d4i+1 âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, � � d4i+1 .

Âîçüìåì â ãðàôå H êàêîå-ëèáî ïàðîñî÷åòàíèå ñ � ðåáðàìè è ðàññìîòðèì ïëàíàðíûé
ãðàô H 0 , ïîëó÷åííûé èç ãðàôà H ñòÿãèâàíèåì âñåõ ðåáåð ýòîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Åñëè d �
(4i + 1)(4i � 1) + 1, òî â ãðàôå H 0 íå ìåíåå 4i âåðøèí. Èç òåîðåìû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ
ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå H 0 èìååòñÿ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç i âåðøèí. Âåðøèíàì
ýòîãî ìíîæåñòâà â ãðàôå H ñîîòâåòñòâóþò 2i ðåáåð, îáðàçóþùèå âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè
èì âåðøèíàìè ïîðîæäåííûé ïîäãðàô iK2. Íî òîãäà ýòè 2i âåðøèí âìåñòå ñ âåðøèíîé a
ïîðîæäàþò â ãðàôå G çâåçäó Si. Ëåììà äîêàçàíà.

2.4.2 Ïëàíàðíûå ãðàôû áåç ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà T1;2;k
Â ðàáîòå [46] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ � è k êëàññ âñåõ ãðàôîâ,

ó êîòîðûõ ñòåïåíè âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò � è êîòîðûå íå ñîäåðæàò T1;k;k â êà÷åñòâå
ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà, ÍÌ-ïðîñòîé. Îòñþäà è èç ëåììû 2.10 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.11. Êëàññ Planar \ Free(fT1;2;2g) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.2. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k êëàññ Planar \ Free(fT1;2;kg) ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü ñâÿçíûé ãðàô G 2 Planar \ Free(fT1;2;kg). Èç ëåììû
2.2 ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G ìîæíî ñ÷èòàòü C-áëîêîì. Åñëè â ýòîì ãðàôå íåò ïîðîæäåííîãî
ïîäãðàôà T1;2;2, òî ìîæíî ê íåìó ïðèìåíèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ êëàññà
Planar \ Free(fT1;2;2g), ñóùåñòâóþùèé ñîãëàñíî ëåììå 2.11. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî åñëè â
ãðàôå G èìååòñÿ ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T1;2;2, òî åãî ðàäèóñ íå ïðåâîñõîäèò k + 2.

Ïóñòü â ãðàôå G èìååòñÿ ïîäãðàô T1;2;2, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí S =
fa; b1; b2; b3; c1; c2g è èìåþùèé ðåáðà (a; b1), (a; b2), (a; b3), (b1; c1), (b2; c2). Äîêàæåì, ÷òî â
ãðàôå G ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû a äî ëþáîé äðóãîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò k+2. Ïóñòü
d � âåðøèíà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó S. Ñðåäè êðàò÷àéøèõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ
âåðøèíû a è d, âûáåðåì ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íàèáîëüøåå ÷èñëî âåðøèí ìíîæåñòâà S.
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Î÷åâèäíî, òàêèõ âåðøèí íå ìîæåò áûòü áîëüøå òðåõ. Ïóñòü P = (x0; x1; : : : ; xt) � ýòîò
ïóòü, x0 = a, xt = d. Ðåáðî, íå ïðèíàäëåæàùåå ïóòè P è ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó ýòîãî ïóòè
ñ âåðøèíîé èç S, áóäåì íàçûâàòü õîðäîé. Åñëè (xi; y) � õîðäà (y 2 S), òî i � 3, èíà÷å
ïîëó÷èëñÿ áû áîëåå êîðîòêèé ïóòü èç a â d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t � k + 3. Ðàññìîòðèì
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âçàèìîîòíîøåíèé ïóòè P ñ âåðøèíàìè èç S.

1. Ïóòü P ïðîõîäèò ÷åðåç òðè âåðøèíû ìíîæåñòâà S. Èìååòñÿ äâà ýêâèâàëåíòíûõ
âàðèàíòà, ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ: x1 = b1, x2 = c1.
1.1. Õîðäû îòñóòñòâóþò. Òîãäà ìíîæåñòâî S âìåñòå c âåðøèíàìè x3; : : : ; xk

ïîðîæäàåò T1;2;k.
1.2. Èìåþòñÿ õîðäû. Òîãäà åäèíñòâåííîé õîðäîé ìîæåò áûòü òîëüêî (c2; x3). Åñëè

åñòü õîðäà (c2; x3), òî âåðøèíû c2; x1; x2; : : : ; xk+3 ïîðîæäàþò ïîäãðàô T1;2;k.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäèí èç ðÿäà àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àåâ
è ïåðå÷èñëÿòü âåðøèíû, êîòîðûå íóæíî óäàëèòü äëÿ òîãî, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ
âåðøèíû ìíîæåñòâà S âìåñòå ñ âåðøèíàìè ïóòè P (íå îáÿçàòåëüíî âñåìè)
ïîðîæäàëè ïîäãðàô T1;2;k. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå 1.2 íóæíî óäàëèòü âåðøèíû
a; b2; b3.

2. Ïóòü P ïðîõîäèò ÷åðåç äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà S, ïðè÷åì x1 = b1. Åñëè õîðäû
îòñóòñòâóþò, óäàëÿåì b3 è c2. Åñëè åñòü õîðäà èç âåðøèíû x3 â êàêóþ-íèáóäü èç
âåðøèí c1; c2, òî ïîëó÷àåòñÿ ïóòü òîé æå äëèíû èç a â d, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òðè
âåðøèíû ìíîæåñòâà S. Íàëè÷èå õîðäû èç x3 â êàêóþ-íèáóäü èç âåðøèí b2; b3 ïðèâåëî
áû ê îáðàçîâàíèþ áîëåå êîðîòêîãî ïóòè èç a â d ÷åì P . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü
òîëüêî õîðäû èç âåðøèíû x2.
2.1. Åñòü õîðäà (x2; c2). Óäàëÿåì âåðøèíû b2; b3; c1.
2.2. Íåò õîðäû (x2; c2), åñòü õîðäà (x2; b2). Óäàëÿåì âåðøèíû a; b3; c1.
2.3. Íåò õîðä (x2; c2) è (x2; b2), åñòü õîðäà (x2; b3). Åñëè åñòü õîðäà (x2; c1), òî óäàëÿåì

âåðøèíû b1; b2; c2, à åñëè åå íåò, óäàëÿåì a; b2; c2.
2.4. Íåò õîðä (x2; c2), (x2; b2), (x2; b3). Óäàëÿåì âåðøèíó c1.

3. Ïóòü P ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó b3 è íå ñóùåñòâóåò ïóòåé òîé æå äëèíû èç a â d,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç b1 èëè b2. Åñëè íåò õîðä, òî óäàëÿåì c1. Õîðä èç âåðøèíû x3 áûòü
íå ìîæåò ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è â ïóíêòå 2. Çíà÷èò, ìîãóò áûòü òîëüêî õîðäû èç
âåðøèíû x2. Åñëè òàêàÿ õîðäà ñîåäèíÿåò x2 ñ îäíîé èç âåðøèí b1; b2, òî îáðàçóåòñÿ
ïóòü òîé æå äëèíû, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòó âåðøèíó. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü õîðäû
(x2; c1) è (x2; c2). Åñëè åñòü îáå ýòè õîðäû, òî óäàëÿåì âåðøèíû a; b2; b3, à åñëè åñòü
òîëüêî õîðäà (x2; c1), òî óäàëÿåì a; b2; c2.
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4. Ïóòü P íå ñîäåðæèò íè îäíîé âåðøèíû èç ìíîæåñòâà S nfag. Åñëè íåò õîðä, óäàëÿåì
b1 è c1. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è âûøå, íå ìîæåò áûòü õîðä èç âåðøèíû x3, à èç
âåðøèíû x2 õîðäû ìîãóò áûòü òîëüêî â c1 è â c2. Åñëè åñòü òîëüêî îäíà èç ýòèõ õîðä,
òî óäàëÿåì âåðøèíó x1, à åñëè åñòü îáå, óäàëÿåì x1; a; b2; b3. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé, êîãäà åñòü òîëüêî õîðäû èç âåðøèíû x1.
4.1. Åñòü õîðäà (x1; b1), íåò õîðä (x1; b2), (x1; b3). Åñëè åñòü õîðäà (x1; c2), òî óäàëÿåì

âåðøèíû a; b3; c1, à åñëè åå íåò, óäàëÿåì b1; c1.
4.2. Åñòü õîðäà (x1; b3), íåò õîðä (x1; b1), (x1; b2). Åñëè åñòü õîðäà (x1; c1), òî óäàëÿåì

âåðøèíû a; b2; c2, à åñëè åå íåò, óäàëÿåì b3; c2.
4.3. Åñòü õîðäû (x1; b1) è (x1; b2), íåò õîðäû (x1; b3). Åñëè åñòü õîðäà (x1; c1), òî

óäàëÿåì âåðøèíû b1; b2; c2, à åñëè åå íåò, óäàëÿåì a; b3; c2.
4.4. Åñòü õîðäû (x1; b1) è (x1; b3), íåò õîðäû (x1; b2). Åñëè åñòü õîðäà (x1; c1), òî

óäàëÿåì âåðøèíû b1; b3; c2, à åñëè åå íåò, óäàëÿåì a; b2; c2.
4.5. Åñòü õîðäû (x1; b1), (x1; b2), (x1; b3). Â ýòîì ñëó÷àå â ãðàôå èìåþòñÿ òðè

òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæàùèå ðåáðî (a; x1). Â ïëîñêîé óêëàäêå êàæäîå ðåáðî
èíöèäåíòíî íå áîëåå ÷åì äâóì ãðàíÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå
õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ãðàíè. Íî òîãäà îí
ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé êëèêîé.

Èòàê, ðàäèóñ ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò k + 2. Îòñþäà è èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 2.2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.5 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ â
êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ áîëüøèõ
ïîðîæäåííûõ ÿáëîê

ßáëîêîì Ak íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç öèêëà äëèíû k äîáàâëåíèåì îäíîé
âåðøèíû, ñìåæíîé ñ ïðîèçâîëüíîé åãî âåðøèíîé. Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ ëþáîãî s � 3
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â êëàññå Planar\Free(fAs; As+1; : : :g).
Äàëåå áóäåò ïîêàçàíà ÍÌ-ïðîñòîòà ýòîãî êëàññà ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì s � 3. Äàííîå
óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ i è j êëàññ Planar \ Free(fT1;i;jg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Planar \ Free(fT1;i;jg) �
Planar \ Free(fAi+j+1; Ai+j+2; : : :g).
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2.5.1 Ìèíîðíî áåçàïåêñíûå ãðàôû áîëüøîé äðåâåñíîé øèðèíû
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðå÷ü èäåò îá îïðåäåëåííîì ñâîéñòâå ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ

ïðîèçâîëüíûõ àïåêñíûõ ãðàôîâ â êà÷åñòâå ìèíîðà. Ýòî ñâîéñòâî íàì ïîíàäîáèòñÿ äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ àïåêñíûì, åñëè óäàëåíèå íåêîòîðîé åãî âåðøèíû ïðèâîäèò ê
ïëàíàðíîìó ïîäãðàôó. Íàïðèìåð, ãðàô K5 ÿâëÿåòñÿ àïåêñíûì, ïîñêîëüêó óäàëåíèå ëþáîé
åãî âåðøèíû ïðèâîäèò ê ïëàíàðíîìó ïîäãðàôó K4. Ãðàô H íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ãðàôà
G, åñëè H ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ãðàôà G îïåðàöèÿìè óäàëåíèÿ âåðøèí è ðåáåð, à
òàêæå îïåðàöèÿìè ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà. Åñëè ãðàô H íå ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì ãðàôà G, òî G
íàçûâàåòñÿ H-áåçìèíîðíûì. Ñêàæåì, èç êðèòåðèÿ Âàãíåðà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ïëàíàðíûé
ãðàô ÿâëÿåòñÿ êàê K5-áåçìèíîðíûì, òàê è K3;3-áåçìèíîðíûì.

Â [27] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.12. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî àïåêñíîãî ãðàôà H è ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k; s; d ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(H; k; s; d), ÷òî
äëÿ ëþáîãî H-áåçìèíîðíîãî ãðàôà G äðåâåñíîé øèðèíû íå ìåíåå ÷åì N è ëþáîãî åãî
íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí S (jSj � s) ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë C,
îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

� êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G íå ñìåæíà ñ íåêîòîðûìè k ïîñëåäîâàòåëüíûìè
âåðøèíàìè öèêëà C.

� ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C (ò.å. íàèìåíüøåå ñðåäè ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
äâóìÿ âåðøèíàìè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò S, à äðóãàÿ C) íå ìåíåå ÷åì d.

2.5.2 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
Òåîðåìà 2.3 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k � 3 çàäà÷à ÍÌ â êëàññå
Planar \ Free(fAk; Ak+1; : : :g) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G 2 Planar \ Free(fAk; Ak+1; : : :g). Íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìûì è íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ
êëèê. Åñëè G 2 Free(fS11g), òî èç ëåììû 2.10 ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû
ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò 1935. Èçâåñòíî [46], ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ d è k
êëàññ ãðàôîâ Deg(d)\Free(fAk; Ak+1; : : :g) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô S11. Âåðøèíó ñòåïåíè 11 ýòîãî
ïîäãðàôà îáîçíà÷èì ÷åðåç a, âåðøèíû ñòåïåíè 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç b1; b2; : : : ; b11, à âåðøèíû
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ñòåïåíè 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç c1; c2; : : : ; c11. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (b1; c1) 2 E(G); (b2; c2) 2
E(G); : : : ; (b11; c11) 2 E(G).

Ïóñòü N = N(K5; 6k � 14; 23; [k2 ] + 3) � ÷èñëî, îïðåäåëåííîå â ëåììå 2.12. Ïîêàæåì,
÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò N . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü S �
ìíîæåñòâî âåðøèí çâåçäû S11. Òîãäà èç ëåììû 2.12 ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé
öèêë C, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ äâà ñëåäóþùèõ ñâîéñòâà:

� êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G íå ñìåæíà ñ íåêîòîðûìè 6k � 14 ïîñëåäîâàòåëüíûìè
âåðøèíàìè öèêëà C.

� ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C íå ìåíåå ÷åì [k2 ] + 3.
Öåíòðàëüíîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3 çàíèìàåò óòâåðæäåíèå 1.

Óòâåðæäåíèå 1. Ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó a è
íåêîòîðûå âåðøèíû öèêëà C.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ò.ê. G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ
äâóñâÿçíûì. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò äâà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïî âåðøèíàì ïðîñòûõ
ïóòè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó a ñ íåêîòîðûìè äâóìÿ âåðøèíàìè öèêëà C. Ïóñòü P1 =
(x1; x2; : : : ; xp) è P2 = (y1; y2; : : : ; yq) � äâà ïðîñòûõ ïóòè, ãäå âåðøèíû x1 è y1 ñìåæíû ñ
âåðøèíîé a, à âåðøèíû xp è yq ñìåæíû c íåêîòîðûìè âåðøèíàìè èç C. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà ïóòåé P1 è P2 ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè
âåðøèí ïóòåé P1 è P2 âåðøèíà a ñìåæíà òîëüêî ñ x1 è y1. Àíàëîãè÷íî, íè îäíà èç âåðøèí
ýòèõ ïóòåé, êðîìå xp è yq, íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí öèêëà C. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèÿ 1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ.

Â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 2 ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáàÿ èç âåðøèí ãðàôà G ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ 4 âåðøèíàìè
öèêëà C. Áîëåå òîãî, åñëè âåðøèíà v ãðàôà G ñìåæíà ðîâíî ñ 2 âåðøèíàìè öèêëà C,
òî ëèáî ýòè âåðøèíû ñòîÿò ïîñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ ðîâíî
1 âåðøèíà. Åñëè v ñìåæíà ðîâíî ñ 3 âåðøèíàìè èç C, òî ýòè òðè âåðøèíû ñòîÿò
ïîñëåäîâàòåëüíî. Åñëè v ñìåæíà ðîâíî ñ 4 âåðøèíàìè öèêëà C, òî ýòè âåðøèíû ìîæíî
ðàçáèòü íà 2 ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí.

Óòâåðæäåíèå 3. Ìíîæåñòâî âåðøèí öèêëà C, êîòîðûå ñìåæíû ñ âåðøèíîé xp,
ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí. Ýòî æå âåðíî è äëÿ âåðøèíû yq.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî âåðøèíà xp ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè öèêëà
C. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïóòü P 0 , îáðàçîâàííûé ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè
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öèêëà C, ñ êàæäîé èç êîòîðûõ âåðøèíà xp íå ñìåæíà. Äàííûé ïóòü ñîäåðæèò íå ìåíåå
÷åì 6k�14 âåðøèí. Èç ìàêñèìàëüíîñòè ïóòè P 0 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå
âåðøèíû u è v öèêëà C, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà ñ âåðøèíîé xp è ñ îäíîé èç êîíöåâûõ
âåðøèí ïóòè P 0 . Åñëè âåðøèíû u è v ÿâëÿþòñÿ íåñìåæíûìè, òî äëÿ íåêîòîðîãî s � k
ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè ïóòè P 0 è âåðøèíàìè u; v; xp; xp�1 ïîäãðàô
As. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, ïîýòîìó âåðøèíû u è v ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Îòñþäà ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ 3. Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ìîæåò áûòü
äîêàçàíà ïî àíàëîãèè ñ ïåðâîé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà öèêëà C, êîòîðàÿ ñìåæíà òîëüêî ñ îäíîé
èç âåðøèí ìíîæåñòâà fxp; yqg.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóþò äâå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû u è v öèêëà C, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñìåæíà ñ xp è yq. Ò.ê. ãðàô G ÿâëÿåòñÿ C-áëîêîì, òî â ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå G îäíà èç
âåðøèí ìíîæåñòâà fxp; yqg ðàñïîëîæåíà âíóòðè öèêëà C, äðóãàÿ ñíàðóæè ýòîãî öèêëà. Íî
òîãäà ñóùåñòâóþò äâà ïóòè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó a ñ äâóìÿ âåðøèíàìè C, ñóììàðíàÿ
äëèíà êîòîðûõ ìåíüøå ñóììàðíîé äëèíû P1 è P2. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ëþáîå ðåáðî ãðàôà G, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó ïóòè P1 ñ âåðøèíîé ïóòè P2, íàçîâåì
(P1; P2)-õîðäîé.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè ãðàô G ñîäåðæèò (P1; P2)-õîðäû, òî (x1; y1) � åäèíñòâåííàÿ
(P1; P2)-õîðäà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü (xi; yj) � (P1; P2)-õîðäà, îòëè÷íàÿ îò (x1; y1), äëÿ êîòîðîé
âåëè÷èíà i+ j ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ò.ê. G íå ñîäåðæèò áîëüøèõ
ïîðîæäåííûõ ÿáëîê, òî xi ñìåæíà ñ yj�1 è yj ñìåæíà ñ xi�1 (ñ÷èòàåì, ÷òî x0 = y0 = a).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî i > 1 è ÷òî j > 1. Ðàññìîòðèì öèêë C 0 , îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè
xi; xi+1; : : : ; xp; yj; yj+1; : : : ; yq è ÷àñòüþ âåðøèí öèêëà C. Â ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå G îäíà
èç âåðøèí ìíîæåñòâà fxi�1; yj�1g ðàñïîëîæåíà âíóòðè öèêëà C 0 , äðóãàÿ ñíàðóæè. Ýòî
íåâîçìîæíî, ò.ê. ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïóòåé P1 è P2 (ñì. óòâåðæäåíèå 4). Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Èç óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóåò, ÷òî åñëè (x1; y1)
íå ÿâëÿåòñÿ (P1; P2)-õîðäîé, òî æåëàåìûé öèêë îáðàçóåòñÿ âåðøèíîé a, âåðøèíàìè ïóòåé
P1 è P2, à òàêæå íå ìåíåå ÷åì 3k � 7 ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C. Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (x1; y1) 2 E(G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç C 0 ïðîñòîé öèêë, îáðàçîâàííûé
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âåðøèíàìè ïóòåé P1; P2 è íåêîòîðûìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C, êîòîðûå
îáðàçóþò ïðîñòîé ïóòü P 0 äëèíû íå ìåíåå ÷åì 3k � 6.

Ò.ê. G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî ñðåäè âåðøèí b1; b2; : : : ; b11 ñóùåñòâóåò
âåðøèíà z1, íå ñìåæíàÿ íè ñ x1, íè ñ y1. Ïîêàæåì, ÷òî z1 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé
âåðøèíîé öèêëà C 0 . Ïîñêîëüêó ñóììàðíàÿ äëèíà ïóòåé P1 è P2 ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ,
òî âåðøèíà z1 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà fx3; x4; : : : ; xp; y3; y4; : : : ; yqg.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî z1 íå ñìåæíà òàêæå íè ñ x2, íè c y2 (ââèäó òîãî, ÷òî ãðàô G íå
ñîäåðæèò áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ ÿáëîê).

Ïîñêîëüêó ãðàô G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî â ãðàôå G[V (G) n fa; x1; y1g]
ñóùåñòâóåò ïóòü, îäíà èç êîíöåâûõ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ z1, à äðóãàÿ ñìåæíà
ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé öèêëà C 0 . Ïóñòü P3 = (z1; z2; : : : ; zr) � êðàò÷àéøèé ñðåäè òàêèõ
ïóòåé. Ïîíÿòíî, ÷òî r > 1. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà zr íå ìîæåò
áûòü ñìåæíà ñ 5 âåðøèíàìè ïóòè P 0 . Ïîýòîìó èç òîãî æå óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå ÷åì k � 3 ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí ïóòè P 0 , íå ñìåæíûõ ñ
âåðøèíîé zr. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò k � 3 ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí öèêëà C 0 , êàæäàÿ èç
êîòîðûõ íå ñìåæíà ñ zr. Ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 3 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
âåðøèí öèêëà C 0 , êîòîðûå ñìåæíû ñ âåðøèíîé zr, ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ ñìåæíûõ
âåðøèí. Àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 4 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî (zr; x1) 62 E(G), ëèáî
(zr; y1) 62 E(G). Ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 5 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì
ðåáðîì, èíöèäåíòíûì âåðøèíå a è íåêîòîðîé âåðøèíå ïóòè P3, ìîæåò áûòü òîëüêî ðåáðî
(a; z2). Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G èìååò ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âåðøèíó a è íåêîòîðûå
âåðøèíû öèêëà C. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Âåðíåìñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü C� = (a; v1; v2; : : : ; vs)
� ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âåðøèíó a è ÷àñòü âåðøèí öèêëà C. Âåðøèíû öèêëà C�,
ïðèíàäëåæàùèå öèêëó C, îáîçíà÷èì ÷åðåç vi; vi+1; : : : ; vj. Ò.ê. ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C
íå ìåíåå ÷åì [k2 ] + 3, òî íè îäíà èç âåðøèí b1; b2; : : : ; b11 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí
ìíîæåñòâà fvi�[ k2 ]; vi�[ k2 ]+1; : : : ; v[ k2 ]+jg. ßñíî, ÷òî ñðåäè âåðøèí b1; b2; : : : ; b11 íå ìåíåå äåâÿòè
âåðøèí íå ïðèíàäëåæàò öèêëó C�. Ñðåäè ýòèõ äåâÿòè âåðøèí íå ìåíåå ïÿòè íå ñìåæíû íè
ñ v1, íè ñ vs (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèáî ðåáðî (vs; a), ëèáî ðåáðî (a; v1) ïðèíàäëåæèò òðåì
òðåóãîëüíèêàì, ïîýòîìó ãðàô G ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùóþ êëèêó). Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû b1; b2; : : : ; b5 ïðèíàäëåæàò öèêëó C� è êàæäàÿ èç íèõ íå
ñìåæíà íè ñ v1, íè ñ vs. Ïîñêîëüêó ãðàô G íå ñîäåðæèò áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ ÿáëîê, òî
íè îäíà èç âåðøèí b1; b2; : : : ; b5 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà
fv3; v4; : : : ; vi�[ k2 ]�1; v[ k2 ]+j+1; v[ k2 ]+j+2; : : : ; vs�2g. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì íè îäíà èç ýòèõ ïÿòè
âåðøèí íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ñìåæíà è ñ v2 è ñ vs�1 èëè îäíîâðåìåííî íåñìåæíà
íè ñ v2, íè ñ vs�1. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî âåðøèíà v2, ëèáî âåðøèíà vs�1 ñìåæíà ñ òðåìÿ
èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïÿòè âåðøèí. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà v2 ñìåæíà ñ òðåìÿ
òàêèìè âåðøèíàìè. Òîãäà â ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå ãðàôà G ñðåäè äàííûõ òðåõ âåðøèí
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ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû bi è bj, ÷òî âåðøèíà bj ëåæèò âíóòðè öèêëà (a; bi; v2; v1).
Ðàññìîòðèì 2 âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

1. (cj; v2) 62 E(G). Òîãäà âåðøèíû öèêëà C�, êðîìå v1, à òàêæå âåðøèíû bj è cj îáðàçóþò
áîëüøîå ïîðîæäåííîå ÿáëîêî.

2. (cj; v2) 2 E(G). Òîãäà âåðøèíû öèêëà C�, êðîìå v1, à òàêæå âåðøèíû bi è cj îáðàçóþò
áîëüøîå ïîðîæäåííîå ÿáëîêî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôà G íå ìåíåå ÷åì N ,
ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó tw(G) < N . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì k êëàññ Planar \ Free(fAk; Ak+1; : : :g) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Îöåíêè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
ãðàíè÷íûõ êëàññîâ

3.1 Êîëè÷åñòâåííûå àñïåêòû òåîðèè ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ

Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ äëÿ òåõ èëè èíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
èíòåðåñíîé èññëåäîâàòåëüñêîé ïðîáëåìîé. Äàííîå èññëåäîâàíèå ïóòåì ÿâíîãî óêàçàíèÿ
ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ðÿäà ðàáîò è ïåðâîé
ãëàâû íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè. Íà íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî
ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ðîäà. Â òî æå âðåìÿ, ñóùåñòâóþò çàäà÷è íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðûõ
äî ñèõ ïîð íå óäàâàëîñü íàéòè íè îäíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà. Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ ìîæíî
îòíåñòè çàäà÷è î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå, î âåðøèíîé 3-ðàñêðàñêå, î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå, î
íàèáîëüøåé êëèêå è ò.ï. Òåì íå ìåíåå, åñëè ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ïðîáëåìó âûÿâëåíèÿ,
òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ìíîæåñòâå ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ òàêèõ çàäà÷ óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü. Òàê, â ðàáîòå [25] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î ìîùíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà äëÿ
íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ.

Êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé
õàðàêòåðèñòèêîé. Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð çàäà÷è � ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó ñëîæíîñòè îïèñàíèÿ âñåõ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ �-ñëîæíûõ
êëàññîâ ãðàôîâ. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íè äëÿ îäíîé çàäà÷è íå áûëà èçâåñòíà ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿëîñü öåëåñîîáðàçíûì ïîëó÷åíèå
èìåííî îöåíîê ýòîé âåëè÷èíû.

Ïåðâóþ íèæíþþ îöåíêó ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ ëþáîé NP-
ïîëíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ äîñòàâëÿåò òà æå òåîðåìà 1.2. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé òàêîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ãðàíè÷íûé êëàññ. Äëÿ íåêîòîðûõ
êîíêðåòíûõ çàäà÷ äàííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü óñèëåíà. Òàê, â ðàáîòå [25] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
çàäà÷è î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 5 ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Àíàëîãè÷íàÿ
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îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå [25]. Ïðè ýòîì íè îäíîãî
êîíêðåòíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà äëÿ íèõ íàéäåíî íå áûëî. Äàííûå îöåíêè ïîñëóæèëè
îñíîâàíèåì äëÿ âûäâèæåíèÿ ãèïîòåçû î ñóùåñòâîâàíèè çàäà÷è íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðîé
ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì [25].

Ïåðâàÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé ãëàâû ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.
Èìåííî, äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå óäàåòñÿ íàéòè êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî
êëàññîâ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ ýòîé çàäà÷è. Óäàåòñÿ
òàêæå óêàçàòü êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå
êëàññîâ. Çíà÷åíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò òàêæå è â òîì, ÷òî ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ
ìíîæåñòâî êëàññîâ ãðàôîâ, ãðàíè÷íîñòü êîòîðûõ óäàåòñÿ äîêàçàòü õîòÿ áû äëÿ îäíîé
çàäà÷è. Ðàíåå ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîÿëî â òî÷íîñòè èç ïÿòè êëàññîâ ãðàôîâ, ÷åòûðå èç
êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü â ïåðâîé ãëàâå (ýòî T;D; co(T); co(D)), a îïèñàíèå ïÿòîãî ìîæíî
íàéòè â [26]. Íàêîíåö, ïðèâîäèòñÿ êîíòèíóàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ íà ãðàôàõ,
äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íè äëÿ îäíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ íå äîêàçàíà êîíå÷íîñòü
ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Êðîìå ãèïîòåçû Â. Å. Àëåêñååâà àâòîðó íåèçâåñòíû äàæå
ïðåäïîëîæåíèÿ î êîíå÷íîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà äëÿ äðóãèõ çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà
äîêàçàòåëüñòâà âåðõíèõ îöåíîê îêàçûâàåòñÿ ñëîæíîé.

Â òî æå âðåìÿ, äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ îïèñûâàòü âñå ìíîæåñòâî
îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ, à íå òîëüêî äîêàçûâàòü åãî êîíå÷íîñòü. Òàê, äëÿ çàäà÷
î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå, î íåçàâèñèìîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå, î ïîðîæäåííîì
ïàðîñî÷åòàíèè êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè �-ãðàíè÷íûìè îòíîñèòåëüíî
êëàññà Planar [44]. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î âåðõíèõ îöåíêàõ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ èíîãäà ìîæåò áûòü ðåøåí ÿâíûì åãî óêàçàíèåì (ýòè
ñâåäåíèÿ òàêæå ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè âûäâèæåíèè ãèïîòåç î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà
ïðîñòî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ). Ïîëó÷åíèå ïîäîáíîãî ðîäà ïîëíûõ îïèñàíèé äëÿ íåêîòîðûõ
íîâûõ ñëó÷àåâ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âòîðîé ÷àñòè äàííîé ãëàâû.

3.2 Çàäà÷è ñ êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ

3.2.1 Çàäà÷à î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå
Íàïîìíèì, ÷òî õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k, äëÿ

êîòîðîãî ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü íà k íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ
öâåòíûìè êëàññàìè. Çàäà÷à î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå (çàäà÷à k-ÂÐ) äëÿ äàííîãî ãðàôà
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò ãðàô âåðøèííî k-ðàñêðàøèâàåìûì
(ò.å. ÷òî åãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå áîëüøå k).
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Ââåäåì ïîíÿòèå çàìåíû ðåáðà ãðàôîì G, ñîäåðæàùèì ðîâíî 2 âåðøèíû ñòåïåíè 2.
Îïåðàöèÿ çàìåíû ðåáðà e = (a; b) íåêîòîðîãî ãðàôà ãðàôîì G ñîñòîèò â óäàëåíèè ýòîãî
ðåáðà c ïîñëåäóþùèì îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèíû a ñ îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè 2 ãðàôà
G è âåðøèíû b ñ äðóãîé âåðøèíîé ñòåïåíè 2 ãðàôà G. Ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò
àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé âåðøèíû ñòåïåíè 2 äðóã â äðóãà, ïîýòîìó ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô
íå çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ èìåííî âåðøèíà ñòåïåíè 2 ãðàôà G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âåðøèíîé
a.

Ïóñòü B � ãðàô, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì îäíîé âåðøèíû ê ãðàôó P5 è âñåõ ðåáåð,
ñîåäèíÿþùèõ ýòó âåðøèíó ñ âåðøèíàìè äàííîãî ïóòè, à ~B � ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà
2K3 äîáàâëåíèåì äâóõ ðåáåð, íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � = f�1; �2; : : : ; �kg íàçîâåì �-
ãèðëÿíäîé ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ïðîñòîãî ïóòè P2k+1 çàìåíîé êàæäîãî åãî ðåáðà. Äëÿ
ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; kg i-å è (2k + 1 � i)-å ðåáðà ýòîãî ïóòè çàìåíÿþòñÿ ãðàôîì K4 � e,
åñëè �i = 0, èëè ãðàôîì B, åñëè �i = 1.

Ââåäåì ïîíÿòèå �-ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðøèíû. Ïóñòü îêðåñòíîñòü âåðøèíû v íåêîòîðîãî
ãðàôà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ âåðøèí x1; x2; y1; y2, ïðè÷åì ïîðîæäåííûé ýòèìè ÷åòûðüìÿ
âåðøèíàìè ïîäãðàô ñîäåðæèò ðîâíî äâà ðåáðà (x1; x2) è (y1; y2). Ïðèìåíåíèå �-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðøèíå v ñîñòîèò â òîì, ÷òî:

1. Âåðøèíó v çàìåíÿåì íà äâå âåðøèíû v1 è v2. Âåðøèíó v1 ñîåäèíÿåì ðåáðàìè ñ
âåðøèíàìè x1; x2, à âåðøèíó v2 c âåðøèíàìè y1; y2.

2. Âåðøèíó v1 îòîæäåñòâëÿåì ñ îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè 2 �-ãèðëÿíäû, a âåðøèíó v2
îòîæäåñòâëÿåì ñ äðóãîé òàêîé âåðøèíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî 4-ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ êëàññà Free(K1;3; K4; K4 � e).
Ïóñòü G 2 K. ßñíî, ÷òî îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû v ýòîãî ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãðàô 2K2. �V -ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå
�-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âñåì âåðøèíàì, îêðåñòíîñòè êîòîðûõ èçîìîðôíû ãðàôó 2K2 è
êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â ïîðîæäåííîì ïîäãðàôå K4 � e. Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷èâøåìñÿ
ãðàôå íåò âåðøèí, îêðåñòíîñòü êîòîðûõ ïîðîæäàåò ïîäãðàô 2K2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
G�V ãðàô, ïîëó÷àåìûé �V -ïðåîáðàçîâàíèåì èç ãðàôà G. Âñå ìíîæåñòâî òàêèì îáðàçîì
ñôîðìèðîâàííûõ ãðàôîâ èç ãðàôîâ êëàññà K îáîçíà÷èì ÷åðåç K�.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.1. Ãðàô G 2 K ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ãðàô G�V ÿâëÿåòñÿ
âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ÷åðåç D� áóäåì
îáîçíà÷àòü ãðàô, ïîëó÷àåìûé îòîæäåñòâëåíèÿìè òðåõ âåðøèí ñòåïåíè 2, ïðèíàäëåæàùèõ
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òðåì êîïèÿì �-ãèðëÿíäû, ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè ãðàôà C3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) � = f�1; �2; : : :g
÷åðåç D� îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ [S1k=1fD�(k)g]+, ãäå �(k) = f�1; �2; : : : ; �kg.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáîé Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ D� ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-
ïðåäåëüíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî [42], ÷òî çàäà÷à 3-ÂÐ äëÿ ãðàôîâ êëàññà K ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé. Îòñþäà è èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ýòà çàäà÷à NP-ïîëíà â êëàññå
K�(i) . Ïîýòîìó ïðè ëþáîì s êëàññ Xs = [S1j=sK�(j) ] ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì. Äîêàæåì
ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà D� = T1j=1Xj.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G 2 D� ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è k, ÷òî
äëÿ ëþáîãî j � k ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà nD�(j) . Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ ëþáûõ n; k; s ãðàô nD�(k) ïðèíàäëåæèò êëàññó Xs (ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì s êëàññ
Xs ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 D� ïðèíàäëåæèò
êëàññó T1j=1Xj. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå D� � T1j=1Xj.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 T1j=1Xj. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fjdg, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî d ãðàô
G ïðèíàäëåæèò êëàññó [K�(jd) ]. Îòñþäà, ïîëîæèâ d = jV (G)j + 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðûõ n è k < d ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà nD�(k) . Òàêèì
îáðàçîì, ãðàô G ïðèíàäëåæèò êëàññó D�. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå D� � T1j=1Xj.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü X � íåêîòîðûé íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç X(k)
ìíîæåñòâî ãðàôîâ êëàññà X, ñîäåðæàùèõ òîëüêî âåðøèíû ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì k.

Ëåììà 3.3. Åñëè êëàññ X ÿâëÿåòñÿ k-ÂÐ-ñëîæíûì, òî êëàññ [X(k)] ÿâëÿåòñÿ
k-ÂÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G 2 X è G ñîäåðæèò âåðøèíó v ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì
k� 1, G0 = G[V (G) n fvg]. Î÷åâèäíî, ãðàô G ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî k-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ãðàô G0 . Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü B � k-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ è ãðàô G1 2 B ñîäåðæèò âåðøèíó x
ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì k � 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G2 2 B, ÷òî G1 ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G2, à âåðøèíà x â ãðàôå G2 èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ k.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ò.ê. B � k-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
íàñëåäñòâåííûå k-ÂÐ-ñëîæíûå êëàññû B1 � B2 � : : :, ÷òî T1i=1Bi = B. Ïóñòü B0i = [B(k)i ].
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ßñíî, ÷òî B01 � B02 � : : : è ÷òî ïðè ëþáîì i êëàññ B0i ÿâëÿåòñÿ k-ÂÐ-ñëîæíûì. Ïîýòîìó,
åñëè B0 = T1i=1B0i, òî êëàññ B0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ çàäà÷è k-ÂÐ. Ò.ê. B0i � Bi äëÿ
ëþáîãî i, òî B0 � B, íî B � ìèíèìàëüíûé k-ÂÐ-ïðåäåëüíûé êëàññ, ïîýòîìó B0 = B.

Ò.ê. G1 2 B, òî G1 2 B0 . Òîãäà G1 2 B01; G1 2 B02; : : :. Ïî ïîñòðîåíèþ êëàññà B0i
äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô Gi2 2 B0i, ÷òî G1 ïîðîæäåí â Gi2, à âåðøèíà x
èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ k. Ïóñòü ãðàô Gi2 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ñ ýòèì ñâîéñòâîì, òîãäà
jV (Gi2)j � jV (G1)j < k + 1. Ïóñòü M = fG12; G22; : : :g. Î÷åâèäíî, M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ãðàô G2, ïðèíàäëåæàùèé B0s äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé s.
Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ B01 � B02 � : : : ñëåäóåò, ÷òî G2 2 B0i äëÿ ëþáîãî i, ò.å. G2 2 B.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü G 2 Free(fK1;sg) � ïðîèçâîëüíûé âåðøèííî k-ðàñêðàøèâàåìûé
ãðàô. Òîãäà G 2 Deg((k � 1)(s� 1)).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðàôà G. Ðàññìîòðèì
îêðåñòíîñòü ýòîé âåðøèíû è ëþáóþ âåðøèííóþ k-ðàñêðàñêó ãðàôà G. Ïîíÿòíî, ÷òî
ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî öâåòíîãî êëàññà è îêðåñòíîñòè âåðøèíû x íå ïðåâîñõîäèò
s� 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî deg(x) � (k � 1)(s� 1). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.6. Äëÿ ëþáîãî k-ÂÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B ëèáî B � T, ëèáî B � D, ëèáî
B � fK1;s; s 2 f1; 2; : : :gg.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë s; p; q; i; j ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå B � Free(fK1;s; pTi;i;i; qDj;j;jg). Ïóñòü B1 � B2 �
: : : � ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k-BÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Ò.ê. B � Free(fK1;s; pTi;i;i; qDj;j;jg), òî ñóùåñòâóåò òàêîå r�, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > r�
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Br � Free(fK1;s; pTi;i;i; qDj;j;jg). Äëÿ ëþáîãî r ðàññìîòðèì êëàññ
ãðàôîâ B0r = Br \Deg((k � 1)(s � 1)). Èç ëåììû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì r > r� âñå
ãðàôû èç Br nB0r íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèííî k-ðàñêðàøèâàåìûìè. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì r > r�
çàäà÷à k-ÂÐ â êëàññå ãðàôîâ Br ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòà òîé æå çàäà÷å â êëàññå B0r.

Èçâåñòíî [30], ÷òî äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë d è t êëàññ TW(d; t)
ÿâëÿåòñÿ k-ÂÐ-ïðîñòûì. Îòñþäà è èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì r > r� êëàññ
B0r ÿâëÿåòñÿ k-BÐ-ïðîñòûì. Çíà÷èò, ïðè ëþáîì r > r� êëàññ Br ÿâëÿåòñÿ k-BÐ-ïðîñòûì.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ãðàíè÷íîñòüþ êëàññà B. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.7. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � è
íåêîòîðîãî 3-ÂÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå B � D�, ïðè÷åì äëÿ
íåêîòîðîãî k ãðàô kD1;1;1 ïðèíàäëåæèò êëàññó B. Òîãäà [S1i=1fkD�(i)g] � B.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i ãðàô kD�(i) íå
ïðèíàäëåæèò êëàññó B.

Ðàññìîòðèì ãðàô G 2 B � ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ïîðîæäåííûé ïîäãðàô ãðàôà
kD�(i) , ñîäåðæàùèé ïîðîæäåííûé ïîäãðàô kD1;1;1. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô G îáÿçàòåëüíî
ñîäåðæèò âåðøèíó x ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì 2, êîòîðàÿ â ãðàôå kD�(i) èìååò ñòåïåíü íå
ìåíåå ÷åì 3. Òîãäà èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå B ñóùåñòâóåò òàêîé
ãðàô G0 , â êîòîðîì ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì è deg(x) � 3.
Ïîýòîìó ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ D�
ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå D� � Free(fK1;4; T2;2;2g).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 3-ÂÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
B � D�, òî B + fK1;s; s 2 f1; 2; : : :gg è B + T. Èç ëåììû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì
k ãðàô kD1;1;1 ïðèíàäëåæèò êëàññó B. Òîãäà èç ëåììû 3.7 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k
âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå [S1i=1fkD�(i)g] � B. Ïîýòîìó D� � B. Òàêèì îáðàçîì, B = D�, ò.å.
êëàññ D� ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ßñíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �1 è �2 êëàññû D�1 è D�2
ðàçëè÷íû. Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî �1 = fD� : � �
Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüg ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
3-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Ïîýòîìó è ñàìî ìíîæåñòâî âñåõ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
êîíòèíóàëüíî.

3.2.2 Çàäà÷à î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå
Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå áûëî óêàçàíî êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî êîíêðåòíûõ

êëàññîâ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûì. Äàííûé ïîäðàçäåë
ïîñâÿùåí âûÿâëåíèþ òàêîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå. Ïîäõîä ê
íàõîæäåíèþ ýòîãî ìíîæåñòâà âî ìíîãîì ñõîæ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàññóæäåíèÿìè äëÿ
çàäà÷è 3-ÂÐ.

Õðîìàòè÷åñêèì èíäåêñîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà L(G).
Èíûìè ñëîâàìè, õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ ãðàôà � íàèìåíüøåå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ, íà
êîòîðîå ìîæíî ðàçáèòü ìíîæåñòâî åãî ðåáåð òàê, ÷òî ëþáûå äâà ñìåæíûõ ðåáðà
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ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ïîäìíîæåñòâàì. Çàäà÷à î ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêå (çàäà÷à k-ÐÐ)
äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàô ðåáåðíî k-
ðàñêðàøèâàåìûì (ò.å. ÷òî åãî õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ íå áîëüøå k).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � äëèíû k íàçîâåì �-ñâÿçêîé ãðàô,
ïîëó÷àåìûé èç ïðîñòîãî ïóòè P4k+2 çàìåíàìè åãî ðåáåð. Äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; kg 2i-å
è (4k + 2� 2i)-å ðåáðà ýòîãî ïóòè çàìåíÿþòñÿ ãðàôîì K4 � e, åñëè �i = 0, èëè ãðàôîì ~B,
åñëè �i = 1.

�E-ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ çàìåíû êàæäîãî ðåáðà ýòîãî ãðàôà
�-ñâÿçêîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G�E ãðàô, ïîëó÷àåìûé �E-ïðåîáðàçîâàíèåì èç ãðàôà G.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.8. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ãðàô G�E ÿâëÿåòñÿ
ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî
3-ðàñêðàøèâàåìûì.

Ââåäåì ïîíÿòèå 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðøèíû. Ïóñòü îêðåñòíîñòü âåðøèíû x íåêîòîðîãî
ãðàôà ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òðåõ ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí y1; y2; y3. Ïðèìåíåíèå 4-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðøèíå x ñîñòîèò â òîì, ÷òî:

1. Âåðøèíà x çàìåíÿåòñÿ íà òðè ïîïàðíî ñìåæíûå âåðøèíû x1, x2 è x3.
2. Äîáàâëÿþòñÿ ðåáðà (x1; y1); (x2; y2); (x3; y3).
Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô êëàññà Deg(3). 4-ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôà G ñîñòîèò

â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðøèíàì, îêðåñòíîñòü êîòîðûõ
ïîðîæäàåò ïîäãðàô K3. ßñíî, ÷òî ãðàô, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ãðàôà G, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îáîçíà÷èì ýòîò ãðàô ÷åðåç (G)4. ×åðåç (X)4
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê ãðàôàì èç X � Deg(3).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.9. Ãðàô G 2 Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô (G)4.

×åðåç Z� îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðèìåíåíèåì �E-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê ãðàôàì êëàññà Deg(3). ×åðåç T 0� áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàô, ïîëó÷àåìûé ïðèìåíåíèåì
�E-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ãðàôó T1;1;1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D0� ãðàô (T 0�)4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ÷åðåç T0� îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ
[S1k=1fT 0�(k)g]+, à ÷åðåç D0� îáîçíà÷èì êëàññ ãðàôîâ (T0�)4.
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Ëåììà 3.10. Äëÿ ëþáîé Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññû T0� è D0� ÿâëÿþòñÿ
3-ÐÐ-ïðåäåëüíûìè.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ Deg(3) \ Free(fC3g) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-
ñëîæíûì [40]. Îòñþäà è èç ëåììû 3.9 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k êëàññ [Z�(k) ] ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-
ñëîæíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì k êëàññXk = S1j=k[Z�(j) ] ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì. Ïî
àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàññóæäåíèÿìè ëåììû 3.2 ìîæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà T0� = T1j=1Xj. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññ T0� � 3-ÐÐ-ïðåäåëüíûé.

Èç ïðîäåëàííûõ ðàññóæäåíèé è ëåììû 3.9 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k êëàññ ([Z�(k) ])4
ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k êëàññ X0k = S1j=k[([Z�(j) ])4]
òàêæå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì. 3-ÐÐ-ïðåäåëüíîñòü êëàññà D0� ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
D0� = T1j=1X0j, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàâåíñòâà èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Ëåììà äîêàçàíà.

Âåðøèíó x íåêîòîðîãî ãðàôà G íàçîâåì 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

� deg(x) � 1;
� deg(x) = 2 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà y ãðàôà G, ÷òî deg(y) � 2 è (x; y) 2 E(G);
� deg(x) = 2 è x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôó K4 � e ãðàôà G;
� deg(x) = 2 è x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôó ~B ãðàôà G.
Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ. ×åðåç Xa îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ

êëàññà X \Deg(3), íå ñîäåðæàùèõ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìûõ âåðøèí.

Ëåììà 3.11. Åñëè êëàññ X ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì, òî êëàññ [Xa] ÿâëÿåòñÿ
3-ÐÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî íè îäèí èç ãðàôîâ êëàññà X n Deg(3) íå ÿâëÿåòñÿ
ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûì. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íà äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 3.3. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.12. Ïóñòü B � 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ è ãðàô G1 2 B ñîäåðæèò 3-
ÐÐ-àííèãèëèðóåìóþ âåðøèíó x. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G2 2 B, ÷òî G1
ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G2, à âåðøèíà x â ãðàôå G2 íå ÿâëÿåòñÿ
3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ò.ê. B � 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ, òî ñóùåñòâóþò òàêèå 3-ÐÐ-
ñëîæíûå êëàññû B1 � B2 � : : :, ÷òî 1T

i=1Bi = B. Ïóñòü B0i = [Bai ]. Àíàëîãè÷íî
ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññóæäåíèÿì ëåììû 3.4 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî B0 = 1T

i=1B
0i = B.

Ïóñòü G1 � òàêîé ãðàô êëàññà B, ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìàÿ âåðøèíà
x. Òîãäà G1 2 B01, G1 2 B02, : : :. Ïî ïîñòðîåíèþ êëàññà B0i äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò òàêîé
ãðàô G0i 2 B0i, ÷òî G1 ïîðîæäåí â G0i è âåðøèíà x â G0i íå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè:

1. Â ãðàôå G0i âåðøèíà x èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ 3. Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô G00i ,
ïîëó÷àåìûé èç G0i óäàëåíèåì âñåõ âåðøèí, íå ïðèíàäëåæàùèõ G1 è îòñòîÿùèõ îò
x íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå ÷åì 2. Ïîíÿòíî, ÷òî âåðøèíà x â ãðàôå G00i íå ÿâëÿåòñÿ
3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé è ÷òî jV (G00i )j � jV (G1)j � 3.

2. Â ãðàôå G0i âåðøèíà x èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ 2. Ïîñêîëüêó âåðøèíà x â ãðàôå G0i
íå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé, òî x íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó ïîðîæäåííîìó
ïîäãðàôó K4 � e ãðàôà G0i. Ðàññìîòðèì ãðàô G00i , ïîëó÷àåìûé èç G0i óäàëåíèåì âñåõ
âåðøèí, íå ïðèíàäëåæàùèõ G1 è îòñòîÿùèõ îò x íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå ÷åì 3.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåðøèíà x â ãðàôå G00i íå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé è ÷òî
jV (G00i )j � jV (G1)j < 7.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô Gi2 2 B0i, ÷òî G1 ïîðîæäåí â Gi2,
jV (Gi2)j � jV (G1)j < 7 è âåðøèíà x â Gi2 íå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé. Äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 3.4. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.13. Ëþáîé k-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ ñîäåðæèò ëèáî êëàññ T, ëèáî êëàññ D.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü B1 � B2 � : : : � ïðîèçâîëüíàÿ
ñõîäÿùàÿñÿ ê k-ÐÐ-ãðàíè÷íîìó êëàñó B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç k-ÐÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ
ãðàôîâ. Ïîñêîëüêó íè îäèí èç ãðàôîâ êëàññà Deg(k + 1) nDeg(k) çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ
ðåáåðíî k-ðàñêðàøèâàåìûì, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì i âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
Bi � Deg(k). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì ëåììû 3.6 è
èñïîëüçóþò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ ÷èñåë d è t êëàññ TW(d; t) ÿâëÿåòñÿ
k-ÐÐ-ïðîñòûì [30]. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ ëåìì ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.7 è
èñïîëüçóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 3.13.

Ëåììà 3.14. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � è íåêîòîðîãî
3-ÐÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå B � T0�, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîãî k
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ãðàô kT1;1;1 ïðèíàäëåæèò êëàññó B. Òîãäà [ 1Si=1fkT
0�(i)g] � B.

Ëåììà 3.15. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � è íåêîòîðîãî
3-ÐÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå B � D0�, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîãî k
ãðàô kD1;1;1 ïðèíàäëåæèò êëàññó B. Òîãäà [ 1Si=1fkD

0�(i)g] � B.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïîäðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 3.2.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ T0� è êëàññ D0�
ÿâëÿþòñÿ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûìè.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ T0� � Free(fD1;1;1g) è
D0� � Free(fT1;1;1g). Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì
òåîðåìû 3.1 è èñïîëüçóåò ëåììû 3.14 è 3.15. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ßñíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �1 è �2
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ T0�1 6= T0�2 è D0�1 6= D0�2 . Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâà �2 = fT0� : � � Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüg è �3 = fD0� : � � Bin(1)-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüg ÿâëÿþòñÿ êîíòèíóàëüíûìè ìíîæåñòâàìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ 3-ÐÐ-
ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Ïîýòîìó è ñàìî ìíîæåñòâî âñåõ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
êîíòèíóàëüíî.

3.2.3 Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ
Â òåîðåìàõ 3.1 è 3.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íåêîòîðûå êëàññû ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ

ãðàíè÷íûìè äëÿ çàäà÷ î 3-ðàñêðàñêå. Ëîãè÷åñêè ñëåäóþùèì çà ïîëó÷åíèåì òàêîãî
îïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î åãî ïîëíîòå. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà êëàññîâ
ãðàôîâ íå ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ íè äëÿ îäíîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ
çàäà÷.

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàáîòå [42] ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ Free(fK4 � eg) ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-
ñëîæíûì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ Free(fK4 � eg) äîëæåí
ñîäåðæàòü íåêîòîðûé 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ B. Äàííûé êëàññ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü
ìíîæåñòâó �1, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ D� ñîäåðæèò
ãðàô K4 � e. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòëè÷íî îò ìíîæåñòâà
�1.

ÊëàññDeg(3)\Free(fC3g) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì [40]. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé Bin(1)-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � íè êëàññ T0�, íè êëàññ D0� íå ïðèíàäëåæàò êëàññó Free(fC3g), òî
ñóùåñòâóåò 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ B1, íå ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó �2 [�3. Èç ëåììû
3.9 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ (Deg(3) \ Free(fC3g))4 ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì. Ò.ê. (Deg(3) \
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Free(fC3g))4 � Free(fK1;3; K4 � e; ~Bg), òî êëàññ Free(fK1;3; K4 � e; ~Bg) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-
ñëîæíûì. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ B2 � Free(fK1;3; K4�e; ~Bg).
Èç ëåììû 3.13 ñëåäóåò, ÷òî B1 6= B2. Ïîýòîìó âî ìíîæåñòâå âñåõ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ êëàññà, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó �2 [�3.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì k çàäà÷à k-ÂÐ è çàäà÷à î ðàçáèåíèè íà k êëèê (çàäà÷à
k-ÐÊ) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåìåíòàðíûìè. Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ co(D�) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÊ-ãðàíè÷íûì. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ êàæäîé çàäà÷ 3-ÂÐ, 3-ÐÐ, 3-ÐÊ êîíòèíóàëüíî. Âìåñòå
ñ òåì, èíòåðåñíî áûëî áû âûÿñíèòü íàñêîëüêî ïðåäñòàâèòåëüíû çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ
êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî çàäà÷
íåñ÷åòíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç EColor(3) ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ,
à ÷åðåç EColor(3) ìíîæåñòâî ãðàôîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûìè.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ~N � f5; 6; : : :g ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ÂÍÏ[EColor(3) \ Free(fKs : s 2 ~Ng)]=ÂÍÏ[EColor(3; ~N)]. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
G 2 Deg(3) è ëþáîãî ~N � f5; 6; : : :g ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî nEColor(3; ~N)(G) = nEColor(3)(G).
Èç íàñëåäñòâåííîñòè êëàññà EColor(3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G âûïîëíåíî ëèáî
ðàâåíñòâî nEColor(3)(G) = jV (G)j (åñëè G 2 EColor(3)), ëèáî ðàâåíñòâî nEColor(3)(G) =
0 (åñëè G 2 EColor(3)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ~N � f5; 6; : : :g
çàäà÷è ÂÍÏ[EColor(3; ~N)] è 3-ÐÐ â êëàññå ãðàôîâ Deg(3) ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû.
Àíàëîãè÷íî ëåììå 3.10 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé Bin(1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � è
ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ~N � f5; 6; : : :g êëàññ T0� ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[EColor(3; ~N)]-
ïðåäåëüíûì. Èç êðèòåðèÿ ãðàíè÷íîñòè (òåîðåìà 1.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 T0�
ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ X � Forb(T0�), ÷òî êëàññ Free(X [ fGg)
ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ïðîñòûì. Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî Forb(Deg(3)) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç
10 ãðàôîâ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî [Forb(Deg(3))] òàêæå êîíå÷íî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
X0 = X [ ([Forb(Deg(3))] \ Forb(T0�)) � Forb(T0�). ßñíî, ÷òî X0 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî Free(X0) � Deg(3). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ Free(X0 [ fGg) ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[EColor(3; ~N)]-ïðîñòûì. Îòñþäà è èç
òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ T0� ÿâëÿåòñÿ ÂÍÏ[EColor(3; ~N)]-ãðàíè÷íûì. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ~N � f5; 6; : : :g ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ
çàäà÷è ÂÍÏ[EColor(3; ~N)] êîíòèíóàëüíî.

3.3 Íîâûå ñëó÷àè ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà
îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íè äëÿ îäíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ íåèçâåñòíî ïîëíîå îïèñàíèå
ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Îäíàêî, äëÿ ñëó÷àÿ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
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òàêèå óêàçàíèÿ äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìåñòî. Âñå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà
îïèðàþòñÿ íà ëåììó 3.16, ôîðìóëèðîâêà êîòîðîé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ëåììà 3.16. Ïóñòü fB1;B2; :::;Bkg � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
�-ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî Y êëàññîâ. Ýòî ïîäìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñî âñåì
ìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ãðàôîâ G1 2 B1; G2 2 B2; : : : ; Gk 2
Bk êëàññ Y \ Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ãðàôîâ G1 2 B1; G2 2
B2; : : : ; Gk 2 Bk è ëþáîãî i êëàññY\Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) íå ñîäåðæèò êëàññ Bi. Ïîýòîìó
êëàññ Y \ Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) � �-ïðîñòîé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò �-ãðàíè÷íûé îòíîñèòåëüíî Y êëàññ B,
íå ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó fB1;B2; :::;Bkg. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãðàôû G1 2 B1 n B,
G2 2 B2 nB,: : :,Gk 2 Bk nB, ïðè÷åì êëàññ Y \ Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) ñîäåðæèò B. Òàêèì
îáðàçîì, êëàññ Y \ Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.16 áûëà íåÿâíî èñïîëüçîâàíà â ðàáîòå [25] ïðè âûäâèæåíèè íåêîòîðîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ. Â íåñêîëüêî èçìåíåííîé ôîðìóëèðîâêå ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñòàíîâèòñÿ
âåðíûì óòâåðæäåíèåì, ñìûñë êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ëåììà 3.17.

Ëåììà 3.17. Åñëè êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ �-ãðàíè÷íûìè îòíîñèòåëüíî Y � Deg(d)
êëàññàìè è äëÿ ëþáîãî t êëàññ TW(d; t) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì, òî T è D � åäèíñòâåííûå
�-ãðàíè÷íûå îòíîñèòåëüíî Y êëàññû.

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû 1.5 è ëåììû 3.16. Çàìåòèì, ÷òî íàñòîÿùàÿ
ëåììà íåÿâíûì îáðàçîì óæå ñîäåðæàëàñü â ðàáîòå [25] è ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü
îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ òîé ðàáîòû. Òàêèì îáðàçîì, èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [25] ñëåäóåò
åäèíñòâåííîñòü êëàññîâ T è D, êàê ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî Deg(d) (d � 3), äëÿ
ñëåäóþùèõ çàäà÷ íà ãðàôàõ �:
(1). çàäà÷à î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå
(2). çàäà÷à î íåçàâèñèìîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå
(3). î ïîðîæäåííîì ïàðîñî÷åòàíèè
(4). çàäà÷à ÐÍÏ[Path]
(5). çàäà÷à ÐÍÏ[Cycle]
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Ëåììà 3.17 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîäòàëêèâàåò ê ðàññìîòðåíèþ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà
d = 1, ò.å. êëàññîâ ãðàôîâ Y, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ çàðàíåå íå îãðàíè÷åíû.
Ê ñîæàëåíèþ, îáîáùåíèÿ ëåììû 3.17 íà ñëó÷àé, êîãäà Y ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ
ãðàôîâ, ìîãóò îêàçàòüñÿ íåñîñòîÿòåëüíûìè. Òàê, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t çàäà÷à ÄÌ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå ãðàôîâ, äðåâåñíàÿ øèðèíà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò
t. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ ÄÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòëè÷íî îò fT;Dg.
Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ÷èñëà t ñóùåñòâóþò òàêèå ãðàôû
G1 2 T; G2 2 D, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ãðàô G 2 Free(fG1; G2g), äðåâåñíàÿ øèðèíà
êîòîðîãî áîëüøå t.

Îäíàêî, åñëè îñòàíàâëèâàòüñÿ íà òåõ êëàññàõ ãðàôîâ Y, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
àíàëîã ëåììû 1.5, òî ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ïîëíîì îïèñàíèè ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíûõ
ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äåéñòâèòåëüíî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü. Òàê, â ðàáîòå [44] äëÿ çàäà÷ (1)�(3)
áûëî äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè êëàññîâ T èD, êàê ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
Planar. Ðåçóëüòàòû ðàáîò [25] è [44] ìîæíî ëåãêî ïðèìåíèòü äëÿ çàäà÷ (4),(5) è ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ ýòèõ çàäà÷ ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî Planar êëàññîâ òîæå ñîâïàäàåò ñ
fT;Dg.

Èòàê, äëÿ îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ Y ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî Y
êëàññîâ îïèñûâàåòñÿ êëàññàìè T è D. Â òî æå âðåìÿ, âûçûâàåò íåêîòîðûé èíòåðåñ ïîèñê
òåõ çàäà÷ � è òåõ êëàññîâ ãðàôîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èìååòñÿ â òî÷íîñòè îäèí �-
ãðàíè÷íûé êëàññ. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà íåçàìåäëèòåëüíî ñëåäóþò èç ðàíåå
ïîëó÷åííûõ. Èç óêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [25] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî òðèîäà Ti;j;k êëàññ D ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÐÍÏ[Path]-ãðàíè÷íûì è ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ÐÍÏ[Cycle]-ãðàíè÷íûì êëàññîì êàê îòíîñèòåëüíî Deg(d) \ Free(fTi;j;kg),
òàê è îòíîñèòåëüíî Planar \ Free(fTi;j;kg). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå (äëÿ êëàññà T)
ñïðàâåäëèâî äëÿ òåõ æå çàäà÷ è êëàññîâ Deg(d) \ Free(fDi;j;kg), Planar \ Free(fDi;j;kg)
ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ i; j; k.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü �1 � ïðîèçâîëüíàÿ çàäà÷à íà ãðàôàõ, êîòîðàÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà â ëþáîì ñèëüíî íàñëåäñòâåííîì êëàññå, íå âêëþ÷àþùåì êëàññ T. Åñëè äëÿ
ëþáîãî êëàññà ãðàôîâ X çàäà÷à �1 â X ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å �2 â êëàññå
L(X) è êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �1-ïðåäåëüíûì, òî D ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ãðàíè÷íûì
êëàññîì îòíîñèòåëüíî êëàññà Line.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîíÿòíî, ÷òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ �2-ïðåäåëüíûì îòíîñèòåëüíî
êëàññà Line. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 D ðåáåðíûå ãðàôû êëàññà Free(fGg) îáðàçóþò
�2-ïðîñòîé êëàññ. Îòñþäà è èç àíàëîãà òåîðåìû 1.2 äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ áóäåò ëåãêî ñëåäîâàòü, ÷òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî Line. Òîãäà
óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ñëåäîâàòü èç ëåììû 3.16.
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Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G 2 D ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G0 2 T, ÷òî G = L(G0). Îáîçíà÷èì
÷åðåç M(G0) ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ãðàôîâ, ïîëó÷àåìûõ äîáàâëåíèåì ê ãðàôó G0 õîòÿ
áû îäíîãî ðåáðà. Ïîíÿòíî, ÷òî çàäà÷à �2 â êëàññå ðåáåðíûõ ãðàôîâ êëàññà Free(fGg)
ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê çàäà÷å �1 â êëàññå Free(M(G0) [ fG0g). Ïîñêîëüêó êëàññ
Free(M(G0) [ fG0g) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûì, íå âêëþ÷àþùèì êëàññ T, òî ýòîò
êëàññ ÿâëÿåòñÿ �1-ïðîñòûì. Ïîýòîìó è ðåáåðíûå ãðàôû êëàññà Free(fGg) îáðàçóþò
�2-ïðîñòîé êëàññ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîíêðåòíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðûõ êëàññ D� åäèíñòâåííûé
ãðàíè÷íûé êëàññ îòíîñèòåëüíî Line. Ðàññìîòðèì çàäà÷è ÂÍÏ[Path] è ÂÍÏ[Cycle].
Ëþáîé ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ, íå âêëþ÷àþùèé êëàññ T, ÿâëÿåòñÿ êàê ÐÍÏ[Path]-
ïðîñòûì, òàê è ÐÍÏ[Cycle]-ïðîñòûì [25]. Èç ðåçóëüòàòîâ ëåììû 1.11 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî êëàññà X çàäà÷à ÐÍÏ[Path] ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ÂÍÏ[Path] â
êëàññå L(X). Òî æå âåðíî è äëÿ ïàðû çàäà÷ ÐÍÏ[Cycle] è ÂÍÏ[Cycle]. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ
êàê ÐÍÏ[Path]-ãðàíè÷íûì, òàê è ÐÍÏ[Cycle]-ãðàíè÷íûì [25]. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 3.3
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàäà÷ ÂÍÏ[Path] è ÂÍÏ[Cycle] îòíîñèòåëüíî Line êëàññ D ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ãðàíè÷íûì.
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Ãëàâà 4

Ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû ãðàôîâ

4.1 Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ
ýëåìåíòîâ ðåøåòêè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ

Â íà÷àëå ïåðâîé ãëàâû äàííîãî èçäàíèÿ áûëà óïîìÿíóòà èäåÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ðàçãðàíè÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêå, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèÿõ ìàêñèìàëüíîãî �-
ïðîñòîãî è ìèíèìàëüíîãî �-ñëîæíîãî êëàññîâ ãðàôîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâûé ïîäõîä
îáðå÷åí íà íåóäà÷ó, ïîñêîëüêó Â. Å. Àëåêñååâ, ïî�ñóùåñòâó, ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé çàäà÷è
íà ãðàôàõ íåò ìàêñèìàëüíûõ ïðîñòûõ êëàññîâ. Âìåñòå ñ òåì, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè
íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðî ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû ïîëó÷åíî íå áûëî. Òàêèì îáðàçîì,
îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè î òàêèõ êëàññàõ è ðåçóëüòàòû ðàáîòû [24] ïîäòîëêíóëè
ê èññëåäîâàíèÿì äëÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ò.å. ê íàõîæäåíèþ ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ.

Äàííàÿ ãëàâà ìîíîãðàôèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ è èõ
ñâÿçè ñ ãðàíè÷íûìè. Îäíàêî, óæå â âîïðîñå ñóùåñòâîâàíèÿ ìåæäó ïåðâûìè è âòîðûìè
êëàññàìè ãðàôîâ èìååòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå. Òàê, ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 4 ðàáîòû
[24] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé �-ñëîæíûé êëàññ ãðàôîâ ñîäåðæèò íåêîòîðûé �-
ãðàíè÷íûé. Äëÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ ýòî óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì.
Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò NP-ïîëíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðûõ íåò íè îäíîãî
ìèíèìàëüíîãî ñëîæíîãî êëàññà. Èìåííî, â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ëþáîìó íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ
òàêîé çàäà÷åé.

Óñòàíîâëåíèå ìèíèìàëüíîñòè îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ äëÿ íåêîòîðûõ
ìîäèôèêàöèé êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î ðàñêðàñêå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âòîðîé ÷àñòè
íàñòîÿùåé ãëàâû. Ðå÷ü èäåò î çàäà÷å î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè (çàäà÷å
ÂÑÐ) è çàäà÷å î ðåáåðíîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè (çàäà÷å ÐÑÐ), ñôîðìóëèðîâàííûõ
â ðàáîòàõ [35, 41]. Ïîñòàíîâêà ïåðâîé çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: çàäàí ãðàô
G è ñïèñîê LV (G) = fLV (G)(v1); LV (G)(v2); : : : ; LV (G)(vn)g (V (G) = fv1; v2; : : : ; vng).
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Ìíîæåñòâî LV (G)(vi) (íàçûâàåìîå ïàëèòðîé öâåòîâ âåðøèí ãðàôà G) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì íîìåðîâ ðàçðåøåííûõ öâåòîâ äëÿ âåðøèíû vi. Âñþäó äàëåå íîìåð öâåòà áóäåò
îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ñàìèì öâåòîì, ïîýòîìó íà ìíîæåñòâå öâåòîâ èç LV (G) åñòåñòâåííûì
îáðàçîì èíäóöèðóåòñÿ îòíîøåíèå ¾áûòü áîëüøå¿. LV (G)-ðàñêðàñêîé íàçûâàåòñÿ òàêîå
îòîáðàæåíèå c : V (G)! nS

i=1L
V (G)(vi), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(1). Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ÷èñëî c(x) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó LV (G)(x).
(2). Êàæäûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äâå îäíîöâåòíûå âåðøèíû u è v, ñîäåðæèò òàêóþ

âåðøèíó w, ÷òî c(w) > c(u).
Çàäà÷à ÂÑÐ äëÿ äàííîãî ãðàôà G è ïàëèòðû öâåòîâ âåðøèí LV (G) ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû îïðåäåëèòü, èìååò ëè ãðàô LV (G)-ðàñêðàñêó. Ïîíÿòèÿ ïàëèòðû öâåòîâ ðåáåð ãðàôà
G (îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç LE(G)), LE(G)-ðàñêðàñêè è çàäà÷è ÐÑÐ îïðåäåëÿþòñÿ ïî àíàëîãèè.

Âñå íàéäåííûå âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû ìèíèìàëüíûå ÂÑÐ-ñëîæíûå êëàññû è
ìèíèìàëüíûå ÐÑÐ-ñëîæíûå êëàññû ÿâëÿþòñÿ òàêæå è ãðàíè÷íûìè êëàññàìè äëÿ ýòèõ
çàäà÷. Òåì ñàìûì ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè �-ñëîæíûõ ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ ãðàôîâ, ïîñòàâëåííûé â ðàáîòå [25]. Ýòîò âîïðîñ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì, ïîñêîëüêó
âñå èçâåñòíûå äî ýòîãî ãðàíè÷íûå êëàññû (âêëþ÷àÿ êëàññû èç ïåðâîé è òðåòüåé ãëàâ) áûëè
ïðîñòûìè.

4.2 Î íåñóùåñòâîâàíèè ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ
äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÐÏ[X] çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó ãðàôîâ X.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, òî ëþáîé ÐÏ[X]-ñëîæíûé
êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ
Y ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÐÏ[X]-ñëîæíûì. ßñíî, ÷òî ýòîò êëàññ ñîäåðæèò ãðàô G,
íå ïðèíàäëåæàùèé êëàññó X (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êëàññ Y áûë áû ÐÏ[X]-ïðîñòûì).
Ïóñòü Z = Y n (Y \ Free(fGg). Ïîíÿòíî, ÷òî êëàññ Z ñîñòîèò èç ãðàôîâ, â êàæäîì èç
êîòîðûõ ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì. Ò.ê. êëàññ ãðàôîâ X ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì
è ãðàô G íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó êëàññó, òî ëþáîé ãðàô èç Z íå ïðèíàäëåæèò êëàññó
X. Ïîýòîìó êëàññ Z ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ÐÏ[X].
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÐÏ[X] â êëàññå ãðàôîâ Y n Z = Y \ Free(fGg) íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì,
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ëþáîé ÐÏ[X]-ñëîæíûé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîíêðåòíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè
ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðàôîâ. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ
ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé êðóãîâ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, åñëè ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì
ïåðåñå÷åíèé êðóãîâ îäèíàêîâîãî ðàäèóñà, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ïëîñêîñòè. Êëàññ
òàêèõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç UDisk. Êëàññ âñåõ
ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ÐÏ[UDisk]-ñëîæíûì [31]. Òàêèì îáðàçîì, ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó UDisk, à òàêæå ê óæå óïîìèíàâøèìñÿ NP-ïîëíûì ïðè k � 3
çàäà÷àì î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå [7] è î ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêå [40], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïåðåôîðìóëèðîâêàìè çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó ãðàôîâ, ïðèìåíèìà
òåîðåìà 4.1.

Îïèøåì íåñêîëüêî îáùèõ ïðèåìîâ ïîëó÷åíèÿ çàäà÷, ê êîòîðûì ïðèìåíèìà óêàçàííàÿ
òåîðåìà. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàññìîòðåòü cóæåíèå NP-ïîëíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà
çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òàêîé æå ñëîæíîñòè. Ýòà çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ
ñîñòîèò äëÿ çàäàííîãî ãðàôà â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè äàííûé ãðàô
íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðàôîâ, ñîñòîÿùåìó èç òåõ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå
îïòèìèçàöèîííîãî êðèòåðèÿ ìåíüøå çàäàííîé êîíñòàíòû. Ïðèìåðîì òàêîãî ñóæåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î k-ðàñêðàñêå äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k > 2. Âî-âòîðûõ, ìîæíî
ïåðåéòè îò ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è ÐÏ[X], óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 4.1, ê
çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó co(X). Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òîæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 4.1.

Äàäèì åùå îäíó äåìîíñòðàöèþ îòñóòñòâèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ ýëåìåíòîâ â
ðåøåòêå, îáðàçîâàííîé íàñëåäñòâåííûìè ïîäêëàññàìè íåêîòîðîãî ñëîæíîãî êëàññà.
Ëåíòî÷íîé øèðèíîé ãðàôà G (îáîçíà÷åíèå bw(G)) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k,
äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ ìåæäó V (G) è f1; 2; : : : ; jV (G)jg, ÷òî ñìåæíûì
âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëà, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò
k. Çàäà÷à î ëåíòî÷íîé øèðèíå ãðàôà G (çàäà÷à ËØ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííûì
ãðàôó G è ÷èñëó k îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî bw(G) < k.

1-ãóñåíèöåé íàçûâàåòñÿ äåðåâî, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïóòü, ñîäåðæàùèé âñå
íåëèñòîâûå âåðøèíû. Öèêëè÷åñêîé 1-ãóñåíèöåé íàçûâàåòñÿ ãðàô, ñîäåðæàùèé ðîâíî îäèí
ïðîñòîé öèêë, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò âñå åãî íåëèñòîâûå âåðøèíû. Êëàññû Caterpillar(1)
è CCaterpillar(1) ÿâëÿþòñÿ íàñëåäñòâåííûìè çàìûêàíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, êëàññîâ
1-ãóñåíèö è öèêëè÷åñêèõ 1-ãóñåíèö.

Ëåììà 4.1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k ãðàôû êëàññà CCaterpillar(1), ñîäåðæàùèå
öèêë äëèíû k, îáðàçóþò êëàññ ñ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ËØ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G � ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ öèêëè÷åñêîé 1-ãóñåíèöåé è
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ñîäåðæàùèé öèêë, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí V 0 = fv1; v2; : : : ; vkg. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå l : V 0 ! f1; 2; : : : ; jV (G)jg è äëÿ ëþáîãî 1 �
s � n � 1 ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô Gl;s ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû ïåðâîé äîëè
ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G) n V 0 , à âåðøèíû âòîðîé äîëè îòîæäåñòâëÿþòñÿ
ñ ÷èñëàìè èç f1; 2; : : : ; jV (G)jg n fl(v1); l(v2); : : : ; l(vk)g. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x èç ïåðâîé
äîëè îïðåäåëÿåòñÿ òàêàÿ åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà vx 2 V 0 , ÷òî (x; vx) 2 E(G). Ïóñòü
a = max(l(vx) � s; 1) è b = min(l(vx) + s; n). Âåðøèíà x â ãðàôå Gl;s ñìåæíà ñî âñåìè
âåðøèíàìè èç âòîðîé äîëè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì èç fa; a + 1; : : : ; b � 1; bg n
fl(v1); l(v2); : : : ; l(vk)g.

Ïîñêîëüêó k ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì, òî ïîñòðîåíèå âñåãî ìíîæåñòâà îïèñàííûõ
âûøå äâóäîëüíûõ ãðàôîâ äåëàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ñðåäè âñåõ ýòèõ äâóäîëüíûõ
ãðàôîâ âûáåðåì òå, ó êîòîðûõ ðàçìåð íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ðàâåí jV (G)j � k.
Òàêîé îòáîð ìîæíî ïðîâåñòè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïîñêîëüêó â êëàññå Bipartite
çàäà÷à î íàèáîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà [6]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K
ìíîæåñòâî îòîáðàííûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà Gl;s 2 K âû÷èñëèì ÷èñëî

l;s = max(s; jl(v1) � l(v2)j; jl(v2) � l(v3)j; : : : ; jl(vk�1) � l(vk)j; jl(vk) � l(v1)j). Ïîíÿòíî, ÷òî
bw(G) ðàâíà ìèíèìóìó ñðåäè ÷èñåë 
l;s, âçÿòîìó ïî âñåì ãðàôàì èç K. Òàêèì îáðàçîì,
ëåíòî÷íàÿ øèðèíà ãðàôîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà âû÷èñëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íè îäèí ïîäêëàññ ËØ-ñëîæíîãî êëàññà
CCaterpillar(1) [49] íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ËØ-ñëîæíûì.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ëþáîãî ËØ-ñëîæíîãî êëàññà X � CCaterpillar(1) ñóùåñòâóåò
òàêîé ËØ-ñëîæíûé êëàññ Y, ÷òî Y � X.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ãðàôû êëàññà Caterpillar(1)
ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûìè, ò.å. ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé èíòåðâàëîâ ïðÿìîé. Êëàññ
èíòåðâàëüíûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ËØ-ïðîñòûì [53], ïîýòîìó êëàññ Caterpillar(1) ÿâëÿåòñÿ
ËØ-ïðîñòûì. Ïîñêîëüêó Caterpillar(1) = CCaterpillar(1)\Free(fC3; C4; : : :g) è êëàññX
ÿâëÿåòñÿ ËØ-ñëîæíûì, òî äëÿ íåêîòîðîãî k êëàññ X ñîäåðæèò ãðàô Ck. Èç ïðåäûäóùåé
ëåììû ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå ãðàôîâ X n (X \ Free(fCkg) çàäà÷à ËØ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà. Ïîýòîìó êëàññ Y = X\Free(fCkg) ÿâëÿåòñÿ ËØ-ñëîæíûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4.3 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷ î ñïèñêîâîì
ðàíæèðîâàíèè â íåêîòîðûõ êëàññàõ ãðàôîâ

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî êëàññîâ ãðàôîâ, äâà èç
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íàñëåäñòâåííûìè çàìûêàíèÿìè ìíîæåñòâ ãðàôîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà
� êîìåò è ìîëîòîâ. Êîìåòîé Comet(i; j) (i � 1, j � 1) íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé
îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèíû ñòåïåíè i+1 ãðàôà K1;i+1 ñ îäíîé èç êîíöåâûõ âåðøèí ïóòè Pj.
Ìîëîòîì Hammer(i; j) (i � 1, j � 1) íàçûâàåòñÿ ãðàô ðåáåð ãðàôà Comet(i; j+1). Êëàññû
Comet è Hammer � íàñëåäñòâåííûå çàìûêàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà êîìåò è
ìíîæåñòâà ìîëîòîâ. Ïóñòü Comet(1)(k) = [ 1Si=1fComet(i; 1); Comet(i; 2); : : : ; Comet(i; k)g],
Comet(2)(k) = [ 1Si=1fComet(1; i); Comet(2; i); : : : ; Comet(k; i)g].

Ëåììà 4.2[35]. Â êëàññå Path çàäà÷è ÂÑÐ è ÐÑÐ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû.

Ëåììà 4.3[35]. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k ìíîæåñòâî ëåñîâ, èìåþùèõ íå áîëåå
÷åì k íåëèñòîâûõ âåðøèí, ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ïðîñòûì, òàê è ÐÑÐ-ïðîñòûì.

Ëåììà 4.4. Çàäà÷à ÐÑÐ â ëþáîì êëàññå ãðàôîâ X ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å ÂÑÐ â êëàññå L(X).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü çàäàí ãðàô G 2 X ñ ïàëèòðîé öâåòîâ ðåáåð LE(G).
Ïîñòðîèì (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) ãðàô H = L(G) ñ ïàëèòðîé LV (H), òîæäåñòâåííîé
LE(G). Ëþáîé LV (H)-ðàñêðàñêå ñîîòâåòñòâóåò LE(G)-ðàñêðàñêà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð, îáðàçóþùàÿ ïóòü â ãðàôå G, ïðåâðàùàåòñÿ â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, îáðàçóþùóþ ïóòü â ãðàôå L(G). Âåðíî è îáðàòíîå: ëþáàÿ
LE(G)-ðàñêðàñêà ïðè ïåðåõîäå ê ãðàôó H ïðåâðàùàåòñÿ â LV (H)-ðàñêðàñêó. Â ñàìîì
äåëå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð ãðàôà G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí,
îáðàçóþùåé ïóòü â ãðàôå H, íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïóòåì â G. Íî â íåé âñåãäà íàéäåòñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îáðàçóþùàÿ ïóòü, ñîåäèíÿþùèé ïåðâîå è ïîñëåäíåå ðåáðî. Òàêèì
îáðàçîì, çàäà÷à ÐÑÐ äëÿ êëàññà X ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ÂÑÐ äëÿ êëàññà
L(X).

Îáðàòíî, ïóñòü äàí ãðàô H 2 L(X) ñ ïàëèòðîé öâåòîâ âåðøèí LV (H). Åäèíñòâåííîé
ïðè÷èíîé íàðóøåíèÿ áèåêòèâíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ãðàôàìè è èõ ðåáåðíûìè
ãðàôàìè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî L(K3) = L(K1;3) = K3 (ëåììà 1.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç k
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà H, ÿâëÿþùèõñÿ òðåóãîëüíèêàìè, è ïóñòü H 0 � åãî
ïîäãðàô, îáðàçîâàííûé âñåìè îñòàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ãðàô G0, äëÿ êîòîðîãî H 0 = L(G0) è îí ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ãðàôó
H 0 çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [50]. Ïîíÿòíî, ÷òî ðàâåíñòâî H = L(G) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
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òåõ è òîëüêî òåõ ãðàôîâ G, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ãðàôó G0 k êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî K1;3, ëèáî K3. Òàêèõ ãðàôîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà) èìååòñÿ ðîâíî k + 1 è ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäèí ãðàô èç X. Êàæäîìó
èç ýòèõ ãðàôîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàçíà÷àåòñÿ ïàëèòðà öâåòîâ ðåáåð. Ðàññóæäàÿ êàê
â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äîïóñòèìàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð êàæäîãî èç
ýòèõ ãðàôîâ îïðåäåëÿåò LV (H)-ðàñêðàñêó è îáðàòíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÂÑÐ äëÿ
êëàññà L(X) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ÐÑÐ äëÿ êëàññà X. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.5. Çàäà÷è ÂÑÐ è ÐÑÐ â êëàññå Cycle ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé ãðàô è x � íàèáîëüøèé èç
öâåòîâ ïàëèòðû LV (G). ßñíî, ÷òî â ëþáîé LV (G)-ðàñêðàñêå èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé âåðøèíû
ñ öâåòîì x. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî åñëè LV (G)-ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
LV (G)-ðàñêðàñêà, â êîòîðîé îäíà èç âåðøèí èìååò öâåò x.

Ïóñòü V (G) = fv1; v2; : : : ; vng è v � òàêàÿ âåðøèíà ãðàôà G, ÷òî x 2 LV (G)(v). Ïîíÿòíî,
÷òî åñëè ñóùåñòâóåò LV (G)-ðàñêðàñêà, â êîòîðîé c(v) = x, òîãäà ñóùåñòâóåò è LV (G0 )-
ðàñêðàñêà, ãäå G0 = G[V (G)nfvg] è LV (G0 ) = fLV (G)(v1)nfxg; LV (G)(v2)nfxg; : : : ; LV (G)(vn)n
fxgg n fLV (G)(v) n fxgg. Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ÂÑÐ äëÿ ãðàôà G ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ
ãðàôîâ èç ìíîæåñòâà fG0 = G[V (G) n fvg] : x 2 LV (G)(v)g. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à
ÂÑÐ äëÿ êëàññà Cycle ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å äëÿ êëàññà Path. Ýòè
ðàññóæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà çàäà÷ó ÐÑÐ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.6. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k êëàññ Comet(1)(k) ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-
ïðîñòûì, òàê è ÐÑÐ-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ X çàäà÷è
ÂÑÐ è ÐÑÐ ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìû ê ñâÿçíûì ãðàôàì èç X. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé
ñâÿçíûé ãðàô G 2 Comet(1)(k) ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì k íåëèñòîâûõ âåðøèí. Îòñþäà è
èç ëåììû 4.3 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 4.6. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k êëàññ Comet(2)(k) ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-
ïðîñòûì, òàê è ÐÑÐ-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k çàäà÷à ÂÑÐ â êëàññå
Comet(2)(k) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå ïðîñòûõ ïóòåé. Ïîíÿòíî,
÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà èç Comet(2)(k) ÿâëÿåòñÿ ëèáî
êîìåòîé, ëèáî ïðîñòûì ïóòåì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîìåòû,
ïðèíàäëåæàùèå êëàññó Comet(2)(k). Ïóñòü G � ëþáîé ãðàô òàêîãî âèäà, à LV (G) �
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ïàëèòðà öâåòîâ âåðøèí ãðàôà G.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî fv1; v2; : : : ; vsg � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G ñòåïåíè 1,

êîòîðûå ñìåæíû ñ åãî âåðøèíîé v ñòåïåíè s + 1. ×åðåç M îáîçíà÷èì äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå LV (G)(v1) � LV (G)(v2) � : : : � LV (G)(vs) � LV (G)(v). Äëÿ ëþáîãî òàêîãî
íàáîðà (x1; x2; : : : ; xs; x) 2 M , ÷òî x 62 fx1; x2; : : : ; xsg è x áîëüøå ëþáûõ äâóõ ðàâíûõ
ýëåìåíòîâ èç òîãî æå ìíîæåñòâà, ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ äîïóñòèìóþ ðàñêðàñêó ãðàôà
G, â êîòîðîé c(v1) = x1; c(v2) = x2; : : : ; c(vs) = xs; c(v) = x. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå
ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà fv1; v2; : : : ; vsg, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû
èìåþò ðàçëè÷íûå öâåòà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïîäìíîæåñòâî îáðàçîâàíî âåðøèíàìè
vi1 ; vi2 ; : : : ; vip , ïðè÷åì xi1 > xi2 > : : : > xip . Ïîñòðîèì ïàëèòðó öâåòîâ âåðøèí ïðîñòîãî
ïóòè P = (u1; u2; : : : ; ujV (G)j+p�s). Äëÿ ëþáîãî j 2 f1; 2; : : : ; pg ìíîæåñòâî LV (P )(uj)
ðàâíî fxijg, LV (P )(up+1) = fxg è äëÿ ëþáîãî jV (G)j + p � s � j � p + 2 ìíîæåñòâî
LV (P )(uj) ñîâïàäàåò ñ LV (G)(wj), ãäå âåðøèíà wj 2 V (G) n fv1; v2; : : : ; vs; vg â ãðàôå
G îòñòîèò íà ðàññòîÿíèè j � p � 1 îò öåíòðàëüíîé âåðøèíû v. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ëþáîå ðàñøèðåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè÷íîé ðàñêðàñêè äî íåêîòîðîé LV (G)-ðàñêðàñêè
èíäóöèðóåò íåêîòîðóþ LV (P )-ðàñêðàñêó è íàîáîðîò. Ïîñêîëüêó s � k è k ÿâëÿåòñÿ
ôèêñèðîâàííûì, òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò âõîäíûõ
äàííûõ çàäà÷è ÂÑÐ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k çàäà÷à ÂÑÐ â êëàññå
Comet(2)(k) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå ïðîñòûõ ïóòåé.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k
çàäà÷à ÐÑÐ â êëàññå Comet(2)(k) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê çàäà÷å ÐÑÐ â êëàññå ïðîñòûõ
ïóòåé.

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé è èç ëåììû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì çàäàííîì k
êëàññ Comet(2)(k) ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ïðîñòûì è ÐÑÐ-ïðîñòûì. Ëåììà äîêàçàíà.

Íàïîìíèì, ÷òî çâåçäà Si � ãðàô, ïîëó÷àåìûé ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî ðåáðà ãðàôà
K1;i. Ñîëíöåì íàçûâàåòñÿ ãðàô ðåáåð çâåçäû. Ïóñòü Star � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà çâåçä, à Sun = [L(Star)].

Ëåììà 4.8. Êëàññ Star ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ñëîæíûì, òàê è ÐÑÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ çàäà÷è
ÂÑÐ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâåäåíèè çàäà÷è î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè
â êëàññå äåðåâüåâ âûñîòû íå áîëåå ÷åì äâà (îáîçíà÷àåìîì äàëåå THTree) ê òîé æå
çàäà÷å â êëàññå Star. Ïóñòü G 2 THTree. Êîðåíü äåðåâà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
r, åãî íåëèñòîâûõ ïîòîìêîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç x1; x2; : : : ; xp. Äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; pg
ïîä ìíîæåñòâîì fy(i)1 ; y(i)2 ; : : : ; y(i)ji g áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî ïîòîìêîâ âåðøèíû xi. Â
ðàáîòå [35] äîêàçàíî, ÷òî êëàññ THTree ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîì
ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè äàæå äëÿ ïàëèòð öâåòîâ âåðøèí ñïåöèàëüíîãî âèäà (íàçûâàåìûõ
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äàëåå óïðîùåííûìè). Ýòî òàêèå ïàëèòðû LV (G), ó êîòîðûõ ìíîæåñòâà LV (G)(r),
LV (G)(y(1)1 ); : : : ; LV (G)(y(1)j1 ); LV (G)(y(2)1 ); : : : ; LV (G)(y(2)j2 ); : : : ; LV (G)(y(p)1 ); : : : ; LV (G)(y(p)jp ) èìåþò
ìîùíîñòü îäèí è äëÿ êîòîðûõ LV (G)(x1) = f�1; �1g; LV (G)(x2) = f�2; �2g; : : : ; LV (G)(xp) =
f�p; �pg. Äàííûå ïàëèòðû òàêæå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî LV (G)(r) � íàèìåíüøèé
ñðåäè öâåòîâ èç LV (G) è òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; pg è ëþáîãî
j 2 f1; 2; : : : ; jig öâåò èç LV (G)(y(i)j ) áîëüøå �i è ìåíüøå �i.

Ðàññìîòðèì ñóæåíèå çàäà÷è ÂÑÐ â êëàññå THTree íà ïàëèòðû îïèñàííîãî âûøå
âèäà. Ïóñòü G 2 THTree è ïóñòü LV (G) � óïðîùåííàÿ ïàëèòðà öâåòîâ âåðøèí ýòîãî
ãðàôà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ èç LV (G) íå ìåíüøå
÷åì 2 (ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå óìåíüøàåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî
óìíîæèòü êàæäûé èç öâåòîâ ïàëèòðû íà 2). Ðàññìîòðèì âåðøèíó x1 ãðàôà G. Ìíîæåñòâî
ïîòîìêîâ x1 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçäåëèì íà äâà ìíîæåñòâà A;B, ìîùíîñòè êîòîðûõ
îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1. Ïîñòðîèì ïî ãðàôó G è ïàëèòðå LV (G) ãðàô G0 è ïàëèòðó
LV (G0 ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óäàëèì èç G âåðøèíó x1 è äîáàâèì âåðøèíû x01; x001 ; x0001 .
Äîáàâèì òàêæå ðåáðà (r; x01); (r; x001); (r; x0001 ), ðåáðà, èíöèäåíòíûå x01 è âñåâîçìîæíûì
âåðøèíàì èç A, à òàêæå ðåáðà, èíöèäåíòíûå x002 è âñåâîçìîæíûì âåðøèíàì èç B. Äëÿ
ëþáîé âåðøèíû x 2 V (G) \ V (G0) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî LV (G)(x) = LV (G0 )(x). Ïóñòü
� = �1 + 1 è � = �1 � 1. Ïîëîæèì LV (G0 )(x01) = f�1; �g; LV (G0 )(x001) = f�; �1g; LV (G0 )(x0001 ) =
f�; �g. Ïîêàæåì, ÷òî LV (G)-ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
LV (G0 )-ðàñêðàñêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò LV (G0 )-ðàñêðàñêà. Âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå òðè
ñëó÷àÿ:
1.1. LV (G0 )-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî c(x01) = �1; c(x001) = �1; c(x0001 ) 2 f�; �g. Îêðàñèì âåðøèíó

x1 â öâåò �1, à öâåò îñòàëüíûõ âåðøèí èç V (G)nfx1g ñîâïàäàåò ñ èõ öâåòîì â LV (G0 )-
ðàñêðàñêå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
LV (G)-ðàñêðàñêîé.

1.2. LV (G0 )-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî c(x01) = �1; c(x001) = �; c(x0001 ) = �. Îêðàñèì âåðøèíó x1
â öâåò �1, à öâåò îñòàëüíûõ âåðøèí èç V (G) n fx1g ñîâïàäàåò ñ èõ öâåòîì â LV (G0 )-
ðàñêðàñêå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
LV (G)-ðàñêðàñêîé.

1.3. LV (G0 )-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî c(x01) = �; c(x001) = �1; c(x0001 ) = �. Ýòîò ñëó÷àé
ñèììåòðè÷åí ïðåäûäóùåìó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò LV (G)-ðàñêðàñêà. Âîçìîæíû òîëüêî äâà ñëó÷àÿ:
2.1. LV (G)-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî c(x1) = �1. Ïîñòðîåíèå LV (G0 )-ðàñêðàñêè âûïîëíÿåòñÿ

îáðàòíûì îáðàçîì ê ñëó÷àþ 1.2.
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2.2. LV (G)-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî c(x1) = �1. Ïîñòðîåíèå LV (G0 )-ðàñêðàñêè âûïîëíÿåòñÿ
îáðàòíûì îáðàçîì ê ñëó÷àþ 1.3.

Èòàê, LV (G)-ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò LV (G0 )-
ðàñêðàñêà, ïðè ýòîì ïàëèòðà LV (G0 ) îñòàåòñÿ óïðîùåííîé. Ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ âûøå
äèõîòîìèþ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ïîëó÷àåì ãðàô G� 2 Star. ßñíî, ÷òî âîïðîñ î
ñóùåñòâîâàíèè LV (G�)-ðàñêðàñêè ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè LV (G)-ðàñêðàñêè.
Çàìåòèì, ÷òî âõîäíûå äàííûå çàäà÷è ÂÑÐ äëÿ ãðàôà G� îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïîëèíîìîì
îò âõîäíûõ äàííûõ òîé æå çàäà÷è äëÿ ãðàôà G. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÂÑÐ â êëàññå
THTree ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå Star.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé ÂÑÐ,
ïîñêîëüêó êëàññ THTree ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîì ñïèñêîâîì
ðàíæèðîâàíèè äëÿ óïðîùåííûõ ïàëèòð [35] (äëÿ ðåáåðíîãî ñëó÷àÿ ïîä óïðîùåííîé
ïàëèòðîé ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ïàëèòðà, â êîòîðîé ðåáðà (r; x1); (r; x2); : : : ; (r; xp) èìåþò äâà
äîïóñòèìûõ öâåòà, èì ñìåæíûå è íå èíöèäåíòíûå r ðåáðà èìåþò îäèí äîïóñòèìûé öâåò è
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ìåæäó äîïóñòèìûìè öâåòàìè). Ëåììà
äîêàçàíà.

4.4 Ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû ãðàôîâ äëÿ çàäà÷ î
ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè

4.4.1 Î ñâÿçÿõ ìåæäó ìèíèìàëüíûìè ñëîæíûìè è ãðàíè÷íûìè
êëàññàìè

Òåîðåìà 4.3. Åñëè íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì ãðàíè÷íûì
êëàññîì, òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì êëàññîì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü X � �-ñëîæíûé ãðàíè÷íûé êëàññ ãðàôîâ, êîòîðûé íå
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé �-ñëîæíûé êëàññ ãðàôîâ
Y, ÷òî Y � X. Êëàññ Y ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì êëàññîì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî X � �-ãðàíè÷íûé êëàññ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîðó íåèçâåñòíî, âåðíî ëè îáðàòíîå ê òåîðåìå 4.3 óòâåðæäåíèå. Îäíàêî, êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äëÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ òàêèå
êðèòåðèè äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìåñòî.

Òåîðåìà 4.4. Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü X � êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ãðàôîâ, ÿâëÿþùèéñÿ
�-ãðàíè÷íûì. Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Èç òåîðåìû 4.3 ñëåäóåò,
÷òî X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì êëàññîì.

Ïóñòü òåïåðü X � êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ, ÿâëÿþùèéñÿ ìèíèìàëüíûì �-
ñëîæíûì. Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò �-ãðàíè÷íûé êëàññ Y, ñîäåðæàùèéñÿ
â X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y � X, òîãäà ñóùåñòâóåò ãðàô G 2 X n Y. Èç òîé æå òåîðåìû
1.2 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ X \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ
ìèíèìàëüíîñòüþ êëàññà X. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ò.å. Y = X. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ êëàññû Comet è Hammer
ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ñëîæíûìè êëàññàìè, ïðè÷åì ìíîæåñòâà Forb(Comet) è
Forb(Hammer) áåñêîíå÷íû. Ïîêàçûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî êëàññû Star è Sun ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè ìèíèìàëüíûìè ñëîæíûìè êëàññàìè ãðàôîâ äëÿ òåõ æå çàäà÷.

4.4.2 Íàñëåäñòâåííûå çàìûêàíèÿ êîìåò è ìîëîòîâ
Ëåììà 4.9. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà Forb(Comet) =

fB1; B2; B3; 2K1;3; T1;2;2; C3; C4; : : :g è Forb(Hammer) = fL(B1); H1; 2K3; D0;1;1; K1;3; K4 �
e; C4; C5; : : :g.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ãðàôîâ ìíîæåñòâà M1 =
fB1; B2; B3; 2K1;3; T1;2;2; C3; C4; : : :g íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Comet, à êàæäûé
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô ëþáîãî èç ãðàôîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò Comet, òî
Forb(Comet) �M1. Äîêàæåì, ÷òî Free(M1) � Comet. Ïóñòü G 2 Free(M1). Î÷åâèäíî,
÷òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëåñîì. Ïîñêîëüêó G 2 Free(fB1; B2; B3; 2K1;3g), òî â äàííîì ãðàôå
èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé âåðøèíû ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì 3. Åñëè G 2 Deg(2), òî G 2 Comet.
Ò.ê. G 2 Free(fT1;2;2g), òî è â ñëó÷àå, êîãäà G 62 Deg(2), ãðàô G ïðèíàäëåæèò êëàññó
Comet. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Free(M1) � Comet. Èç ïîëó÷åííûõ
âêëþ÷åíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî Forb(Comet) =M1.

Âêëþ÷åíèå Forb(Hammer) � M2 = fL(B1); H1; 2K3; D0;1;1; K1;3; K4 � e; C4; C5; : : :g
î÷åâèäíî. Äîêàæåì, ÷òî Free(M2) � Hammer, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî
Forb(Hammer) = M2. Ïîñêîëüêó Free(fK1;3; K4 � eg) � Line (ñì. ëåììó 1.2), òî
Free(M2) ñîñòîèò èç ðåáåðíûõ ãðàôîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ãðàôîâ X
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Free(M2) = L(X). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ãðàô G 2 X ñîäåðæèò öèêë
C3, òî â äàííîì ãðàôå ìíîæåñòâî âåðøèí ýòîãî öèêëà ñîñòàâëÿþò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè.
ßñíî, ÷òî òàêàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé. Çàìåíèì ýòó êîìïîíåíòó íà ãðàô
K1;3 è ïîëó÷èì ãðàô G0 . ßñíî, ÷òî L(G) = L(G0), ïðè÷åì G0 2 Free(f2K1;3g). Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X � Free(fC3g). Îòñþäà, èç ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà
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M2 è ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî X � Free(M1) = Comet. Çàìåòèì, ÷òî Comet � ñèëüíî
íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ. Ïîýòîìó L(Comet) = [L(Comet)] = Hammer. Îòñþäà
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ Free(M2) � Hammer. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.5. Êëàññ Comet ÿâëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíûì ÂÑÐ-ñëîæíûì, òàê è
ìèíèìàëüíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì. Êëàññ Hammer ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÂÑÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñêîëüêó êëàññ Comet ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ñëîæíûì [35], òàê
è ÐÑÐ-ñëîæíûì [35], òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ïðåäåëüíûì è ÐÑÐ-ïðåäåëüíûì. Èç
ëåììû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Hammer ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ñëîæíûì, à ñëåäîâàòåëüíî, ÂÑÐ-
ïðåäåëüíûì êëàññîì. Äîêàæåì ãðàíè÷íîñòü ýòèõ êëàññîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷.
Îòñþäà è èç òåîðåìû 4.3 áóäåò ñëåäîâàòü èõ ìèíèìàëüíîñòü.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 Comet. Ïîíÿòíî, ÷òî äàííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì íåêîòîðîé êîìåòû Comet(i; j) ïðè íåêîòîðûõ i; j. Ïóñòü M1 =
fB1; B2; B3; 2K1;3; T1;2;2; C3; C4; C5g � Forb(Comet). Î÷åâèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
Free(M1 [ fGg) � Free(M1 [ fComet(i; j)g). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà èç êëàññà Free(M1[fComet(i; j)g) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîñòûì
ïóòåì, ëèáî ïðîñòûì öèêëîì, ëèáî êîìåòîé. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Free(M1 [
fComet(i; j)g) � [Cycle [ Comet(1)(j) [ Comet(2)(i)]+. Îòñþäà è èç ëåìì 4.2, 4.5, 4.6,
4.7 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Free(M1 [ fGg) ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ïðîñòûì, òàê è ÐÑÐ-ïðîñòûì.
Èç òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Comet ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ãðàíè÷íûì, òàê è ÐÑÐ-
ãðàíè÷íûì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 Hammer. ßñíî, ÷òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ìîëîòà Hammer(i; j) äëÿ íåêîòîðûõ i; j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
M2 ìíîæåñòâî ãðàôîâ fL(B1); H1; 2K3; D0;1;1; K1;3; K4 � e; C4; C5g � Forb(Hammer).
Ïîíÿòíî, ÷òî êëàññ Free(M2 [ fGg) ñîñòîèò èç ðåáåðíûõ ãðàôîâ, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà ãðàôîâ Y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî L(Y) = Free(M2 [ fGg). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
Y � Free((M1 n fC3g) [ fComet(i; j + 1); 2K3; D0;0;1; K4 � e;K4g). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà èç Free((M1 n fC3g) [ fComet(i; j +
1); 2K3; D0;0;1; K4 � e;K4g) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîñòûì ïóòåì, ëèáî ïðîñòûì öèêëîì, ëèáî
êîìåòîé. Ïîýòîìó êëàññ Y ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ïðîñòûì. Îòñþäà è èç ëåììû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî
êëàññ Free(M2 [ fGg) ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ïðîñòûì. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ Hammer ÿâëÿåòñÿ
ÂÑÐ-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.4.3 Íàñëåäñòâåííûå çàìûêàíèÿ çâåçä è ñîëíö
Ëåììà 4.10. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà Forb(Star) = fC3; C4; C5; C6; P3 � P2; B1g è

Forb(Sun) = fK1;3; K4 � e; C4; C5; 2K2g.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî M1 = fC3; C4; C5; C6; P3 � P2; B1g � Forb(Star)
è M2 = fK1;3; K4 � e; C4; C5; 2K2g � Forb(Sun). Äîêàæåì, ÷òî Free(M1) � Star è ÷òî
Free(M2) � Sun, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ïîêàæåì, ÷òî Free(M1) � Star. Ïóñòü G 2 Free(M1). Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô G
ÿâëÿåòñÿ ëåñîì. Åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî èìååò äèàìåòð íå áîëåå ÷åì 5 (ïîñêîëüêó
G 2 Free(fP3 � P2g)) è èìååò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû, ñòåïåíü êîòîðîé áîëüøå ÷åì
2 (ïîñêîëüêó G 2 Free(fP3 � P2; B1g)). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè òàêàÿ âåðøèíà ñóùåñòâóåò,
òî ðàññòîÿíèå îò íåå äî ëþáîé äðóãîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
G 2 Star. ßñíî, ÷òî åñëè G íåñâÿçåí, òî ëèáî G = k1P2 � k2P1 äëÿ íåêîòîðûõ k1 è k2,
ëèáî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G, êðîìå îäíîé, ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû.
Èç äîêàçàííîãî ðàíåå ñëåäóåò, ÷òî ýòà êîìïîíåíòà-èñêëþ÷åíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó Star,
îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî G 2 Star. Òàêèì îáðàçîì, Free(M1) � Star.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Free(M2) � Sun. ßñíî, ÷òî êëàññ Free(M2) ñîñòîèò èç ðåáåðíûõ
ãðàôîâ, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Free(M2) = L(X). Ïî àíàëîãèè
ñ ðàññóæäåíèÿìè ëåììû 4.9 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ñëó÷àé, êîãäà X � Free(fC3g). Î÷åâèäíî, ÷òî X � Free(fC4; C5; C6; 2P3; P6; T1;1;3; B1g).
Èç ïîñëåäíèõ äâóõ âêëþ÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô êëàññà X ïðèíàäëåæèò
êëàññó Star. Ýòè æå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåñâÿçíîãî ãðàôà G èç
òîãî æå êëàññà è äëÿ íåêîòîðûõ p è q âûïîëíåíî ðàâåíñòâî G = G� � pK2 � qK1, ãäå
G� � ñâÿçíûé ãðàô èç êëàññà Star. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå L(G) 2 [L(Star)].
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Free(M2) = L(X) � [L(Star)] = Sun, ò.å.
Free(M2) � Sun. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.6. Êëàññ Star ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÂÑÐ-ñëîæíûì è ìèíèìàëüíûì
ÐÑÐ-ñëîæíûì, à êëàññ Sun ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÂÑÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ëåììû 4.4, 4.8 îçíà÷àþò, ÷òî êëàññ Star ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-
ñëîæíûì è ÐÑÐ-ñëîæíûì, à êëàññ Sun ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ñëîæíûì. Äîêàæåì èõ
ìèíèìàëüíîñòü.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G èç Star êëàññ Star \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ
êàê ÂÑÐ-ïðîñòûì, òàê è ÐÑÐ-ïðîñòûì. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ìèíèìàëüíîñòü êëàññà
Star äëÿ çàäà÷ ÂÑÐ è ÐÑÐ. Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì çâåçäû Si äëÿ
íåêîòîðîãî i. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Star \ Free(fGg) � Star \ Free(fSig).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ëþáîãî ãðàôà èç Star \ Free(fSig)
èìååò íå áîëåå ÷åì i íåëèñòîâûõ âåðøèí. Îòñþäà è èç ëåììû 4.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
G 2 Star çàäà÷è ÂÑÐ è ÐÑÐ â êëàññå ãðàôîâ Star\Free(fGg) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G 2 Sun êëàññ Sun\Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-
ïðîñòûì. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô H 2 Star, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì
ïîäãðàôîì ãðàôà L(H). Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü öåïî÷êè âêëþ÷åíèé Sun \
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Free(fGg) � [L(Star)]\Free(fL(H)g) � [L(Star\Free(fHg))]. Êëàññ Star\Free(fHg) �
ÐÑÐ-ïðîñòîé. ßñíî, ÷òî è ïîäãðàôû ãðàôîâ èç ýòîãî êëàññà îáðàçóþò ÐÑÐ-ïðîñòîé êëàññ.
Îòñþäà è èç ëåììû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ [L(Star \ Free(fHg))] ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ïðîñòûì.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî G 2 Sun êëàññ Sun \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ïðîñòûì.
Ïîýòîìó Sun � ìèíèìàëüíûé ÂÑÐ-ñëîæíûé êëàññ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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