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Введение 

 

Работа является непосредственным продол-

жением статьи [1]. Нумерация пунктов и фор-

мул сквозная. 

Как и в [1], рассматривается система  диф-

ференциальных уравнений 

 ),,(),,( yxQ
dt

dy
yxP

dt

dx
   (1.1) 

где P и Q – взаимно простые полиномы, 

max(deg P, deg Q) = n.  

По определению, система (1.1) вырождена 

на бесконечности, если 

,0),(),(  yxyPyxxQ nn  

где Pn и Qn – однородные полиномы степени n, 

содержащиеся в P и Q соответственно; An –

совокупность систем (1.1) с вырожденной бес-

конечностью. 
В настоящей работе (часть II) рассматрива-

ются системы из A4 такие, что наибольшее чис-

ло инвариантных множеств  

    0),(  jjjj cybxayx ,   (2.1) 

где aj, bj, cj  C, и для любых двух множеств 

s = 0 и v = 0  

выполнено условие 

 ,0),(/),(  yxDD vs  (2.3) 

равно 3 и 2. 

В этих случаях доказывается утверждение 

теоремы 1.1 [1]. 

4.  Системы из A4  

с инвариантным множеством,  

содержащим три инвариантных множества 

(2.1) с условием (2.3) 

 

 

В настоящем пункте рассматриваются си-

стемы (1.1) из A4, у которых нет четырех инва-

риантных множеств (2.1), удовлетворяющих 

условию (2.3). 

 

Лемма 4.1. Если система (1.1) из A4 имеет 

инвариантное множество L1, являющееся объ-

единением трех инвариантных множеств (2.1) 

с условием (2.3), то всякое другое инвариант-

ное множество L2, пересечение которого с L1 

не содержит инвариантных множеств (2.1), 

является объединением не более двух инвари-

антных множеств (2.1) с условием (2.3). 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда без ограничения общности считаем L1 = {y = 

= 1}{y = 2}{y = 3}, L2 = {x = 1}{x = 

= 2}{x = 3}. Система (1.1) линейной невы-

рожденной заменой приводится к виду 

),()()()(

),()()()(

321

321

CByAxyyy
dt

dy

cbyaxxxx
dt

dx





 

где 0||||||||  BAba . Так как эта система 

из A4, то, в силу условия (1.2),  

 ).()( 33 byaxyxByAxxy   
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Отсюда следует A = B = a = b = 0. Получен-

ное противоречие доказывает лемму. Лемма 

доказана. 

Лемма 4.2. Пусть система (1.1) из A4 имеет 

два инвариантных множества L1 и L2, при 

этом L1 содержит три, а L2 – два  инвариант-

ных множества (2.1) с условиями (2.3) и пере-

сечение L1 и L2  не содержит инвариантных 

множеств (2.1). Тогда линейной невырожден-

ной заменой переменных с точностью до обо-

значений система (1.1) приводится к виду 

,)()()(

,)()()(

321

2
21

Qyyyx
dt

dy

Pcbyaxyxx
dt

dx





 (4.1) 

где j попарно различны; 1  2, 12  0; a, b, 

c  С; P и Q  взаимно просты. 

Доказательство. Без ограничения общности 

считаем, что L1 = {y = 1}{y = 2}{y = 3}, 

L2 = {x = 1}{x = 2}. Так как множества L1 и 

L2 инвариантны для системы (1.1) при n = 4, то 

система (1.1) запишется в виде 

 

),()(

)()(

,)

(

)()(

0001103

21
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0211
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bybxby

yy
dt

dy

aya

xayaxyaxa

xx
dt
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 (4.2) 

при этом, в силу (1.2), выполнено тождество 

).()( 2
0211

2
200110

2 yaxyaxaxybxby  (4.3) 

Из соотношения (4.3) вытекает, что 

a20 = a11 = b01 = 0, b10 = a02  0. Разделим обе 

части (4.2) на a02 = b10  0 и положим 

x + b00 /b10 = x1. Вводя новые обозначения для 

коэффициентов, в том числе для 1 и 2, полу-

чим систему вида (4.1). Лемма доказана. 

Лемма 4.3. Система (4.1) имеет частный 

интеграл y = kx + l, k  0,  тогда и только то-

гда, когда для всех x 

   

 ,/)(

/)(/)(

))2(()()(

3

21

2
21

klx

klxklx

kabkklxxx





 

 (4.4) 

при этом 

 l
2
 + bl + c = 0  и 2kj + bk + a = 0 при l = j. (4.5) 

Доказательство. Система (4.1) допускает 

частный интеграл y = kx + l, k  0, в том и толь-

ко том случае, если для любых x 

 
 

  

  ./)(

/)(/)(

)()2(

)()(

3

21

2222

21

xklx

klxklx

kcbllxkabkklx
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(4.6) 

Так как 12  0, то, в силу (4.6), х является 

делителем квадратного трехчлена в левой части 

(4.6). Поэтому l
2
 + bl + c = 0. В случае l =  j,  

j = 1, 2, 3, квадратный трехчлен в левой части 

(4.6) тождествен x
2
. Следовательно, имеет место 

второе равенство (4.5). Лемма доказана. 

Лемма 4.4. Система (4.1) не имеет частных 

интегралов 1) y = k1x + s, y = k2x + s, k1k2  0, 

k1  k2, s  {1, 2, 3}; 2) y = kx + s, y = kx + j, 

k  0, j  s. 

Доказательство. Допустим противное. В 

первом случае без ограничения общности пола-

гаем s = 1. В силу леммы 4.3, имеем  

01
2
1  cb , 

.0)2()2( 2111  akbakb  

Поэтому при 21 kk   получим 02 1  ab  

и 
2
1c . Отсюда следует, что правые части 

(4.1) имеют общий делитель y – 1. Во втором 

случае, согласно (4.5), будем иметь j = s. Та-

ким образом, получили противоречие. Лемма 

доказана. 

Лемма 4.5. Если корни уравнения l
2
 + bl + 

+ c = 0 принадлежат множеству {1,2,3}, то 

число линейных частных интегралов системы 

(4.1) с взаимно простыми правыми частями и 

попарно различными j, 1  2, 12  0, не бо-

лее 7. 

Доказательство. Заметим, что если уравне-

ние l
2
 + bl + c = 0 имеет кратный корень 

jbl  2/ , то, согласно (4.5), a = 0, 
2
jc  , 

и правые части (4.1) содержат общий делитель 

y – j. Поэтому решения l1, l2 уравнения l
2
 + bl + 

+ c = 0  различны. Отсюда и из лемм 4.3 и 4.4 

следует, что система (4.1), кроме y = 1, y = 2, 

y = 3, x = 1, x = 2, может иметь не более двух 

частных интегралов y = kjx + s, kj  0. Лемма 

доказана. 

Лемма 4.6. Система (4.1) не имеет инвари-

антных множеств y = kx + l1, y = kx + l2, k  0,  

l1  l2, l1, l2  {1,2,3}. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, согласно (4.6), при l = l1, 12  0, без огра-

ничения общности можно считать 

 
.0)(

,/)(,/)(

13

122111





ablk

klkl
 (4.7) 

Полагая в (4.6) l = l2, будем иметь 
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klxklx

kabkklxxx







(4.8) 

Так как j попарно различны и 1  2, то, 

согласно (4.7) и (4.8),  

 ./)(,/)( 222211 klkl   (4.9) 

Поэтому, в силу (4.7) и (4.8), имеются две 

возможности: а) kl /)( 221  ; б) kl /)( 231  . 

Пусть реализуется случай а). Тогда в тождестве 

(4.8) kl /)( 212  , ибо в противном случае 

2211 ll   и 2112 ll  . Следова-

тельно, l1 = l2. Последнее противоречит усло-

вию l1  l2. Таким образом,  

.0)(,/)( 21232  ablkkl  (4.10) 

При kl /)( 221   из равенств (4.7) и 

(4.10) получаем 

  .21313221 ll   

Последнее невозможно, так как j попарно 

различны. Следовательно, случай а) не реализу-

ется. 

Пусть имеет место случай б) kl /)( 231  , 

тогда, в силу (4.7) и (4.8), 

.0)(,/)( 22212  ablkkl  (4.11) 

Из равенств (4.7) и (4.11) вытекает, что  

 .21321231 ll   

Снова получили противоречие с тем, что j 

попарно различны. Лемма доказана. 

Лемма 4.7. Пусть система (4.1) имеет раз-

личные частные интегралы y = k1x + l, 

y = k2x + l, y = k3x + l, где kj  0, },,{ 321 l . 

Тогда с точностью до обозначений выполнена 

одна из серий равенств 
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 (4.12) 

где  
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(4.13) 

или соответственно 
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 (4.14) 

где 
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klba

klba

klba

 (4.15) 

при этом a  0. 

Доказательство. В силу леммы 4.3 выпол-

нены тождества 
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(4.16) 
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(4.17) 
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1
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1
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klx

klxklx

kabklkxxx

(4.18) 

Без ограничения общности считаем, что в 

(4.16) 

 
.0)(

,/)(,/)(

13

122111





kbla

klkl
 (4.19) 

Так как j и kj попарно различны и kj  0 при 

1  2, 12  0, то 

 
./)(,/)(

,/)(,/)(

322222

311211

klkl

klkl




 (4.20) 

Рассматривая тождество (4.17) с учетом 

(4.19), видим, что могут быть две возможности: 

а) 221 /)( kl , б) 231 /)( kl . Пусть 

реализуется случай а) 111 /)( kl = 

= 22 /)( kl . Тогда 122 /)( kl  = 

= 23 /)( kl  и .0)( 21  kbla  В самом 

деле, пусть при 111 /)( kl  = 22 /)( kl  

значение 122 /)( kl  = 21 /)( kl . Тогда, 

в силу (4.17), имеем .0)( 23  kbla  От-

сюда и из последнего равенства (4.19) с учетом 

неравенства k1  k2 следует, что a = 3 + b + l = 

= 0. Полагая в (4.16) и (4.18) a = 0, 3 + b + l = 0, 

получим 

   ,)()(

)()(

1
12

1
11

21

 



klxklx

xx
 

   .)()(

)()(

1
32

1
31

21

 



klxklx

xx
 

Отсюда с учетом ограничений на kj имеем 
1

32
1

11 )()(   klkl , 
1

31
1

12 )()(   klkl . 

Так как в случае а)  2121 /)/()( kkll  
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= 12 /kk , то k1 = –k2. Отсюда и из предыдущих 

равенств находим k3 = –k1 = k2. Последнее про-

тиворечит условию леммы. Следовательно, 

232 /)( kl  и, в силу (4.17),  la 1(  

+ .0) 2 kb  

Для 111 /)( kl = 22 /)( kl , 122 /)( kl = 

= 23 /)( kl ,  в силу неравенств (4.20) и усло-

вий на kj, из тождества (4.18) находим 

331 /)( kl , 312 /)( kl ,  la 2(  

+ .0) 3 kb Таким образом, в случае а) имеют 

место соотношения (4.12) и (4.13). 

В случае б) аналогично доказывается, что 

справедливы равенства (4.14) и (4.15). 

Согласно (4.13) и (4.15), при a = 0 среди j 

есть равные. Так как это противоречит условию 

леммы, то a  0. Лемма доказана. 

Лемма 4.8. Система (4.1) не может иметь 

четырех частных интегралов y = kjx + l, 

4,1j , где kj  0 и попарно различны,  

l  {1,2,3}. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда наряду с (4.16)–(4.18) для всех х, в силу 

леммы 4.3,  имеет место тождество 
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Отсюда следует, что 1 совпадает с одной из 

величин 41 /)( kl  , 42 /)( kl  , 43 /)( kl  . 

С другой стороны, в силу леммы 4.7, выполнена 

одна из серий равенств (4.12) или (4.14). Следо-

вательно, среди kj есть равные. Из противоречия 

вытекает утверждение леммы. Лемма доказана. 

Лемма 4.9. Если при b
2
  4c один корень 

уравнения l
2
 + bl +c = 0 принадлежит множе-

ству {1,2,3}, а другой не является элемен-

том этого множества, то число линейных 

частных интегралов системы (4.1) не более 9. 

Доказательство. Система (4.1), кроме x = 1, 

x = 2, y = 1, y = 2, y = 3, согласно лемме 4.3, 

может иметь инвариантное множество y = kx + l, 

k  0, где l – корень уравнения l
2
 + bl +c = 0. 

Пусть l1 и l2 – корни этого уравнения и l1 = s, 

l2  j. Тогда по лемме 4.4. система (4.1) может 

иметь только один частный интеграл y = kx + l1, 

k  0, и, в силу леммы 4.8, не более трех част-

ных интегралов y = k1x + l2, y = k2x + l2, y = 

= k3x + l2, k1k2k3  0. Лемма доказана. 

Лемма 4.10. Пусть b
2
 = 4c. Тогда число ли-

нейных частных интегралов системы (4.1) при 

–b/2  j, j = 1, 2, 3,  не более 8. 

Доказательство. При b
2
 = 4c уравнение  

l
2
 + bl +c = 0 имеет кратный корень l = –b/2.  

Для –b/2 = l  j, j = 1, 2, 3,  в силу леммы 4.8, 

кроме y = 1, y = 2, y = 3, x = 1, x = 2, систе-

ма (4.1) может иметь не более трех частных ин-

тегралов y = kjx  –b/2, kj  0. Отсюда и из леммы 

4.3 вытекает утверждение леммы. Лемма дока-

зана. 

Замечание 4.1. Если b
2
 = 4c,  2/bl  

 321 ,,  , то a = 0, 
2
jc   и правые части 

системы (4.1) имеют общий делитель y – j. 

Лемма 4.11. Пусть система (4.1) имеет ин-

вариантные множества 

    ,,
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где 1
1 ,0 llkk jj   и l, l1 отличны от 

 321 ,,  . Тогда m + v ≤ 4  и m ≤ 2, v ≤ 2. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда с точностью до обозначений L, в силу лем-

мы 4.8, содержит три различных линейных 

частных интеграла y = k1x + l, y = k2x + l, 

y = k3x + l. Согласно лемме 4.7, выполнены ра-

венства (4.12), (4.13) либо (4.14), (4.15). Из этих 

равенств следует, что 
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Отсюда имеем 
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 Из равенств (4.22) следует, что 
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 (4.23) 

Согласно (4.21) и (4.23), имеем 
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Из равенств (4.24), (4.25) получаем  
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Отсюда вытекает, что среди 1, 2, 3 есть 

равные. Полученное противоречие доказывает 

лемму. Лемма доказана. 

Контрпример к работе [5], содержащийся во 

введении [1], является примером к лемме 4.11. 

 

Теорема 4.1. Максимальное число линейных 

частных интегралов системы (4.1) равно 9. 

Доказательство. Во введении [1] содержит-

ся пример системы (4.1) с 9 различными линей-

ными частными интегралами. Если система 

(4.1), кроме x = 1, x = 2, y = 1, y = 2, y = 3,  

имеет инвариантные множества y = kx + l, k  0, 

то в силу леммы 4.3, l является решением урав-

нения l
2
 + bl +c = 0. Число таких множеств, со-

гласно леммам 4.4–4.6, 4.9–4.11, не более 4. 

Теорема доказана. 

 
5. Системы из A4  

с инвариантным множеством,  

являющимся объединением трех  

инвариантных множеств (2.1)  

с условием (2.3) и не допускающих  

других инвариантных множеств  

с условием (2.3) 

 

В этом пункте рассматриваются системы 

(1.1) из A4, у которых с точностью до обозначе-

ний, кроме 1 = 0, 2 = 0, 3 = 0, где 

a1 = a2 = a3, b1 = b2 = b3, cj, ,3,1j  попарно раз-

личны, нет других инвариантных множеств 

(2.1) с условием (2.3). 

Лемма 5.1. Пусть система (1.1) из A4 имеет 

не менее четырех инвариантных множеств 

(2.1), при этом только три из них удовлетво-

ряют условию (2.3), и кроме этих трех инвари-

антных множеств, нет других инвариантны 

множеств (2.1) с условием (2.3). 

Тогда линейной невырожденной заменой с 

точностью до обозначений система (1.1) с вы-

рожденной бесконечностью при n = 4 приво-

дится к виду 
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 (5.1) 

где |a| + |b| > 0, c  0 при b = 0, j – попарно раз-

личны и у системы (5.1) нет инвариантных 

множеств y = kx + l,  y = kx + l1, k  0, l  l1, P и 

Q – взаимно просты. 

Лемма 5.2. Система (5.1) имеет частный 

интеграл y = kx + l, k  0 тогда и только тогда, 

когда для всех х 
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(5.2) 

при этом }/{},{ 321 bcl   и для 

bcl j /  выполнено равенство 

 .00)( 00
2

01
2

02  bприpbbcpccp  (5.3) 

Доказательство. Подставляя y = kx + l в 

дифференциальное уравнение, эквивалентное 

системе (5.1), получим тождество (5.2). 

Так как левая часть (5.2) равна нулю при 

x = 0, то l совпадает с одним из чисел 

bc /,, 321  . При bcl j /  правая 

часть (5.2) имеет x = 0 корнем кратности два. 

Поэтому 0)( 000102
2  plppbll . Отсюда 

для bcl /  получаем (5.3). Лемма доказана. 

Лемма 5.3. 1. Система (5.1) имеет частный 

интеграл y = kx + 1, k  0 в том и только том 

случае, когда 

 ,0201
2

1  pkBkA  (5.4) 

 ,0)2( 321011111  apBkCA  (5.5) 

 ,03200111
2
1  cpCA  (5.6) 

где  

 
),(

,)(

32111

32021





apB

cbpA
 (5.7) 

 .)( 3232011 cbpC   (5.8) 

2. Система (5.1) допускает частный инте-

грал y = kx + 2, k  0 тогда и только тогда, 

когда 

 ,0202
2

2  pkBkA  (5.9) 

 ,0)2( 311022222  apBkCA  (5.10) 

 ,03100222
2
2  cpCA  (5.11) 

где  

 

.)(

),(

,)(

3131012

31112
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cbpC

apB
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 (5.12) 

3. Система (5.1) имеет частный интеграл 

y = kx + 3, k  0 в том и только том случае, 

если 

 ,0203
2

3  pkBkA  (5.13) 

,0)2( 211033333  apBkCA  (5.14) 
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 ,02100333
2
3  cpCA  (5.15) 

где  

 

.)(

),(

,)(

2121013

21113

21023

cbpC

apB

cbpA







 (5.16) 

Доказательство. Соотношения (5.4)–(5.6), 

(5.9)–(5.11) и (5.13)–(5.15) получаются из тож-

деств (5.2) при l = 1, l = 2, l = 3 соответ-

ственно, если приравнять коэффициенты при 

одинаковых степенях х в правой и левой частях. 

Лемма доказана. 

Лемма 5.4. 1. Если система (5.1) имеет ин-

вариантные множества y =  k1x + 1, y  =  k2x  + 

+ 1, k1  k2, k1k2  0,  то 
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cpApaB

CABkkA
 (5.17) 

где A1, B1, C1  имеют вид (5.7), (5.8). 

2. Если система (5.1) имеет инвариантные 

множества y = k3x + 2, y = k4x + 2, k3  k4, 

k3k4  0,  то 
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cpApaB

CABkkA
(5.18) 

где A2, B2, C2  имеют вид (5.12). 

3. Если система (5.1) имеет инвариантные 

множества y = k5x + 3, y = k6x + 3, k5  k6, 

k5k6  0,  то 
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2
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cpApaB

CABkkA
(5.19) 

где A3, B3, C3  имеют вид (5.16). 

Доказательство. Равенства (5.17)–(5.19) по-

лучаются соответственно из соотношений (5.4)–

(5.6) при k = k1, k = k2; (5.9)–(5.11) при k = k3, 

k = k4  и (5.13)–(5.15) при k = k5, k = k6 и условий 

k1  k2, k3  k4, k5  k6. Лемма доказана. 

Лемма 5.5. Система (5.1) не может иметь 

инвариантных множеств y = k1x + j, y =  

= k2x + j, y = k3x + j, где k1, k2, k3  отличны от 

нуля и попарно различны, j {1, 2, 3}. 

Доказательство. Допустим противное, счи-

тая j = 1. Тогда, в силу леммы 5.3, A1 = B1 = p20 = 

C1 = 0. Отсюда с учетом (5.6)–(5.8) имеем 

)( 3202  bcp , )( 3211  ap , 01p  

cb )( 3232  , 3210  ap , 3200  cp . 

Для таких значений коэффициентов в (5.1) 

)()()( 32  yycbyaxxP . Следова-

тельно, P и Q имеют общий делитель, тожде-

ственно не равный постоянной. Получили про-

тиворечие. Лемма доказана. 

Лемма 5.6. Если система (5.1) имеет инвари-

антные множества y = k1x + 1, y = k2x + 1,  y 

= k3x + 2, y = k4x + 2, kj  0,  k1  k2, k3  k4, то 

 

).2(

)2(

,02,0332

213231

321

311302







b

c

apcbp

 (5.20) 

Доказательство. В силу леммы 5.4 имеем 

 .22 222111 CACA   

Подставляя в это равенство вместо A1, C1, A2, 

C2 их выражения из (5.7), (5.8) и (5.12),  полу-

чим первое равенство (5.20). Согласно (5.17) и 

(5.18), имеем  

 ).( 1232211  aBB  

Заменяя в левой части этого равенства B1, B2 

из формул (5.7) и (5.12), получим 11p  

+ 02 3 a . Из леммы 5.4 следует, что  1
2
1 A   

– )( 2132
2
2  cA . Подставляя в левую 

часть этого соотношения вместо A1 и A2 их зна-

чения из (5.7) и (5.12), получим 

).(

)()(

321

3231212102





c

bp
 

Если здесь p02 заменить из первого равенства 

(5.20), то будем иметь последнее равенство 

(5.20). Лемма доказана. 

Лемма 5.7. Система (5.1) не имеет линей-

ных частных интегралов вида y = k1x + 1, 

y = k2x + 1, y = k3x + 2, y = k4x + 2, y = k5x + 3, 

y = k6x + 3, где kj  0 и попарно различны. 

Доказательство. Допустим противное. В 

силу леммы 5.4 имеем 

 ,22 333111 CACA   

где A3, C3 определяются из (5.16). Отсюда после 

замены A1, C1 из (5.7), (5.8), A3, C3 из  (5.16) по-

лучим 0332 202  cbp . Из этого равенства 

и первого соотношения (5.20) вытекает, что 

b = 0, ибо 2  3. 

В силу леммы 5.4 103211 paB  , 

102133 paB  . Отсюда, как и при доказа-

тельстве леммы 5.6, следует, что 02 211  ap . 

Из этого равенства и второго соотношения 

(5.20) вытекает, что a = 0. Получили противоре-

чие с тем, что в (5.1) |a| + |b| > 0. Лемма дока-

зана. 

Лемма 5.8. Если состояние покоя (0,–c/b) 

при –c/b  j, j =1, 2, 3, не принадлежит инва-

риантным множествам y = kx + l, k  0, то 

число линейных частных интегралов системы 

(5.1) не более 9. 

Доказательство. Так как состояние покоя 

(0,–c/b) не принадлежит инвариантным множе-
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ствам вида y = kx + l, k  0, то для всякого част-

ного интеграла y = kx + l, k  0, параметр l, в 

силу леммы 5.2, принадлежит {1,2,3}. По 

лемме 5.5 состояние покоя (0,j) может принад-

лежать не более чем двум инвариантным мно-

жествам  

y = kx + j, k  0. С другой стороны, в силу лем-

мы 5.7, невозможна ситуация, когда точки 

(0,1), (0,2), (0,3) одновременно принадлежат 

инвариантным множествам y = k1sx + s, y = 

= k2sx + s, ss kk 21  , 021 sskk , s = 1, 2, 3. От-

сюда следует утверждение леммы. Лемма дока-

зана. 

Изучим случаи, когда система (5.1) имеет 

частные интегралы y = kx  – c/b, c + jb  0, 

j = 1, 2, 3. 

Лемма 5.9. Система (5.1) имеет линейный 

частный интеграл y = kx  – c/b, kb  0 тогда и 

только тогда, когда 
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(5.21) 

где 
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  (5.22) 

 bl + c = 0.  

Доказательство. Соотношения (5.20) и 

(5.21) получаются из тождества (5.2) при 

bl + c = 0 путем сравнения коэффициентов при 

одинаковых степенях в правой и левой частях. 

Лемма доказана. 

Лемма 5.10. Если –c/b  j, j =1, 2, 3, b  0, 

то система (5.1) не имеет частных интегралов 

y = k1x – c/b, y = k2x – c/b,  k1k2  0,  k1  k2. 

Доказательство. Допустим противное. По-

лагая в (5.21) k = k1, k = k2 и используя условия 

l = –c/b  j, k1  k2, согласно последнему равен-

ству (5.21), найдем, что a = 0. При a = 0 система 

(5.1) наряду с y = 1, y = 2, y = 3 имеет част-

ный интеграл by + c = 0. Таким образом, у си-

стемы (5.1) есть инвариантное множество, со-

держащее 4 инвариантных множества (2.1) c 

условием (2.3). Полученное противоречие дока-

зывает лемму. Лемма доказана. 

Лемма 5.11. Пусть система (5.1) допускает 

частный интеграл y = kx – c/b и при этом  k  0, 

l =  –c/b   j, j = 1, 2, 3. Тогда число линейных 

частных интегралов системы (5.1) не более 9. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу лемм 5.2, 5.5, 5.7 и 5.10, с точностью 

до обозначений система (5.1) имеет частные 

интегралы y = k1x + 1, y = k2x + 1,  k1k2  0,  

k1  k2,  y = k3x + 2, y = k4x + 2, k3k4  0,  k3  k4, 

y = k5x + 3, k5  0. Отсюда и из леммы 5.6 сле-

дует, что выполнены соотношения (5.20), где 

bl = – c. По лемме 5.4 02 111  CA , где A1 и 

C1 определяются формулами (5.7), (5.8). Заме-

няя A1 и C1 их выражениями из (5.7), (5.8), с 

учетом последнего равенства (5.20) при bl = –c 

получим 301 3  blp . Согласно (5.7) и (5.20), 

)( 321  aB . Отсюда и из (5.17) следует  

)( 21323110  ap . В силу леммы 

5.4, с учетом (5.17), (5.20) при bl = –c имеем 

.
22

1 2
13

2
1322

2
100 










l
lbp  

Так как система (5.1) допускает частный ин-

теграл y = kx – c/b, l = –c/b, k  0,  b  0, то по 

лемме 5.9 выполнены равенства (5.21). Заменяя 

в левой части второго уравнения  (5.21) p02, p01, 

p11, p10 найденными выражениями и используя 

последнее соотношение (5.20) при bl = –c, по-

лучим  

   .0)()23( 2121
2  llabk  

Поскольку l =  –c/b   j, j = 1, 2, 3, то 3bk + 

+ 2a = 0. Таким образом, система (5.1) имеет 

частный интеграл 
b

c
x

b

a
y 

3

2
. Так как 

y = k5x + 3, k5  0, является инвариантным 

множеством для (5.1), то, в силу леммы 5.3, вы-

полнены равенства (5.13)–(5.16), где k = k5. 

Подставляя найденные выше значения p02, p01, 

p11 в (5.16), будем иметь 
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,2/)322(

212133

3213

3213

blC

aB
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 (5.23) 

Полагая в (5.14) k = k5 и заменяя A3, B3, C3 из 

(5.23) и используя найденное выражение для 

p10,  с учетом последнего равенства (5.20) при 

bl = –c получим 

 
  .0)2(

)23(

321
2
321
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l

abk
 (5.24) 

Пусть 
2
321321 )2( l , тогда, 

в силу последнего равенства (5.20) при bl = –c, 
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имеем 0)()( 3123  . Так как это не-

возможно, то 023 5  abk . Таким образом, 

система (5.1) допускает частный интеграл 

3
3

2
 x

b

a
y . Следовательно, система (5.1), 

кроме y = 1, y = 2, y = 3, имеет по крайней 

мере еще два частных интеграла с условием 

(2.3). Полученное противоречие доказывает 

лемму. Лемма доказана. 

Из доказанных выше лемм вытекает 

Теорема 5.1. Пусть система (1.1) с взаимно 

простыми правыми частями вырождена на 

бесконечности, имеет только три инвариант-

ных множества (2.1) с условием (2.3) и не име-

ет других инвариантных множеств (2.1) с 

условием (2.3). Тогда число линейных частных 

интегралов не более 9. 

 
6. Системы, вырожденные  

на бесконечности, с двумя  

инвариантными множествами,  

являющимися объединениями только  

двух инвариантных множеств (2.1) 

с условием (2.3) 

 

В отличие от п. 3–5, будем рассматривать 

системы (1.1), вырожденные на бесконечности, 

такие, что наибольшее число инвариантных 

множеств (2.1), содержащихся в объединении 

инвариантных множеств (2.1) с условием (2.3), 

равно двум.  

Лемма 6.1. Если система (1.1) из A4 имеет 

два инвариантных множества L1 и L2, каждое 

из которых является объединением инвариант-

ных множеств (2.1) с условием (2.3), при этом 

пересечение L1 и L2 не содержит инвариантных 

множеств (2.1) и максимальное число мно-

жеств (2.1), содержащихся в объединении и 

удовлетворяющих условию (2.3), равно двум, то 

линейной невырожденной заменой с точностью 

до обозначений система (1.1) приводится к виду 
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 (6.1) 

где |a| + |b| > 0,   0, P и Q – взаимно просты. 

Доказательство. Поскольку каждое из ин-

вариантных множеств L1 и L2 содержит два ин-

вариантных множества (2.1) с условием (2.3), то 

без ограничения общности считаем  }0{1 yL  

}{  y , }{}0{2  xxL ,   0. Так 

как y = 0, y = , x = 0, x = – инвариантные 

множества для (1.1), то Q делится на  y(y – ) и 

P делится на  x(x – ). По условию леммы си-

стема (1.1) при n = 4 вырождена на бесконечно-

сти. Поэтому в силу (1.2) однородные полино-

мы p4(x, y) и q4(x, y), содержащиеся в P и Q, та-

кие, что  
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где j, j, j – однородные полиномы степени j. 

Так как 

 ),,(),(),( 223 yxyyxxyx   

то 2 делится на y, а 2 делится на x. Лемма 

доказана. 

Лемма 6.2. Система (6.1) имеет частный 

интеграл y = kx + l, k  0, тогда и только тогда, 

когда для всех х 
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 (6.2) 

при этом }/,,0{ 0100 qql  , причем при l = 0  

и q00 = 0 значение p00 = 0,  а при l =   0  и 

00001  qq  

 .00001
2  plpbl  (6.3) 

Доказательство. Подставляя в дифференци-

альное уравнение, эквивалентное системе (6.1), 

y = kx + l, получим тождество (6.2). Так как ле-

вая часть (6.2) равна нулю для x = 0, то 

}/,,0{ 0100 qql  . Лемма доказана. 

Лемма 6.3.  Система (6.1) имеет частный 

интеграл y = kx, k  0, тогда и только тогда, 

когда 
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 (6.4) 

Доказательство. Полагая в (6.2) l = 0 и 

сравнивая коэффициенты при одинаковых сте-

пенях х в правой и левой частях (6.2),  получаем 

равенства (6.4). Лемма доказана. 

Лемма 6.4. Система (6.1) не имеет инвари-

антных множеств y = k1x, y = k2x, y = k3x, kj  0 

и попарно различны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу леммы 6.3, выполнены равенства  
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(6.5) 

Из соотношений (6.5) имеем  

 

.,

,

,,

2
100001

1000

100110







aqqbq

aqp
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 (6.6) 

Подставляя p10, p01, p00 из (6.6) в (6.1), будем 

иметь 

  .)()( 10 Pyaqbyaxxx
dt

dx
  

Отсюда и из (6.1) следует, что P и Q имеют 

общий делитель y – . Получили противоречие. 

Лемма доказана. 

Полагая в тождестве (6.2) l = и сравнивая 

коэффициенты при одинаковых степенях x в 

правой и левой частях, можно показать, что 

справедлива 

Лемма 6.5. Система (6.1) имеет линейный 

частный интеграл y = kx  + , k  0 тогда и 

только тогда, когда 
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 (6.7) 

Лемма 6.6. Система (6.1) не имеет частных 

интегралов  y = k1x + , y = k2x + , y = k3x + , 

kj  0 и попарно различны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу леммы 6.5, имеем 

.

,2

,22

,,0,

2
0001

2
0001

2
10100001

000101

10011001

bqqpp

baqppp

bqpq

aqppbq









 

Отсюда получим 
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Из первого и второго только что полученных 

равенств следует, что p00 = 0. При p00 = p10 = 0 

полиномы P и Q в (6.1) имеют общий делитель 

y. Из полученного противоречия вытекает 

утверждение леммы. 

Лемма 6.7. Система (6.1) имеет частный 

интеграл y = kx + l, где k  0, 00001  qlq , то-

гда и только тогда, когда  
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 (6.8) 

Доказательство. Равенства (6.8) получаются 

из тождества (6.2), если сравнить коэффициен-

ты при одинаковых степенях x в правой и левой 

частях. Лемма доказана. 

Лемма 6.8. Система (6.1) не имеет частных 

интегралов  y = k1x + l, y = k2x + l, y = k3x + l, где 

l  0, l  ,   0,  kj  0. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу (6.8) и леммы 6.7, выполнены равен-

ства 
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 (6.9) 

Так как 0)( ll , то a = 0. Поэтому ,010 p  

,10 blq  ,01 bp   .000 p  При 00010  pp  

полиномы P и Q в (6.1) имеют общий делитель 

y. Полученное противоречие доказывает лемму. 

Лемма 6.9. Если состояние покоя (0,–q00 /q01) 

не принадлежит инвариантным множествам 

y = kx + l, k  0, то число линейных частных ин-

тегралов системы (6.1) не более 8. 

Доказательство. Так как l  –q00 /q01, то, в 

силу леммы 6.2, l  {0,}. Кроме x = 0, x = , 

y = 0, y =  система (6.1), согласно леммам 6.4, 

6.6, может иметь еще не более 4 частных инте-

гралов y = k1x, y = k2x,  k1k2  0,  k1  k2, y =  

= k3x + , y = k4x + , k3k4  0,  k3  k4. Лемма 

доказана 

Лемма 6.10. Система (6.1) при   0 не 

может иметь шести линейных частных инте-

гралов вида y = k1x, y = k2x,  k1k2  0,  k1  k2, 

y = k3x + , y = k4x + , k3k4  0,  k3  k4, 

y = k5x + l, y = k6x + l,  где l = –q00 /q01,  l  0, 

l   
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Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу леммы 6.3, выполняются равенства 
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Согласно леммам 6.5 и 6.7, аналогично по-

лучим, что 
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(6.11) 

Так как 0)( ll , то из последнего урав-

нения (6.11) находим q10 = –bl. Отсюда и из 

(6.10), (6.11) следует, что 

 

.2

,)(

,)/(

,2

,22

,0

01

2
000101

0010

000101

000101

000101

bap

blqlpqll

blqp

bqpq

bqpq

qpq













 (6.12) 

Из первых трех уравнений (6.12) находим 

3/201  bq , bp 01 , 3/00  bq . Отсю-

да и трех последних равенств (6.12) следует, что 
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llbba

lapbp
 (6.13) 

Поскольку система (6.1) допускает частные 

интегралы y = k5x + l, y = k6x + l,  где lq10 + q00 =  

= 0,  l  0, l  , k5 k6  0,   k5  k6, то k5 и k6 удо-

влетворяют первым двум уравнениям (6.8). По-

этому 
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 (6.14) 

Заменяя в (6.14) p10, q01 и p01 найденными 

выше значениями, находим 

 ,04119 22  ll  (6.15) 

т.к. |a| + |b| > 0,   0. Из (6.15) и последнего 

равенства (6.13) вытекает, что  = l = 0. Полу-

ченное противоречие доказывает лемму. 

Теорема 6.1. Система (6.1) при   0 мо-

жет иметь не более 9 различных линейных 

частных интегралов. 

Доказательство. Класс систем (6.1) такой, 

что всякий частный линейный интеграл, отлич-

ный от x = 0, x = , y = 0, y = имеет вид 

y = kx + l, где k  0, k  . По лемме 6.2 

}/,,0{ 0100 qql  . В силу лемм 6.4, 6.6, 6.8, 

6.10, инвариантных множеств y = kx + l для k  0 

не более 5. Теорема доказана.  
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