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ПОЛНЫЙ НАБОР ОПЕРАТОРОВ РАЗРЕЗАНИЯ

И СКЛЕЙКИ В ТЕОРИИ ГУРВИЦА–КОНЦЕВИЧА

Определены операторы разрезания и склейки (РС-операторы) при слиянии
двух точек ветвления произвольного типа в теории Гурвица. Эти операто-
ры имеют два альтернативных описания: 1) характеры группы GL являются
их собственными функциями, а характеры симметрических групп – собствен-
ными значениями; 2) их можно реализовать дифференциальными оператора-
ми W -типа (в частности, действующими на временны́е переменные τ -функции
Гурвица–Концевича). Операторы имеют простейшую форму при выражении
их в терминах переменных Мивы. Они образуют важную коммутативную ассо-
циативную алгебру, универсальную алгебру Гурвица, обобщающую все центры
групповых алгебр конкретных симметрических групп, которые используются
при описании универсальных чисел Гурвица конкретных порядков. Эта алгеб-
ра выражает произвольные числа Гурвица как значения выделенной линейной
формы на линейном пространстве диаграмм Юнга, вычисленной на произве-
дении всех диаграмм, характеризующих конкретные точки ветвления разветв-
ленного накрытия.

Ключевые слова: матричные модели, числа Гурвица, характеры симметрических
групп.

1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Числа Гурвица и характеры. Числа Гурвица Covq(∆1,∆2, . . . ,∆m) счи-
тают определенным образом взвешенное число разветвленных q-листных накрытий
римановой сферы с фиксированным положением m точек ветвления заданного ти-
па ∆1, . . . ,∆m. Типы отмечаются упорядоченными целыми разбиениями числа q,
т.е. диаграммами Юнга ∆ с числом клеток |∆| = q. Эта кажущаяся формальной
проблема оказывается связанной с многочисленными направлениями исследований

∗Физический институт им. П.Н. Лебедева РАН, Москва, Россия. E-mail: mironov@lpi.ru
†Институт теоретической и экспериментальной физики им. А.И. Алиханова, Москва,

Россия. E-mail: mironov@itep.ru, morozov@itep.ru
‡Государственный университет – Высшая школа экономики, Москва, Россия
§Институт физико-химической биологии им. А.Н. Белозерского, Московский государ-

ственный университет им. М.В. Ломоносова. E-mail: natanzons@mail.ru

3



4 А.Д. МИРОНОВ, А.Ю. МОРОЗОВ, С.М. НАТАНЗОН

в физике и математике и привлекает растущее внимание в литературе (см. [1]–[24]
и приведенную там литературу). После аккуратного определения (см. п. 2.1 ни-
же) проблема становится задачей теории представлений симметрических групп и
сводится к знаменитой формуле [3]

Covq(∆1,∆2, . . . ,∆m) =
∑
|R|=q

d2
RϕR(∆1)ϕR(∆2) . . . ϕR(∆m) (1)

(наша нормировка ϕR(∆) отличается от использованной в учебниках множителем).
Правая часть является суммой по всем представлениям (диаграммам Юнга) R

с |R| = q, ϕR(∆) – коэффициенты разложения (в действительности они пропорци-
ональны характерам симметрических групп [25]) характеров группы GL (функций
Шура) χR(t) [25] по временны́м переменным pk = ktk:

χR(t) =
∑

|∆|=|R|

dRϕR(∆)p(∆) =
∑
∆

dRϕR(∆)p(∆)δ|∆|,|R|. (2)

Для целых разбиений ∆ = [µ1, . . . ] : µ1 > µ2 > · · · > 0 с
∑

j µj = |∆| моном
p(∆) ≡

∏
i pµi

=
∏

j p
mj

j . Далее мы также используем моном, нормированный иным
образом: если p(∆) =

∏
k p

mk

k , то

p̃ (∆) ≡
∏
k

1
mk!

(
pk

k

)mk

=
(∏

k

mk!kmk

)−1

p(∆).

В дальнейшем мы пользуемся тем же определением Ỹ (∆), чтобы определить моно-
мы для произвольной цепочки переменных {yk}. Определения χR(t) и dR = χR(tk =
δk,1) являются стандартными (см. п. 2.6 ниже).

Можно расширить определение ϕR(∆) на большие диаграммы R с |R| > |∆| сле-
дующим образом:

ϕR([∆, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

]) ≡


0, |∆|+ k > |R|,
ϕR([∆, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

|R|−|∆|

])Ck
|R|−|∆|, |∆|+ k 6 |R|. (3)

Здесь Ca
b = b!/(a!(b − a)!) – биномиальные коэффициенты, ∆ – диаграмма Юнга,

которая не содержит единиц, 1 /∈ ∆. При таком расширении определения можно
снять ограничение, что все |∆α| = q в (1).

1.2. Статсуммы Гурвица. Имеется два разных способа определять произво-
дящие функции чисел Гурвица (см. также в [26] другие производящие функции,
связанные с разбиениями). Во-первых, ϕR(∆) в (1) можно свернуть с p(∆) и кон-
вертировать в χR(t) при помощи (2). Во-вторых, ϕR(∆) может быть экспоненции-
рована. Это подразумевает следующее определение статсуммы Гурвица [23]:

Z(t, t′, t′′, . . . |β) ≡
∑
R

d2
R

χR(t)
dR

χR(t′)
dR

χR(t′′)
dR

. . . exp
(∑

∆

β∆ϕR(∆)
)
, (4)
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где сумма теперь берется по всем представлениям (диаграммам Юнга) R произволь-
ного размера |R|, β – набор констант, зависящих от диаграмм Юнга. Если только
переменная β[2], соответствующая диаграмме ∆ = [2], не равна нулю, это выражение
сводится к производящей функции N -чисел Гурвица. В частности [8], [9],

N = 1: Z(t|β) =
∑
R

dRχR(t)eβ2ϕR([2]) −→ Z(t|0) =
∑
R

dRχR(t) = et1 ,

N = 2: Z(t, t̄|β) =
∑
R

χR(t)χR(t̄)eβ2ϕR([2]) −→

−→ Z(t, t̄|0) =
∑
R

χR(t)χR(t̄) = exp
(∑

k

ktk t̄k

) (5)

являются соответственно τ -функциями Кадомцева–Петвиашвили (КП) и Тоды по
временам t и t, t̄ [27], [9], [19], [22], однако интегрируемость разрушается дляN > 3 [23].
Она также разрушается включением старших β∆ с |∆| > 3 [16], [20], [23]: чтобы
сохранить интегрируемость, нужно экспоненциировать казимировские собственные
значения CR(|∆|) [27] вместо ϕR(∆) ̸= CR(|∆|). Замена ϕR посредством CR в опреде-
лении статсумм была названа в работах [16], [20] переходом к пополненным циклам,
и статсумма Z получается из определенной таким образом τ -функции [27] действием
весьма замысловатых операторов B∆ (см. [23]).

Действительно, τ -функция КП Z(t|β) связывается [10], [19], [22] при помощи тех-
ники эквивалентных иерархий [28] с τ -функцией Концевича [29], и, следуя [22], мы
называем ее и ее дальнейшие обобщения (4) статсуммой Гурвица–Концевича. Это
замечательное соответствие позволяет применить хорошо развитую технику мат-
ричных моделей [29]–[35] к изучению чисел Гурвица. Настоящая статья развивает
частный пример [24] такого применения.

1.3. Общие операторы разрезания и склейки. Альтернативным образом
можно ввести β-деформации в статсумму с помощью операторов разрезания и склей-
ки (РС-операторы) Ŵ, которые являются дифференциальными операторами, дей-
ствующими на временны́е переменные {tk} (или, альтернативно, на {t′k} или {t′′k}),
причем характеры χR(t) являются их собственными значениями, а ϕR(∆) – соот-
ветствующими собственными функциями:

Ŵ(∆)χR(t) = ϕR(∆)χR(t). (6)

Тогда, как прямое следствие (6) и (4), имеем

Z(t, t′, . . . |β) = exp
(∑

∆

β∆Ŵ(∆)
)
Z(t, t′, . . . |0). (7)

В простейшем случае ∆ = [2] мы получаем стандартный РС-оператор [8]

Ŵ([2]) =
1
2

∞∑
a,b=1

(
(a+ b)papb

∂

∂pa+b
+ abpa+b

∂2

∂pa∂pb

)
=

=
1
2

∞∑
a,b=1

(
abtatb

∂

∂ta+b
+ (a+ b)ta+b

∂2

∂ta∂tb

)
, (8)
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который является генератором алгебры W3, отвечающим нулевой моде [36]: Ŵ([2]) =
Ŵ

(3)
0 . Алгебра W3 представляет собой часть универсальной обертывающей алгеб-

ры GL(∞) и является симметрией универсального грассманиана [37], [38]. Следо-
вательно, действие этого оператора сохраняет интегрируемость КП [37], [39], [28]
и деформирует интегрируемость Тоды [40] простым образом [27], [9].

Оператор (8) удобно переписывается [24] в терминах матричных переменных Ми-
вы X (в работе [24] матричные переменные обозначались через ψ),

pk = ktk = trXk, (9)

где X – (N ×N)-матрица,

Ŵ([2]) =
1
2
(trD̂2 −NtrD̂) =

1
2
:trD̂2:. (10)

Здесь мы использовали матричный оператор D̂ = X(∂/∂X̃) (включающий транс-
понированную матрицу X̃, что является стандартным в теории матричных моде-
лей [29]–[35]):

D̂ab ≡ Xac
∂

∂Xbc
(11)

(здесь и далее по повторяющимся индексам подразумевается суммирование), т.е. се-
мейство операторов [D̂ab, D̂cd] = D̂adδbc− D̂bcδad, действующих на алгебру функций,
генерированных Xab: D̂abXcd ≡ Xadδbc. Производные под знаком нормального упо-
рядочивания не действуют на X, даже стоящие справа от них, если они находятся
внутри того же знака нормального упорядочивания, что и производная. Иными
словами, все производные по X внутри знаков нормального упорядочивания могут
быть перенесены направо. Это эквивалентно взятию символа оператора.

Основная цель настоящей статьи – объяснить, что существует прямое обобщение
формулы (10) на все остальные операторы Ŵ(∆):

Ŵ(∆) = :D̃(∆):, (12)

где D̃(∆) составлен из операторов D̂k ≡ trD̂k в точности так же, как p̃ (∆) составлен
из временны́х переменных pk = ktk: D̃ (∆) ≡ (

∏
k mk!kmk)−1D̂mk

k . Заметим, что опе-
раторы D̂ab (11) реализуют регулярное представление алгебры gl. Коммутирующие
операторы Казимира, которые лежат в универсальной обертывающей алгебре gl,
могут быть реализованы как D̂k, причем характеры χR(t) группы GL являются их
собственными функциями [41], [42]. Поскольку все D̂k коммутируют друг с другом,
также коммутируют и все D̂(∆) и Ŵ(∆) (и их общая система собственных функций
по-прежнему задается характерами). Это позволяет выразить Z(t|β) через триви-
альную τ -функцию Z(t|0) = et1 :

Z(t|β) = exp
(∑

∆

β∆:D̃(∆):
)
Z(t|0). (13)
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Более того, с помощью тех же операторов могут быть введены дополнительные
наборы временны́х переменных, например1)

Z(t, t̄|β) ≈ : exp
(∑

k

t̄ktrD̂k

)
:Z(t|β). (14)

Это открывает возможность естественно включить статсуммы Гурвица в М-теорию
матричных моделей [35].

Кроме случая диаграммы ∆ = [2], нормальное упорядочивание делает четные
операторы Ŵ([k]) с однострочечной диаграммой Юнга ∆ = [k] нелинейной ком-
бинацией операторов Казимира, что выводит Ŵ(∆) из универсального грассма-
ниана [37], [38] и ведет к нарушению интегрируемости, обнаруженному в рабо-
тах [16], [20], [23].

Ограничивая набор {β∆} β-переменных в (13) до единственной переменной β[2] =
β, мы получаем представление для τ -функции Гурвица–Концевича Z(t|β), которое
являлось исходной точкой в работе [24] для вывода многообещающего матрично-мо-
дельного представления для этой функции. Она в действительности выражается
(все еще плохо понятым, но хорошо обоснованным способом [10], [19], [22]) через
стандартную τ -функцию кубической модели Концевича [29], [34].

РС-операторы Ŵ образуют коммутативную ассоциативную алгебру (см. п. 2.4.3):

Ŵ(∆1)Ŵ(∆2) =
∑
∆

C∆
∆1∆2

Ŵ(∆), (15)

со структурными константами, которые связаны с тройными числами Гурвица
Cov(∆1,∆2,∆3) (см. п. 1.4). Следовательно, эти числа Cov(∆1,∆2,∆3) могут аль-
тернативно изучаться в теории детских рисунков и функций Белого [43]. При
|∆1| = |∆2| = |∆| эти числа являются структурными константами c∆∆1∆2

центра
групповой алгебры симметрической группы S|∆|.

Уравнения (13) и (15) должны иметь интересное неабелево обобщение на случай
открытых чисел Гурвица [13], [14], [44], считающих накрытия римановых поверх-
ностей с границами, которые должны быть открытым струнным аналогом форму-
лы (13) из теории замкнутых струн.

1.4. Универсальные числа Гурвица и универсальная алгебра Гурвица.
Структурные константы C∆

∆1∆2
позволяют ввести универсальные числа Гурвица,

определенные для произвольных наборов диаграмм Юнга, не ограниченных усло-
вием |∆1| = · · · = |∆m|.

Рассмотрим векторное пространство Y , генерированное всеми диаграммами
Юнга. Соответствие ∆ 7→ Ŵ(∆) задает структуру коммутативной ассоциатив-
ной алгебры на Y , соответствующее умножение диаграмм Юнга мы обозначаем ∗.
Рассмотрим линейную форму l: Y → R, где l(∆) = 1/|∆|! для ∆ = [1, 1, . . . , 1] и
l(∆) = 0 для любых других диаграмм Юнга. Это определение мотивировано урав-
нением (72) из теории характеров (см. п. 2.7 ниже). Мы называем числом Гурвица
∆1,∆2, . . . ,∆m число

Cov(∆1,∆2, . . . ,∆m) = l(∆1 ∗∆2 ∗ · · · ∗∆m). (16)
1)Более аккуратное определение того, что обозначает ≈ в этом уравнении, см. в п. 2.8 ниже.
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Такие обобщенные числа Гурвица совпадают с классическими для |∆1| = |∆2| = · · ·
· · · = |∆m|, когда ограничение ∗-операции воспроизводит композицию ◦ сопряжен-
ных классов перестановок, рассмотренную в п. 2.2.

Симметрическая билинейная форма ⟨∆1,∆2⟩ = l(∆1 ∗∆2) невырожденна и инва-
риантна,

⟨∆1 ∗∆,∆2⟩ = ⟨∆1,∆2 ∗∆⟩ ∀∆ (17)

как следствие коммутативности и ассоциативности. Более того,∑
∆

C∆
∆1∆2

⟨∆,∆3⟩ = l(∆1 ∗∆2 ∗∆3), (18)

т.е.
C∆

∆1∆2
=

∑
∆3

G∆∆3 l(∆1 ∗∆2 ∗∆3), (19)

где G∆2∆3 – матрица, обратная к G∆1∆2 = ⟨∆1,∆2⟩.
Наконец, наша универсальная алгебра Гурвица РС-операторов свободно порож-

дается набором операторов Казимира и совпадает как векторное пространство с цен-
тром универсальной обертывающей алгебры gl(∞) (подробности см. в п. 2.5 ниже и
в работах [23], [42]).

2. КОММЕНТАРИИ

2.1. Числа Гурвица и счет накрытий. q-Листное накрытие Σ римановой по-
верхности Σ0 является проекцией π : Σ → Σ0, где почти все точки Σ0 имеют в точ-
ности q прообразов. Число прообразов уменьшается в конечном числе сингулярных
точек (ветвления) x1, . . . , xm ∈ Σ0. В действительности π−1(xα) является набором
точек y(α)

i ∈ Σ таких, что в окрестности каждой y(α)
i проекция π имеет вид

π : (x− xα) = (y − y
(α)
i )µ

(α)
i . (20)

Тогда с каждой сингулярной точкой ассоциируется целое разбиение q, которое мо-
жет быть упорядочено: ∆α : µ(α)

1 > µ
(α)
2 > · · · > 0, т.е. действительно является

диаграммой Юнга. Эта диаграмма ∆α называется типом точки ветвления xα.
Если взять несингулярную точку x∗ ∈ Σ0 и рассмотреть замкнутый путь C∗

в Σ0, который начинается и кончается в x∗, тогда q прообразов x∗ в Σ перестав-
ляются некоторым образом при движении вдоль C∗. Таким образом, с путем C∗
ассоциируется перестановка q переменных, т.е. накрытие определяет отображение
из фундаментальной группы π1(Σ0, x∗) в симметрическую группу (перестановок) Sq.
Изменение x∗ приводит к общему сопряжению всех перестановок, ассоциированных
с различными контурами, и само накрытие ассоциируется с сопряженными классами
отображений π1(Σ0, x∗) в Sq. В действительности обратное также почти верно: если
задано такое отображение, можно восстановить накрытие. Таким образом, перечис-
ление разветвленных накрытий становится чистой теоретико-групповой проблемой
и дает определение чисел Гурвица для римановой поверхности произвольного ро-
да g:

Covg
q(∆1, . . . ,∆m) =

∑ 1
|Aut(π)|

(21)
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– это число накрытий π с фиксированным набором сингулярных точек x1, . . . , xm

типов ∆1, . . . ,∆m, деленное на порядок группы автоморфизмов. Для краткости
мы полагаем Cov0

q = Covq. Сумма в (21) идет по всем возможным классам эквива-
лентности накрытий, и эквивалентность устанавливается наличием биголоморфного
отображения f : Σ → Σ′ такого, что π′ = f ◦ π.

Поскольку Covq(∆1, . . . ,∆m) является одновременно теоретико-групповым объ-
ектом, оно может быть также выражено в терминах симметрических групп, и такой
подход приводит к формуле (1). Обобщение на поверхность Σ0 произвольного рода
следует из топологической теории поля [45], [46] [3], [13]. Некоторое нетривиальное
обобщение на Σ0 с границами может быть найдено в работах [13], [14].

2.2. Перестановки, циклы и их композиции. РС-операторы выходят на
сцену, когда изучается слияние двух точек ветвления xα и xβ типов ∆α и ∆β . В ре-
зультате такого слияния возникает единственная сингулярная точка вместо двух,
но ее тип ∆ не определен однозначно типами ∆α и ∆β . Он зависит от действитель-
ного распределения прообразов y

(α)
i и y

(β)
j между листами накрытия, и по этому

распределению в определении чисел Гурвица идет суммирование.
Диаграмма Юнга ∆ отмечает элемент монодромии критического значения и со-

пряженный класс симметрической группы Sq. Когда две критические точки слива-
ются, результирующая монодромия является произведением двух первоначальных
монодромий.

Прежде чем исследовать умножение классов, рассмотрим умножение переста-
новок. Любая перестановка может быть представлена как произведение циклов.
К примеру, S3 состоит из шести элементов:

{123} −→ {123}, {132}, {213}, {321}, {231}, {312},

которые могут быть выражены через циклы как

123, 1(23), (12)3, (13)2, (132), (123)

соответственно. Обозначение (132) для цикла означает, что 1 → 3 → 2 → 1. Для
краткости мы пишем 123 вместо (1)(2)(3).

Диаграмма Юнга ∆ описывает класс сопряжения элементов группы. Мы обозна-
чаем тем же символом ∆ элемент групповой алгебры, равный сумме всех элементов
класса сопряжения (с единичными коэффициентами).

К примеру, диаграммы Юнга с тремя клетками отвечают трем классам сопряже-
ния этих перестановок следующим образом:

∆ = [1, 1, 1] = 123; ∆ = [2, 1] = 1(23), (12)3, (13)2; ∆ = [3] = (132), (123).

Соответствующие элементы групповой алгебры имеют вид

∆ = [1, 1, 1] = 123; ∆ = [2, 1] = 1(23)⊕ (12)3⊕ (13)2; ∆ = [3] = (132)⊕ (123).

Удобно определить ∥∆∥ как число различных перестановок в классе сопряжения ∆,
т.е. ∥3∥ = 2, ∥2, 1∥ = 3, ∥1, 1, 1∥ = 1.
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Подобным образом для S4 будет пять классов сопряжения, и соответствующие
элементы групповой алгебры суть

∆ = [4] = (1234)⊕ (1243)⊕ (1324)⊕ (1342)⊕ (1423)⊕ (1432), ∥4∥ = 3! = 6;

∆ = [3, 1] = (123)4⊕ (124)3⊕ (132)4⊕ (134)2⊕ (142)3⊕ (143)2⊕ 1(234)⊕ 1(243),

∥3, 1∥ = 8;

∆ = [2, 2] = (12)(34)⊕ (13)(24)⊕ (14)(23), ∥2, 2∥ = 3;

∆ = [2, 1, 1] = (12)34⊕ (13)24⊕ (14)23⊕ 1(23)4⊕ 1(24)3⊕ 12(34), ∥2, 1, 1∥ = 6;

∆ = [1, 1, 1, 1] = 1234, ∥1, 1, 1, 1∥ = 1.

Если мы теперь рассмотрим слияние двух точек ветвления, скажем с ∆ = [2, 1] и
∆′ = [3], мы должны будем увидеть, что получается, когда любая их трех переста-
новок из класса сопряжения ∆ = [2, 1] умножается на любую из двух перестановок
из ∆′ = [3]. Это описывается таблицей размера 3× 2:

[2, 1] ◦ [3] =
1(23)◦(132) 1(23)◦(123)
(12)3◦(132) (12)3◦(123)
(13)2◦(132) (13)2◦(123)

=
(13)2 (12)3
1(23) (13)2
(12)3 1(23)

= 2 · [2, 1], (22)

или просто

[2, 1] ◦ [3] =
(
1(23)⊕ (12)3⊕ (13)2

)
◦

(
(132)⊕ (123)

)
=

= 2 ·
(
1(23)⊕ (12)3⊕ (13)2

)
= 2 · [2, 1], (23)

где через “◦” мы обозначаем композицию перестановок. Как обычно, вторая пере-
становка действует первой, например {123} (132)−→ {132} 1(23)−→ {321} и результат такой

же, как {123} (13)2−→ {321}. Числа в обозначении перестановки отсылают к позициям,
а не к элементам: соотношение (12) переставляет объекты, стоящие на первой и
второй позициях, а не элементы 1 и 2.

Имея композицию перестановок, можно использовать соответствующие струк-
турные константы c∆

′′

∆∆′ ,
∆ ◦∆′ =

∑
∆′′

c∆
′′

∆∆′∆
′′, (24)

чтобы определить РС-операторы по следующему правилу:

Ŵ(∆)p̃ (∆′) =
∑
∆′′

c∆
′′

∆∆′ p̃ (∆′′). (25)

Соотношение (22) подразумевает, что определенный таким образом оператор Ŵ([2, 1])
содержит член вида

Ŵ([2, 1]) = 2 · ˜p([2, 1])
∂

∂p̃([3])
+ · · · = 3p1p2

∂

∂p3
+ · · · , (26)

где многоточие отвечает членам, обращающим в нуль p3.



ПОЛНЫЙ НАБОР ОПЕРАТОРОВ РАЗРЕЗАНИЯ И СКЛЕЙКИ 11

Подобным образом таблица умножения

[3] ◦ [2, 1] =
(132)◦1(23) (132)◦(12)3 (123)◦(13)2
(123)◦1(23) (123)◦(12)3 (123)◦(13)2

=
(12)3 (13)2 1(23)
(13)2 1(23) (12)3

=

= 2 · [2, 1] (27)

подразумевает, что

Ŵ([3]) = 2p1p2
∂2

∂p1 ∂p2
+ · · · , (28)

где на этот раз многоточие обозначает некоторые члены из аннигилятора p1p2
2).

Элементы групповой алгебры, которые соответствуют диаграммам Юнга, гене-
рируют центр групповой алгебры. В нашем примере можно видеть, что правые
стороны (27) и (22) одинаковы, как подразумевается коммутативностью центра.

Таким же образом можно проанализировать композицию любой другой пары
классов сопряжений и восстановить все члены в операторах Ŵ(∆). Можно про-
верить, что любое продолжение первого столбца в диаграмме Юнга не влияет на
РС-оператор:

Ŵ([∆, 1, 1, . . . , 1]) ∼= Ŵ(∆), (29)

если действует на подходящую величину в соответствии с (3) (подробнее см. п. 2.4.2).
Мы вкратце рассмотрим только еще один пример:

[2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q−2

] ◦ [3, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q−3

] =

(12)3456 . . . q ◦ (123)456 . . . q . . .

(13)2456 . . . q ◦ (123)456 . . . q
1(23)456 . . . q ◦ (123)456 . . . q
(14)2356 . . . q ◦ (123)456 . . . q

. . .

123(45)6 . . . q ◦ (123)456 . . . q
. . .

=

=

(13)2456 . . . q . . .

1(23)456 . . . q
(12)3456 . . . q
(1423)56 . . . q

. . .

(123)(45)6 . . . q
. . .

. (30)

Имеются ∥3, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q−3

∥ = 2C3
q = q(q − 1)(q − 2)/3 столбцов и ∥2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

q−2

∥ = C2
q =

q(q − 1)/2 строк в таблицах. Очевидно, каждый столбец второй, результирующей
таблицы содержит три элемента из класса [2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

q−2

], 3(q − 3) элементов из класса

2)Можно сравнить эту формулу с полным выражением (53). Коэффициент 2 в (28) возникает
из второго члена в (53) с abcd = 1212, 1221, 2112, 2121, и только два из этих четырех членов дают
вклад из-за фактора (1− δacδbd).
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[4, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q−4

] и (q − 3)(q − 4)/2 элементов из класса [3, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q−5

]. Таким образом,

[2, 1, . . . , 1] ◦ [3, 1, . . . , 1]
∥3, 1, . . . , 1∥

= 3 · [2, 1, . . . , 1]
∥2, 1, . . . , 1∥

+ 3(q − 3) · [4, 1, . . . , 1]
∥4, 1, . . . , 1∥

+

+
(q − 3)(q − 4)

2
· [3, 2, 1, . . . , 1]
∥3, 2, 1, . . . , 1∥

,

или

[2, 1, . . . , 1] ◦ [3, 1, . . . , 1] = 2(q − 2) · [2, 1, . . . , 1] + 4 · [4, 1, . . . , 1] + [3, 2, 1, . . . , 1]. (31)

Так как в этом примере оператор Ŵ([2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q−2

]) действует на p3p
q−3
1 , мы имеем

Ŵ([2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q−2

])p3p
q−3
1 =

1
2

(
6p1p2

∂

∂p3
+ 6p4

∂2

∂p1∂p3
+ p2

∂2

∂p2
1

+ · · ·
)
p3p

q−3
1 . (32)

Мы видим, что коэффициент перед членом p1p2(∂/∂p3) такой же, как в (26), в пол-
ном согласии с (29). Оба представления в (31) подразумевают тот же результат для
Ŵ([2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

q−2

]), поскольку

p̃ (∆) =
∥∆∥
|∆|!

p (∆) =
p(∆)

Aut(∆)
,

и обе формулы умножения могут быть использованы, чтобы выделить РС-оператор
из (25).

Таким образом, для композиции классов сопряжения получается

∆1 ◦∆2 =
∑

|∆|=|∆1|=|∆2|

c∆∆1∆2
·∆, (33)

где используется обозначение строчной буквой c, чтобы подчеркнуть, что мы имеем
дело с композицией перестановок в группе S|∆|, т.е. |∆| = |∆1| = |∆2|. Выше-
приведенные примеры демонстрируют, что даже в этом случае РС-оператор – это
не в точности

∑
|∆1|=|∆2| c

∆1
∆∆2

p̃(∆1) ∂/∂p̃(∆2), настоящая степень дифференциаль-
ного оператора, который удовлетворяет (25), может быть много меньше, чем та,
которая подразумевается этой формулой.

В действительности ограничение |∆′| = |∆| в (25) может быть легко преодоле-
но: можно расширить ∆ до диаграммы [∆, 1|∆

′|−|∆|], удлинняя первый столбец до
подходящей длины и определяя

Ŵ(∆)p̃ (∆′) = p̃
(
[∆, 1|∆

′|−|∆|] ◦∆′) =
∑

|∆′′|=|∆′|

c∆
′′

[∆,1|∆′|−|∆|] ∆′
p̃ (∆′′) при 1 /∈ ∆ (34)

и

Ŵ([∆, 1s])p̃ (∆′) =
∑

|∆′′|=|∆′|

(|∆′| − |∆|)!
s!(|∆′| − |∆| − s)!

c∆
′′

[∆,1|∆′|−|∆|] ∆′
p̃ (∆′′) при 1 /∈ ∆. (35)
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Композиция двух перестановок – цикла (123) с циклом шестого порядка.
В то же время эти диаграммы Фейнмана дают вклад в умножение нормально
упорядоченных матричных дифференциальных операторов Ŵ([3]) и Ŵ([6]).

Таким образом, РС-операторы могут быть определены как действующие на вре-
менны́е переменные произвольного уровня полностью в терминах структурных кон-
стант универсальной симметрической группы S(∞). Выражение (12), однако, обес-
печивает гораздо более явное и прозрачное альтернативное представление этих опе-
раторов, которое позволяет также расширить набор структурных констант S(∞),
снимая остающееся ограничение |∆′′| = |∆′|, все еще имеющееся в (34) и (35). Рас-
ширенные структурные константы C∆′′

∆∆′ описывают умножение универсальных опе-
раторов, определенных либо в (35), либо в (12).

2.3. Композиция перестановок и диаграммная техника Фейнмана. Ком-
позиция перестановок может вычисляться удобным образом при помощи простой
диаграммной техники Фейнмана. Она, с одной стороны, буквально отражает гео-
метрическое определение чисел Гурвица, а с другой стороны, эквивалентна описа-
нию при помощи дифференциальных операторов. Представим цикл (132) длины 3
ориентированным кругом в левой части диаграммы, а цикл длины 6 – другим ори-
ентированным кругом в ее правой части (см. рисунок). Само умножение представ-
ляется линиями, связывающими все выходящие линии левого круга с произвольно
выбранными тремя входящими линиями правого круга. В результате формируются
новые циклы – в точности один длины 6 для связывающих линий, как на левой
диаграмме, и три с длинами 1, 2 и 3, если одна из связывающих линий изменена,
как на правой диаграмме.

На этом рисунке мы имеем дело с ситуацией типа (123) ◦ (123456), когда пер-
вый цикл является подмножеством второго. Нужно только помнить, что вместе
с (123456) необходимо рассмотреть все 5! разных циклов, образованных теми же
шестью элементами, – и только две из этих 5! возможностей показаны на рисунке.
Чтобы получить наши операторы, нужно просуммировать по всем этим возможно-
стям. Нужно также добавить все остальные циклы: каждая диаграмма Юнга ∆
является набором нескольких циклов данной длины.

Преимущество такого графического представления состоит в том, что можно
дальше представлять такие рисунки – диаграммы Фейнмана – операторами. Это
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простейший путь получить соотношение (12), что сразу воспроизводит формулы (26)
и (28). Нормальное упорядочивание появляется, поскольку одна связывающая ли-
ния не может действовать на другую связывающую линию.

Эта диаграммная техника Фейнмана связывает геометрическую интерпретацию
чисел Гурвица, их комбинаторные выражения и нормально упорядоченные диффе-
ренциальные матричные операторы.

2.4. Алгебра РС-операторов.

2.4.1. Примеры нормального упорядочивания. Начнем с нескольких примеров,
иллюстрирующих роль нормального упорядочивания:

: tr D̂2: = tr D̂2 −N tr D̂ = tr(D̂ −N)D̂

или

tr D̂2 = : tr D̂2: +N tr D̂,

tr D̂3 = : tr D̂3: + 2N : tr D̂2: + :(tr D̂)2: +N2 tr D̂,

tr D̂4 = : tr D̂4: + 3N : tr D̂3: + 3 : tr D̂ tr D̂2: + (3N2 + 1) : tr D̂2: +

+ 3N : (tr D̂)2: +N3: tr D̂:,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Подобным образом

(tr D̂)2 = :(tr D̂)2: + tr D̂, (36)

(tr D̂2)2 = :(tr D̂2)2: + 2N : tr D̂ tr D̂2: + 4 : tr D̂3: +

+ 4N : tr D̂2: + (N2 + 2) : (tr D̂)2: +N2 tr D̂ (37)

и т.д.

2.4.2. Комментарий к формуле (29): вставка в РС-оператор дополнительного
оператора D̂1. Дадим полное описание нормального упорядочивания для неболь-
шого, но важного класса операторов, которые содержат степени D̂1 = tr D̂ =∑

a apa(∂/∂pa),

Ŵ([∆, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

]) =
1
k!

: ˜
D(∆)D̂k

1 : (38)

(предполагается, что ∆ содержит ровно k единиц). Более систематическое описание
см. в работе [42].

Следующие соотношения следуют прямо из определения нормального упорядо-
чивания:

:D̃(∆)D̂1: = :D̃(∆): D̂1 − |∆| :D̃(∆): = :D̃(∆): (D̂1 − |∆|),
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:D̃(∆)(D̂1)2: = :D̃(∆)D̂1: D̂1 − (|∆|+ 1) :D̃(∆)D̂1: = :D̃(∆)D̂1: (D̂1 − |∆| − 1) =

= :D̃(∆): (D̂1 − |∆|)(D̂1 − |∆| − 1), (39)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

:D̃(∆)(D̂1)k: = :D̃(∆):
k−1∏
i=0

(D̂1 − |∆| − i).

Это подразумевает, что при действии :D̃(∆): на некоторую величину веса |R|, к при-
меру на :D̃(R):, D̂1 действует умножением на |R|, и можно всегда подставить вместо
:D̃(∆):

1
(|R| − |∆|)!

:D̃(∆)(D̂1)|R|−|∆|: = :D([∆, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
|R|−|∆|

]): , 1 /∈ ∆, (40)

без изменения результата, в согласии с правилом (3) и с формулой (29).
Если Ŵ(∆) содержит операторы D̂1, это правило должно быть скорректировано

численным множителем: например, вместо :D̃([1]): можно подставить

1
(|R| − 1)!

:D̃([1])(D̂1)|R|−1: =
1

(|R| − 1)!
:(D̂1)|R|: = |R| : ˜(D̂1)|R|: =

= |R| :D([1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
|R|

]): , (41)

что содержит дополнительный множитель |R|, снова в согласии с (3).

2.4.3. Мультипликативная алгебра операторов Ŵ. Используя соотношения из
п. 2.4.1, мы можем теперь перемножать разные РС-операторы:

Ŵ(∆1)Ŵ(∆2) =
∑
∆

C∆
∆1∆2

Ŵ(∆). (42)

Заметим, что, в отличие от (33), нет ограничения на размеры диаграмм Юнга ∆1,
∆2 и ∆, имеется только правило отбора

max(|∆1|, |∆2|) 6 |∆| 6 |∆1|+ |∆2|. (43)

Тем не менее эти новые структурные константы при |∆1| = |∆2| = |∆| совпада-
ют со структурными константами алгебры классов сопряженности (33). Техника
диаграмм Фейнмана из п. 2.3 может рассматриваться как графическое представ-
ление равенства (42), в то время как выражение (25) для оператора Ŵ через вре-
менны́е переменные – как следствие равенства (42), спроецированного на подмно-
жество |∆1| = |∆2| = |∆|. В этом случае оно подразумевает, что

Ŵ(∆1)p̃ (∆2) =
∑
∆

C∆
∆1,∆2

p̃ (∆) = Ŵ(∆2)p̃ (∆1), |∆1| = |∆2|. (44)

Более того, в согласии с (6) собственные значения ϕR(∆) удовлетворяют той же
алгебре (42):

ϕR(∆1)ϕR(∆2) =
∑
∆

C∆
∆1∆2

ϕR(∆). (45)
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Структурные константы в этом соотношении не зависят от R, что не так очевидно,
если находить ϕR(∆) из разложения характеров (2). Это можно явно проверить для
первых нескольких ϕR(∆), используя приведенную здесь таблицу для них (ϕR(∆)
отличается множителем от характера симметрической группы [25]).

R
∆

1 2 11 3 21 111 4 31 22 211 1111 5 41 32 311 221 2111 11111

1 1

2 2 1 1

11 2 −1 1

3 3 3 3 2 3 1

21 3 0 3 −1 0 1

111 3 −3 3 2 −3 1

4 4 6 6 8 12 4 6 8 3 6 1

31 4 2 6 0 4 4 −2 0 −1 2 1

22 4 0 6 −4 0 4 0 −4 3 0 1

211 4 −2 6 0 −4 4 2 0 −1 −2 1

1111 4 −6 6 8 −12 4 −6 8 3 −6 1

5 5 10 10 20 30 10 30 40 15 30 5 24 30 20 20 15 10 1

41 5 5 10 5 15 10 0 10 0 15 5 −6 0 −5 5 0 5 1

32 5 2 10 −4 6 10 −6 −8 3 6 5 0 −6 4 −4 3 2 1

311 5 0 10 0 0 10 0 0 −5 0 5 4 0 0 0 −5 0 1

221 5 −2 10 −4 −6 10 6 −8 3 −6 5 0 6 −4 −4 3 −2 1

2111 5 −5 10 5 −15 10 0 10 0 −15 5 −6 0 5 5 0 −5 1

11111 5 −10 10 20 −30 10 −30 40 15 −30 5 24 −30 −20 20 15 −10 1

2.4.4. Примеры структурных констант. Теперь мы дадим несколько явных при-
меров умножения (42) – таблицу умножения, ограниченную на случай, когда |∆| 6 4;
многие из них – прямые следствия соотношений из п. 2.4.2. Заметим, что явная за-
висимость от N , которая появлялась в нормально упорядоченных произведениях
в п. 2.4.1, исчезает при рассмотрении произведений нормально упорядоченных опе-
раторов Ŵ:

Ŵ([1])Ŵ([1]) = Ŵ([1]) + 2Ŵ([1, 1]);

Ŵ([1])Ŵ([2]) = 2Ŵ([2]) + Ŵ([2, 1]),

Ŵ([1])Ŵ([1, 1]) = 2Ŵ([1, 1]) + 3Ŵ([1, 1, 1]);
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Ŵ([1])Ŵ([3]) = 3Ŵ([3]) + Ŵ([3, 1]),

Ŵ([1])Ŵ([2, 1]) = 3Ŵ([2, 1]) + 2Ŵ([2, 1, 1]),

Ŵ([1])Ŵ([1, 1, 1]) = 3Ŵ([1, 1, 1]) + 4Ŵ([1, 1, 1, 1]);

Ŵ([1])Ŵ([4]) = 4Ŵ([4]) + Ŵ([4, 1]),

Ŵ([1])Ŵ([3, 1]) = 4Ŵ([3, 1]) + 2Ŵ([3, 1, 1]),

Ŵ([1])Ŵ([2, 2]) = 4Ŵ([2, 2]) + Ŵ([2, 2, 1]),

Ŵ([1])Ŵ([2, 1, 1]) = 4Ŵ([2, 1, 1]) + 3Ŵ([2, 1, 1, 1]),

Ŵ([1])Ŵ([1, 1, 1, 1]) = 4Ŵ([1, 1, 1, 1]) + 5Ŵ([1, 1, 1, 1, 1]);

Ŵ([1, 1])Ŵ([2]) = Ŵ([2]) + 2Ŵ([2, 1]) + Ŵ([2, 1, 1]),

Ŵ([1, 1])Ŵ([1, 1]) = Ŵ([1, 1]) + 6Ŵ([1, 1, 1]) + 6Ŵ([1, 1, 1, 1]),

Ŵ([2])Ŵ([2]) = Ŵ([1, 1]) + 3Ŵ([3]) + 2Ŵ([2, 2]);

Ŵ([1, 1])Ŵ([3]) = 3Ŵ([3]) + 3Ŵ([3, 1]) + Ŵ([3, 1, 1]),

Ŵ([1, 1])Ŵ([2, 1]) = 3Ŵ([2, 1]) + 6Ŵ([2, 1, 1]) + Ŵ([2, 1, 1, 1]),

Ŵ([1, 1])Ŵ([1, 1, 1]) = 3Ŵ([1, 1, 1]) + 12Ŵ([1, 1, 1, 1]) + 10Ŵ([1, 1, 1, 1, 1]),

Ŵ([2])Ŵ([3]) = Ŵ([3, 2]) + 4Ŵ([4]) + 2Ŵ([2, 1]),

Ŵ([2])Ŵ([2, 1]) = 2Ŵ([2, 2, 1]) + 3Ŵ([3, 1]) + 4Ŵ([2, 2]) + 3Ŵ([3]) + 3Ŵ([1, 1, 1]),

Ŵ([2])Ŵ([1, 1, 1]) = Ŵ([2, 1]) + 2Ŵ([2, 1, 1]) + Ŵ([2, 1, 1, 1]),

где подчеркнуты компоненты, удовлетворяющие условиям |∆1| = |∆2| = |∆|, кото-
рые диктуются композициями перестановок (формула (33)).

2.5. От оператора D̂ к дифференциальным операторам во временны́х
переменных. Один путь выразить операторы Ŵ через временны́е переменные уже
дан в формуле (12). Однако значительно проще выделить такие выражения прямо
из соотношения (25), т.е. делая обратное преобразование Мивы от матричной пере-
менной X к временам pk = trXk. Это делается по простому правилу: при действии
на функцию временны́х переменных производные по X дают

D̂abF (p) = Xac
∂

∂Xbc
F (p) =

∞∑
k=1

k(Xk)ab
∂F (p)
∂pk

. (46)

Далее операторы D̂ действуют как на переменную X, которая появилась на первом
шаге, так и на остающуюся функцию временны́х переменных:

D̂a′b′D̂abF (p) =
∞∑

k,l=1

kl(X l)a′b′(Xk)ab
∂2F (p)
∂pk ∂pl

+
∞∑

k=1

k−1∑
j=0

k(Xj)ab′(Xk−j)a′b
∂F (p)
∂pk

, (47)
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где мы использовали тот факт, что

D̂a′b′(Xk)ab = Xa′c′
∂

∂Xb′c′
(Xk)ab =

k−1∑
j=0

Xa′c′(Xj)ab′(Xk−j−1)c′b =

=
k−1∑
j=0

(Xj)ab′(Xk−j)a′b. (48)

Заметим, что степень X во втором множителе в правой части (48) никогда не равна
нулю, в то время как в первом множителе она может обращаться в нуль. Если
мы рассмотрим нормально упорядоченное произведение операторов вместо (47), эта
степень должна быть ненулевой:

:D̂a′b′D̂ab:F (p) =
∑

k

(
k

k−1∑
j=1

(Xj)ab′(Xk−j)a′b

)
∂F (p)
∂pk

+

+
∑
k,l

kl(Xk)ab(X l)a′b′
∂2F (p)
∂pk ∂pl

. (49)

Это как раз то свойство, которое гарантирует, что возможная зависимость от N

исчезает из формул, как это и должно быть для операторов, которые можно выра-
зить в терминах временны́х переменных и которые тем самым не зависят от деталей
преобразования Мивы (для которого N является дополнительным параметром).

Приведем первые несколько примеров РС-операторов в терминах временны́х пе-
ременных:

Ŵ([1]) = tr D̂ =
∑
k=1

kpk
∂

∂pk
, (50)

Ŵ([2]) =
1
2

: tr D̂2: =
1
2

∞∑
a,b=1

(
(a+ b)papb

∂

∂pa+b
+ abpa+b

∂2

∂pa ∂pb

)
, (51)

Ŵ([1, 1]) =
1
2!

:(tr D̂)2: =
1
2

( ∞∑
a=1

a(a− 1)pa
∂

∂pa
+

∞∑
a,b=1

abpapb
∂2

∂pa ∂pb

)
, (52)

Ŵ([3]) =
1
3

: tr D̂3: =
1
3

∞∑
a,b,c>1

abcpa+b+c
∂3

∂pa ∂pb ∂pc
+

+
1
2

∑
a+b=c+d

cd(1− δacδbd)papb
∂2

∂pc ∂pd
+

+
1
3

∑
a,b,c>1

(a+ b+ c)(papbpc + pa+b+c)
∂

∂pa+b+c
, (53)
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Ŵ([2, 1]) =
1
2

: tr D̂2 tr D̂: =
1
2

∑
a,b>1

(a+ b)(a+ b− 2)papb
∂

∂pa+b
+

+
1
2

∑
a,b>1

ab(a+ b− 2)pa+b
∂2

∂pa ∂pb
+

+
1
2

∑
a,b,c>1

(a+ b)cpapbpc
∂2

∂pa+b ∂pc
+

+
1
2

∑
a,b,c>1

abcpapb+c
∂3

∂pa ∂pb ∂pc
, (54)

Ŵ([1, 1, 1]) =
1
3!

:(tr D̂)3: =
1
6

∑
a>1

a(a− 1)(a− 2)pa
∂

∂pa
+

+
1
4

∑
a,b

ab(a+ b− 2)papb
∂2

∂pa ∂pb
+

+
1
6

∑
a,b,c>1

abcpapbpc
∂3

∂pa ∂pb ∂pc
. (55)

Как и следовало ожидать из (39) и (41), из этих формул вытекает, что

Ŵ([1, 1]) =
1
2
Ŵ([1])(Ŵ([1])− 1),

Ŵ([2, 1]) = Ŵ([2])(Ŵ([1])− 2),

Ŵ([1, 1, 1]) =
1
6
Ŵ([1])(Ŵ([1])− 2)(Ŵ([1])− 1).

(56)

Явные выражения для старших операторов быстро становятся гораздо более
сложными. Однако имеется более компактное представление для операторов: бу-
дучи выраженными через времена, эти операторы в действительности составлены
из тока скалярного поля

∂Φ(z) =
∑

k

(
ktkz

k +
1
zk

∂

∂tk

)
=

∑
k

(
pkz

k +
k

zk

∂

∂pk

)
(57)

и из дополнительного оператора дилатации

R̂ =
(
z
∂

∂z

)2

(58)

(дальнейшие детали см. в работах [23], [42], здесь мы даем лишь первые несколько
примеров).

Нормальное упорядочивание в этих формулах означает, что все множители p

стоят слева от ∂/∂p-факторов, и мы не берем p-производные от p при построении
оператора из ∂Φ(z). Нижний индекс 0 означает, что нужно взять коэффициент
перед z0 в ряде по z. Поскольку добавление единицы к диаграмме Юнга является
тривиальной процедурой, как мы только что видели, мы приводим здесь только
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операторы, отвечающие диаграммам Юнга без единиц [42]:

Ŵ([1]) = Ĉ1,

Ŵ([2]) =
1
2
Ĉ2,

Ŵ([3]) =
1
3
Ĉ3 −

1
2
Ĉ2

1 +
1
3
Ĉ1,

Ŵ([2, 2]) =
1
8
Ĉ2

2 −
1
2
Ĉ3 +

1
2
Ĉ2

1 −
1
4
Ĉ1,

Ŵ([4]) =
1
4
Ĉ4 − Ĉ1Ĉ2 +

5
4
Ĉ1,

(59)

где операторы Казимира [42] имеют вид

Ĉ1 =
1
2

:[(∂Φ)2]0:,

Ĉ2 =
1
3

:[(∂Φ)3]0:,

Ĉ3 =
1
4

:[(∂Φ)4 + ∂Φ(R̂∂Φ)]0:,

Ĉ4 =
1
5

:
[
(∂Φ)5 +

5
2
(∂Φ)2(R̂∂Φ)

]
0

:,

Ĉk =
1

k + 1
:
[
(∂Φ)k+1 +

(k + 1)!
4!(k − 2)!

(∂Φ)k−1(R̂∂Φ) + · · ·
]
0

:.

2.6. Характеры группы GL(∞). Характеры χR(t) группы GL определяются
первой детерминантной формулой Вейля

χR(t) = det
ij
sµi+j−i(t), (60)

где sk(t) – полиномы Шура,

exp
(∑

k

tkz
k

)
=

∑
k

sk(t)zk. (61)

В результате преобразования Мивы pk = ktk = trXk те же характеры выражаются
через собственные значения матрицы X при помощи второй формулы Вейля:

χR[X] = χR

(
tk =

1
k

trXk

)
=

detij x
µj−j
i

detij x
−j
i

. (62)

Разложение χR(t) по степеням p определяет коэффициенты ϕR(∆) согласно фор-
муле (2) для |R| = |∆| и по формуле (3) для всех остальных ∆. В формуле (2)
параметр dR является значением характера в точке tk = δk,1,

dR = χR(δk1), (63)

и дается формулой крюков

dR =
∏

все клетки R

1
длина крюка

=

∏|R|
i<j=1(µi − µj − i+ j)∏|R|

i=1(µi + |R| − i)!
. (64)
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На характерах можно также ввести естественное скалярное произведение

⟨χR(t), χR′(t)⟩ = δRR′ , (65)

явно заданное формулой

⟨A(t), B(t)⟩ ≡ A

(
∂

∂p

)
B(t)

∣∣∣∣
tk=0

. (66)

В частности,

⟨p(∆), p̃(∆′)⟩ = δ∆∆′ . (67)

Эти формулы вместе с (2) непосредственно приводят к обратному разложению

p̃(∆) =
∑
R

dRϕR(∆)χR(t)δ|∆|,|R|. (68)

Таким образом, формула (6) дает действительно исчерпывающее альтернативное
описание операторов Ŵ(∆), и можно проверить, что (12) действительно удовлетво-
ряет этому определению (см. п. 2.7 и [23], [42]). Эквивалентность двух определе-
ний (25) и (6) следует из формулы (1).

2.7. Вывод формулы (6) из (12). Идея прямого вывода (6) из (12) состоит
в следующем. Рассмотрим для простоты диаграмму Юнга ∆, которая не содержит
единиц (расширение на общий случай делается непосредственно). Очевидно,

:D̃(∆): et1 = :D̃(∆): etr X = p̃(∆)et1 . (69)

Поскольку

et1 =
∑
R

dRχR(t), (70)

отсюда следует, что ∑
R

dR :D̃(∆):χR(t) = p̃(∆)et1 . (71)

Правая часть этой формулы может быть переписана c использованием (68) и (3)
как

∑
k

p̃(∆)
tk1
k!

=
∑

k

p([∆, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

]) =

=
∑

k

∑
R:|R|=|∆|+k

dRϕR(∆)χR =
∑
R

dRϕR(∆)χR, (72)

и это соотношение вместе с (71) и с тем фактом, что χR(t) являются собственными
функциями :D̃(∆):, приводит в конце концов к (6).
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2.8. Комментарий к формуле (14). Имеются отклонения от наивной форму-
лы (14), которые возникают, поскольку нужно аккуратно налагать условие |∆| = R

в (2) при переходе от ϕR(∆) в (1) к характерам χR(t′) в (4):

Z(t, t′, . . . ) =
∑

q

{ ∑
∆,∆′

p(∆)p′(∆′)δ|∆|,qδ|∆′|,qCovq(∆,∆′, . . . )
}

=

=
∑
R

χR(t)χR(t′) . . . (73)

или альтернативно

Z(t, t′, . . . ) =
∑
∆′,R

dRχR(t)ϕR(∆)p′(∆) . . . δ|∆|,|R| =

=
∮

dz

z

∑
∆,R

dRχR(t)ϕR(∆)p′(∆)z|∆|−|R| . . . =

=
∮
dz

z

∑
∆

z|∆|p′(∆) :D̃(∆):
∑
R

dRχR(t)z|R| . . . =

=
∮

dz

z
: exp

( ∞∑
k=1

zkt′kD̂k

)
:
∑
R

dRχR(t)z|R| . . . .

Это полная (корректная) версия формулы (14). Если рассматривается Z(t, t′|0),
тогда сумма по R равна et1/z, и мы получаем в качестве простейшего примера

Z(t, t′|0) =
∮

dz

z
: exp

( ∞∑
k=1

zkt′kD̂k

)
:et1/z =

= exp
(∑

k

ktkt
′
k

) ∮
dz

z
et1/z = exp

(∑
k

ktkt
′
k

)
. (74)

Обобщения проводятся легко. Если рассматривать многократные числа Гурви-
ца с большим числом наборов переменных t, то нужно учитывать дополнительные
δ-функции и интегралы по z.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

РС-оператор общего вида Ŵ(∆) ассоциируется с произвольной диаграммой Юн-
га ∆ и может быть определен двумя альтернативными способами.

При первом способе РС-оператор определяется через характеры требованием,
чтобы выполнялось соотношение

Ŵ(∆)χR(t) = ϕR(∆)χR(t) (75)

для любой диаграммы Юнга R. Тогда статсумма Гурвица, скажем, для двух набо-
ров времен равна

Z(t, t̄|β) ≡
∑
R

χR(t)χR(t̄) exp
(∑

∆

β∆ϕR(∆)
)

= exp
(∑

∆

β∆Ŵ(∆)
)
Z(t, t̄|0), (76)
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где

Z(t, t̄|0) =
∑
R

χR(t)χR(t̄) = exp
(∑

k

ktk t̄k

)
= exp

(∑
k

1
k
pkp̄k

)
.

Гурвицевская τ -функция Тоды [27], [9] для двойных чисел Гурвица

Z(t, t̄|β) =
∑
R

χR(t)χR(t̄)eβ2ϕR([2]) = eβ2Ŵ([2])Z(t, t̄, 0)

является частным случаем, а τ -функция КП Гурвица–Концевича для однократных
(или обычных ) чисел Гурвица – ее дальнейшим ограничением на t̄k = δk,1. Ин-
тегрируемость в этих двух примерах имеется, поскольку простейший РС-оператор
Ŵ([2]) совпадает со вторым оператором Казимира, а интегрируемость имеет место,
когда любая комбинация операторов Казимира действует на τ -функцию [27]. Она,
однако, нарушается общими РС-операторами с |∆| > 3. Конечно, можно ассоци-
ировать β-переменные с некоторой новой интегрируемой структурой, отраженной
в коммутативности операторов Ŵ(∆),

[Ŵ(∆1), Ŵ(∆2)] = 0 ∀∆1,∆2. (77)

Однако нет никакого очевидного способа связать эту интегрируемость с индуци-
рованными теорией групп билинейными соотношениями типа Хироты [47], и даже
меньше шансов есть на то, что она как-то индуцирована представлением Û(1) в ви-
де свободных фермионов (эти две черты встроены в определение интегрируемых
иерархий типа КП или Тоды).

При втором способе РС-оператор определяется через перестановки и циклические
декомпозиции. Это проблема, напрямую связанная со слиянием точек ветвления
гурвицевского накрытия. Центральная формула здесь (25),

∆ ◦ P(p) = Ŵ(∆)P(p), (78)

и в п. 2.2 мы объяснили, как оператор Ŵ(∆) явно восстанавливается из знания
композиций перестановок.

Оба эти определения, условия (75) и (78), явно решаются формулой (12) – пря-
мым обобщением представления простейшего РС-оператора Ŵ([2]) из работы [24].
Первые несколько операторов этого набора приведены в п. 2.5.

Эти операторы образуют коммутативную ассоциативную алгебру

Ŵ(∆1)Ŵ(∆2) =
∑
∆

C∆
∆1∆2

Ŵ(∆). (79)

Мы называем ее универсальной алгеброй Гурвица, поскольку она позволяет опре-
делить универсальные числа Гурвица для произвольного набора диаграмм Юнга,
не обязательно одного и того же размера. А именно, с учетом (43) формула (1)
позволяет определить число Гурвица как

Cov(∆1, . . . ,∆m) =
∑
∆

C∆
∆1...∆m

(∑
R

d2
Rϕ(∆)

)
, (80)
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где C – комбинация структурных констант, например

C∆
∆1...∆m

=
∑

∆a,∆b,...,∆c

C∆a

∆1∆2
C∆b

∆a∆3
. . . C∆

∆c∆m
(81)

(порядок спаривания в действительности несуществен из-за ассоциативности и ком-
мутативности алгебры). Таким образом, вычисление чисел Гурвица сводится к вы-
числению единственной формы на линейной алгебре диаграмм Юнга

∑
R

d2
RϕR(∆) =


0, ∆ содержит более одного столбца,
1
n!
, ∆ = [1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

]. (82)

Тот факт, что форма обращается в нуль всюду, кроме одностолбцовых диаграмм,
является прямым следствием фундаментального правила сумм (70).

Подробнее с описанием в терминах характеров и с аспектами, связанными с инте-
грируемостью проблемы, можно ознакомиться в статьях [23], [42]. Все приведенные
здесь и в работах [23], [42] соотношения заслуживают лучшего понимания. Особый
интерес представляют изучение τ -функции КП Гурвица в терминах матричных мо-
делей [24], его приложение (с использованием [35]) к пониманию мистической связи
твистования τ -функции КП Гурвица и τ -функции Концевича [10], [19], [22] и даль-
нейшее неабелево обобщение всего данного формализма на числа Гурвица для на-
крытий римановых поверхностей с границами [14] (например, диск вместо римано-
вой сферы).
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