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Согласно теореме Банаха любое сжимающее
отображение полного метрического пространства
в себя имеет единственную неподвижную точку.
Этот классический результат, имеющий много�
численные приложения [10, 13], обобщался в
рамках теории метрических пространств в раз�
личных направлениях, среди которых отметим [2,
11] (и ссылки в этих работах). В том случае, когда
нормы на линейных пространствах заданы неяв�
но (как, например, в теории пространств Орлича
и теории модулярных пространств [14, 15]), обоб�
щения теоремы Банаха получены в [1, 12]. 

Цель настоящей работы – представить резуль�
тат о существовании неподвижных точек для не�
линейных отображений в контексте теории мет�
рических модуляр [5–7], развивающей одновре�
менно и теорию модулярных пространств над
линейными пространствами, и теорию метриче�
ских пространств. В этом случае (модулярное)
сжатие касается не расстояний между точками
пространства, а некоторых обобщенных усред�
ненных скоростей, соответствующих заданным
модулярам. Кроме того, возникает новое понятие
модулярной сходимости на модулярных множе�
ствах, которое значительно слабее, чем метриче�
ская сходимость. 

В разделе 1 приводятся основные факты, каса�
ющиеся модулярных (метрических) пространств.
В разделе 2 определяется новое понятие модуляр�
ной сходимости и устанавливается необходимое и
достаточное условие на модуляру, при котором
модулярная сходимость эквивалентна метриче�
ской сходимости (лемма 2). В разделе 3 вводится
понятие модулярно сжимающих отображений,
изучается их связь с непрерывными по Липшицу
отображениями относительно соответствующих
метрик (теорема 1) и формулируется централь�
ный результат работы о существовании непо�
движных точек модулярно сжимающих отобра�
жений (теорема 2). Наконец, в разделе 4 приво�

дится приложение теоремы 2 к существованию
решений дифференциальных уравнений типа Ка�
ратеодори с правой частью из пространства Ор�
лича. 

1. МОДУЛЯРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Приведем основные определения, обозначе�
ния и вспомогательные факты из работ [5, 7], не�
обходимые для дальнейшего. 

Модулярой на непустом множестве X называ�
ется однопараметрическое семейство w = {wλ}λ > 0

отображений вида wλ: X × X → [0, ∞] при λ ∈ (0, ∞),
удовлетворяющее для всех x, y, z ∈ X следующим
трем условиям:

(i) x = y тогда и только тогда, когда wλ(x, y) = 0
для всех λ > 0;

(ii) wλ(x, y) = wλ(y, x) для всех λ > 0;

(iii) wλ + μ(x, y) ≤ wλ(x, z) + wμ(y, z) для всех λ, μ > 0.

Модуляра w на X называется:
a) строгой, если в дополнение к (i) из условия

wλ(x, y) = 0 хотя бы при одном λ > 0 следует, что
x = y; 

б) выпуклой, если вместо неравенства в (iii)
для всех λ, μ > 0 и x, y, z ∈ X выполняется неравен�
ство

(iv) wλ + μ(x, y) ≤ wλ(x, z) + wμ(y, z).

Например, если (X, d) – метрическое про�
странство с метрикой d, то семейство w = {wλ}λ > 0,

определенное правилом wλ(x, y) =  для всех

x, y ∈ X, является строгой выпуклой модулярой на
X, которую естественно интерпретировать как по�
ле абсолютных значений средних скоростей между
точками x и y. В общем случае модуляра представ�
ляет собой некоторое семейство обобщенных (не�
классических) средних скоростей: если wλ(x, y) = ∞
при λ ≤ d(x, y) и wλ(x, y) = 0 при λ > d(x, y), то w =
= {wλ}λ > 0 есть нестрогая модуляра на X. Много�
численные примеры (выпуклых) модуляр приве�
дены в [4–7], а также в разделе 4. 
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Основным свойством модуляры w на X являет�
ся невозрастание функции λ � wλ(x, y) на (0, ∞)
при любых x, y ∈ X, а в случае выпуклой модуляры
еще и функции λ � λwλ(x, y), так что в [0, ∞] су�
ществуют предел справа wλ + 0(x, y) и предел слева
wλ – 0(x, y), которые связаны соотношениями
wλ + 0(x, y) ≤ wλ(x, y) ≤ wλ – 0(x, y) [7]. 

Зафиксируем элемент x0 ∈ X произвольным
образом. Модулярными пространствами (вокруг
x0) называются следующие два множества: 

и 

Ясно, что Xw ⊂  (вообще говоря, включение
строгое), а в случае выпуклой модуляры w на X эти
пространства совпадают. В [5–7] показано, что Xw

является метрическим пространством относитель�
но (неявно заданной) метрики dw(x, y) = inf{λ > 0:
wλ(x, y) ≤ λ} для x, y ∈ Xw; в случае выпуклой моду�

ляры w на X метрику на  = Xw можно опреде�

лить по правилу (x, y) = inf{λ > 0: wλ(x, y) ≤ 1}

для x, y ∈ . 

Обычно проверка аксиом модуляры (i)–(iv) не
является трудной, что позволяет эффективно
определять нетривиальные метрики в различных
функциональных пространствах по указанным
выше формулам [5–7]. В следующем разделе бу�
дет показано, что модуляра позволяет определить
новый тип сходимости, более слабой, чем сходи�
мость по метрике. 

2. МОДУЛЯРНАЯ СХОДИМОСТЬ 

Известно [7], что если w – выпуклая модуляра
на множестве X, {xn} – последовательность в  и

x ∈ , то условие (xn, x) = 0 эквивалентно

условию (xn, x) = 0 для всех λ > 0 (подобное

утверждение справедливо для любой модуляры w,
если выше заменить  на Xw и  – на dw).
Ослабление понятия метрической сходимости
возникает, если потребовать выполнения условия
справа в утверждении выше не для всех, а лишь
для некоторых λ > 0. 

Пусть w – модуляра на X. Последовательность
{xn} из  называется модулярно сходящейся к эле�
менту x ∈ X, если найдется такое число λ = λ({xn},

x) > 0, что (xn, x) = 0 (в краткой записи xn  x).

Xw x X: wλ x x0,( )
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lim 0=∈{ }=
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Xw* dw*

Xw*

wλ
n ∞→
lim →w

Любой такой элемент x называется модулярным
пределом {xn}. 

Л е м м а  1. Для модуляры w на X имеем:

a) модулярные пространства Xw и  замкнуты
относительно модулярной сходимости (т.е. если
{xn} лежит в Xw или , x ∈ X и xn  x, то соответ+

ственно x ∈ Xw или x ∈ );

б) если w – строгая модуляра на X, то модуляр+
ный предел определен однозначно (если существу+
ет). 

В следующей лемме выявлены условия, при
которых сходимость относительно метрики (dw

или ) эквивалентна модулярной сходимости. 

Л е м м а  2. Метрическая сходимость на 
(относительно dw для модуляры w и относительно

 в случае выпуклой модуляры w) совпадает с мо+
дулярной сходимостью тогда и только тогда, когда
модуляра w удовлетворяет следующему Δ2�условию:

если {xn} ⊂ , x ∈  и λ > 0 – такое, что

(xn, x) = 0, то (xn, x) = 0. 

Аналогом полноты метрического простран�
ства в контексте модулярной сходимости являет�
ся следующее понятие. 

Модулярное пространство  называется мо�

дулярно полным, если из условий {xn} ⊂  и

(xn, xm) = 0 при некотором λ > 0 вытекает,

что существует элемент x ∈ , для которого

(xn, x) = 0. 

3. МОДУЛЯРНО СЖИМАЮЩИЕ 
ОТОБРАЖЕНИЯ 

Прежде всего опишем в терминах модуляры w на
множестве X непрерывные по Липшицу в метриках
dw и  отображения T:  → . Пусть k > 0 – не�

которая постоянная и x, y ∈ . 

Те о р е м а  1. a) Условие dw(Tx, Ty) ≤ kdw(x, y)
эквивалентно условию wkλ + 0(Tx, Ty) ≤ kλ для всех
λ > 0, таких что wλ(x, y) ≤ λ;

б) Для выпуклой модуляры w на X имеем: (Tx,

Ty) ≤ k (x, y) тогда и только тогда, когда
wkλ + 0(Tx, Ty) ≤ 1 для всех тех λ > 0, для которых
wλ(x, y) ≤ 1. 

Отсюда, в частности, вытекает, что если wkλ(Tx,
Ty) ≤ kwλ(x, y) для всех λ > 0, то dw(Tx, Ty) ≤ kdw(x, y),
а для выпуклой модуляры w имеем: если wkλ(Tx,

Ty) ≤ wλ(x, y) для всех λ > 0, то (Tx, Ty) ≤ k (x, y). 
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В следующем определении дается развитие по�
нятия сжимающего отображения на случай отоб�
ражений в модулярных пространствах. 

Пусть w – модуляра на X. Отображение T:  →

→  называется модулярно сжимающим (силь�
но модулярно сжимающим), если существуют по�
стоянные 0 < k < 1 и λ0 > 0, такие что wkλ(Tx, Ty) ≤
≤ wλ(x, y) (соответственно wkλ(Tx, Ty) ≤ kwλ(x, y))

для всех 0 < λ ≤ λ0 и x, y ∈ . 

Центральный результат работы – следующая
теорема о существовании неподвижных точек для
модулярно сжимающих отображений. 

Те о р е м а  2. Пусть w – строгая выпуклая моду+
ляра на множестве X, такая что  модулярно полно,

и T:  →  – модулярно сжимающее отображение,

для которого при любом λ > 0 найдется xλ ∈ , такое
что wλ(xλ, Txλ) < ∞.

Тогда T имеет неподвижную точку, т.е. Tx∗ = x∗
для некоторого x∗ ∈ . Если в дополнение модуля+

ра w принимает лишь конечные значения на (0, ∞) ×
×  × , то последнее предположение относи+
тельно T излишне, неподвижная точка x∗ отобра+

жения T определена однозначно и для любого  ∈ 

последовательность итераций {Tn  модулярно
сходится к x∗. 

Эта теорема остается справедливой, если заме�
нить термины “строгая выпуклая модуляра” на
“строгая модуляра” и “модулярно сжимающее
отображение” – на “сильно модулярно сжимающее
отображение”. Одно из приложений теоремы 2
приведено в следующем разделе. 

4. ПРИЛОЖЕНИЕ 

Пусть ϕ: [0, ∞) → [0, ∞) – выпуклая функция,

ϕ(u) = 0 лишь при u = 0, и  = ∞, [a, b] –

отрезок в � (a < b) и (M, ||·||) – рефлексивное бана�
хово пространство (над � или �) с нормой ||·||.
Для x0 ∈ M обозначим через X множество всех
функций x: [a, b] → M, таких что x(a) = x0. Для
λ > 0 и x, y ∈ X положим 

где верхняя грань берется по всем разбиениям

P =  отрезка [a, b], т.е. m ∈ � и a = t0 <
< t1 < … < tm – 1 < tm = b. Тогда [3, 4] семейство w =

Xw*

Xw*

Xw*

Xw*

Xw* Xw*

Xw*

Xw*

Xw* Xw*

x Xw*

x }n 1=
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x ti( ) y ti 1–( ) x ti 1–( )– y ti( )–+
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⎛ ⎞ ti ti 1––( ),

i 1=

m

∑
P

sup

ti{ }i 0=
m

= {wλ}λ > 0 есть строгая выпуклая модуляра на X, и
можно показать, что (нелинейное) модулярное
пространство  (вокруг постоянной функции
x0(t) ≡ x0, t ∈ [a, b]) модулярно полно. Напомним,

что функция x: [a, b] → M лежит в  тогда и толь�
ко тогда, когда x(a) = x0 и найдется такая постоян�
ная λ = λ(x) > 0, что 

величину wλ(x, x0) при λ = 1 принято называть пол�
ной ϕ�вариацией функции x в смысле Ф. Рисса,
Ю.Т. Медведева и В. Орлича [4]. 

Обозначим через AC([a, b]; M) множество всех
абсолютно непрерывных функций x: [a, b] → M, че�
рез L1([a, b]; M) – множество всех сильно измери�
мых и суммируемых по Бохнеру функций x: [a, b] →
→ M и через Lϕ([a, b]; M) – пространство Орлича
всех сильно измеримых функций x: [a, b] → M,

для которых dt < ∞ при некотором λ > 0. 

Известен [3, 4, 8] следующий критерий при�
надлежности функции x: [a, b] → M модулярному
пространству : x ∈  тогда и только тогда, ко�
гда x ∈ AC ([a, b]; M), x(a) = x0 и для некоторой по�
стоянной λ = λ(x) > 0 имеем wλ(x, x0) =

= dt < ∞, так что сильная (вычисленная

в норме ||·||) производная x', определенная почти
всюду на [a, b], лежит в пространстве Lϕ([a, b]; M). 

Те о р е м а  3. Пусть f: [a, b] × M → M – функция
(типа Каратеодори), удовлетворяющая следую+
щим двум условиям:

(C.1) при любом x ∈ M функция f(·, x) = [t � f(t, x)]:
[a, b] → M сильно измерима и  f(·, y0) ∈ Lϕ([a, b]; M)
при некотором y0 ∈ M; 

(C.2) существует постоянная L > 0, такая что
|| f(t, x) – f(t, y)|| ≤ L||x – y|| для почти всех t ∈ [a, b]
и всех x, y ∈ M. 

Тогда интегральный оператор 

отображает модулярное пространство  в себя и
имеет место следующее неравенство: 

Xw*

Xw*
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x ti( ) x ti 1–( )–
λ ti ti 1––( )
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В качестве следствия отметим, что в предполо�
жениях (C.1) и (C.2) теоремы 3 для любого x0 ∈ M
и отрезка [a, b], такого что L(b – a) < 1, по тео�
реме 2 интегральный оператор T имеет непо�
движную точку x ∈ , а потому задача Коши
x'(t) = f(t, x(t)) для почти всех t ∈ [a, b] и x(a) = x0

имеет решение x ∈ . Это обобщает результаты
о существовании абсолютно непрерывных реше�
ний уравнений Каратеодори в предположении,
что f(·, y0) ∈ L1([a, b]; M) для некоторого y0 ∈ M
(см. [9]). 

Наконец, укажем, что модуляра w, определен�
ная в начале этого раздела, была выбрана на том
основании, что в соответствующем модулярном
пространстве  модулярная сходимость не эк�
вивалентна метрической. 

П р и м е р. Положим ϕ(u) = eu – 1 при u ≥ 0,
[a, b] = [0, 1], M = � и x0 = 0. Определим последо�

вательность функций xn ∈ , n ∈ �, следующим
образом: xn(t) = t – (t + αn)log(t + αn) + αnlogαn для

всех 0 ≤ t ≤ 1, где αn = , и положим x(t) = t – tlogt при

0 < t ≤ 1 и x(0) = 0. Тогда x ∈ , xn равномерно на
[0, 1] сходится к функции x при n → ∞, wλ(xn, x) → 0
при n → ∞ лишь при λ > 1 (а потому xn  x), и в то

же время (xn, x) ≥ 1 для всех n ∈ �. 

В данной научной работе использованы
результаты, полученные в ходе выполнения
проекта № 10–01–0071, реализованного в рамках
Программы “Научный фонд НИУ ВШЭ” в 2010–
2012 гг.
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