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Вирус иììуноäефиöита ÷еëовека (ВИЧ), вызы-
ваþщий синäроì приобретенноãо иììуноäефи-
öита ÷еëовека (СПИД), при попаäании в орãанизì
÷еëовека остается в крови и иìеет øанс стоëкнутü-
ся с CD4 T-кëеткаìи, которые явëяþтся важныìи
коìпонентаìи иììунной систеìы ÷еëовека. Ин-
фиöированные CD4 Т-кëетки не выпоëняþт свои
функöии и становятся вирусной фабрикой, äеëая
нескоëüко копий ВИЧ [1, 2].

Борüба с ВИЧ/СПИДоì — оäна из öеëей, сфор-
ìуëированных в Декëараöии тыся÷еëетия Орãани-
заöии Объеäиненных Наöий, принятой ООН 8 сен-
тября 2000 ã. Госуäарства-÷ëены ООН обязаëисü к
2015 ã. остановитü распространение ВИЧ/СПИДа
и поëожитü на÷аëо тенäенöии к сокращениþ ìас-
øтабов эпиäеìии.

Настоящая работа относится к направëениþ,
развиваþщеìу ìетоäы ìоäеëирования иììунной
систеìы ÷еëовека, бибëиоãрафия котороãо нас÷и-
тывает сотни работ. В посëеäнее вреìя в ìоäеëи-
ровании иììунной систеìы ÷еëовека äостиãнуты
зна÷итеëüные успехи, при÷еì разработанные ìо-
äеëи описываþт стоëü сëожнуþ äинаìику иììун-
ной систеìы и внеäряþщихся в нее вирусов, ÷то
проãнозироватü развитие боëезни ìожно тоëüко с
поìощüþ ìоäеëирования. Теì боëее невозìожно
без проäуìанноãо вы÷исëитеëüноãо экспериìента
преäсказатü окон÷атеëüные резуëüтаты вëияния
ëекарственных препаратов на те÷ение забоëевания.

Основная öеëü ìеäиöины закëþ÷ается в проäëе-
нии жизни боëüноãо. При постановке ìатеìати÷ес-
кой заäа÷и требуется найти коëи÷ественные харак-
теристики состояния зäоровüя, позвоëяþщие сфор-
ìуëироватü эту öеëü в коëи÷ественноì выражении.
В сëу÷ае ВИЧ-инфекöии такиì коëи÷ественныì
показатеëеì сëужит конöентраöия T-кëеток в кро-
ви [2]. Выäеëяþтся три катеãории тяжести забоëе-
вания, опреäеëяеìые уровнеì конöентраöии T-кëе-
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ток в крови: первая — боëее 600 еä./ìì3, вторая —

200...600 еä./ìì3, третüя — ìенее 200 еä./ìì3.
У боëüных третüей катеãории развивается так

называеìый синäроì приобретенноãо иììуноäе-
фиöита (СПИД), привоäящий к ëетаëüноìу ис-
хоäу. Это нижнее зна÷ение конöентраöии T-кëе-
ток явëяется естественной ãраниöей иссëеäуеìых
проöессов в иììунной систеìе. Заäа÷а проäëения
жизни боëüноãо, т. е. äостижения состояния äоë-
ãосро÷ноãо непроãрессора, состоит в тоì, ÷тобы
иììунная систеìа äостиãаëа этой ãраниöы как
ìожно позже. Доëãосро÷ный непроãрессор — это
статус паöиента, у котороãо опреäеëен ВИЧ, но
также иìеется и äостато÷ное коëи÷ество CD4
Т-кëеток, поэтоìу иììунная систеìа ìожет про-
äоëжатü боротüся с инфекöией. Резуëüтаты ìоäе-
ëирования преäеëüных режиìов [3—5] (без приìе-
нения и с приìенениеì ëе÷ения) указываþт на
преäеëüно высокуþ сопротивëяеìостü вируса воз-
äействиþ ëекарственных среäств. Такиì образоì,
без ìеäиöинскоãо вìеøатеëüства ВИЧ-инфиöи-
рованные паöиенты окажутся в обëасти привëека-
теëüности СПИДа. Поэтоìу важна не тоëüко раз-
работка соответствуþщих ëекарственных среäств,
но и разработка ìетоäоëоãии их приìенения к па-
öиентаì с разëи÷ныìи пораженияìи иììунной
систеìы в öеëях привеäения паöиента к состоя-
ниþ äоëãосро÷ноãо непроãрессора, ãäе приìене-
ние ëекарственных среäств ìожет бытü прекра-
щено [2].

Рассìатривается сëеäуþщая ìатеìати÷еская
ìоäеëü äинаìики иììунной систеìы ВИЧ-инфи-
öированноãо ÷еëовека[3—5]

x(t) = λ – dx(t)) – βη(t)x(t)y(t), (1)

y(t) = βη(t)x(t)y(t) – ay(t) –

– [ρ
1
z
1
(t) + ρ

2
z
2
(t)]y(t), (2)

z
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y(t) – b

1
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1
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w(t) = [c
2
x(t)y(t) – c

2
qy(t) – b

2
]w(t), (4)

z2(t) = c2qy(t)w(t) – hz2(t), (5)

ãäе х — конöентраöия неинфиöированных CD4
Т-кëеток (Т-хеëперов), y — конöентраöия инфи-
öированных CD4 Т-кëеток (Т-хеëперов), z1 — по-

пуëяöия хеëпер-независиìых Т-кëеток (Т-киëëе-
ров), w — попуëяöия кëеток-преäøественников
(потоìков), z2 — попуëяöия хеëпер-зависиìых

Т-кëеток (Т-киëëеров).

В уравнении (1) d — естественная скоростü
сìерти неинфиöированных CD4 Т-кëеток, про-
äоëжитеëüностü жизни которых λ. При попаäании
вируса в кровü ÷еëовека CD4 Т-кëетки заражаþтся
со скоростüþ β. Ответы иììунной систеìы ÷еëо-
века, как реакöия орãанизìа на внеäрение тех иëи
иных вирусов, äеëятся на перви÷ный и втори÷ный
[1—4]. Перви÷ный ответ, не зависящий от поìощи
Т-хеëперов, стиìуëирует рост и развитие Т-киëëе-
ров (z1), которые способны распознаватü и убиватü

инфиöированные вирусоì кëетки. Хеëпер-неза-
висиìые Т-кëетки не ìоãут контроëироватü ин-
фекöиþ в äоëãосро÷ной перспективе и не эффек-
тивны в борüбе, так как не ìоãут образовыватü
кëеток-паìяти. Они поääерживаþтся тоëüко бëа-
ãоäаря антиãенныì стиìуëяöияì. Хеëпер-зависи-
ìые Т-кëетки (z2), напротив, ìоãут управëятü ин-

фекöией и äифференöироватüся в кëетки-паìяти,
которые ìоãут бытü неоäнократно реактивирова-
ны при повторноì возäействии антиãена. Иìенно
поэтоìу их попуëяöии о÷енü важны äëя иссëе-
äования. Попуëяöия хеëпер-зависиìых Т-кëеток
стиìуëируется CD4 T-кëеткаìи при втори÷ноì
иììунноì ответе орãанизìа. Попуëяöия кëеток-
преäøественников (w) при контакте с антиãеноì
стреìитеëüно увеëи÷ивается (со скоростüþ c2) и

äифференöируется в Т-киëëеры (со скоростüþ q).
В отсутствии антиãенной активности кëетки-преä-
øественники уìираþт со скоростüþ b

2
.

Инфиöированные кëетки (z
1
 в уравнении (2))

естественныì образоì уìираþт со скоростüþ α, а
кëетки-киëëеры убиваþт их со скоростяìи ρ

1
 и ρ

2
,

соответственно äëя хеëпер-независиìых и зависи-
ìых Т-кëеток. Наëи÷ие хеëпер-зависиìых Т-кëе-
ток привоäит к ис÷езновениþ хеëпер-независиìых,
так как они способны уìенüøатü вируснуþ наãруз-
ку äо низкоãо уровня, оäнако обратное неверно.

Хеëпер-независиìые Т-кëетки (z1) — сì. урав-

нение (3) — разìножаþтся в ответ на антиãеннуþ
стиìуëяöиþ со скоростüþ c

1
 и уìираþт в ее от-

сутствии со скоростüþ b
1
, а хеëпер-зависиìые

Т-кëетки — со скоростüþ h.
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Функöия ëе÷ения η описывает возäействие на
систеìу ëекарственных препаратов η(t) = 1 – η*u(t),
ãäе η* — ìаксиìаëüное äействие препарата, а пе-
реìенная u(t) — äоза ввоäиìоãо препарата. Цеëü
управëения состоит в проäëении жизни паöиента
посреäствоì поäа÷и в еãо орãанизì оптиìаëüноãо
коëи÷ества препарата äëя поäавëения вирусов.

В табëиöе [1, 2] преäставëены зна÷ения всех ве-
ëи÷ин, испоëüзуеìых в äанной работе.

Дëя äостижения поставëенной öеëи, а иìенно,
äëя построения управëяþщих возäействий (высо-
коактивной антиретровирусной терапии — ВААРТ)
при возìущаþщих возäействиях (вирусах) воспоëü-
зуеìся теорией ãарантированноãо управëения [6, 7],
основанной на ìетоäах теории äифференöиаëü-
ных иãр. В этоì сëу÷ае стратеãия поääержания
уровня CD4 T-кëеток в крови в усëовиях äействия
возìущений рассìатривается как антаãонисти÷ес-
кая иãра Т-кëеток и вирусов. Структурная схеìа их
взаиìоäействия преäставëена на рис. 1.

1. ÑÈÍÒÅÇ ÃÀÐÀÍÒÈÐÓÞÙÅÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Пустü объект управëения описывается систе-
ìой неëинейных äифференöиаëüных уравнений

μ(t) = f(μ) + g1(μ)w(t) + g2(μ)u(t), μ(t0) = μ0,

μ
P
(t) = h

P
(μ) + d(μ)u(t), 

y(t) = h(μ), (6)

ãäе μ ∈ Rn — вектор состояния, y ∈ Rm, m m n — из-

ìеряеìый выхоä, μ
P
 ∈ Rk, k m n — управëяеìый

выхоä, u ∈ R r — управëение, w ∈ Rq, w(t) ∈ W —
возìущения, ãäе W — заìкнутое оãрани÷енное
ìножество.

Рассìотриì заäа÷у, в которой w(t) явëяется ан-
таãонисти÷ныì по отноøениþ к u(t) управëениеì.
В такой постановке заäа÷а закëþ÷ается в синтезе
управëения u(t), ìиниìизируþщеãо функöионаë

J(y, u, w) = [yT(t)Qy(t) + uT(t)Ru(t) –

– w
T(t)Pw(t)]dt, (7)

при äействии антаãонисти÷ескоãо управëения w(t).
В форìуëе (7) ìатриöы Q l 0 и R > 0, P > 0. Уп-
равëения u(t) и w(t) опреäеëяþтся соотноøения-
ìи [6]

w(t) = P–1
g
1
(μ) ,

u(t) = –R
–1

g2(μ) , (8)

ãäе вектор-функöия {∂V(μ)/∂μ}T нахоäится реøе-
ниеì уравнения Гаìиëüтона-Якоби-Беëëìана

f(μ) + [g
1
(μ)P–1 (μ) –

– g
2
(μ)R–1 (μ)]  + H

T(μ)QH(μ) = 0.

Буäеì с÷итатü [6], ÷то путеì заìены f(x) =
= A(x)x(t), h(μ) = H(μ)μ(t), h

P
(μ) = H

P
(μ)μ(t), ãäе

A :Rn → Rn×n, H :Rm → Rm×n, H
P
:Rk → Rk×n — фак-

торизаöия, преäставëение, исхоäной систеìы (6)
возìожно в виäе

μ(t) = A(μ)μ(t) + g
1
(μ)w(t) + g

2
(μ)u(t), μ(t

0
) = μ

0
,

μ
P
(t) = H

P
(μ)μ(t) + d(μ)u(t), 

y(t) = H(μ)μ(t). (9)

Систеìа (9) с управëенияìи (8) приниìает виä

μ(t) = A(μ)μ(t) + [g
1
(μ)P–1 (t) –

– g
2
(μ)R–1 (μ)] ,  μ(t

0
) = μ

0
,

μ
P
(t) = H

P
(μ)μ(t) + d(μ)u(t), 

y(t) = H(μ)μ(t). (10)

Виä функöионаëа (7) и структура уравнения

систеìы (10) позвоëяþт, назна÷ая {∂V(μ)/∂μ}T пе-
рейти от уравнения Гаìиëüтона-Якоби-Беëëìана

Рис. 1. Схема взаимодействия в задаче гарантирующего управ-
ления (w

v
) — вирусы, w

k
 — клетки-киллеры)
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к уравнениþ типа Риккати с параìетраìи, завися-
щиìи от состояния [8]:

S(μ)A(μ) + AT(μ)S(μ) + S(μ)[g1(μ)P–1 (μ) –

– g2(μ)R–1 (μ)]S(μ) + HT(μ)QH(μ) = 0. (11)

Управëения (8) при этоì приìут виä

w(t) = P–1
g
1
(μ)S(μ)μ(t),

u(t) = R–1
g
2
(μ)S(μ)μ(t). (12)

О÷евиäно, ÷то реаëизаöия управëений (12) за-
труäняется необхоäиìостüþ поиска реøений урав-
нения Риккати (11) с параìетраìи, зависящиìи от
состояния. Дëя поиска реøений ìожно привëе-
катü ìетоäы сиìвоëüных вы÷исëений иëи пото-
÷е÷ное реøение аëãебраи÷ескоãо уравнения с пос-
тоянныìи параìетраìи. Дëя практи÷еских заäа÷ и
то, и äруãое ÷аще всеãо не поäхоäит.

Реаëизуеìое реøение заäа÷и управëения неëи-
нейныì объектоì (6) с приеìëеìыìи перехоäны-
ìи характеристикаìи ìожет бытü поëу÷ено с по-
ìощüþ ìетоäа ãарантированноãо управëения.

Отìетиì, ÷то оптиìаëüные управëения w(t) и
u(t) обеспе÷иваþт устой÷ивостü систеìе [6]. Так
как систеìа (10) устой÷ива, то μ ∈ M, ãäе M — за-
ìкнутое оãрани÷енное ìножество, и зна÷ения па-
раìетров ìатриö A(μ), g

1
(μ), g

2
(μ), H(μ), H

P
(μ) и

d(μ) систеìы принаäëежат заìкнутоìу оãрани÷ен-
ноìу ìножеству a(μ) = {A(μ), g

1
(μ), g

2
(μ), H(μ),

H
P
(μ) и d(μ)}∈ D

a
.

Пустü a* = {A*, , , H*, , d*}∈ D
a
 — ìат-

риöы систеìы (10), соäержащие наиìенее бëаãо-
приятные äëя реøения заäа÷и управëения зна÷е-
ния параìетров. Ввеäеì опреäеëение «наиìенее
бëаãоприятных зна÷ений» ìатриö.

Так как параìетры ìатриöы зависят от μ(t), т. е.
A(μ), то ее собственные зна÷ения непрерывно за-
висят от эëеìентов ìатриöы, а корни ìноãо÷ëена
непрерывно зависят от ìатри÷ных эëеìентов, ко-
торые, в своþ о÷ереäü, зависят от μ(t) [9], т. е. λ

i
(μ),

i = 1, ..., n, и λ
1
(μ) l λ

2
(μ) l ... l λ

n
(μ).

Определение 1. Поä «наиìенее бëаãоприятныì
зна÷ениеì» ìатриöы A(μ) буäеì пониìатü ìатри-
öу с постоянныìи эëеìентаìи μ*, иìеþщуþ на-

ибоëüøее собственное зна÷ение  (правый коренü

характеристи÷ескоãо уравнения), т. е.  = λ1(μ*) и

A* = A(μ*). ♦
Дëя поиска μ*, при котороì собственное зна÷е-

ние λ
1
(μ*) ìатриöы A(μ) приниìает ìаксиìаëüное

зна÷ение, воспоëüзуеìся соотноøениеì Реëея [9].

Ввеäеì вещественнуþ сиììетри÷ескуþ ìатриöу
W(μ)n×n

W(μ) = A(μ) + AT(μ),  μ(t) ∈ M.

Есëи A(μ) = [a
ij
(μ)], то W(μ) = [a

ij
(μ) + a

ji
(μ)], ãäе

i, j = 1, ..., n. Так как

tr[A(μ)] = a
ii
(μ) = λ

i
(μ),

tr[W(μ)] = 2 a
ii
(μ) = (μ)

и собственные зна÷ения ìатриö A(μ) и AT(μ) оäи-
наковы, то

tr[W(μ)] = 2tr[A(μ)] = a
ii
(μ) = 2 a

ii
(μ) =

= (μ) = 2 λ
i
(μ).

Зäесü (μ) и λ
i
(μ) — корни характеристи÷ес-

ких уравнений ìатриö W(μ) и A(μ) соответственно.

Пустü (μ) = λ1(μ) – k1n
(μ) и (μ) = λ

n
(μ) +

+ k
n1(μ), k

n1(μ) = k
n1(μ). При этоì 

tr[W(μ)] = (μ) = λ
i
(μ) ± k

i(n + 1 – i)
(μ) =

= 2 λ
i
(μ). (13)

У÷итывая (13), отìе÷аеì, ÷то ìаксиìаëüные и
ìиниìаëüные зна÷ения корней характеристи÷ес-
ких уравнений ìатриö A(μ) и W(μ) приниìаþт
зна÷ения при оäних и тех же зна÷ениях вектора μ.
Это обстоятеëüство испоëüзуеì äëя поиска наи-
ìенее бëаãоприятных зна÷ений параìетров ìат-
риöы A(μ).

Опреäеëиì еäини÷нуþ сферу ℘ в Rn как ìно-

жество всех векторов в Rn, äëя которых 〈z, z〉 = 1.
Рассìотриì отноøение Реëея [9] äëя W(μ)

R(z) = . Запиøеì усëовия, опреäеëя-

þщие стаöионарные собственные зна÷ения ìати-
öы W(μ)

R(z) = ,

R(z) = . (14)

g1
T

g2
T

g1
* g2

* HP
*

λ1
*

λ1
*

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑ λi
W

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑

i 1=

n

∑ λi
W

i 1=

n

∑

λi
W

λi
W λn

W

i 1=

n

∑ λi
W

i 1=

n

∑

i 1=

n

∑

z W μ( )z,〈 〉
z z,〈 〉

----------------------------

max
z ℘∈

max
μ M∈

max
z ℘∈

max
μ M∈

z W μ( )z,〈 〉
z z,〈 〉

----------------------------

min
z ℘∈

min
μ M∈

min
z ℘∈

min
μ M∈

z W μ( )z,〈 〉
z z,〈 〉

----------------------------
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О÷евиäно, ÷то есëи вìесто z ìожно поäставитü
kz = μ ∈ M, то отноøение Реëея останется без из-
ìенения. Тоãäа усëовия (14) ìожно переписатü в
виäе

( ) = ,  μ ≠ 0,

( ) = ,  μ ≠ 0. (15)

Воспоëüзуеìся экстреìаëüныìи соотноøения-
ìи Реëея

 =

=  = 0,

μ ≠ 0, i = 1, ..., n,

так как (μ, μ)2 ≠ 0, μ ≠ 0, то

(μTμ)  – 2μT
W(μ)μμ

i
 = 0,

μ ≠ 0, i = 1, ..., n,

ãäе W
i*(μ) — i-ая строка ìатриöы W(μ).

Воспоëüзовавøисü уравненияìи (15) ìожно

найти векторы  и , при которых собственные

зна÷ения ìатриöы W(μ) приниìаþт ìаксиìаëü-
ные и ìиниìаëüные зна÷ения. Такиì образоì, на-
хоäиì наиìенее бëаãоприятные зна÷ения ìатри-

öы A(μ) = A( ) = A*.

Дëя нахожäение ìатриö ,  и H* ввеäеì в

рассìотрение функöиþ Ляпунова

V(μ) = μT(t)S(μ)μ(t).

Тоãäа с у÷етоì уравнений (10) и (12), усëовия
устой÷ивоãо äвижения буäут иìетü виä

V(μ) = μT(t)[A(μ)S(μ) + S(μ)AT(μ) –

– 2S(μ)[g
1
(μ)P–1 (μ) – g

2
(μ)R–1 (μ)]S(μ)]μ(t) < 0,

иëи, у÷итывая уравнение (11),

V(μ) = –μT(t){HT(μ)QH(μ) + S(μ)[g
2
(μ)R–1 (μ) –

– g
1
(μ)P–1 (μ)]S(μ)}μ(t) < 0,  μ ≠ 0.

Испоëüзуя поëу÷енное усëовие устой÷ивости,
ìожно ввести сëеäуþщие опреäеëения.

Определение 2. Поä «наиìенее бëаãоприятны-
ìи зна÷енияìи» ìатриö g2(μ) и H(μ) буäеì пони-

ìатü ìатриöы  и H* с постоянныìи эëеìентаìи,

äëя которых выпоëняþтся сëеäуþщие соотноøе-

ния: tr[g2(μ) (μ)] = η
pp
(μ), μ(t) ∈ M,

ãäе η
pp
 — эëеìент ãëавной äиаãонаëи сиììетри-

÷еской ìатриöы g2(μ) (μ) и tr[H(μ)HT(μ)] =

= η
kk

(μ), μ(t) ∈ M, ãäе η
kk

 — эëеìент ãëавной

äиаãонаëи сиììетри÷еской ìатриöы H(μ)HT(μ). ♦
Определение 3. Поä «наиìенее бëаãоприят-

ныì зна÷ениеì» ìатриöы g
1
(μ) буäеì пониìатü

ìатриöу  с постоянныìи эëеìентаìи, äëя кото-

рой выпоëняется соотноøение tr[g1(μ) (μ)] =

= ν
qq
(μ), μ(t) ∈ M, ãäе ν

qq
 — эëеìент ãëавной

äиаãонаëи сиììетри÷еской ìатриöы g1(μ) (μ). ♦

Зна÷ения вектора μ, при которых äостиãаþтся
соответствуþщие ìиниìаëüные и ìаксиìаëüные

зна÷ения ìатриö g
2
(μ) (μ), H(μ)HT(μ) и g

1
(μ) (μ),

нетруäно отыскатü, испоëüзуя экстреìаëüные
свойства этих ìатриö:

[g
2
(μ) (μ)] = 0,  [g

2
(μ) (μ)] > 0,

[H(μ)HT(μ)] = 0,  [H(μ)HT(μ)] > 0,

[g
1
(μ) (μ)] = 0,  [g

1
(μ) (μ)] < 0.

Отìетиì, ÷то ìатриöы R и P äоëжны назна÷атüся

так, ÷тобы ìатриöа [g2(μ)R–1 (μ) – g1(μ)P–1 (μ)]

быëа бы, по крайней ìере, поëожитеëüно поëу-
опреäеëенной.

Управëяеìая и набëþäаеìая ìоäеëü систеìы,
соäержащая наиìенее бëаãоприятные параìетры,
буäет иìетü виä

μ*(t) = A*μ*(t) + wμ(t) + u
M
(t),  μ*(t

0
) = μ

0
,

(t) = μ*(t) + d*u
M
(t), 

y*(t) = H*μ*(t). (16)

λ1
W μ1

* max
μ μ,( )

μT
W μ( )μ

μTμ
-------------------------

λn
W μn

* min
μ μ,( )

μT
W μ( )μ

μTμ
-------------------------

μi∂
∂ μT

W μ( )μ

μTμ
-------------------------

μTμ( ) 2Wi μ( )μ μT W μ( )∂
μi∂

-----------------μ+ 2μT
W μ( )μμi–

μTμ( )
2

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

2Wi* μ( )μ μT W μ( )∂
μi∂

-----------------μ+

μ1
* μn

*

μ1
*

g1
* g2

*

d
dt
-----

g1
T

g2
T

d
dt
----- g2

T

g1
T

g2
*

min
μ

g2
T

min
μ

p 1=

r

∑

g2
T

min
μ

min
μ

p 1=

r

∑

g1
*

max
μ

g1
T

max
μ

q 1=

k

∑

g1
T

g2
T

g1
T

μ∂
∂

g2
T

μ2

2

∂

∂
g2
T

μ∂
∂

μ2

2

∂

∂

μ∂
∂

g1
T

μ2

2

∂

∂
g1
T

g2
T

g1
T

d
dt
----- g1

* g2
*

μP
* HP

*
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Запиøеì функöионаë ка÷ества äëя синтеза уп-
равëяþщих возäействий с испоëüзованиеì ìоäе-
ëи (16):

J(y*, u
M
, w) = [(y*(t))TQy*(t) +

+ (t)Ru
M
(t) – wT(t)Pw(t)]dt. (17)

Дëя стаöионарной систеìы (16) с функöиона-

ëоì (17) {∂V(μ*)/∂μ*}T = S*μ*(t), ãäе поëожитеëüно
опреäеëенная ìатриöа S* нахоäится реøениеì
уравнения Риккати [5]

S*A* + (A*)TS* + S*[ P
–1( )T – R

–1( )T]S* +

+ (H*)TQH* = 0. (18)

Зäесü ìатриöа [ R
–1( )T – P

–1( )T] äоëж-

на бытü по крайней ìере поëожитеëüно поëуопре-
äеëена, ÷то ìожно обеспе÷итü соответствуþщиì
выбороì весовых ìатриö R и P.

Управëения äëя ìоäеëи систеìы (16) опреäеëя-
þтся сëеäуþщиìи соотноøенияìи

w(t) = P–1
S*μ*(t), u

M
(t) = –R

–1
S*μ*(t). (19)

Исхоäная систеìа уравнений (6) с ãарантируþ-
щиì управëениеì u(t) приниìает виä

μ(t) = f(μ) + [g1(μ)P–1  + g2(μ)R–1 ]S*μ(t),

μ(t
0
) = μ

0
,

μ
P
(t) = h

P
(μ) + d(μ)u(t), 

y(t) = h(μ).

2. ÃÀÐÀÍÒÈÐÓÞÙÅÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÇÀÄÀ×Å
ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÀÍÒÈÂÈÐÓÑÍÛÕ ÏÐÅÏÀÐÀÒÎÂ

È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Привеäеì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü (1)—(5) к
виäу систеìы с параìетраìи, зависящиìи от со-
стояния объекта.

μ(t) = A(μ)μ(t) + K(λ) + B(μ)u(t) + D(μ)y(t), 

μ(t0) = μ0,

ãäе

A(μ) = , K(λ) = ,

B(μ) = , D(μ) = ,

a(μ) = a + ρ1z1(t) + ρ2z2(t), b(μ) = b2 – c2x(t)y(t).

Моäеëü, соäержащая наиìенее бëаãоприятные
параìетры исхоäной неëинейной систеìы, запи-
сывается в виäе

μ*(t) = A*μ*(t) + K(λ) + B*u
M
(t) + D*y

M
(t),

μ*(t0) = μ0.

Зäесü

A* = ,  B* = ,

D* = ,

a* = a + ρ1z10 + ρ2z20,  b* = b2 – c2x0y0.

Гарантируþщее и противоäействуþщее управ-
ëения опреäеëяþтся соотноøенияìи (19). Мат-
риöа S* опреäеëяется реøениеì аëãебраи÷ескоãо
уравнения (18), в котороì заäаны весовые ìатриöы

R = 0,1,  P = 1,  Q = .

Найäенная ìатриöа S* (оператор lqr в пакете
MatLab) иìеет виä

S = .

T ∞→
lim

0

T

∫

uM
T

g1
* g1

* g2
* g2

*

g2
* g2

* g1
* g1

*

g1
* g2

*

d

dt
----- g1

* g2
*

d
dt
-----

d– 0 0 0 0

0 a μ( )– 0 0 0

0 0 b1– 0 0

0 0 0 b μ( )– 0

0 0 0 0 h–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ λ

0

0

0

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

βη*x t( )y t( )

βη*x t( )y t( )–

0

0

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

βx t( )–

βx t( )
c1z1 t( )

c2qw t( )–

c2qw t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

d
dt
-----

d– 0 0 0 0

0 a*– 0 0 0

0 0 b1– 0 0

0 0 0 b*– 0

0 0 0 0 h–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

βη*x0y0

βη*x0y0–

0

0

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

βx0–

βx0

c1z10

c2qw0–

c2qw0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

10 0 0 0 0

0 0,01 0 0 0

0 0 0,01 0 0

0 0 0 0,01 0

0 0 0 0 0,01⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

9,0620 0,0168 0 0 0

0,0168 0,0227 0 0 0

0 0 0,05 0 0

0 0 0 1,25 0

0 0 0 0 0,05⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

pb0312.fm  Page 46  Tuesday, May 22, 2012  1:28 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÌÅÄÈÊÎ-ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

47ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 3 • 2012

Рассìотриì ситуаöиþ, коãäа «паöиент», äоëãо
приниìаë ВААРТ, «накопиë» в орãанизìе зна÷и-
теëüное коëи÷ество CD4 T-кëеток, но прекратиë
ëе÷ение. На÷аëüные усëовия äëя этоãо сëу÷ая бу-
äут сëеäуþщиìи:

x0 = 1,5 ìë–1,  y0 = 0,1 ìë–1,  z1 = 0,01 ìë–1,

w = 3 ìë–1,  z2 = 0,01 ìë–1.

На рис. 2 показано повеäение CD4 T-кëеток и
вирусов в сëу÷ае отсутствия ввеäения препарата.

Виäно, ÷то есëи паöиенту, иììунная систеìа
котороãо относитеëüна стабиëизирована, перестатü
äаватü препарат, вирусная активностü снова про-
явится и на÷нет äоìинироватü, ÷то привеäет к
снижениþ иììунитета и, как сëеäствие, к ëетаëü-
ноìу исхоäу.

Оäнако есëи проäоëжатü ëе÷ение, то ìожно от-
сро÷итü наступëение сìерти и привести систеìу к
состояниþ äоëãосро÷ноãо непроãрессора, ÷то ìож-
но набëþäатü на рис. 3.

На ãрафиках перехоäных проöессов (сì. рис. 3)
виäно, ÷то поä äействиеì управëяþщих возäейс-
твий CD4 T-кëетки преобëаäаþт и при усëовии,
÷то вирус на äанный ìоìент не ìожет бытü побеж-
äен, кëетки-хеëперы äержат их на низкоì уровне и
не äаþт «атаковатü» иììуннуþ систеìу.

В сиëу принятоãо реøения о приìенении стра-
теãии ãарантированноãо управëения и преäставëе-
нии заäа÷и поääержания жизни ВИЧ-инфиöиро-
ванных как антаãонисти÷ескуþ иãру CD4 T-кëеток
и вирусов сìоäеëируеì повеäение äинаìи÷еской
ìоäеëи. Гарантированное управëение äоëжно вы-
воäитü систеìу из крити÷ескоãо состояния. Дëя
наãëяäной äеìонстраöии этоãо поëожения устано-
виì сëеäуþщие на÷аëüные зна÷ения параìетров:

x0 = 0,291 ìë–1,  y0 = 4,333 ìë–1,  z1 = 0,913 ìë–1,

w = 0,001 ìë–1,  z
2 
= 0,001 ìë–1.

Систеìа с заäанныìи зна÷енияìи параìетров
описывает паöиента, иììунная систеìа котороãо
сиëüно поäорвана ВИЧ-инфекöией. Графики пе-
рехоäных проöессов в этоì сëу÷ае иìеþт виä,
преäставëенный на рис. 4. Виäно, ÷то систеìа пы-
тается боротüся с попуëяöией вирусов саìостоя-
теëüно, оäнако их конöентраöия сëиøкоì веëика.
Это происхоäит потоìу, ÷то наøа äинаìи÷еская
ìоäеëü явëяется прототипоì ВИЧ-поëожитеëüноãо
боëüноãо, нахоäящеãося в крити÷ескоì состоянии.

Рассìотриì повеäение äинаìи÷еской ìоäеëи
при наëи÷ии управëяþщих возäействий (рис. 5).
Графики перехоäных проöессов наãëяäно äеìонс-
трируþт, ÷то при наëи÷ии активных управëяþщих
возäействий систеìа успеøно справëяется с кри-
ти÷ескиìи на÷аëüныìи усëовияìи и привоäит сис-
теìу в состояние äоëãосро÷ноãо непроãрессора,
÷то в своþ о÷ереäü обëеã÷ает и проäëевает жизнü
ВИЧ-инфиöированныì боëüныì.

Рис. 2. Изменение концентрации CD4 T-клеток и вирусов без
введения препарата

Рис. 3. Изменение концентрации CD4 T-клеток и вирусов в слу-
чае продолжения лечения

Рис. 4. Изменение концентрации CD4 T-клеток и вирусов без
введения препаратов
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Матеìати÷еское ìоäеëирование äинаìики
ВИЧ-инфекöии от вреìени с управëенияìи, син-
тезированныìи с поìощüþ преäставëенноãо в § 1
ìетоäа показывает эффективностü ãарантирован-
ных управëений äëя разëи÷ных состояний иììун-
ной систеìы.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

На основе анаëиза ìатеìати÷еских ìоäеëей за-
рубежных и оте÷ественных иссëеäоватеëей выбра-
на ìатеìати÷еская ìоäеëü, описываþщая неëиней-
нуþ äинаìику состояния CD4 T-кëеток в крови
паöиента. Разработанная ìетоäика поиска ãаран-
тированных управëений, основанная на преäстав-
ëении неëинейных систеì в виäе систеì с ëиней-
ной структурой, но с зависящиìи от состояния па-
раìетраìи приìенена äëя реøения конкретной
заäа÷и управëения уровнеì CD4 T-кëеток, кото-
рые позвоëяþт поääерживатü жизнü ВИЧ-инфи-
öированныì ëþäяì.

Матеìати÷еское ìоäеëирование äинаìики
ВИЧ-инфекöии от вреìени с управëенияìи, син-
тезированныìи с поìощüþ разработанноãо ìето-
äа, показывает эффективностü ãарантированных
управëений äëя разëи÷ных состояний иììунной
систеìы.
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Рис. 5. Изменение концентрации CD4 T-клеток и вирусов при
введении препаратов в соответствии с предложенным методом га-
рантированного управления
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