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�� ����� ����
�����	 f : E → X ! ��� E " ��� ���� ������������ �����������	
�
���	 R � X " ���
������ �
���
������� #������ �����	 ��
����� $�� %�
���
� & ����� ����
������ �������� ����� ��� ��������	 �� �
������� � ���������	
��� ����	! ���� X = R $��� ' (&� )��� X = R! ��� � * ���� ��
��������	 ��
���
��� ����� �
��������� � ���� 
������� �� � �� �������� ��
��������� * ���	
�� E $
��������� %�
����&! ��� ���
������� � �� ���! ���� X " ���
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$���
��� -�,& � ���! ��� f : E → X ���� ����
������ ��
��������	 ��
����� ����� �
����� �����! ���� ��� �
��������� � ���� ��������� f = g◦ϕ! ��� ϕ : E → R " ���
 �������� ��
��������� * ����! � g " ����
������!  ��������
�����  ������
.��/��� � ��������	 .��/��� � 1 � ��	��� ���� �� ��
��� ϕ � �
���
������ X �

0
��� �������������� ��������	! ��/� 
��������� ����
�����	 ��
��������	
��
����� ��������� ������� ������ ����������� �
������ ����
� 1���� �� ���
�
�� * ���	 �����������	 ��
������	 2,! 3�� 4555! ' 678 ���������� ����	����
����
�����	 �� ��
��� �
���	 
������
�� ��
��������	 ��
����� �� ����������
� *���
������� �������� ������������ �������� �
���
������ ����
��� ���
������� ������ ��� ������������������! �
���� ���
�	 �������� ����
�������
��
��������	 ��
������

����������� ����
� ������	 � ��������� ���	������  ������������ ����
��
����	 �������� �
 ���	 ������	� #
��������	 
���
�	 ��� ����
�����	 ��
����
�����	 ��
����� � �
����� ����
� 1���� ��������� �������� ������� ��
����
�����	 ��
�����  ��������� ������������� ����
������ �� ��
��� �
���	 ��
���������� � ��������� �
���
������! ���� ��� ����
������ ���� ����� ��
�������
� � ��
����� ������������ ���
�� 1� ���
*�� #�
�������� �������! ��� ���
��

����� �� .��/�� � ��������� ���
�
����� ������������ ���
�� 1� ���
*�
�������� ������������ ����
������ �������� ��������� � ���� �� ���	�����
��� 9��������� 
�� ������ � �������� �������� � ��
��������� ������ �� � ��
/������ $���
����� ��� ��������� ����� ���
��� :�,&�

#��� 
����� " ���� ���	� � ' ( �
�������� �������� ���	���� ����
�����	
��
��������	 ��
������ � ' - ����������� ���
��� � ��
 � 
� ����
�����	 ��
��
�������	 ��
������ � ' 6 �� ������ ���	���� ���
�
������� � �
�������� *�
� �
�� ����� ��� ���� ����
�����	! � � ' ;  �������������� ������ �
����� ����
�
1����� <�����! � ' : ����������� ���
��� � � ����������� ������	 ��� ������
������� ����
�����	 ��
��������	 ��
������

�����������	
� = �
��������� >� ?� ���
����� �� �
���������! ��������������
/��  � �/���� ��
������������ ��
����� �����! � ���� �
���/ �������
�����
@� A� > ��� � 9� )� 3���� �� ����
����� ��� �������

� �	�
���� 	�
�	�� ��������

� ���	 ������ � � � �������������� ���� ���� �����������8 E ⊂ R " ��� ����
���������B E−

t = { s ∈ E | s � t } � E+
t = { s ∈ E | t � s } ��� t ∈ EB Eb

a =
{ s ∈ E | a � s � b } ��� a! b ∈ E! a � b B X " ���
������ �
���
������ � ���
��	
d = d( ·, · )B XE " ��������� ���� ����
�����	 f : E → X �� E � X � )��� f ∈ XE!
��������� ��
�� ω(f, E) = sup{ d(f(t), f(s)) | t! s ∈ E } " ������
 ��
��� f(E) ���
�������� f �� ��������� E� ��� �� � ����
�����	 f : E → X � ϕ : E1 → E ��
��������� f ◦ ϕ : E1 → X ��
��������� ������� ��
����8 (f ◦ ϕ)(τ) = f(ϕ(τ))
��� ���� τ ∈ E1� C����� P := Q ��� Q =: P ��������! ��� ��
������ P ��
�������
���
������� ��
������ Q�

(



9�������� ��
��

T (E) = {T = {ti}m
i=0 ⊂ E | m ∈ N! ti−1 � ti! i = 1! � � � ! m }

��������� ���� 
�������	 E ��������  ��
���������� ����
��� ���� �� E�
��� ����
������ f : E → X � 
�������� T = {ti}m

i=0 ∈ T (E) �������

V (f, T ) =
m∑

i=1

d(f(ti), f(ti−1)) $(�,&

� �
������� �� ������� �� ��� ��������� E �� �
���� 8

V (f, E) = sup{V (f, T ) | T ∈ T (E) }. $(�(&

�������� V (f, E) ∈ [0,∞] ���������� ������ ��
��
�� $�� �������& ����
����
��� f �� ��������� E� )��� ��� ������! f ���������� �	�������
�� �����
����

��� ��
��

 �� E $� ��� ���� ����
���! ��� f ����� ��
������� � ��
�����
�� E&� )��� A ���� ��� ���� ������������ E! �� �������� V (f, A) = V (f |A, A)!
��� f |A ���� � ����� f �� ��������� A� #� ��
�������� �������! ��� T (∅) = ∅

� V (f, ∅) = 0! ��� ∅ ���� � ���� ���������� D ������� V : XE × 2E → [0,∞]
���������� �����
������ ��
��

 $��� �
���� ��
��
��&�

#
��������� ��
�������� V (f, E) " ����������! � �
��������� 0� %�
���
� $���! ���
���
! 2(! 3�� 6! ' E7&� 9������! ��� ��� �
������ ��� ����
�����	!
��
��������� �� ����� ����	��  ��
��������� ��������� E� @����� 
�� ������
��������	 
����� ��
�������� � � �� ���! ���� � ���� ����	���  ��
����������
�� ��������� E�

)��� ��
������ ��� ����� � ��� � $(�,& �������� � ������� p > 1! �� 
��
������� $(�(& ���� ��
�������� ��
����� ����
������ f �� ��������� E � �����
�� ����
� 2-7� >��	���� ��
����� �� ����
 ������� ���
���� �� ������ � 
����
�� 267� �� ������ ��� �� ����� �� ���	������ ��
����� �� %�
��� $*�
������
�
� p = 1&� )��� �� ��
������� ������� � $(�,& �

∑m
i=1 Φ

(
d(f(ti), f(ti−1))

)
! ���

Φ : [0,∞) → [0,∞) ���� ���
�������� ���
�
����� * ����! Φ(0) = 0! �� �� $(�(&
��� ��� ������� ��
����� ����
������ f � ������ =��� 2;7� #������ ��
����� ��
=�� �
������������ �� ���� � ������ ���� 
�������

� �����	 
����� �� �
���������� 
�� ������ � ����	 ���
���  ����������
� ����������� �����
�� 
�� ������ 
����� 2:7! � � �
 ��	 " ��
��������� ���
����
�����	 ��
��������	 ��
����� �� %�
��� ! �� �� ������� �������� ���
����
�����	 ��
��������	 ��
����� �� ����
 � =�� � #
�������� ���� ���	����
��
����� V ( ·, · ) �������� ����� F��������������G $��� ���� 2H! ' (�,I7 � 2:7&8

����������� 	
� ���	� f : E → X � ���
������� �	�������
�� ������

$4,& ���
 t s ∈ E 	� d(f(t), f(s)) � ω(f, E) � V (f, E) $�
�
�������	�&B

$4(& ���
 A ⊂ B ⊂ E 	� T (A) ⊂ T (B) 
 V (f, A) � V (f, B) $����	�����	�&B

-



$4-& ���
 t ∈ E 	� V (f, E) = V (f, E−
t ) + V (f, E+

t ) $���
	
���	�&B

$46& ���
 E1 ⊂ R 
 ϕ : E1 → E � $�� ��!��	����� �	����& ����	����! �����
! 

	� V (f, ϕ(E1)) = V (f ◦ ϕ, E1) $������ ����������  ��
��

&B

$4;& V (f, E) = sup{V (f, Eb
a) | a b ∈ E a � b } $�����!����	�&B

$461& ���
 s = sup E ∈ R ∪ {∞} 
 s /∈ E 	� V (f, E) = limE�t→s V (f, E−
t )B

$462& ���
 i = inf E ∈ R ∪ {−∞} 
 i /∈ E 	� V (f, E) = limE�t→i V (f, E+
t )B

$4H& ���
 ��������	������	� �	�������
� {fn}∞n=1 ⊂ XE ��	������  ��	�
�

�� d �"��
	�! � �	�������
# f ∈ XE ��
 n → ∞ 	� �������
� �������	�

� 8 V (f, E) � lim infn→∞ V (fn, E) $����������$���	� ��
��&�

����������	�
�� >��	���� $4,& � $4(& ������� �����
��������� �� ��
������
��	�

$4-&8 # ��� Tt(E) "��������� ��� 
�������	 �� T (E)! ���
�� ����
��� ��� t�
.���� 
�������� T ∈ Tt(E) ���������� �
��������� � ���� T = T− ∪ T +! ��� T− ∈
Tt(E−

t ) � T + ∈ Tt(E+
t )! � �����
��� #
� ���� � ��� $(�,& �����8

V (f, T ) = V (f, T−) + V (f, T +),

�� �� ��� ���� 
�������� ��������8

{V (f, T ) | T ∈ Tt(E) } = {V (f, T−) | T− ∈ Tt(E−
t ) } + {V (f, T +) | T + ∈ Tt(E+

t ) }.

9������� �
������ 
�������� sup(A+ B) = sup A+ supB! ��� A! B ⊂ [0,∞)! � �����
�
��������� (�(! ���
�� �
�������� �����

$46&8 # ��� ��� ��
����������� ϕ ��  ������� ���������� ��������! ��� ����
T1 = {τi}m

i=0 ∈ T (E1)! �� T := {ti := ϕ(τi)}m
i=0 ∈ T (ϕ(E1)) � ��� ������������ ϕ!

� ����! ��� ���� T = {ti}m
i=0 ∈ T (ϕ(E1))! ti−1 < ti! i = 1, . . . , m! �� ��� ���

�����
�� τi ∈ E1 ����� ti = ϕ(τi)! �� ����� �� � ��� ������������ ϕ ���������
T1 := {τi}m

i=0 ��
�� �� 
�������� ��������� E1! �
���� � ����� �� ����

V (f, T ) =
m∑

i=1

d(f(ti), f(ti−1)) =

=
m∑

i=1

d
(
f(ϕ(τi)), f(ϕ(τi−1))

)
= V (f ◦ ϕ, T1).

$4;&8 � ��� $4(& ����! ��� ����� ����� �� ����/�! ��� �
����� > �
 ��	 ����

���! ��� ������ ����� α < V (f, E) �� ��
�������� $(�(& ��	����� 
��������
T = {ti}m

i=0 ∈ T (E) ����! ��� V (f, T ) � α! �� T ∈ T (Etm
t0 )! �� �� V (f, Etm

t0 ) �
V (f, T ) � α! ��� � �
����������

$4:&8 J��������! ���
���
! $461&� +� � s /∈ E! �� s ���� �
�������� ���� ����
������ E� D ���� E � t 	→ V (f, E−

t ) ∈ [0,∞] ��  ������ � ��� $4(&! ������ 

6



���������	 �
���� � ����� �� � [0,∞]! � ��������! ��� �� � V (f, E)� > �
 ��	
���
���! ��� ������ α < V (f, E) � ��� $4;& � ����� �� a! b ∈ E! a � b < s!
����! ��� V (f, Eb

a) � α! �� �� �
� ����� t ∈ E ∩ [ b, s) �= ∅ ��� ����! ���
V (f, E−

t ) � V (f, Eb
a) � α! � 
�������� � $461& ���� ���

$4H&8 # ��� ����� α < V (f, E)� � ��� $(�(& ��� α < β < V (f, E) ��	�����

�������� T = {ti}m

i=0 ∈ T (E) ����! ��� V (f, E) � β� � ��� ���������	 ����������
fn  f � ����� �� ����
 n0 ∈ N ���	! ���

d(fn(t), f(t)) � δ := (β − α)/2m ∀n � n0, ∀ t ∈ T,

�� �� �������! ��� �
� ���� n � n0

β � V (f, T ) =
m∑

i=1

d(f(ti), f(ti−1)) �
m∑

i=1

d(f(ti), fn(ti)) +

+
m∑

i=1

d(fn(ti), fn(ti−1)) +
m∑

i=1

d(fn(ti−1), f(ti−1)) �

� mδ + V (fn, E) + mδ = V (fn, E) + (β − α).

>������������! infn�n0 V (fn, E) � α! � ��� �����! lim infn→∞ V (fn, E) � α� 9�������
 ��
����� α  V (f, E)� �

����������� 	
	 %�! �	�������
! f : E → X ��
�
�� V (f, E) 
� $(�(& ��


����
	�! ���
 ��
 $�
����

  ��� ��������� ���	� ��" ����
��
� T (E)
�����
�
	��! ������	���
�� 	����� 	�" 
� �
" T = {ti}m

i=0 ∈ T (E) � ��	��$"

����
 	���� {ti}m
i=0 
���	�! �������� �
��� ������� �
��
�����$"� ��$�
 �����

�
 ���
 ����
��
� T0 ∈ T (E) �
��
����� 
 TT0(E) = {T = T0 ∪ T1 | T1 ∈ T (E) } 

	�

V (f, E) = sup{V (f, T ) | T ∈ TT0(E) }.

����������	�
�� +� � TT0 ⊂ T (E)! �� ����� ����� � ��������� 
�������� �� �����
/�! ��� �
����� > �
 ��	 ���
���! ���� T1 ∈ T (E) �
���������! �� T1 ⊂ T0 ∪ T1 ∈
TT0(E)! ������ V (f, T1) � V (f, T0 ∪ T1) � sup{V (f, T ) | T ∈ TT0(E) }B ������! �����
����� �� ����/�! ��� �
����! � 
��������  ����������� �

� ���������! ���� E = [a, b] ���� ��
���! f : [a, b] → X �

T b
a = {T = {ti}m

i=0 ⊂ [a, b] | m ∈ N! a = t0 < t1 < . . . < tm−1 < tm = b },

�� � ��� �
��������� (�( �����8

V b
a (f) := sup{V (f, T ) | T ∈ T b

a } = V (f, [a, b]).

;



� ��������� �
����

����������
 9���
������ f : E → X ���������� �
�&
��$�! ���� ��	�����
���������� C � 0 ����! ��� d(f(t), f(s)) � C|t − s| ��� ���� t! s ∈ E� <�������
/�� ����� C!  ��������
�����  ������� ��
������� ! ���������� ����	��	��

'
�&
�� ����
������ f � ������������ ��
�� Lip(f)�
9���
������ g : E → X ���������� ��	������$�! ���� V (g, Eb

a) = b − a ���
���� a! b ∈ E! a � b� <�� 
������ ����
������ g : E → X �������� ���/������ �
��������	 .��/��� Lip(g) � 1! ������ � ��� $4,& �����8

d(g(t), g(s)) � V (g, Es
t ) = s − t, t! s ∈ E! t � s�

9���
������ f : [a, b] → X ���������� �����#	�� ������$�$�! ���� � ����� �
�� $�
����������& * ���� δ : (0,∞) → (0,∞) ����! ��� ��� ������ ε > 0 � ������
�������� ����
� {(an, bn)}N

n=1 ����
���������� �������
����� � [a, b] ��  ������∑N
n=1(bn − an) � δ(ε) �������! ���

∑N
n=1 d(f(bn), f(an)) � ε� +��� ����
������ f

�� � ��� ���� �������� δ( · )������#	�� ������$�$�
�

=���! ��� ���/����� ����
������ f : [a, b] → X �������� δ( · )���������� ���
�
�
����� $���
���
! �
� δ(ε) = ε/Lip(f)! ε > 0&! � δ( · )���������� ���
�
���
��� ����
������ ����� ��
������� � ��
����� �� [a, b] $������������� ����������
 ���
������ " ������
����&�

3�����	 
�� ����� ���������� ��
��
�*� " ���� ����

������� �
� (	�������
� f : E → X 
���	 �����
�����# ��
��
# 	���� 


	����� 	���� ����� �����	�! ����$�#)�! �����
�����! �����
! ϕ : E → R 


��	�������� �	�������
� g : ϕ(E) → X $
 ����
	 g � �
�&
��� � ����	��	��

Lip(g) � 1& 	��
� �	� f = g ◦ ϕ �� E�

����� 	��� ���
 f � �
�&
��� 
 E � ������	��� ������	� $���	� E =
[a, b] 
 f � �����#	�� ������$��& 	� ϕ 	���� �
�&
��� $���	� �����#	��

������$��&�

������������� ���	 ���
��� ����
����� � ���� ���� �� � ������� #�
��� ��
��� $�������������& ���� ��������� �������� �
���
�� ����
�����	 ��
�������
��	 ��
������

����� �
	 ���	� ϕ : E → R � ����	���! �����
! g : ϕ(E) → X � �
�&
���

�	�������
� 
 f = g ◦ ϕ� *����

$K& ���
 ϕ � ����	���� 
 �����
���� 	� f 
���	 �����
�����# ��
��
# �� E 

��
��� V (f, E) � Lip(g) · ω(ϕ, E)B

$L& ���
 ϕ �
�&
��� �����
! 	� f � �
�&
��� �	�������
� �� E ��
���

Lip(f) � Lip(g) · Lip(ϕ)B

$M& ���
 E = [a, b] 
 ϕ � �����#	�� ������$�� 	� f � �����#	�� ������$���

�	�������
� �� [a, b]�

:



����������	�
�� $K& #
��������� ��� ��
�����������! ��� ϕ " �� ���������
#����� 

ϕ(E ∩ [a, b]) = ϕ(E) ∩ [ϕ(a), ϕ(b)], a! b ∈ E! a � b, $-�,&

�� � ��� $46& �����8

V (f, Eb
a) = V (g ◦ ϕ, Eb

a) = V (g, ϕ(Eb
a)) = V (g, ϕ(E)ϕ(b)

ϕ(a)).

)��� T = {ti}m
i=0 ���� 
�������� ��������� � $-�,&! ��

V (g, T ) � Lip(g) ·
m∑

i=1

(ti − ti−1) � Lip(g) ·
(
ϕ(b) − ϕ(a)

)
,

�� ��
V (f, Eb

a) � Lip(g) ·
(
ϕ(b) − ϕ(a)

)
∀ a! b ∈ E! a � b.

A� ���	���� $4;&! ������������ � ��
����������� ϕ ��� ����8

V (f, E) � Lip(g) ·
(
sup
t∈E

ϕ(t) − inf
t∈E

ϕ(t)
)

= Lip(g) · ω(ϕ, E) < ∞.

��� �����
�������	 * ���� ϕ ������������� �����������
$L& ��� t! s ∈ E �����8

d(f(t), f(s)) = d
(
g(ϕ(t)), g(ϕ(s))

)
� Lip(g) · |ϕ(t) − ϕ(s)| �

� Lip(g) · Lip(ϕ) · |t − s|.

$M& )��� a � a1 < b1 � . . . � aN < bN � b! ��

N∑
n=1

d(f(bn), f(an)) =
N∑

n=1

d
(
g(ϕ(bn)), g(ϕ(an))

)
� Lip(g) ·

N∑
n=1

|ϕ(bn) − ϕ(an)|. $-�(&

)��� ϕ " δ( · )���������� ���
�
����� * ����! �� �������

δ1(ε) = δ(ε/ max{1, Lip(g)}), ε > 0.

+���� ��� ε > 0 ��  ������
∑N

n=1(bn − an) � δ1(ε) � ��
�������� $-�(& �������!

���
∑N

n=1 d(f(bn), f(an)) � ε! �� �� f ���� δ1( · )���������� ���
�
����� ����
������
�� [a, b]� �

+������
!� ,& )��� � ����� -�($K& ����
������ g " ��� 
�����! �� �����8
V (f, Eb

a) = |ϕ(b)−ϕ(a)| ��� a! b ∈ E! a � b! � ����� V (f, E) = ω(ϕ, E)� � ���������!
���� f : E → R " ���������� ��
��������� * ����! ��! ������� � ����� -�($K&
X = R! ϕ = f � g(s) = s ��� s ∈ f(E)! ��	���! ��� V (f, E) = ω(f, E) < ∞�

(& )��� f : E → X " ���/����� ����
������ � E ⊂ R " ��
�������� ���������!
��

V (f, E) � Lip(f) · (sup E − inf E). $-�-&

H



N����  ������ ���! � ����� -�($K& ���������� �������� ϕ(t) = t ��� t ∈ E � g = f �
�

���
�� ����� $�������������& �
���������� ���������� 
��������� ����
��
����� ��
��������	 ��
������

����� �
� ���	� f : E → X � �	�������
� �����
������ ��
��

� *���� ����

��	�! ����$�#)�! �����
�����! $���	�
��	�����!& �����
! ϕ : E → R 
 ��	��

������� �	�������
� g : E1 = ϕ(E) → X 	��
� �	�

$K& f = g ◦ ϕ �� EB

$L& g(E1) = f(E)  X B

$M& V (g, E1) = V (f, E)�

,��
  ��������
� f � �
�&
��� �	�������
� 
 E � ������	�� 	� ϕ ����

�� $���	� �
�&
���� � ����	��	�� Lip(ϕ) � Lip(f) � ���
 E = [a, b] 
 f �

δ( · )������#	�� ������$��� �	�������
� 	� ϕ ����� $���	� δ( · )������#	��

������$����

����������	�
�� ,� D ���� ϕ : E → R! �������� *�
� ��	 ϕ(t) = V (f, E−
t ) ���

t ∈ E! �

���� ��
�������! ����
���������! ��
������� $ϕ(t) � V (f, E)& � ��  ���
���� �� E �������
� $4(&� ��� τ ∈ E1 ��������� ��
�� ϕ−1(τ) = { t ∈ E | ϕ(t) = τ }
��
����	 �
���
�� ������������� ��������� {τ} �
� ����
������ ϕ� +���
� ��
��
����� ������ ����
������ g : E1 → X ���� ���� ��
����8 ���� τ ∈ E1! �������

g(τ) = f(t) ��� ����	 ���� t ∈ ϕ−1(τ). $-�6&

O�� �

����! �� �� f(t) " ���� � ��� �� ������� �� X ��� ���� t ∈ ϕ−1(τ)! ������ 
���� $4,& � (V 3) �����8

d(f(s), f(t)) � V (f, Es
t ) = ϕ(s) − ϕ(t), t ∈ E! s ∈ E+

t ; $-�;&

���� ��
����! ���� t! s ∈ ϕ−1(τ)! t � s! �� ϕ(t) = τ = ϕ(s)! � ����� f(t) = f(s)�
#
����������� f �� $K& ����
� ������� �� $-�6&! �� � ���� t ∈ E! �� τ := ϕ(t) ∈ E1

� t ∈ ϕ−1(τ)! ������ � ��� $-�6& f(t) = g(τ) = g(ϕ(t)) = (g ◦ϕ)(t)� J���
������ $L&
� $M& �������� ����������� $K& � $46&�

9������� �
���
���! ��� g " ��� 
������ ����
������� #������ $-�,& �����8

(E1)−τ = ϕ(E−
t ) ��� ����� τ ∈ E1 � t ∈ ϕ−1(τ),

������ ���� $46& �������! ���

V (g, (E1)−τ ) = V (g, ϕ(E−
t )) = V (g ◦ ϕ, E−

t ) = V (f, E−
t ) = ϕ(t) = τ.

>������������! ���� α! β ∈ E1! α � β! �� � ��� $4-& ��������! ���

V (g, (E1)β
α) = V (g, (E1)−β ) − V (g, (E1)−α ) = β − α.

P



(� #�����! ��� ���� f : E → X " ���/�����! �� * ���� ϕ! ��
��������� �
/��� ,! ���� ���/������ ��� t! s ∈ E! s � t! � ��� $4-& ��� ����8

|ϕ(t) − ϕ(s)| = V (f, E−
t ) − V (f, E−

s ) = V (f, Et
s) � Lip(f) · (t − s).

#�������� ��
�������� ������� �� ����! ��� ��� ������ T = {ti}m
i=0 ∈ T (Et

s) �����8

V (f, T ) =
m∑

i=1

d(f(ti), f(ti−1)) � Lip(f) · (tm − t0) � Lip(f) · (t − s).

-� # ��� ����
� f : [a, b] → X " δ( · )���������� ���
�
����� ����
������ �
ϕ(t) = V t

a (f)! t ∈ [a, b]� #�����! ��� ϕ " ���� δ( · )���������� ���
�
�����
# ��� ε > 0� #�  ������ ��� ������ ����
� ���� a � t11 < t12 � . . . � tN1 <

tN2 � b ����! ���
∑N

n=1(tn2−tn1) � δ(ε) �������! ���
∑N

n=1 d(f(tn2), f(tn1)) � ε� C��

*���
 �� ���	 ����
 ���� a � a1 < b1 � . . . � aN < bN � b! ���
∑N

n=1(bn − an) � δ(ε)�
��� ������ n = 1, . . . , N � k ∈ N � ��� Tn = {tn,i}mn

i=0 ���� 
�������� ��
��� [an, bn]
����! ���

V bn
an

(f) � V (f, Tn) + (ε/Nk).

#����� 
∑N

n=1

∑mn

i=1(tn,i − tn,i−1) =
∑N

n=1(bn − an) � δ(ε)! �� �����8

N∑
n=1

|ϕ(bn) − ϕ(an)| =
N∑

n=1

V bn
an

(f) �
N∑

n=1

V (f, Tn) + (ε/k) =

=
N∑

n=1

mn∑
i=1

d(f(tn,i), f(tn,i−1)) + (ε/k) � ε + (ε/k).

� ��� �
������������ k ∈ N �� ���������� ��
�������� ��������! ��� �� ��
��
�������

∑N
n=1(bn − an) � δ(ε) ������� ��
��������

∑N
n=1 |ϕ(bn) − ϕ(an)| � ε� �

+������
!� ,& 9������! ��� ����
������ g �� ������������� ����� -�- �������
�� ���	�����8 ���� α! β ∈ E1 � t ∈ ϕ−1(α)! s ∈ ϕ−1(β)! �� d(g(α), g(β)) = d(f(t), f(s))�

(& � �� ���! ���� * ���� ϕ : E → E1 ��
��� ���
������! ��� �������� ������	!
�� ��� 
�������� f = g ◦ ϕ �� E ����������� 
������� g = f ◦ ϕ−1 �� E1! ���
ϕ−1 : E1 → E " ��
����� * ����  ϕ�

-& ��� ������������������ * ���	 f : E → R ����� ����� ���� ��������

�
� �������8 * ���� f ����� ��
������� � ��
����� ����� � ����� �����! ���
�� ��� �
������������ � ���� 
������� �� � �� �������� ��
��������� * ���	
�� E� ������������� ������� �� ����! ��� ���������� ��
��������� * ���� ����
�� ��
������� � ��
����� $��� ��������� , ����� ����� -�(& � 
������� �� � ����
* ���	 " ����� * ���� ��
��������	 ��
������ <������������ ������� �� 
��
������� f = ϕ − (ϕ − f)! ��� ϕ(t) = V (f, E−

t )! t ∈ E! � ��
�������� $-�;&! �� � ����
t! s ∈ E! t � s! �� f(s)−f(t) � ϕ(s)−ϕ(t) ��� (ϕ−f)(t) � (ϕ−f)(s)� +��� ��
����!

���������%�
���� " ��� ������ �����*������ ����������� ������������������
* ���	� �

E



<��� �� �
���� ����������� �� �����
������� ������ ����
 ��� ��� �

������� ����
������ g �� ����� -�-� )�� ����
����� ��������  ������� ����

	��
���

 �	�������
!� 9���
������ ϕ : E → E1 ��� ��
 �� ����/���� ������
��������� �� E8 t ∼ s � E ⇐⇒ ϕ(t) = ϕ(s) � E1� 9�������� ��
�� t = { s ∈ E | s ∼ t }
���� �������������� �������� t ∈ E � *���
���������� E/ϕ := E/ ∼ �� ����
� ����/���� ��������������! � � ��� π : E → E/ϕ " ���������� ��
�����!
��
��������� 
��������� π(t) = t ��� t ∈ E� +���� t = ϕ−1(τ)! ��� τ := ϕ(t) ∈ ϕ(E)!
� ���� �� ������� ϕ(t) = ϕ(s) ��� s ∈ t! ���! ��� �� ��! ϕ ◦ π = ϕ! �� ����
����
��� ϕ : E/ϕ → E1 �

���� ��
������� � ���������� ���	��
���
�� ϕ� �
 ����
�������! �� �������� ϕ(ϕ−1(τ)) = τ ��� τ ∈ ϕ(E)! �� ��� ϕ $������& ��Q�����
��� ������ ����
�! ϕ �� ��
�������! �� ���� ��
������� ϕ! � � ����� -�-! ��
���� �� ���	����� �������� � ϕ! � ������! ������ ϕ ����� ��
����� ����
������
ϕ−1 : E1 → E/ϕ! ���
�� �������� 
��������� ϕ−1(τ) = ϕ−1(τ) ��� τ ∈ E1 = ϕ(E)�

)��� ������ ��� ���� ����
������ f : E → X $��
�� 	�� ����
��� &! ��
������

f̂ : E/ϕ → X 
��������� f̂(t) = f(s) ��� t ∈ E/ϕ � s ∈ t! �� ��� f̂ ◦ π = f �

9���
������ f̂ ��
������� �

����! ����� ���� �� t! s ∈ E � t ∼ s ������� f(t) =
f(s) � X ! ��� ��������� � ����� -�- �������
� ��
������� $-�;&� )��� ����
� g :=
f̂ ◦ ϕ−1 : E1 → X ! �� f̂ = g ◦ ϕ! � �� ��� ���� F��
���
���������G �
�����������
�� ����� -�-$K&8

f = f̂ ◦ π = (g ◦ ϕ) ◦ π = g ◦ (ϕ ◦ π) = g ◦ ϕ.

R������� ����
�����	 f � g ����
� ��
�/� ����� �� �� 
��������	8

f = f̂ ◦ π = f̂ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ � g = f̂ ◦ ϕ−1. $-�:&

9������! ��� ���� ϕ : E → E1 ��
��� ���
������! �� ϕ " ������! � ����� !
E/ϕ = E! ϕ = ϕ! f̂ = f � g = f ◦ ϕ−1�

R������
�� ��� ���� ����� ����
 ��� ��� 
������� ����
������ g � ����
�
���� ���
�
������� �������� � 
��������� $-�:& ����
�����	� <����� � �����
��������	� )��� E " �����
�� ������������� �
���
������! ∼ ���� �����
�� ���
��/���� �������������� �� E! E/∼ " *���
���������� E �� ���� ����/����
�������������� � π : E → E/∼ " ���������� ��
�����! �� � E/∼ ����� ������
$���	���& 	������
# ���� ���� ��
����8 ��������� U ⊂ E/∼ ���������� �	��$�

	$�! ���� ��� �
���
�� π−1(U) ⊂ E ��
��� @�������� E/∼ � ��������	 � ���
*���
����������	 ���������� ���	�������	����	�� �
���
������ E� #� �����
� ��
�������� ��������� � E/∼ ����
������ π : E → E/∼ �������� ���
�
������
A���� ����� ���� ���� $�����&  ���
������8 ���� G " ������������� �
���
�����
��! �� ����
������ γ : E/∼ → G ���
�
���� ����� � ����� �����! ���� �����
����� γ ◦ π : E → G ���
�
����� $������ ����
�! �� ���
�
������� ���������
�� � ����
�����	! ���� �� ���
�� ���
�
����! �� ������ ���� �� ���
�
�������
���
��� ����
�������& ��	����������! � ��� γ ◦ π ���
�
���� � W ⊂ G ��
���!
����� ��������� π−1(γ−1(W )) = (γ ◦ π)−1(W ) ��
��� � E � ��� ���
�
������
�� γ ◦ π! � ����� γ−1(W ) ��
��� � E/∼ � ��� ��
�������� *���
�����������

,I



9�
�����  ���
������ ��������! �� � ��������� �� � ���
�
����� ����
�����	
������ ���
�
�����

# ��� ����
� f : E → X " ���
�
����� ����
������� A� ���
��� 6�-$K& ���� ��!
��� ����� � ϕ : E → E1 ���
�
����� >������������! ����
������ ϕ : E/ϕ → E1 �

f̂ : E/ϕ → X ���
�
����! �� � ���
�
���� ����
������ ϕ = ϕ◦π � f = f̂ ◦ π� 9����
�! *���
������ ϕ ����
������ ϕ! ������� ��Q������� $��������� � ����� -�-&
� ���
�
����� ����
�������! �� ������ �������� �������
*�����! �� �� ��������
���
�
����� ��
����� ϕ−1 : E1 → E/ϕ� +�� �� �����! � ����� -�- ����
������
g : E1 → X ���
�
���� $� ���� ���/�����&� )��� E " ��
��� � ϕ : E → E1 "
�������
*��� $�� �� ϕ ��
��� ���
������&! �� E/ϕ = E � ϕ = ϕ! �� ��� ϕ " ������
��
*���B ���� �� ϕ �� �������� �������
*����� $���� ϕ �� ���
������ ��
���&!
�� ϕ−1 ����� �� ���� ���
�
�����! � �������� F��������G � g �� �
������� � f
�
�������� � 
�� ������ ��	����� ������ ����� ����
�������

� ��
�	�� ���������
	� � �
����� 	����
�

� ���� ��
��
�*� �� �
����������! ��� X " ���
������ �
���
������ � ���
��
�	 d! f : E → X " *���
������� ����
������ ��
��������	 ��
�����! � * ����
ϕ : E → R ������ 
��������� ϕ(t) = V (f, E−

t ) ��� t ∈ E� @�  �������� ���	����
���
�
������� ����
������ ��
��������	 ��
����� f ! � ���� *�
� ��! ��������
���� ���� f �� ������ �� * ���� ��
����� ϕ�

@�������� ���� �
�������� ���� ��� ��������� E ⊂ R � ��� ���������� ���

�� E′� ��� t ∈ E �� �������� E−′

t = (E−
t )′ � E+′

t = (E+
t )′�

����� �
� ���	� t ∈ E�

$K& ,��
 t ∈ E±′
t  	� d(f(t), f(s)) 
���	 ������  [0,∞) ��
 E � s → t ± 0�

����� 	��� ���
 X � ������ 	� ��
 E � s → t± 0 �	�������
� f(s) 
���	

�����	�����
� ������  X ����������$� ����� f(t±) 
 ��
�
�� d(f(s), f(t))
�	���
	�! � d(f(t±), f(t))�

$L& ,��
 t ∈ E−′
t ∩E+′

t  	� ��
 E � a → t− 0 E � b → t + 0 ��
�
�� d(f(b), f(a))

���	 ������  [0,∞) � ���
 � 	��� �� X � ������ 	� d(f(b), f(a)) �	���

�
	�! � d(f(t+), f(t−))�

����������	�
�� $K& # ��� t ∈ E " �
�������� ���� E−
t � )��� s1! s2 ∈ E! s1 �

s2 < t! �� � ��� $4,& � $4-& �����8

|d(f(t), f(s1)) − d(f(t), f(s2))| � d(f(s1), f(s2)) � V (f, Es2
s1

) =
= V (f, E−

s2
) − V (f, E−

s1
) = ϕ(s2) − ϕ(s1).

$6�,&

+� � * ���� ϕ �� �������� � ��
���������! �� �
���� ϕ(t−) := lim
E�s→t−0

ϕ(s)

� ����� �� � [0,∞) � 
���� sup{ϕ(s) | s ∈ E−
t ! s �= t }� +���
� � ����������� �
�����

d(f(t), f(s)) �
� E � s → t − 0 ������� �� $6�,& � 
���
�� 0�/� � R�

,,



# ��� ����
� X " ������� 0� � � $6�,&! ��� s1! s2 ∈ E! s1 � s2 < t! �����8
d(f(s1), f(s2)) � ϕ(s2) − ϕ(s1)! �� ��� � ����������� �
����� ����� f(t−) ∈ X ���
����� �� 
���
�� 0�/� � ������ ���
������ �
���
������ X � 9������� ��������!
���

|d(f(t), f(t−)) − d(f(t), f(s))| � d(f(t−), f(s)) → 0 �
� E � s → t − 0.

)��� t ∈ E " �
�������� ���� E+
t ! 
��� ������ ������ �����������

$L& J�������������� ���������� $K&! ����  �����! ��� ��� a1! a2! b1! b2 ∈ E!
a1 � a2 < t < b1 � b28

|d(f(b1), f(a1)) − d(f(b2), f(a2))| � d(f(b1), f(b2)) + d(f(a1), f(a2)) �
� ϕ(b2) − ϕ(b1) + ϕ(a2) − ϕ(a1),

� ����! ��� $� �� ���! ���� X " ������ ���
������ �
���
������&

|d(f(t+), f(t−)) − d(f(b), f(a))| � d(f(t+), f(b)) + d(f(t−), f(a)) → 0

�
� E � a → t − 0! E � b → t + 0� �

����� �
	 %�! t ∈ E 
��#	 ���	� �����#)
� �����	��

$K& ���
 t ∈ E−′
t  	� ϕ(t) − ϕ(t−) = limE�s→t−0 d(f(t), f(s)) B

$L& ���
 t ∈ E+′
t  	� ϕ(t+) − ϕ(t) = limE�s→t+0 d(f(s), f(t)) B

$M& ���
 t ∈ E−′
t ∩ E+′

t  	� limE�a→t−0
E�b→t+0

V (f, Eb
a \ t) = limE�a→t−0

E�b→t+0
d(f(b), f(a))�

����������	�
�� ��� ��
����������� ��  �������� $L& � $M&! ������ $K& ���
��������� ���������� � ������� �
���! ��� $L&�

$L& #�
����� � ��
�������� $-�;&  �
���� �
� E � s → t + 0 �  ������� ����
� 6�,$K&! ��� ���8 limE�s→t+0 d(f(s), f(t)) � ϕ(t+)−ϕ(t)� N���� ������� ��
�����
��
��������! ���������� �������! ��� ��� ������ ε > 0 ��	����� t0 = t0(ε) ∈ E!
t0 > t! ����! ���

ϕ(s) − ϕ(t) � d(f(s), f(t)) + ε ∀ s ∈ Et0
t . $6�(&

��	����������! ��
�����  �
���� �
� E � s → t + 0 � $6�(&! ��	���! ���

ϕ(t+) − ϕ(t) � lim
E�s→t+0

d(f(s), f(t)) + ε,

� ��������  ����� �
������������ ε > 0�
������ $6�(&� #����� V (f, E+

t ) � V (f, E) < ∞ � ��� $4(&! ��� ε > 0
��	����� 
�������� T = {ti}m

i=0 ∈ T (E+
t )! ��� t < t0! ����! ���

V (f, E+
t ) � d(f(t0), f(t)) + V (f, T ) + ε.

,(



C������! ��� � ��	������������� T ∈ T (E+
t0) � �
������ $4,& � $4-&! ��� ����

s ∈ Et0
t �����8

V (f, E+
t ) � d(f(t0), f(s)) + d(f(s), f(t)) + V (f, E+

t0) + ε �
� V (f, Et0

s ) + d(f(s), f(t)) + V (f, E+
t0) + ε =

= V (f, E+
s ) + d(f(s), f(t)) + ε,

�� ��! ����� �
������ $4-&! ��	���! ���

V (f, E−
s ) − V (f, E−

t ) = V (f, E+
t ) − V (f, E+

s ) � d(f(s), f(t)) + ε,

� ��������� ��
�������� � ���� $6�(&�
$M& ,� C���� �� ������! ���! �����
���!

d(f(b), f(a)) � V (f, Eb
a \ t) ∀ a ∈ E−

t ! ∀ b ∈ E+
t ! a < t < b! $6�-&

� ������
��! ���

��� ������ ε > 0 ��	� ��� a0 = a0(ε)! b0 = b0(ε) ∈ E! a0 < t < b0! ����! ���

V (f, Eb
a \ t) � d(f(b), f(a)) + ε ∀ a ∈ Et

a0
\ t, ∀ b ∈ Eb0

t \ t. $6�6&

<�
�������� $6�-& �
�� ������� �� $4,&� N���� ������� $6�6&! ��*���
 ��
ε > 0! � �� ��
�������� ��
����� V (f, E \ t)! ���
�� � V (f, E) < ∞! 
������
��

�������� T = {ti}m

i=0 ∈ T (E \ t) ����! ���

t0 � t1 � . . . � tk−1 < t < tk � . . . � tm−1 � tm ��� �����
��� 1 � k � m

�

V (f, E \ t) � V (f, T ) + ε =
m∑

i=1

d(f(ti), f(ti−1)) + ε.

#������ T1 = {ti}k−1
i=0 ! T2 = {ti}m

i=k! a0 = tk−1! b0 = tk! � �������! ��� T1 ∪ {a} ∈
T (E−

a ) � T2 ∪ {b} ∈ T (E+
b ) ��� a! b ∈ E! a0 � a < t < b � b0! ��� ���8

V (f, E \ t) � V (f, T1) + d(f(tk), f(tk−1)) + V (f, T2) + ε �
� V (f, T1) + d(f(a), f(tk−1)) + d(f(b), f(a)) +

+ d(f(tk), f(b)) + V (f, T2) + ε �
� V (f, E−

a ) + d(f(b), f(a)) + V (f, E−
b ) + ε.

� ��� $4-& �������! ���

V (f, E \ t) = V (f, E−
a ) + V (f, Eb

a \ t) + V (f, E+
b ), $6�;&

� ��� 
�������� ������ � ���������� �������� ���� $6�6&�

,-



(� +���
� �������! ��� �
���� ����� � $M& � ����� ��! ������ � �
����� �
�
E � a → t − 0! E � b → t + 0! �����8

V (f, Eb
a \ t) → inf{V (f, Eb

a \ t) | a ∈ E−
t ! b ∈ E+

t ! a < t < b } ∈ [0,∞). $6�:&

J��
����� � ��
��������� $6�-& � $6�6& E � a → t − 0! E � b → t + 0! �  �������
���� 6�,$L&! �
������  ��
���������8

lim
E�a→t−0
E�b→t+0

d(f(b), f(a)) � lim
E�a→t−0
E�b→t+0

V (f, Eb
a \ t) � lim

E�a→t−0
E�b→t+0

d(f(b), f(a)) + ε.

#����� ε > 0 �
���������! �� $M& �������� �

������� �
� $K& (	�������
� �����
������ ��
��

 f ������$�� �����  	���

�� t ∈ E\{sup E} $���	� ����  	���� t ∈ E\{inf E}& 	���� 
 	����� 	���� �����

��� �����
! ��
��

 ϕ �������	 -	
� �� ����	��  	���� t�
$L& (	�������
� �����
������ ��
��

 f ������$�� �� E �� 
���#���
�� 

�$	� ����	 �� ����� ��� ���	���� ������	� 	���� 
� E�

����������	�
�� $K& )��� t " �����
������� $�� �� �� �
��������& ���� ��������
�� E! ��  ���
������ ��������� )��� t ∈ E′! �� t ∈ E−′

t ��� t ∈ E+′
t B � ���� �� ���

 ���
������ $K& ������� �� ����� 6�($K&! $L&�
$L& <� �������� ��
��������� * ���� ϕ ����� �� E �� ����� ��� �������

��������� ���� 
��
���! � � ��� $K& ��������� ���� 
��
��� ����
������ f �
* ���� ϕ ���������� �

����� �
� ���	� t ∈ E� ������

$K& ���
 t ∈ E−′
t  	� V (f, E−

t )− V (f, E−
t \ t) = ϕ(t)−ϕ(t−) = limE�s→t−0 V (f, Et

s) B

$L& ���
 t ∈ E+′
t  	� V (f, E+

t )−V (f, E+
t \ t) = ϕ(t+)−ϕ(t) = limE�s→t+0 V (f, Es

t ) B

$M& f ������$�� ����  	���� t ∈ E−′
t $���	� �����  	���� t ∈ E+′

t & 	���� 


	����� 	���� ����� V (f, E−
t ) = V (f, E−

t \ t) $���	� V (f, E+
t ) = V (f, E+

t \ t)&B

����� ϕ(t±) = limE�s→t±0 ϕ(s) ∈ [0,∞)�

����������	�
�� $K& A� ���	���� $461&! ��� E �������� �� E−
t \ t! �������! ���

V (f, E−
t \ t) = lim

E�s→t−0
V (f, (E−

t \ t)−s ) = lim
E�s→t−0

V (f, E−
s ) = ϕ(t−),

������ �� $4-& ��� ����8

ϕ(t) − ϕ(t−) = lim
E�s→t−0

(
V (f, E−

t ) − V (f, E−
s )

)
= lim

E�s→t−0
V (f, Et

s).

$L& A� ���	���� $462&! ��� E �������� �� E+
t \ t! � ���	���� $4-& �������! ���

V (f, E+
t \ t) = lim

E�s→t+0
V (f, (E+

t \ t)+s ) = lim
E�s→t+0

V (f, E+
s ) =

= V (f, E) − lim
E�s→t+0

V (f, E−
s ) = V (f, E+

t ) + ϕ(t) − ϕ(t+).

,6



>���� �
������ $4-&! ��� ����8

ϕ(t+) − ϕ(t) = lim
E�s→t+0

(
V (f, E+

t ) − V (f, E+
s )

)
= lim

E�s→t+0
V (f, Es

t ).

$M& ������� �� $K&! $L& � ���
��� 6�-$K&� �

����� �
� ���	� 	���� t ∈ E 	���! �	� t ∈ E−′
t ∩ E+′

t � *����

$K& V (f, E) = V (f, E−
t \ t) + V (f, E+

t \ t) +
(
ϕ(t+) − ϕ(t−)

)
 ��
��� f ������$��

 	���� t 	���� 
 	����� 	���� ����� V (f, E) = V (f, E−
t \ t) + V (f, E+

t \ t) B

$L& V (f, E) = V (f, E \ t) +
(
ϕ(t+) − ϕ(t−)

)
− limE�a→t−0

E�b→t+0
V (f, Eb

a \ t) ��
��� ���


f ������$��  	���� t 	� V (f, E) = V (f, E \ t) B ����	��� � ����������

�	������
� ���)� ����! �������

����������	�
�� $K& R�������� � $K& ��� ������ ��������� 
������� $K& � $L&
�� ����� 6�6 � ������ ���� �
��������� $4-&! �  ���
������ � $K& ���� �� ��
����� 6�6$M&! 
�������� � $K& � ��
������� ϕ(t−) � ϕ(t) � ϕ(t+)�

$L& ������ ������� 
�������� � $L&� #
������ �� �������� $4-& � $6�;&! ���
a! b ∈ E ����! ��� a < t < b! �����8

V (f, E) − V (f, E \ t) = V (f, E−
a ) + V (f, Eb

a) + V (f, E+
b ) −

−
(
V (f, E−

a ) + V (f, Eb
a \ t) + V (f, E+

b )
)

=

= ϕ(b) − ϕ(a) − V (f, Eb
a \ t).

9�������  �����! ��� �
� E � a → t − 0! E � b → t + 0 ����� ����� $6�:& �

ϕ(b) − ϕ(a) → ϕ(t+) − ϕ(t−) =
(
ϕ(t) − ϕ(t−)

)
+

(
ϕ(t+) − ϕ(t)

)
. $6�H&

)��� f ���
�
���� � t! �� �
���� $6�H& 
���� � �� � ��� ����� 6�($K&! $L&!
� �
���� $6�:& 
���� � �� � ��� ����� 6�($M&! �� �� � ���� �� ��
��� �����
 ���
������ � $L&� 9�
�����  ���
������! ������ ����
�! ����
��8 � ���! ���
��
��
! E = [−1, 1]! f : E → R! f = −1 �� [−1, 0)! f(0) = 0! f = 1 �� (0, 1] � t = 0 $���
*�
� � $6�E& ����&� �

A� �
��������� ��/� 
��� �����	 �
�� ������� ���� ����

������� �
� ���	� f : E → X � �	�������
� �����
������ ��
��

� *�����

$K& ���
 t ∈ E−′
t  	� V (f, E−

t ) = V (f, E−
t \ t) + lim

E�s→t−0
d(f(t), f(s)) B

$L& ���
 t ∈ E+′
t  	� V (f, E+

t ) = V (f, E+
t \ t) + lim

E�s→t+0
d(f(s), f(t)) B

$M& ���
 �� t ∈ E−′
t ∩ E+′

t  	�

,;



V (f, E) = V (f, E−
t \ t) + V (f, E+

t \ t) + lim
E�s→t−0

d(f(t), f(s)) + lim
E�s→t+0

d(f(s), f(t)),

V (f, E) = V (f, E\t)+ lim
E�s→t−0

d(f(t), f(s))+ lim
E�s→t+0

d(f(s), f(t))− lim
E�a→t−0
E�b→t+0

d(f(b), f(a)),

$6�P&
V (f, E \ t) = V (f, E−

t \ t) + V (f, E+
t \ t) + lim

E�a→t−0
E�b→t+0

d(f(b), f(a)).

+������
�� )��� X " ������ ���
������ �
���
������! ��! �  ����� ����� 6�,!
*�
� �� �� ���
��� 6�: �������������� ������������ ��
����8 � ��� ��� �
����
�� F�������G ��� ��� ���
��B ��! ���
���
! 
�������� $6�P& �
���� ���� ���	
����� �
�����	 ���8

V (f, E) = V (f, E \ t) + d(f(t), f(t−)) + d(f(t+), f(t)) − d(f(t+), f(t−)). $6�E&

#�������� 
��������! � ���� � �
 ��� 
�������� �� ���
��� 6�:! �
���������� ���
��	 ������ 
��� F�
�������� *�
��G ����� ��������
��� 
�������� )���! ���
���
!
T ⊂ E ���� ��������� �� (m + 2)�� ����

t0 � t1 � . . . � tk−1 � t � tk � . . . � tm−1 � tm,

��! ��������! ���

V (f, T ) = V (f, T \ t) + d(f(t), f(tk−1)) + d(f(tk), f(t)) − d(f(tk), f(tk−1)).

O�� ��������� 
�������� ����� F�
����G � ���� 
�������� $6�E&�

D�
� �� �� ���
��� 6�: ����
���� ���� � �� ��� ��
��� E = [a, b]8

��������� �
� ���	� X � ������ ��	�
������ ����	����	� 
 f : E → X �

�	�������
� �����
������ ��
��

� *���� 
�����

$K& V (f, [a, t)) = V t
a (f) − d(f(t), f(t−)) t ∈ (a, b]B

$L& V (f, (t, b]) = V b
t (f) − d(f(t+), f(t)) t ∈ [a, b)B

$M& V b
a (f) = V (f, [a, t)) + V (f, (t, b]) + d(f(t), f(t−)) + d(f(t+), f(t)) t ∈ (a, b)B

$S& V (f, [a, b]\ t) = V b
a (f)−d(f(t), f(t−))−d(f(t+), f(t))+d(f(t+), f(t−)) t ∈ (a, b)B

$T& V (f, [a, b] \ t) = V (f, [a, t)) + V (f, (t, b]) + d(f(t+), f(t−)) t ∈ (a, b)B

$U& V (f, (a, b)) = V b
a (f) − d(f(a+), f(a)) − d(f(b), f(b−))� �

+������
�� O�� �� ����� *�
� �� �� ��������� 6�H ��� ���� ���� � 
����� 2:7
�� ������� �
 ��� ����
�����	� 9�� �� ����� �������� ��� ��
����� � ������
����
� 267! ���������	 ���� p���
�����	! ���� p > 1�

,:



� ������� ���
�� �����

9������	 
�� ����� ����� ��
��
�*� " ��� ���
��� � ���������� ��� ����
��
����	 ��
��������	 ��
�����! ���
�� �������� ���������� �� ���
������ �
���������������� ����
������ ����������� �
������ ����
� 1���� $���! ���
��
��
! 2,! 3�� P! ' 6! ���
��� 1����7&�

������� �
� ���	� K � ������	��� ���������	� ��	�
������� ����	����	�

� X 
 F ⊂ C([a, b]; K) � ����������� ������	� ������$�$" �	�������
� 
�

�	����� [a, b]  K ��������� �����
������ ��
��

 	� �� supf∈F V b
a (f) < ∞� *���

�� �����	�! ��������	������	� �	�������
� {fn}∞n=1 ⊂ F  ��	���! ��	������

�� [a, b] �"��
	�! � ����	����� �	�������
# f : [a, b] → K �����
������ ��
��

�

 	����� �	� V b
a (f) � supf1∈F V b

a (f1)�
����� 	��� ���
 X � ����"�� ����	����	� $��� ����� R 
�
 C& 	� ����
�

������$���	
 �	�������
� 
� ������	� F 
��
&���

����������	�
�� .�� / $��)�! ���	�&� #� ���
��� -�, ����� ����
������ f ∈ F
����� ���� �
���������� � ���� f = gf ◦ ϕf �� [a, b]! ��� ϕf (t) = V t

a (f)! t ∈ [a, b]!
� gf : E1f = ϕf ([a, b]) → K " ���/����� ����
������ � ��������	 Lip(gf) � 1�
C������! ��� ϕf " �� ��������! ����
���������� � ϕf (a) = 0� >���	���� ���
 �������� * ���	 {ϕf | f ∈ F } ��������� � 
������
�� ��
������� �� [a, b]
$������ ω(ϕf , [a, b]) = ϕf (b) = V b

a (f)&! ������ � ��� ���������� *��� ��
2,! 3�� P! ' 6! .���� (7 ��� ����	���� ����
��� ������������������ {ϕn}∞n=1! �����
���� � 
��������� fn = gn ◦ ϕn $�� �� ϕn = ϕfn � gn = gfn& ��� ���� n ∈ N!
���
�� ��������� �� [a, b] ��������  �����
�	 �� �������	 $� ��
��������	&
* ���� ϕ : [a, b] → R� #������ 
 = V b

a (ϕ) = ϕ(b)! �� ��� 0 � 
 < ∞! �
���� ����

n = V b

a (fn) = V b
a (ϕn) = ϕn(b)! �� 
n → 
 �
� n → ∞�

.�� 0� # ��� ���������  ������ ��
��	 ����� ���
���� +� � fn ∈ F ���
��

����! �� � ϕn ���� ���
�
���� �� [a, b] $���
��� 6�-$K&&! � ����� ���/�����
����
������ gn ��
������� �� ��
��� E1n = ϕn([a, b]) = [0, 
n]� )��� 
n � 
! �� ��
� ��� 
������
����� gn ����� �� ��
��� [0, 
]! � ���� 
n < 
! �� �
������� gn

�� (
n, 
] ���� ���� ��
����8 gn(τ) = gn(
n) ��� τ ∈ (
n, 
]� #� ���
��� ?
�����
?���� ������������������ ���/������ ����
�����	 gn : [0, 
] → K � ����������
Lip(gn) � 1 �
��������� � C([0, 
]; K)! ������ ��� ����
��� 
������
�� ����
��� ��� ��������������������� {gnk

}∞k=1� )��� g : [0, 
] → K ���� 
������
��	
�
���� {gnk

}! �� ����! ��� g " ���/����� � ��������	 Lip(g) � 1! �� ��� � ���
� ����� -�( ��������� f = g ◦ ϕ : [a, b] → X ���� ����
������ ��
��������	
��
������ )��� ����
� t ∈ [a, b]! �� �����8

d(fnk
(t), f(t)) = d

(
(gnk

◦ ϕnk
)(t), (g ◦ ϕ)(t)

)
�

� d
(
gnk

(ϕnk
(t)), gnk

(ϕ(t))
)

+ d
(
gnk

(ϕ(t)), g(ϕ(t))
)

�
� |ϕnk

(t) − ϕ(t)| + d
(
gnk

(ϕ(t)), g(ϕ(t))
)
.

>�������� ��������	 � ��� ��
������  � �� �
� k → ∞! ������ ��������������
����� {fnk

}∞k=1 ⊂ F ��������� �� [a, b] ��������  f � <�
�������� � ���
��� �������

,H



�� ���	���� $4H&�
.�� 1� # ��� X " �������� �
���
������� #
���� ��� ���������! ��� �
���

��������� � ���
�
������� ����	���� F ����� �� �����! ������! ��� ���� g :
E → X " ���/����� ����
������! �� ��� ����� �
�������� �� R �� ���/�����
����
������ g̃ : R → X �����! ��� Lip(g̃) � Lip(g)�

#����� ����
������ g 
������
�� ���
�
���� �� E! ��� ��� ���� �
�����
����� g1 : E → X �� �������� E ��������� E! �� ��� g1 " ���/����� �
Lip(g1) � Lip(g)� #������ g̃ = g1 �� E� ���������� R \ E ��������� E � R ���

���! �! ������! �������� �� ����� ��� ������� ��Q��������� ����
����������
��
���� ����
����� (ak, bk)� <� ��
��������� ����
����� (ak, bk) ��
������ g̃
���� ���� ��
����8

g̃(t) = g1(ak) + µk(t − ak), µk :=
g1(bk) − g1(ak)

bk − ak
, t ∈ (ak, bk).

)��� ak = −∞! �� �������� g̃(t) = g1(bk) ��� ���� t ∈ (−∞, bk]! � ���� bk = ∞! ��
�������� g̃(t) = g1(ak) ��� ���� t ∈ [ak,∞)�

)��� ‖ · ‖ ���������� ��
� � X ! �� ‖µk ‖ � Lip(g1) � Lip(g)! ������ � �� ���!
���� bk − ak < ∞! ��� ���� t! s ∈ [ak, bk] �����8

‖ g̃(t) − g̃(s) ‖ = ‖µk ‖ · |(t − ak) − (s − ak)| � Lip(g) · |t − s|.

C������! ��� ���� ak = −∞ $��� bk = ∞&! �� g̃ ���� ���������� ����
������ ��
(−∞, bk] $��� �� [ak,∞)&�

9������� �
���
���! ��� g̃ " ���/����� ����
������ �� R� �������� �
� �� �
���8 ,& t ∈ E! s ∈ EB (& t ∈ E! s /∈ EB � -& t /∈ E! s /∈ E� >� ��	 ,& ���� �� ���������
��/�� � �� ��� (& �
���������! ��� s ∈ (ak, bk) � bk � t� +���� � ��� ��
��������
�
� ������� ��� ����8

‖ g̃(t) − g̃(s) ‖ � ‖ g1(t) − g1(bk) ‖ + ‖ g1(bk) − g̃(s) ‖ �
� Lip(g) ·

(
(t − bk) − (bk − s)

)
=

= Lip(g) · |t − s|.

� �� ��� -& �
���������! ��� t ∈ (am, bm)! s ∈ (ak, bk) � bk � am� >���� � ��� 
��
�������� �
� ������� �������! ���

‖ g̃(t) − g̃(s) ‖ � ‖ g̃(t) − g1(am) ‖ + ‖ g1(am) − g1(bk) ‖ + ‖ g1(bk) − g̃(s) ‖ �
� Lip(g) ·

(
(t − am) + (am − bk) + (bk − s)

)
=

= Lip(g) · |t − s|.

.�� 2� # ��� X " �������� �
���
������ � F " ���������� ����	���� ����
��
����	 �� [a, b] � K 
������
�� ��
��������	 ��
������ ������� �� 
��� �����
� � /��� ,� C������! ��� � ��/�� �� ��� E1n = ϕn([a, b]) ⊂ [0, 
n]� 0 ��� ��! ����
L = supn∈N 
n! �� 0 � L < ∞ � 
 = limn→∞ 
n � L� 9�������� ��
�� gn � �����
�� [0, L] ����
������ g̃n �� /��� -� #� ���
��� ?
�����?���� ������������������

,P



���/������ ����
�����	 gn : [0, L] → K � ���������� .��/��� Lip(gn) � 1 �����

������
�� ������ ��� ��������������������� {gnk

}∞k=1! 
������
��	 �
���� ��
��
�	 �� ��������� ��
�� g� =���! ��� g : [0, L] → K " ���/����� ����
������
� ��������	 Lip(g) � 1� #������ E1 = ϕ([a, b]) � ��������� ��
�� g " � ����� g
�� E1� � ��� ����� -�( ����
������ f = g ◦ ϕ : [a, b] → K ����� ��
������� �
��
������ )��� ����
� t ∈ [a, b]! �� ����! � � /��� (! �����8

d(fnk
(t), f(t)) = d

(
gnk

(ϕnk
(t)), g(ϕ(t))

)
�

� |ϕnk
(t) − ϕ(t)| + d

(
gnk

(ϕ(t)), g(ϕ(t))
)
,

��� � ����
/��� �������������� �
+������
!� ,& 9������� ��
���� ���
�� � ���! ����� ��  ������ FF ⊂ K [a,b]!

��� K ⊂ X �������G � ���
��� ;�, �������� �� ����� ������  ������8 F�
� �����
t ∈ [a, b] ������� F(t) = { f(t) ∈ X | f ∈ F } �
��������� � XG�

(& #
����������� � ���
�
������� ����	���� F ��� �� ��������! ��� �
��������
����
������ f ���� ���
�
����� ��	����������! ������������������ fn : [0, 2] → R!
��
��������� �
������

fn(t) =
{

tn, ���� t ∈ [0, 1],
(2 − t)n, ���� t ∈ [1, 2],

�������� �
� n → ∞ ���������  
��
����	 * ���� f ! 
����	 � �� ��� ����
t = 1 � 
����	 1 � ���� t = 1�

 �������� ��
!
"�����# 

���$����

������� �� �������� �����
�� ������� � *��� �� ���
�� ������������ ����
�
�����	 $���
����� ��� 2P! 3�� (! ' ,7 � 2E! 3�� ,! '' ,! ;7&�

# ��� A! B ⊂ X " ��� ��� ���� ������������ ���
������� �
���
������
(X, d)� %��	���� ������	� A � ������	� B ���������� ��������

e(A, B) = sup
x∈A

dist(x, B) = sup inf
x∈A y∈B

d(x, y) ∈ [0,∞],

� "��������� ����	�!�
� D ����� A 
 B ��
��������� 
���������8

D(A, B) = max{ e(A, B), e(B, A) }.

)��� A! B! C ⊂ X " ��� ���� ���������! ��8 e(A, B) = 0 ����� � ����� �����!
���� A ����
����� � �������� B! � e(A, B) � e(A, C) + e(C, B)� >������������!
D ���� �������	�
�� �� ��������� ���� ��� ���� ���� ��� ����������� X ! �� ��
D  ��������
��� ���� ������� ���
�� � �������� �
������� ���������� ����
������ 9���
������ D �������� ��	�
��� �� ��������� ���� ��� ���� ���� ���
��
��������� �����������! �! � ���������! �� ��������� ���� ��� ���� ������
��� ����������� X �

,E



# ��� E � X " ��� ���
������ �
���
������! 2X " ��������� ���� �������
����� X � 2̇X = 2X \ {∅}� 3���������$� �	�������
�� 
� E  X ����������
����
������ F : E → 2X ! ���
�� ����	 ���� t ∈ E ������ � ������������
��������� F (t) ⊂ X � 4���
��� $��� �
�*��& F ���������� ��������� Gr(F ) =
{ (t, x) ∈ E×X | x ∈ F (t) }! � �����	�# ������
� F " ��������� R(F ) =

⋃
t∈E F (t)!

�� ��� R(F ) ⊂ X �

@����������� ����
������ F : E → 2̇X ����������

$K& ������$�$� $�� 5��������&  	���� t0 ∈ E! ���� ��� ������ ε > 0 ��	�����
δ = δ(ε) > 0 ����! ��� D(F (t), F (t0)) � ε ��� ���� t ∈ E! d(t, t0) � δB

������$�$� $�� 5��������& �� ��������� E! ���� ��� ���
�
���� � ����	
���� t0 ∈ EB

$L& ������$�$� �� '
�&
�� �� E! ���� ��	����� ���������� L � 0 ����! ���
D(F (t), F (s)) � Ld(t, s) ��� ���� t! s ∈ E� <������/�� ���������� L �  ��
������ ���	����� ���������� ����	��	�� '
�&
�� F � ������������ ��
��
Lip(F )B

$M& ������	�������$�! ���� F (t) ���� �������� ������������ X �
� �����
t ∈ EB

$S& ������	�$�! ���� ��� �
�*� Gr(F ) �������� ������� � E × X $� ����
�� ���! F ���� �������������! �� �� �����
��&B

$T& �	�������
�� �����
������ ��
��

 �� �	����� E = [a, b] ⊂ R! ����

V b
a (F ) := sup{VD(F, T ) | T ∈ T b

a } < ∞,

���

VD(F, T ) =
m∑

i=1

D(F (ti), F (ti−1)), T = {ti}m
i=0 ∈ T b

a ;

$U& δ( · )������#	�� ������$�$� �	�������
�� �� �	����� [a, b]! ���� ��� ����
��
�	 * ���� δ : (0,∞) → (0,∞)! ������ ε > 0 � ������ �������� ����
�

a � a1 < b1 � . . . � aN < bN � b ��  ������
∑N

n=1(bn − an) � δ �������! ���∑N
n=1 D(F (bn), F (an)) � ε�

V ��� ����
���! ��� ������������ ����
������ F : E → 2̇X ����� $
�� ��
� �&
������
#! ���� � ����� �� ����
������ f : E → X ����! ��� f(t) ∈ F (t) ��� ����
t ∈ E�

A�������! ��� $��� 2E! 3�� ,! ' ;! >�������� ,7& ������������ ��������������
����
������ F : E → 2̇X ���
�
���� $�� 1� ���
* & �� E! ���� � ����� ����
��� �����
������ ��� ���
�
���� ���
� � ��� ���
�
���� ���� � ����	 ����
t0 ∈ E�

���� � ������	/�� �� �
����������! ��� E = [a, b] ���� ��
��� �
���	�

(I



������� �
� ���	� X � ����"�� ����	����	� $��� ����� R 
�
 C& � ����

��� ‖ · ‖ F : [a, b] → 2̇X � ������	��� ������������ �	�������
� t0 ∈ [a, b]

 x0 ∈ F (t0)� ����� 8

$K& ���
 F � ������$�� �� '
�&
�� �� [a, b] 	� ��)��	��	 �
�&
��� ������

�
! f : [a, b] → X 	���! �	� Lip(f) � Lip(F ) 
 f(t0) = x0B

$L& ���
 F � �	�������
� �����
������ ��
��

 �� [a, b] 	� ��)��	��	 ���

����
! f : [a, b] → X �����
������ ��
��

 	���! �	� V b
a (f) � V b

a (F ) 


f(t0) = x0B

$M& ���
  ����
!" $L& F �)� 
 ������$�� 	�  ��������
� ������
# f �����

$���	� ������$��� B

$S& ���
 F � δ( · )������#	�� ������$�� �� [a, b] 	� ��)��	��	 δ( · )������#	�

�� ������$��! ������
! f : [a, b] → X �����	��!#)�! �������	�  $L&

 	���! �	� f(t0) = x0�

����������	�
�� $K& R������� ������������� �� ��� /����
,� ��� ������ n ∈ N � ��� Tn = {tni }n

i=0 ∈ T b
a ���� 
�������� ��
��� [a, b] ��

���	������8

,& t0 ∈ Tn! �� �� t0 = tnk(n) ��� �����
��� k(n) ∈ { 0, 1, . . . , n }B

(& ���� λ(Tn) := max1�i�n(tni − tni−1)! �� λ(Tn) → 0 �
� n → ∞�

#� ��� ��� ��
������ �������� xn
i ∈ F (tni ) ���� ���� ��
����� # ��� n ∈ N! �

� ��� ������� a < t0 < b�

K& #������ xn
k(n) = x0�

L& )��� i ∈ { 1, . . . , k(n) } � ������� xn
i ∈ F (tni )  �� ��
������! ����
�� �������

xn
i−1 ∈ F (tni−1) ��! ����� ‖ xn

i − xn
i−1 ‖ = dist(xn

i , F (tni−1))�

M& )��� i ∈ { k(n) + 1, . . . , n } � ������� xn
i−1 ∈ F (tni−1)  �� ��
������! ����
��

xn
i ∈ F (tni ) ��! ����� ‖ xn

i−1 − xn
i ‖ = dist(xn

i−1, F (tni ))�

)��� ����
� t0 = a! �� �� k(n) = 0! �� ��
������� xn
i �������� K& � M&! � ���� t0 = b!

�� ��� k(n) = n! �� ��
������� xn
i ! ���� � K& � L&�

<�����! ��
������ ������������������ ����
�����	 fn : [a, b] → X ! n ∈ N!
���� ���� ��
����8

fn(t) = xn
i−1 +

t − tni−1

tni − tni−1

(xn
i − xn

i−1), t ∈ [tni−1, t
n
i ], i = 1, . . . , n. $:�,&

9������! ��� fn(t0) = x0 ��� ���� n ∈ N! � ����! � ���� �� �� L& � �& " ���8

‖ xn
i − xn

i−1 ‖ � D(F (tni ), F (tni−1)) � $:�(&

� Lip(F ) · (tni − tni−1). $:�-&

(,



(� �����
���! �������! ��� ������������������ {fn}∞n=1 
������������ ���/��
���� � ���������� Lip(fn) � Lip(F )� ��	����������! ���� t! s ∈ [tni−1, t

n
i ]! �� �

��� $:�,& � $:�-& ��	���! ���

‖ fn(t) − fn(s) ‖ �
‖ xn

i − xn
i−1 ‖

tni − tni−1

· |t − s| � Lip(F ) · |t − s|,

�� �� �������! ��� ������������������ {fn}∞n=1 
������������ ���
�
���� �� ���

��� [a, b]�

������
��! �
� ����� t ∈ [a, b] ������������������ {fn(t)}∞n=1 �
��������
�� � X � ��	����������! ���� t ∈ [a, b]! �� ��� ������ n ∈ N ��	����� ����

i(n) ∈ { 1, . . . , n } ���	! ��� tni(n)−1 � t � tni(n)! ������ tni(n)−1 � tni(n) ��
������

 t �
� n → ∞ � ���  ������ (&� A� $:�-& �������! ���∥∥∥ t − tni(n)−1

tni(n) − tni(n)−1

(xn
i(n) − xn

i(n)−1)
∥∥∥ � Lip(F ) · |t − tni(n)−1| → 0, n → ∞.

#����� F ����� �������	 �
�*� � xn
i(n)−1 ∈ F (tni(n)−1)! �� � ����� ��

��������������������� � (tni(n)−1, x
n
i(n)−1) ∈ Gr(F ) $�� ���
�	 �� ���
���� �
�����

�����������&! ���
�� �������� � [a, b] × X  �����
�	 ���� (τ, x) ∈ Gr(F )� <�
tni(n)−1 → t �
� n → ∞! ������ τ = t! �� ��� (t, x) ∈ Gr(F ) ��� x ∈ F (t)� A��!
fn(t) → x � X �
� n → ∞! ��� x ∈ F (t)! �! ������! {fn(t)}∞n=1 �
��������� � X �

#� ���
��� ?
�����?���� ������������������ {fn}∞n=1 �
��������� � �
����

������ C([a, b]; X)! ������ �����
�� �� ��������������������� 
������
�� ��
[a, b] ��������  ����
������ f : [a, b] → X � =���! ��� f " ���/�����! f(t0) = x0!
f(t) ∈ F (t) ��� ���� t ∈ [a, b] � Lip(f) � Lip(F )�

$L& ������� �� 
��� ����� � � /��� , ������������� � ��� $K& �� ��
�������
�� $:�(& ������������ <�������! ��� ���� h : [α, β] → X " ���
�
���� ��**�
���

��
 ���� ����
������ $� X ���� �� ����������� �����&! �� V β
α (h) =

∫ β

α
‖ h′(τ) ‖ dτ

$���! ���
���
! 2:! ���
��� P�H$L&7&� +���
� �������! ��� ����
������ fn : [a, b] → X
���
�
���� � � ����� fn �� ����	 ��
��� [tni−1, t

n
i ] ���
�
���� ��**�
����
 �

���! � � ��� $4-& � $:�(& �������! ���

V b
a (fn) =

n∑
i=1

V
tn
i

tn
i−1

(fn) =
n∑

i=1

∫ tn
i

tn
i−1

‖ f ′
n(t) ‖ dt =

=
n∑

i=1

∫ tn
i

tn
i−1

‖ xn
i − xn

i−1 ‖
tni − tni−1

dt =
n∑

i=1

‖ xn
i − xn

i−1 ‖ �

�
n∑

i=1

D(F (tni ), F (tni−1)) = VD(F, Tn) �

� V b
a (F ) < ∞ ∀n ∈ N.

9�
�� ������ ����
������ fn ����
����� � ���� ��	 ��� ��	 ������� coR(F )
������� �������	 ����
������ F ! �� F " �������! ������ R(F ) ���� �������

((



� X ! � ������ $��� ���� :�( ����&! � coR(F ) " �������� #
������ �
����� ���
��
� 1���� $���
��� ;�,&! ��	���! ��� � ����� �� ��������������������� � {fn}∞n=1

$������������ ��� �� ��������&! ���
�� ��������� �� [a, b] ��������  �����
�� 
����
������ f : [a, b] → X ��
��������	 ��
������ =���! ��� f(t0) = x0 � ��� f
���� ������� F ! � �������� ��������! ��� � ��� $4H& �����8

V b
a (f) � lim inf

n→∞ V b
a (fn) � V b

a (F ).

$M& #� ����� -�- �� ����� 
��������� F = G ◦ ϕ �� [a, b]! ��� ϕ(t) = V t
a (F )!

t ∈ [a, b]! ���� ��
��������� �� �������� ���
�
����� * ����! � G : [0, 
] =
ϕ([a, b]) → 2̇X " ���
�
����� �� .��/�� ������������ ����
������ � 
 = V b

a (F )
� Lip(G) � 1�

+� � F " �������� ����
������! �� G ���� �������� ��	����������!

������
�� ������������������ {(τn, yn)}∞n=1 ⊂ Gr(G)B ����� τn = ϕ(tn) ��� ������

��� tn ∈ [a, b] � yn ∈ G(ϕ(tn)) = F (tn)! �� �� {(tn, yn)}∞n=1 ⊂ Gr(F )� A� ����������
F �������! ��� ��	����� ��������������������� � {(tn, yn)} $�� ���
�	 ���
����
�
����� �����������& ����! ��� tn → t � yn → y �
� n → ∞! ��� y ∈ F (t)� #����
��� τ = ϕ(t)� +� � ϕ ���
�
����! �� (τn, yn) ��������  (τ, y) ∈ Gr(G)! ��� �
�
����������

C������! ��� x0 ∈ F (t0) = G(τ0)! ��� τ0 = ϕ(t0)! � ��� � ��� $K& ��	���
���/����� ����
������ g : [0, 
] → X �� ���	������8 g(τ0) = x0! g(τ) ∈ G(τ) ���
���� τ ∈ [0, 
] � Lip(g) � Lip(G) � 1�

#������ f = g ◦ϕ� #� ����� -�($K& ����
������ f : [a, b] → X ����� ��
�������
� � ��
����� � ���
�
����! f(t0) = x0 � f(t) = g(ϕ(t)) ∈ G(ϕ(t)) = F (t) ��� ���� t�
<�����! �� ���	���� $46& � ��
�������� $-�-& �������! ���

V b
a (f) = V b

a (g ◦ ϕ) = V �
0 (g) � 
 · Lip(g) � 
 = V b

a (F ). $:�6&

$S& C���� ������������� ���� ��! � � $M&! ���� �
����� �� �������� ���� ��
��� ���������� ,& � 
��������� F = G ◦ ϕ � ��� ����� -�- * ���� ϕ ��������
�� �������	 � δ( · )���������� ���
�
����	� (& )��� �������� f = g ◦ ϕ! �� ��
����� -�($M& $�������� ���� ������������� ���	 �����& �  ������ Lip(g) � 1
��������! ��� f ���� δ( · )���������� ���
�
����� ������� F ! ��� ���
�	 ���
��
������ ��
�������� $:�6&� �

+������
�� # ��� $K& � $M& ���
��� :�, �������� 
�� ������ 2,I7 � 2,,7 �� ����
��������
��	 �� ��	 ��������� �
���
����� ���  ������ ��� ����� ����
����
��� F � # �� $K&  ��������� �
 ��� �������� � 2,(! ���
��� �,�P7! ��� ���� � �
���
���������� � ��� $M& �� �
 ��� ����
�����	 �������! ��� ����
������ F ����
�� ���
�
��� � ������� f � # �� $M&  ������� ��������� ����������8 � ������!
F ����� ���
�
��� � ������� f ��
��������	 ��
������ # �� $S& ���
��� :�,
�������� ���� , � 2,-7! ���
�� ������� ��� � ��������
��� �� ��� X = Rd

$d ∈ N&� # �� $L& � � �� $M& ���
��� :�,! �
����� ����
� 1���� $���
��� ;�,&
� ���
��� -�, � ��
 � 
� �������� ������� >��� �� ��������! ��� ��������

���
�
����� ������������ ����
������ F : E → 2̇R
d

��� � �� ����� ���
�
�����

(-



������	 ���� � �� ���! ���� E ���� ��
��� � R $��� 2,I7! 2E! 3�� ,! ' :7 � 26! ' P7&!
� ���� � �� ���! ���� E ⊂ Rn $n > 1& ���� ����� � F ���
�
���� �� .��/�� 
$��� 2,I7 � 2,67&�

� ��������� ����� ��
��
�*� ��  �������� ������������� � ���� ! ���
��
�������������� � ������������� � ��� $L& ���
��� :�,�

����� �
	 ,��
 R � ����� �����
������ ���������	� �
������� ����
�����

���� ����	����	� X 	� ��� $�����! �������� co(R) 	���� ����� �����
�����

����������	�
�� ,� ������� ������! ��� ��� ��� ������� co(K) ��������
��������� K ������ ��
��������

# ��� K = { x1, . . . , xn }� +���� co(K) =
{∑n

i=1 αixi | (α1, . . . , αn) ∈ A
}
! ���

A =
{

(α1, . . . , αn) ∈ R
n

∣∣∣ n∑
i=1

αi = 1! αi � 0! i = 1, . . . , n.
}

#������ C = 1 +
√∑n

i=1 ‖ xi ‖2� #�����! ��� �
� ����� ε > 0 ��� ��������
�� co(K) � ����� �� ������� ε������ @�������� A �������! ������ ��� ���
�� � ����� �� ������� (ε/C)����� { βj = (βj1, . . . , βjn) }m

j=1 ⊂ Rn! � ����� ����

������ L =
{ ∑n

i=1 βjixi

}m

j=1
�������� ������	 ε������ ��� co(K)� ��	���������

��! ���� x ∈ co(K)! �� x =
∑n

i=1 αixi ��� �����
��� ����
� (α1, . . . , αn) ∈ A! �

����� ! � ���������!
√∑n

i=1 |αi − βki|2 < ε/C �
� �����
�� 1 � k � m� +����
y =

∑n
i=1 βkixi ∈ L �

‖ x − y ‖ =
∥∥∥ n∑

i=1

(αi − βki)xi

∥∥∥ �
n∑

i=1

|αi − βki| · ‖ xi ‖ �

�

√√√√ n∑
i=1

|αi − βki|2 ·

√√√√ n∑
i=1

‖ xi ‖2 <
ε

C
· C = ε.

(� )��� �
� ����� ε > 0 ��������� M ⊂ X ����� ������ ��
������� � ε�����!
�� ��� ������ ��
��������

��	����������! � ��� ε > 0! P " ������ ��
��������� ε/2����� ��� M ! � Q "
������� ε/2����� ��� P � +���� Q ���� ������� ε����� ��� M ! ������ ��� ������
x ∈ M ��	����� y ∈ P ����! ��� ‖ x − y ‖ < ε/2! � ��� y ��	����� z ∈ Q ����! ���
‖ y − z ‖ < ε/2! �� �� ‖ x − z ‖ < ε�

-� ��� ������������� ����� �
���������! ��� ε > 0 � K " ������� ε�����
��� R! � ������! ��� co(K) �������� ε������ ��� co(R)� # ��� r ∈ co(R)! �����
r =

∑n
i=1 αiri ��� �����
�� {ri}n

i=1 ⊂ R � (α1, . . . , αn) ∈ A� # ��� x1, . . . , xn ∈ K
���� ����! ��� ‖ ri − xi ‖ < ε! i = 1, . . . , n� +���� x :=

∑n
i=1 αixi ∈ co(K) �

‖ r − x ‖ =
∥∥∥ n∑

i=1

αi(ri − xi)
∥∥∥ <

( n∑
i=1

αi

)
ε = ε.

(6



A��! �
� ����� ε > 0 ��������� co(K) �������� ε������ ��� co(R)� <� � ��� 
/��� , co(K) ������ ��
�������! � ����� � ��� /��� ( ��������� M = co(R) ����
������ ��
�������� �

(;
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