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Курс «Теория автоматов» является одним из фундаментальных курсов для дальнейшего изучения всех дисциплин, связанных с аппаратной частью ЦВМ. Данный курс формировался постепенно, складываясь из предшествующих ему курсов: «Арифметические и логические основы цифровых автоматов» и «Прикладная теория цифровых автоматов». Автор долгое время читал предыдущие курсы и в настоящее время читает этот курс. За время чтения лекций и проведения практических занятий выработался определенный подход к чтению этой дисциплины. Основное – читать курс на достаточно простом языке, так как студенты 1-2 курсов ещё не готовы к восприятию сложных материй. В то же время чтение лекций в простой форме не выхолащивает  материал, который должен нести информацию по курсу в полном объёме.
Основным направлением при чтении курса «Теория автоматов» автор считает логическое проектирование различных узлов и блоков ЦВМ или проектирование устройств систем автоматики, начиная от постановки задачи и оканчивая графическим отображением спроектированной схемы.
Данное пособие состоит их трёх частей. Первая посвящена введению в логическое проектирование, рассмотрению основных положений алгебры Буля и логическому проектированию комбинационных схем. Вторая рассматривает все разделы логического проектирования схем с памятью. Третья посвящена арифметике ЦВМ. Кроме этого предусмотрены: «Методическое пособие по выполнению домашнего задания» и «Методические указания по выполнению курсовой работы».

От автора
ГЛАВА 1. КОНЕЧНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ
Рассмотрим простейший дискретный преобразователь информации. Пусть А – некоторое множество элементов информации, представленных каким-то образом, В – другое множество элементов информации, а Ф – функция преобразования. Преобразователь информации можно представить себе схематично как устройство, реализующее отображение Ф: А→В одного множества на другое (рис. 1.1,а). Рассмотрим возможность систематического построения таких преобразователей. Очевидно, что трудно предложить какие-то решения в общем случае, когда множества А и В имеют произвольную форму, а о самом отображении Ф ничего не известно. Однако если множества А и В являются конечными (то есть преобразователь, который мы хотим построить, является «конечным функциональным преобразователем») и дискретными (то есть преобразование осуществляется в дискретные моменты времени), существует систематический метод решения этой проблемы. Этот метод состоит в том, что элементы множества А и В предварительно кодируют двоичными кодами и строят преобразование одного множества двоичных векторов в другое  (рис. 1.1,б).
Двоичное кодирование состоит во взаимно однозначном сопоставлении всем элементам конечного множества некоторых двоичных векторов одной и той же длины. При таком подходе проблема реализации преобразователя  Ф сводится к построению трёх преобразователей: кодировка К для А→Х; функционального преобразователя F для Х→Y, декодировщика D для Y→B. Причем эти отображения должны быть выбраны так, что К·F·Ф (рис. 1.1,б).
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Рис. 1.1

Подобные преобразователи не имеют «памяти» и носят общее название комбинационных преобразователей или комбинационных схем. Входная комбинация сигналов даёт опредёленную комбинацию на выходе. В случае отсутствия входных сигналов в подобных устройствах отсутствуют и выходные.

Однако не все преобразователи информации выполняют функцию отображения информации таким образом. Результат преобразования вход 
[image: image2.wmf]Þ

 выход зачастую зависит от того, что происходило раньше, от предыстории преобразования. Таким образом, существуют более сложные преобразователи информации. Их реакция зависит не только от входа в данный момент, но и от того, что было на входе раньше, от входной истории.
Число возможных входных историй бесконечно, даже если различных элементов входной информации у автомата конечное число. Если автомат по-разному будет себя вести для каждой возможной предыстории, то такой «бесконечный» автомат должен иметь бесконечный ресурс памяти, чтобы запоминать все предыстории. Введем в множестве предысторий отношение эквивалентности. Две предыстории будем считать эквивалентными, если они одинаковым образом влияют на дальнейшее поведение автомата. Очевидно, что для своего функционирования автомат может не запоминать все входные истории. Достаточно, чтобы автомат запоминал класс эквивалентности, к которому принадлежит данная история.

Случай, когда количество классов эквивалентных входных историй  конечно, является простейшим. И именно он вызывает значительный интерес и имеет самое широкое применение. Соответствующая формальная модель называется конечным автоматным преобразователем информации или просто конечным автоматом.
В своих состояниях автомат запоминает свое «прошлое». Неформально состояние системы – это её характеристика, однозначно определяющая её дальнейшее поведение и все последующие реакции системы на внешние события. На один тот же входной сигнал конечный автомат может реагировать по-разному в зависимости от того, в каком состоянии он находился в данный момент.
Поскольку состояние представляет собой класс эквивалентных предысторий входов, состояние может изменяться только при приходе очередного входного сигнала. При получении входного сигнала конечный автомат не только выдает информацию на выход как функцию этого входного сигнала и текущего состояния, но и меняет свое состояние, поскольку входной сигнал изменяет предысторию. Функционирование автомата удобно представить графически. Пусть Х – входные и Y – выходные сигналы автомата А (рис. 1.2,а). Блок памяти автомата БП хранит информацию о текущем состоянии S (рис. 1.2,б). S  и входные сигналы Х определяют выходную реакцию автомата Y и следующее состояние S'.
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рис. 1.2

Такие преобразователи называются последовательностными. Комбинационные и последовательностные преобразователи носят общее название конечного автомата.

Необходимо отметить, что конечный автомат – это устройство работающее в дискретные моменты времени (такты). На вход конечного автомата в каждый такт поступает один из возможных входных сигналов. На его выходе появляется выходной сигнал, являющийся функцией его текущего состояния и поступившего входного сигнала. Внутреннее состояние автомата также меняется. Моменты срабатывания (такты) определяются либо принудительно синхросигналами (синхроимпульсами), либо асинхронно с приходом внешнего сигнала.

Определение:

Конечным автоматом называется «черный ящик», имеющий конечное число входов, конечное число выходов и конечное число внутренних состояний (рис. 1.3).
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рис. 1.3

Множество Х = {х1 х2…хn} представляет собой комбинации входных сигналов автомата. Множество Y={y1 y2…ym} представляет собой комбинацию выходных состояний автомата. Множество Q = {q1 q2…qk} представляет собой комбинацию внутренних состояний автомата.
Частным случаем такого конечного автомата  являются все комбинационные схемы, у которых нет «памяти» и, естественно, нет внутренних состояний.

Под определение конечного автомата подходит очень большое количество различных узлов и блоков ЦВМ и вся машина в целом. Поэтому умение проектировать подобные устройства в конечном итоге  это умение проектировать ЦВМ в целом.

Основной задачей изложенного ниже материала является научить заинтересованных лиц проектировать подобные схемы на логическом уровне.

При этом задачей логического проектирования является разработка схем конечных автоматов в целом и его блоков с той или иной степенью подробности, описывающих их структуру: 

1. Под структурой конечного автомата (блока) понимается совокупность его физических элементов и соединений между ними;

2. Под схемой понимается графическое изображение структуры автомата, содержащее условное изображение блоков и элементов структуры и их соединений между ними.
Конечным результатом логического проектирования является разработка функциональных схем. Неделимой частью структуры на функциональной схеме является функциональный элемент. Функциональный элемент предназначен для выполнения некоторого элементарного преобразования его входных воздействий в выходные. При логическом проектировании, как правило, оптимизируется количество функциональных элементов с учетом всех ограничений. Ограничения могут быть наложены на быстродействие автомата, на число входов и нагрузочную способность элементов, на потребляемую мощность, на вес и на габариты устройства и так далее. Кроме этого могут быть выдвинуты требования по надежности и однородности структуры (использование при проектирование одинаковых элементов). Ограничения могут быть различными, и все они должны быть учтены при проектировании.
В целом, определяя задачу логического проектирования конечного автомата, можно выделить 5 основных ее частей:

1. Необходимо от словесного описания задачи проектирования перейти к её математическому представлению. Чаще всего этим представлением является таблица истинности работы устройств. 

2. От таблицы истинности необходимо перейти  к аналитической форме записи логических уравнений, описывающих проектируемое устройство.

3. Используя любой доступный метод необходимо провести минимизацию переключательных функций, описывающих устройство. Можно считать, что это основной этап проектирования, так как он позволяет получить проектируемое устройство в оптимальном виде с точки зрения количества функциональных элементов.

4. Привести все логические уравнения к виду, позволяющему спроектировать устройство в заданном базисе функциональных элементов.

5. По полученным аналитическим уравнениям построить функциональную схему проектируемого устройства.

ГЛАВА 2. ЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ЦИФРОВЫХ АВТОМАТОВ

§2.1 Основные понятия алгебры логики

Для формального описания конечного автомата широко применяется аппарат алгебры логики, который носит еще название алгебры Буля (булева алгебра) по фамилии ее создателя. 
Основное понятие алгебры логики – высказывание. Высказывание – это некоторое предположение, о котором можно утверждать, что оно истинно или ложно. Например, высказывание «Земля – это планета Солнечной системы» истинно. Высказывание: «На улице светит солнце» нельзя сказать ни того, ни другого без дополнительных сведений. 

Любое высказывание можно обозначить символом х и считать х=1, если высказывание истинно,  х=0, если высказывание ложно.

Определение 2.1:
Логическая (булевая) переменная (аргумент) называется величина, которая может принимать только два значения 0 или 1.

Определение 2.2:
Переключательной функцией (функцией алгебры логики) называется такая функция f(x1,x2,…,xn), которая так же как и ее аргументы хi может принимать только два значения 0 или 1.
Определение 2.3:
Запись вида (x1,x2,x3,…,xn), где каждая переменная хi принимает значения 0 иди 1, называется набором.

Определение 2.4:
Полностью определенной переключательной функцией называется такая функция, которая определена (принимает значение 0 или 1) на всех наборах.

Определение 2.5:
Неполностью определенной переключательной функцией называется такая функция, которая на некоторых наборах неопределена.

Если функция на каком-то наборе неопределенна, то её значение на этом наборе обозначается символом Х. В таблице 2.1 приведены полностью определенная функция fi и неполностью определенная функция fj.
Если переключательная функция имеет n аргументов, то количество наборов, которые можно написать для такой функции, будет равно 2n. Все наборы имеют свою нумерацию. Для определения номера набора надо рассмотреть этот набор как двоичное число и перевести это число в десятичную систему счисления. Полученная величина будет номером набора. Например, набор «10110» как десятичное число будет равно 22. Следовательно это будет 22 набор. В таблице 2.1 приведены все наборы для трех аргументов и дана их нумерация..

Количество переключательных функций, которое можно записать для n аргументов равно 
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. Переключательные функции, так же как и их аргументы, нумеруются. Для получения номера переключательной функции надо рассмотреть ее значение как двоичную величину. При этом значение функции на младшем наборе – это старший разряд двоичной величины, а значение на старшем наборе – младший разряд. В таблице 2.2 приведено три  переключательных функций трёх переменных. Первая имеет значение 01011011 (запись значений функций ведется в строчку, начиная сверху). В десятичной системе счисления это 91. Следовательно номер функции 91.Аналогичным образом определим номера второй и третей функций: 10001110(2)=142(10)
                                                                11100001(2)=225(10)
                                     Таблица 2.1.                                                                     Таблица 2.2.

	Номер набора
	Аргументы
	Переключатель-ные функции

	
	х3
	х2
	х1
	fi
	fj

	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	1
	1

	2
	0
	1
	0
	1
	X

	3
	0
	1
	1
	0
	1

	4
	1
	0
	0
	1
	1

	5
	1
	0
	1
	1
	X

	6
	1
	1
	0
	0
	0

	7
	1
	1
	1
	0
	1

	х3
	х2
	x1
	f91
	f142
	f225

	0
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	0
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	1

	0
	1
	1
	1
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1
	0

	1
	1
	0
	1
	1
	0

	1
	1
	1
	1
	0
	1


§2.2 Булевы функции одного и двух аргументов

Несмотря на то, что число булевых функций от любого заданного числа n двоичных переменных конечно, их слишком много, чтобы иметь запас преобразователей для любых встретившихся отображений. Поэтому основной задачей теории булевых функций является разработка систематического метода построения сложных функций из более простых. Этот метод основан на изучении свойств булевых функций. Рассмотрим функции одного аргумента.

При n=1 число наборов 2 и число функций 4. Запишем все функции в таблице 2.3.
     Таблица 2.3.

	a
	f0
	f1
	f2
	f3

	0
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1


· Функция f0≡0. Для всех значений а функция принимает значение 0 и носит название «константа нуля».
· Функция f1=а. Функция принимает те же значения, что и аргумент а, и носит название «переменная а».

· Функция f2=
[image: image6.wmf]а

. Функция принимает противоположное значение аргумента а и носит название «инверсия а».
· Функция f3=1. Для всех  значений а функция принимает значение «1» и носит название «константа единицы».

При n=2 число наборов равно 8 и число функций 16. Запишем все функции в таблицу 2.4.

Среди 16 функций есть такие, которые уже встречались для n=1.

                                                                                                         Таблица 2.4.

	а
	b
	f0
	f1
	f2
	f3
	f4
	f5
	f6
	f7
	f8
	f9
	f10
	f11
	f12
	f13
	f14
	f15

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


· Функция f0≡0, «Константа нуля».

· Функция f15=1, «Константа единицы».

· Функция f3=а, «Переменная а».

· Функция f12=
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, «Инверсия а».

· Функция f5=b, «Переменная b».

· Функция f10=
[image: image8.wmf]b

, «Инверсия b». 
Основные свойства этих переключательных функций аналогичны функциям одного аргумента.
Среди оставшихся функций большой интерес представляют следующие:


[image: image9.wmf]1
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 Функция принимает значение 1, когда оба аргумента принимают значение 1 и носит название «конъюнкция или логическое умножение». Для n переменных определение функции будет: функция конъюнкции принимает значение «1», если все аргументы в наборе принимают значение «1».

[image: image10.wmf]14
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 Функция  является инверсией f1 и носит название «инверсия конъюнкции». У данной функции есть и другое название – Штрих Шеффера. На основе этой функции математик Д.Шеффер создал алгебру, названную алгеброй Шеффера.

[image: image11.wmf]7
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 Функция принимает значение 1, если один из ее аргументов принимает значение 1 и носит название «дизъюнкция или логическое сложение». Для n переменных определение функции будет: функция дизъюнкция принимает значение «1», если хотя бы один аргумент в наборе принимает значение «1».

[image: image12.wmf]8
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 Функция является инверсией функции f7 и носит название «инверсия дизъюнкции». У данной функции есть и другое название – функция Пирса (Вебба) или стрелка Пирса. На основе этой функции математики Ч.Пирс и Д.Вебб независимо друг от друга создали алгебру, названную алгеброй Пирса (Вебба).

[image: image13.wmf]9
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 Функция принимает значение 1, когда оба аргумента принимают либо значение 0, либо значение 1 и носит название «эквивалентности»


[image: image14.wmf]6
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 Функция является инверсией функции f9 и носит название «сложение по модулю 2»
Оставшиеся 4 функции практического интереса не представляют. Это:

[image: image15.wmf]13
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 Функция носит название «импликация от а к b».


[image: image16.wmf]2
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 Функция является инверсией f13 и носит название «инверсия импликации от а к b.


[image: image17.wmf]11
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 Функция носит название «импликация от b к а».

[image: image18.wmf]4
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 Функция является инверсией f11 и носит название «инверсия импликации от b к а».

§2.3 Основные законы булевой алгебры

Все элементарные функции, приведенные в таблице 2.4, подчиняются основным законам булевой алгебры. Все эти законы достаточно просты  и могут быть доказаны или табличным способом, или опираясь на предыдущие законы. Необходимо заметить, что все законы носят дуальный (двойственный) характер, т.е. если есть зависимость относительно дизъюнкции, то существует аналогичная зависимость относительно конъюнкции.
1. Переместительный закон
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2. Сочетательный закон
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3. Распределительный закон
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[image: image24.png]an(bvc)=(anb)v(anc);a-(b+c)=a-b+a-c




Докажем вторую форму распределительного закона табличным способом, опираясь на свойства функции дизъюнкции и конъюнкции (таблица 2.5).

В первых трех столбиках напишем все 8 наборов трех аргументов. В 4, 5 и 6 столбиках запишем значения конъюнкции и дизъюнкции стоящих там переменных. Далее, рассматривая 
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 как некоторые новые аргументы, запишем в последних двух столбиках значения конъюнкции и дизъюнкции этих аргументов.
                      Таблица 2.5.

	a
	b
	c
	a·b
	a·c
	b+c
	a(b+c)
	a·b+a·c 

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0

	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	0

	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Равенство можно считать доказанным, если полученные таким способом значения в последних двух столбиках совпадают.
4. Закон нулевого множества
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5. Закон универсального множества
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6. Закон повторения
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7. Закон поглощения
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8. Законы инверсий

а) закон дополнительности
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б) закон де Моргана
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В общем виде правило можно трактовать следующим образом: 

Если некоторое логическое выражение находится под знаком инверсии, то для преобразования этого выражения необходимо: все знаки логического умножения заменить на знаки логического сложения, все знаки логического сложения заменить на знаки логического умножения и взять инверсию над каждым аргументом.
Пример:         .

[image: image37.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

abcacbcdabcacbcdabcacbcd

++=+++++=+++++


в) закон двойного отрицания
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г) закон склеивания
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§2.4 Аналитическое представление функций алгебры логики

Существует много способов задания логических функций. Ранее был рассмотрен табличный способ, при котором каждому набору значений переменных в таблице истинности указывается значение самой логической функции. Этот способ нагляден и может быть применён для записи функции от любого количества переменных. Однако при анализе свойств функций алгебры логики (ФАЛ) такая запись не является компактной. Проще выглядит аналитическая запись в виде формул.
К тому же описание переключательных схем с помощью логических формул оказалась весьма ценной по двум причинам. Во-первых, с помощью формул удобнее проверять работу схем. Во-вторых, задание условий работы любой переключательной схемы в виде формул упрощает процесс построения самой переключательной схемы, т.к. оказалось, что существует ряд эквивалентных преобразований, в результате которых логические формулы упрощаются.

2.4.1 Понятие минтерма и макстерма и их свойства
Определение 2.6:
Минтермом n аргументов называется логическое произведение всех n аргументов, входящих в это произведение в прямом или инверсном виде. 
Определение 2.7:
Макстермом n аргументов называется логическая сумма всех n аргументов, входящих в эту сумму в прямом или инверсном виде. 
В таблице 2.6 приведены все минтермы и макстермы для двух аргументов.
               Таблица 2.6.

	a
	b
	Минтермы
	Макстермы

	0
	0
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	0
	1
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	1
	0
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	1
	1
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Минтермы обозначаются буквой m, макстермы буквой М.
Количество различных минтермов и макстермов для n аргументов равно 2n. Все минтермы и макстермы имеют свои номера (индексы). Номер минтерма или макстерма совпадает с номером набора аргументов, которому соответствует минтерм или макстерм. Для примера в таблице 2.7 приведены минтермы и макстермы трех аргументов.

                      Таблица 2.7.

	a
	b
	C
	Минтермы
	Макстермы

	0
	0
	0
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	0
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	1
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	0
	1
	0
	
[image: image53.wmf]2

mabc

=


	
[image: image54.wmf]2

Mabc

=++

 

	0
	1
	1
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	1
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	1
	
[image: image59.wmf]5

mabc

=


	
[image: image60.wmf]5

Mabc

=++



	1
	1
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Определение 2.8:
Рангом минтерма или макстерма называется количество входящих в него символов в прямом или инверсном виде.
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 – минтерм третьего ранга;


[image: image66.wmf]9
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 – макстерм четвертого ранга. 

Рассмотрим основные свойства минтермов и макстермов.
1.1 Логическая сумма всех минтермов n аргументов равна 1.
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Доказать данное утверждение можно с помощью основных законов булевой алгебры.

Пусть n = 2. Тогда:
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= (закон дополнительности) = 1

1.2. Логическое произведение всех макстермов n аргументов равно 0.
[image: image72.png]21





Доказывается аналогичным образом с помощью основных законов булевой алгебры.

2.1. Логическое произведение двух неодинаковых минтермов равно 0.
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Пусть 
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2.2. Логическая сумма двух неодинаковых макстермов равна 1. 
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Пусть 
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Тогда: [image: image80.png](a+b+c)H{a+brc)=(a+a)+ (b+b)+o=1+1+c1



.
3.1. Инверсия минтерма n аргументов с номером  i есть макстерм n аргументов с номером 2n-i-1.
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Пусть 
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3.2. Инверсия макстерма n аргументов с номером i есть минтерм n  аргументов с номером 2n-i-1.
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Пусть 
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Тогда 
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2.4.2 Основная теорема булевой алгебры
Теорема:
Любая сколь угодно сложная переключательная функция алгебры логики может быть задана в виде суммы минтермов или произведения макстермов.
Докажем первую часть теоремы. Рассмотрим произвольную функцию алгебры логики трех аргументов f16 (табл. 2.8).

  Таблица 2.8.

	a
	b
	c
	f16
	f41
	f54
	f141
	f114
	f172

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	1

	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0

	1
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0


Утверждаем, что данная функция может быть задана в аналитическом виде следующим образом: 
[image: image87.wmf]16
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. Действительно, левая часть данного равенства принимает значение «1»   только на одном наборе. Правая часть равна «1» только при а = 0, b = 1 и c = 1. При любых других значениях аргументов правая часть равна нулю. Таким образом, для всех возможных наборов равенство левой и правой части сохраняется, и можно записать f16 = m3.
Рассмотрим функцию алгебры логики трех аргументов, принимающую значение единицы на трех значениях (произвольных) f41 (см. табл.2.8). Утверждаем, что данная функция может быть задана в аналитическом виде 
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Докажем правомерность такой записи. Для этого рассмотрим все возможные наборы аргументов и правомерность равенства левой и правой части выражения (2.1).

Правая часть равенства равна единице только при:
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                                                                                          (2.2)

На остальных наборах правая часть выражения (2.1) равна нулю. Но и сама функция 
[image: image90.wmf]41
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 принимает значение единицы только тогда, когда аргументы принимают значения (2.2). Таким образом равенство левой и правой части выражения (2.1) доказано и можно записать: 
[image: image91.wmf]7
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Отсюда можно сделать вывод:

Любая переключательная ФАЛ может быть записана в виде суммы минтермов, индексы которых равны номерам наборов, на которых функция принимает значение единицы.

Данная форма записи ФАЛ называется совершенной дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ).

Не пользуясь понятием минтермов, для записи любой переключательной ФАЛ в СДНФ можно использовать следующее правило:
Для записи ФАЛ в СДНФ необходимо:

1. Рассмотреть все наборы аргументов, где функция принимает значение «1»;

2. Если в наборе аргумент принимает значение «0», он записывается с инверсией , если значение «1» - без инверсии;

3. Полученные аргументы в наборе объединяются знаком логического умножения, а полученные выражения для каждого набора знаком логического сложения.

В качестве примера рассмотрим 
[image: image92.wmf]54
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. Данная ФАЛ принимает значение «1» на 2, 3, 5 и 6 наборах. Рассмотрим по порядку все наборы. На втором наборе аргумент «а» принимает значение «0», «b» - значение «1» и «с» значение – «0». Тогда будет 
[image: image93.wmf]abc

. Рассмотрим так же оставшиеся наборы и получим: для третьего набора – 
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, для пятого набора – 
[image: image95.wmf]abc

, для шестого набора – 
[image: image96.wmf]abc

. Объединив выражения знаком логического сложения, получим СДНФ данной ФАЛ.
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Докажем вторую часть теоремы. Для этого рассмотрим произвольную переключательную функцию алгебры логики 
[image: image98.wmf]141
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 и ее инверсию – 
[image: image99.wmf]114
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 (табл. 2.8).
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По изложенному выше правилу запишем СДНФ функции 
[image: image101.wmf]114
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:
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                                                                           (2.4)

Возьмем инверсию от левой и правой частей равенства (2.4) и с учетом (2.3) получим:
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                                                                 (2.5)

Применим к правой части равенства (2.5) правило де Моргана и получим:
[image: image104.png]fior = (a+brc)fa+brc)(arbrc)(a+brc)




Это доказывает, что любую переключательную функция алгебры логики можно записать в виде произведения макстермов.

Подобная форма записи ФАЛ называется совершенной конъюнктивной нормальной формой (СКНФ).

Рассмотрим правило записи переключательной функции:

Для записи ФАЛ в СКНФ необходимо:

1. Рассмотреть все наборы аргументов, где функция принимает значение «0»;

2. Если в наборе аргумент принимает значение «0», он записывается без инверсии, если значение «1» – с инверсией;

3. Полученные аргументы в наборе объединяются знаком логического сложения, а полученные выражения для каждого набора знаком логического умножения.

В качестве примера рассмотрим 
[image: image105.wmf]172

f

. Данная ФАЛ принимает значение «0» на 1, 3, 6 и 7 наборах. Рассмотрим по порядку все наборы. На 1-ом наборе аргумент «а» принимает значение «0», «b» – значение «0» и «с» – значение «1». Тогда для этого набора запись будет иметь вид 
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. Рассмотрим оставшиеся наборы и получим: для 3-его набора – 
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, для 6-ого набора – 
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 и для 7-ого набора – 
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. Объединим полученные выражения знаком логического умножения и будем иметь СКНФ для данной ФАЛ:
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Основными выводами приведенной теоремы можно считать следующее:

1. Любая переключательная ФАЛ может быть представлена в виде СДНФ или в виде СКНФ.

2. Любая переключательная ФАЛ может быть реализована с помощью элементарных функций И, ИЛИ, НЕ.

ГЛАВА 3. ЛОГИЧЕСКОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ КОМБИНАЦИОННЫХ СХЕМ.

§3.1. Понятие логического оператора и логического элемента.

Количество функций, представленных с помощью нескольких аргументов, может быть очень большим (но всегда конечно). Поэтому, прежде чем говорить о какой-либо реализации этих переключательных ФАЛ, необходимо рассмотреть основные логические элементы, на которых эти схемы будут построены или, другими словами, схемную реализацию и графическое отображение элементарных переключательных функций.

Введем понятие логического оператора схемы. Это – элементарная логическая функция, с помощью которой описывается работа схемы. Графическое представление логических операторов будем называть логическим элементом (ЛЭ) и пользоваться ими при графическом отображении любого устройства, проектируемого на функциональном уровне. Соответствие между основными логическими операторами и их графическим отображением приведено ниже.

1. Функция «НЕ» называется «инвертором» и изображается:


[image: image111.emf]1
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2. Функция «И» называется «конъюнктор» и изображается:
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3. Функция «ИЛИ» называется «дизъюнктор» и изображается:


[image: image113.emf]1

x

1

12

fxx 

x

2


4. Функция «ИЛИ-НЕ» называется «отрицание дизъюнкции» (функция Пирса) и изображается:
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5. Функция «И-НЕ» называется «отрицание конъюнкции» (Функция Шеффера или функция Вебба) и изображается:
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 Различные электронные схемы и их комбинации на логическом уровне могут быть описаны с помощью логических операторов. Такое операторное описание электронных схем позволяет абстрагироваться от физической природы конкретных электронных элементов и осуществлять их анализ. При этом оказывается, что для анализа совсем не обязательно иметь саму схему. Для того, чтобы получить значение функции на выходе какой-либо схемы, достаточно записать эту зависимость в виде логических операторов, связанных между собой в соответствии с выполняемой функцией.

Для анализа электронной схемы с помощью аппарата алгебры логики нужно найти логическую функцию, описывающую работу заданной схемы. При этом  каждому функциональному элементу электронной схемы можно поставить в соответствие логический оператор. Этим самым устанавливается однозначное соответствие между элементами схемы и ее математическим описанием.

§3.2. Схемная реализация совершенной дизъюнктивной нормальной формы и совершенной конъюнктивной нормальной формы.

Опираясь на основную теорему булевой алгебры (2.4.2.), можно любую переключательную ФАЛ представить в СДНФ или в СКНФ, где в качестве логических операторов используются функции НЕ, И, ИЛИ и изобразить в схемной реализации эту функцию с помощью логических элементов. Если не брать в расчет ограничений по количеству входов у логических элементов И и ИЛИ, то любая СДНФ или СКНФ будут реализованы схемой, содержащей не более трех уровней данных ЛЭ.

Рассмотрим ФАЛ  f54 (табл. 2.8). Для её реализации потребуется 3 ЛЭ «НЕ», 4 ЛЭ «И» и 1 ЛЭ «ИЛИ» (рис. 3.1)

[image: image116.png]fss





рис. 3.1
На первом уровне расположены ЛЭ «НЕ», на втором – ЛЭ «И» и на третьем – ЛЭ «ИЛИ». Тоже самое получается при реализации СКНФ (f172, таблица 2.8). Только в этом случае на первом уровне расположены ЛЭ «НЕ», на втором –ЛЭ «ИЛИ» и на третьем – ЛЭ «И» (рис.3.2.)
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рис. 3.2
Если бы ФАЛ содержали бόльшее количество аргументов, то и ЛЭ имели бόльшее количество входов. Однако, поскольку у ЛЭ есть ограничения по количеству входов, то в реальных схемах с большим количеством переменных количество уровней возрастает.

§3.3. Функционально-полная система переключательных функций алгебры логики.

Определение 3.1:
Система переключательных функций  f1, f2, f3, … , fS  алгебры логики называются полной, если любую переключательную функцию алгебры логики можно записать через функции  f1, f2, f3, … , fS.

Существует большое число функционально – полных систем логических функций. Однако на практике используются только те, которые легко реализуются в виде ЛЭ. Для определения функциональной полноты какой-либо системы логических функций, рассмотрим понятие классов ФАЛ.

Класс линейных функций (Кл).

Булева функция называется линейной, если она представляется полиномом первой степени:

[image: image118.png]f(%1, %g, ..., %) =k Pz, Pkx2 @ . Bz,



, где k – коэффициент, принимающий значение 0 или 1.

Количество линейных функций равно 2n+1. Например, для  n = 2  количество линейных функций равно 8, т.е. 

1) f0 (x1, x2) = 0; 

2) f3 (x1, x2) = x1; 

3) f5 (x1, x2) = x2; 

4) f6 (x1, x2) = [image: image119.png]0@z



;

5) f9 (x1, x2) = x1 ~x2; 

6) f10 (x1, x2) = 
[image: image120.wmf]x

2; 

7) f12 (x1, x2) = 
[image: image121.wmf]x

1; 

8) f15 (x1, x2) = 1.

Класс функций, сохраняющих нуль (К0). 

Если функция на нулевом наборе переменных равна нулю, то говорят, что функция сохраняет нуль. Для двух переменных такими функциями являются: f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7.

Класс функций, сохраняющих единицу (К1).

Если функция на единичном наборе переменных равна единице, то говорят, что такая функция сохраняет единицу. Для двух переменных такими функциями являются: f1, f3, f5, f7, f9, f11, f13, f15.

Класс монотонных функций (Км).

Функция алгебры логики называется монотонной, если при любом возрастании набора значения этой функции не убывают. Примерами таких функций для двух переменных являются функции: f0, f1, f3, f5, f7, f13.

Класс самодвойственных функций (Кс).

Функция алгебры логики называется самодвойственной, если на каждой паре противоположных наборов она принимает противоположные значения. Для двух переменных такими функциями являются: f3, f5, f10, f12.

Все названные классы функций обладают замечательным свойством: любая функция алгебры логики, полученная с помощью операции суперпозиции и подстановки из функций одного класса, обязательно будет принадлежать этому же классу.

Базисом называет полная система ФАЛ, с помощью которой любая ФАЛ может быть представлена суперпозицией исходных функций.

Существует теорема Поста – Яблонского, которая утверждает: Для того, чтобы система ФАЛ была полной, необходимо и достаточно, чтобы она содержала хотя бы одну функцию:

· не сохраняющую нуль;

· не сохраняющую единицу;

· не являющуюся линейной;

· не являющуюся монотонной;

· не являющуюся самодвойственной.

В таблице 3.1. представлены свойства функций двух переменных.

К функциональной системе ФАЛ относится система функций И, ИЛИ, НЕ (базис 1), свойство которой были изучены Дж. Булем. Поэтому алгебра высказываний, построенная на основе этих функций, называется булевой алгеброй.

Функционально – полными системами ФАЛ являются также системы, содержащие функции И, НЕ (базис 2), ИЛИ, НЕ (базис 3), состоящие из функции Шеффера (базис 4) и из функции Пирса (Вебба) (базис 5).

                                                                                                                               Таблица 3.1.

	Функции
	х1х2
	Классы

	
	00
	01
	10
	11
	Кл
	К0
	К1
	Км
	Кс

	f0 
	0
	0
	0
	0
	· 
	· 
	
	· 
	

	f1 
	0
	0
	0
	1
	
	· 
	· 
	· 
	

	f2 
	0
	0
	1
	0
	
	· 
	
	
	

	f3 
	0
	0
	1
	1
	· 
	· 
	· 
	· 
	· 

	f4 
	0
	1
	0
	0
	
	· 
	
	
	

	f5 
	0
	1
	0
	1
	· 
	· 
	· 
	· 
	· 

	f6 
	0
	1
	1
	0
	· 
	· 
	
	
	

	f7 
	0
	1
	1
	1
	
	· 
	· 
	· 
	

	f8 
	1
	0
	0
	0
	
	
	
	
	

	f9 
	1
	0
	0
	1
	· 
	
	· 
	
	

	f10
	1
	0
	1
	0
	· 
	
	
	
	· 

	f11
	1
	0
	1
	1
	
	
	· 
	
	

	f12
	1
	1
	0
	0
	· 
	
	
	
	· 

	f13
	1
	1
	0
	1
	
	
	· 
	
	

	f14
	1
	1
	1
	0
	
	
	
	
	

	f15
	1
	1
	1
	1
	· 
	
	· 
	
	


Это перечисление показывает, что функционально – полные системы могут быть избыточными (базис 1) и минимальными (базис 4 и 5).

Функционально – полная система ФАЛ называется избыточной, если удаление из нее одной или нескольких функций не нарушает ее полноту.

Функционально – полная система ФАЛ называется минимальной, если удаление хотя бы одной функции превращает систему ФАЛ в неполную.

Функциональная полнота ФАЛ тесно связана с логическими элементами, которые реализуют данные функции. Проблема простейшего представления логических функций сводится к выбору не только функциональной системы ФАЛ, но и формы наиболее экономичного представления этих функций, так как от этого, в конечном итоге, зависит минимальность по количеству ЛЭ и простота структуры проектируемого устройства. Отсюда возникает задача минимизации ФАЛ.

§3.4. Методы минимизации переключательных функций.

Этап минимизации переключательных ФАЛ является одним из основных в логическом проектировании, поскольку сложность схемы, реализующей булеву функцию, определяется сложностью её аналитической записи. Одну и ту же булеву функцию можно представить различными формулами, и задача выбора наиболее простой формулы, задающей булеву функцию, непосредственно ведет к наиболее простой схеме, то есть, в частности, к экономии материалов, объема, веса и энергопотребления схемы.

Переходя от табличной формы представления ФАЛ к аналитической, легко получить СДНФ (СКНФ) данной переключательной функции. Такая форма содержит минтермы (макстермы) того ранга, сколько аргументов содержит исходная функция.

Однако кроме такого представления переключательной ФАЛ возможны ещё дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ), конъюнктивная нормальная форма (КНФ), минимальная дизъюнктивная нормальная форма (МДНФ) и минимальная конъюктивная нормальная форма (МКНФ).

Определение 3.2:

Дизъюнктивной нормальной формой переключательной ФАЛ называется такая форма, которая содержит минтермы переменного ранга.

Определение 3.3:

Конъюнктивной нормальной формой переключательной ФАЛ называется такая форма, которая содержит макстермы переменного ранга.

Определение 3.4:

Минимальной дизъюнктивной нормальной формой переключательной ФАЛ называется такая форма, которая содержит минимальное количество минтермов минимального ранга (т.е. минимальная форма не допускает никаких упрощений).

Определение 3.5:

Минимальной конъюнктивной нормальной формой переключательной ФАЛ называется такая форма, которая содержит минимальное количество макстермов минимального ранга (и так же как МДНФ не допускает никаких упрощений).
3.4.1 Метод проб и ошибок

Наиболее простым методом нахождения МДНФ и МКНФ является метод проб и ошибок, когда исходная переключательная функция, заданная в любом виде, с помощью основных законов булевой алгебры упрощается до получения минимальной формы.

Метод целиком зависит от знаний и умения того, кто им пользуется. К тому же этот метод не дает ответа на вопрос: является ли полученная форма минимальной.

В дальнейшем для простоты восприятия материала и учитывая, что количество аргументов в примерах не будет более 5, все аргументы переключательных ФАЛ будем обозначать не х1, х2, х3, х4, х5 и так далее, а «а», «b», «с», «d», «e» и так далее, то есть прописными буквами латинского алфавита.

Пусть функция трех аргументов имеет вид:
[image: image122.wmf]f=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image123.wmf]abc+abc+abc+abc


Если применить закон склеивания к выделенным скобкам, то можно получить три вида данной функции:
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Далее применение законов булевой алгебры становится не совсем очевидным, хотя ни одна из этих записей исходной функции не является минимальной формой.

Если внимательно разобраться, то можно найти минимальную форму этой функции. Для этого сначала необходимо применить закон повторения и записать:
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и затем закон склеивания и получить


[image: image128.wmf]f(abcabc)(abcabc)(abcabc)bcacab
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.

Как видно из этого простого примера, гарантии получения минимальной формы данный способ не дает. Рассмотрим методы минимизации, которые гарантируют получение минимальной формы.

3.4.2 Метод Квайна.

Получение МДНФ для полностью определенной переключательной ФАЛ.

При минимизации по методу Квайна предполагается, что исходная функция задана в СДНФ.

Задача минимизации по методу Квайна состоит в попарном сравнении всех минтермов, входящих в СДНФ, с целью выявления возможности поглощения какой-то переменной.
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Таким образом удается снизить ранг минтерма. Эта процедура проводится до тех пор, пока не останется ни одного члена, допускающего поглощения с каким-либо другим минтермом. Минтермы, подвергшиеся поглощению, отмечаются. Неотмеченные минтермы представляют собой импликанты.

Полученное логическое выражение не всегда оказывается минимальным. Поэтому исследуется возможность дальнейшего упрощения. Для этого составляется таблица, в строках которой записываются найденные простые импликанты, а в столбцах указываются минтермы исходного уравнения. Клетки этой таблицы отмечаются в случае если простая импликанта входит в состав какого-либо минтерма. После этого задача упрощения сводится к тому, чтобы найти минимальное количество простых импликант минимального ранга, которые покрывают все столбцы.

Метод Квайна выполняется в несколько этапов. Рассмотрим его применение на конкретном примере.

Пусть необходимо минимизировать логическую функцию, заданную в виде:


[image: image130.wmf]f(a,b,c,d)1(3,4,5,7,9,11,12,13)

=


Такая форма записи расшифровывается следующим образом:

1) функция полностью определенная (нет записи о неопределенных наборах);

2) функция содержит четыре аргумента;

3) функция принимает значение «1» на 3, 4, 5, 7, 9, 11, 12, 13 наборах;

4) на остальных наборах  (0, 1, 2, 6, 8, 10, 14, 15) функция принимает значение «0».

Этап 1. Нахождение простых импликант. Для этого выписываем все минтермы, где функция принимает значение «1», нумеруем их и справа делаем столбик для того, чтобы отмечать какие минтермы уже участвовали в склеивании. После склеивания минтермов 4 ранга получаем столбик минтермов 3 ранга, где указываем в скобках из каких минтермов 4 ранга они получены. Операция склеивания будет повторяться до тех пор, пока это возможно. В итоге будут получены простые импликанты.
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При выполнении операции склеивания первый по порядку в столбце исходный минтерм сравнивается со всеми последующими, второй — со всеми последующими и т.д. Если в конце склеивания  получается несколько одинаковых простых импликант, то оставляется одна, а остальные отбрасываются. Логическая сумма простых импликант называется сокращенной дизъюнктивной нормальной формой.
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Этап 2. Составление таблицы из исходных минтермов и простых импликант.

Данная таблица носит название импликантной матрицы (табл. 3.2).

Этап 3. Расставление меток. Если в некоторый минтерм СДНФ входит какая-либо из простых импликант, то на пересечении соответствующего столбца и строки ставится метка. Номера исходных минтермов, с которыми пересекаются простые импликанты, были получены в скобках рядом с каждой простой импликантой.

                                                                                                         Таблица 3.2.                                                                                                                                                 

	Простые импликанты
	Исходные минтермы

	
	  m3
	  m4
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	  m7
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	  m12
	  m13
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Основной задачей работы с импликантной матрицей является выделение из множества простых импликант минимальное количество этих импликант с минимальным рангом, чтобы в каждом столбце матрицы была отмечена метка. Все метки должны дать полное пересечение простых импликант с исходными минтермами, или, как говорят, импликантная матрица должна быть полностью перекрыта простыми импликантами.

Этап 4. Нахождение существенных импликант. Если в каком либо из столбцов импликантной матрицы имеется только одна метка, то простая импликанта в соответствующей строке является существенной, так как без нее не будет получено все множество заданных минтермов.

Метку с единственным пересечением в столбце отметить значком        . Существенная импликанта обязана входить в МДНФ. Одновременно отмечаем все метки в строке знаком        , которые соответствуют данной существенной импликанте.

В примере простая импликанта 
[image: image157.wmf]bc

 становится существенной из-за пересечения с m4 и m12. Кроме этого она дает пересечение с m5  и m13 . Перечисленные столбцы далее не рассматриваются на предмет пересечения.

Этап 5. Выбор минимального покрытия. Наша задача – выбрать такую совокупность простых импликант, которая включает метки во всех оставшихся столбцах.  При этом в каждом столбце должно быть минимум по одной метке. При нескольких возможных вариантах такого покрытия необходимо брать простые импликанты минимального ранга и минимальное количество этих простых импликант.

В нашем примере первый минтерм m3 имеет пересечение с простыми импликантами 
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. Все простые импликанты имеют 3 ранг. Значит, с этой стороны они равнозначны. С точки зрения выбора минимального количества нетрудно простым перебором вариантов выбрать 
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 и 
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.Метки, которые имеют эти импликанты, отметим знаком           . Сделав анализ импликантной матрицы, можно убедиться, что во всех столбцах есть пересечения. Тогда МДМФ исходный переключательный ФАЛ будет:
 [image: image168.png]f(a,b,c,d)=acd+ abd+ be



.
Таким образом, минимальная форма заданной функции складывается из суммы существенных импликант (этап 4) и простых импликант, покрывающих оставшиеся минтермы (этап 5).

Получение МКНФ для полностью определенной переключательной ФАЛ.
Существует два подхода к получению МКНФ некоторой переключательной функции. Первый заключается в записи инверсии исходной функции и для вновь полученной функции получение МДНФ приведенным выше способом. Далее по правилу де Моргана, взяв инверсию от левой и правой части полученной записи, будет получена МКНФ исходной функции. 

Второй подход строится на использовании другой формы закона склеивания:

(
[image: image169.wmf]F+x

i ) · (
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i ) = F.

В этом случае приведенный выше метод получения МДНФ рассматривается с использованием СКНФ исходной переключательной ФАЛ и склеивания макстермов этой функции. Порядок всех этапов полностью сохраняется. Рассмотрим пример с некоторыми пояснениями и определениями. 

Пусть необходимо получить МКНФ логической функции, заданной в виде: 
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После склеивания исходных макстермов получены простые имплтканты, и можно составлять импликантную матрицу (табл. 3.3.).

                                                                                                                               Таблица 3.3.

	Простые импликанты 
	Исходные  макстермы

	
	   М12
	   М5
	   М3
	   М2
	   М1
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Существенными импликантами являются  
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  и  
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 . Чтобы получить пересечение с М3   и иметь полное покрытие импликантной матрицы можно взять 
[image: image187.wmf]abc
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 или  
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. Отсюда получаются две МКНФ исходной функции:
1) 
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2) 
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Получение МДНФ для   неполностью определенной переключательной ФАЛ. 

Минимизация неполностью определенных ФАЛ особенно важна, так как в проектируемых устройствах очень часто встречаются случаи, когда одна или несколько комбинаций входных сигналов на устройство не подается, и на этих наборах переключательная функция не определена. 

Принцип получения МДНФ и МКНФ для неполностью определенных переключательных функций остается тем же, как и для полностью определенных. Однако, есть некоторые отличия. Рассмотрим эти отличия на конкретном примере.

Пусть необходимо получить МДНФ логической функции, заданной в виде: 


[image: image191.wmf]f(a,b,c,d)

=

1 ( 1, 3, 4, 9, 14), Н – 0, 5, 11, 15

Такая форма записи расшифровывается следующим образом:

1) функция принимает значение «1» на 1, 3, 4, 9, 14 наборах;

2) функция неопределена на 0, 5, 11 и 15 наборах;

3) на остальных наборах (2, 6, 7, 8, 10,12, 13) функция принимает значение «0».

В начале получения простых импликант введем вспомогательную функцию f '(a,b,c,d) = 1( 0, 1, 3, 4, 5, 9, 11, 14, 15), которая получается доопределением в исходной функции не определенных значений единицами. Данная функция полностью определена. Получим для нее простые импликанты:
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Получены простые импликанты  
[image: image215.wmf]acd

, 
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, 
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  и  
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 (повторяющиеся простые импликанты отбрасываются). При составлении импликантной матрицы (табл. 3.4.) необходимо в заголовке таблицы указать исходные минтермы для переключательной функции f(a,b,c,d), а в вертикальном столбце - полученные простые импликанты.

                                                                                                             Таблица 3.4.

	Простые импликанты
	Исходные минтермы

	
	m1
	m3
	m4
	m5
	m14
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Расставляем метки. Если в какой-либо строке нет меток, то простая импликанта, соответствующая данной строке, вычеркивается и в получении МДНФ не участвует. Выбор существенных и простых импликант для полного покрытия импликантной матрицы производится обычным образом. Тогда МДНФ будет:
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Получение МКНФ для неполностью определенной ФАЛ.
Также как для предыдущего случая рассмотрим конкретный пример и выделим некоторые отличия для получения МКНФ для неполностью определенной функции.

Пусть необходимо получить МКНФ логической функции, заданной в виде:
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f

 = 0 ( 0, 4, 6, 10, 11, 13, 15), Н – 5, 7

Вводим вспомогательную функцию:
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f '

 = 0 ( 0, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 15)

и получаем для этой функции простые импликанты обычным образом (смотри получение МКНФ для полностью определенной функции).
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При составлении импликантной матрицы (табл. 3.5.) необходимо в заголовке таблицы указать исходные макстермы для переключательной функции f(a,b,c,d), а в вертикальном столбце полученные простые импликанты.

                                                                                                                               Таблица 3.5.

	Простые импликанты
	Исходные макстермы

	
	M15
	M11
	M9
	M5
	M4
	M2
	M0
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Далее с импликантной матрицей работаем так же, как в предыдущем случае.

Получаем МКНФ функции:


[image: image254.wmf](a,b,c,d)
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=++++++
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3.4.3. Метод Квайна-Мак-Класки.

Недостаток метода Квайна – необходимость полного попарного сравнения всех минтермов на этапе нахождения простых импликант. С ростом числа минтермов увеличивается количество попарных сравнений.

Числовое представление ФАЛ позволяет упростить этап 1. Данное представление заключается в замене буквенных символов аргументов на их числовое значение, то есть если аргумент записан без инверсии, то он заменяется на «1», если с инверсией – на «0». Все минтермы записываются в виде их двоичных номеров, а все номера разбиваются по числу единиц на непересекающиеся группы.

Так как склеивание происходит только по одному аргументу, то сравнивать минтермы в группах, которые отличаются в двух разрядах и более, не имеет смысла. При этом в i-группу войдут все номера наборов, имеющие в своей двоичной записи i единиц. Попарное сравнение можно производить только между соседними по номеру группами.

При минимизации по методу Квайна-Мак-Класки необходимо, чтобы исходная функция была задана в СДНФ.

Пусть дана функция  
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Задача также решается в несколько этапов.

Этап1. Получение простых импликант. После разбиения всех исходных минтермов на группы, производится сравнение минтермов из соседних групп на предмет склеивания. На месте аргумента, по которому происходит склеивание, ставится прочерк. Склеивание 0 и 1 групп дают новую 0-1 группу, 1 и 2 групп – 1-2 группу и т.д. Процесс склеивания продолжается до получения простых импликант. При этом всякий раз производится сравнение минтермов низшего ранга только из соседних групп, и у сравниваемых минтермов должны совпадать места предыдущих склеиваний (места прочерков). Все остальные действия производятся аналогично методу Квайна.

Этап 2. Составление импликантной матрицы. Производится аналогичным способом, как в методе Квайна (табл. 3.6.).
                                                                                                                               Таблица 3.6.

	Первичные импликанты
	Исходные минтермы

	
	0000
	0001
	0010
	0100
	1000
	0011
	0110
	1001
	0111
	1011
	1111

	0 0 - - 
	· 
	· 
	· 
	
	
	· 
	
	
	
	
	

	- 0 0 -
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	0 - - 0
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	- 0 – 1
	
	· 
	
	
	
	· 
	
	· 
	
	· 
	

	0 - 1 -
	
	
	· 
	
	
	· 
	· 
	
	· 
	
	

	- - 1 1
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· 
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Этап 3. Расстановка меток. Производится аналогичным способом, как в методе Квайна.

Этап 4 Нахождение существенных импликант. Производится аналогичным способом, как в методе Квайна.

Этап 5. Выбор минимального покрытия. Производится аналогичным способом, как в методе Квайна (в данном примере этот этап отсутствует, так как существенные импликанты полностью перекрывают импликантную матрицу).

Сделав обратную замену числовых значений аргументов на буквенные можно получить МДНФ. Аргумент в месте прочерка, естественно, убирается:
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Два приведенных метода минимизации позволяют получить минимальные формы переключательных ФАЛ для любого числа аргументов.

3.4.4. Метод диаграмм Вейтча.
Таблицы истинности содержат всю необходимую логическую информацию, относящуюся к переключательным ФАЛ. Таким образом, можно предположить, что все этапы минимизации получаются непосредственно из таблицы истинности при условии правильного порядка ее рассмотрения. Однако это не так просто.
Во-первых, в таблице истинности слишком много двоичных цифр, что неудобно при рассмотрении большого количества переменных. Действительно, в любой строке таблицы истинности стоит (n+1) двоичная цифра (n двоичных цифр для данной комбинации переменных и одна двоичная цифра для соответствующего значения функции). Таким образом, (n+1) двоичный разряд используется для того, чтобы представить только данную комбинацию переменных и значение функции, соответствующее этой комбинации.

Во-вторых, таблица истинности составлена не оптимальным образом и не может обеспечить быстрый и исчерпывающий систематический просмотр.

Для уменьшения количества двоичных цифр, заполняющих строки в таблице истинности, удобно использовать цифровой индекс соответствующего минтерма. Подобные примеры записи переключательных ФАЛ были представлены выше (см. метод Квайна).

Чтобы заменить таблицы истинности и сохранить при этом всю необходимую информацию, требуется какой-либо наглядный и простой метод представления чисел на диаграмме или схеме. Для этой цели можно было бы, например, использовать диаграмму Венна. Однако диаграмма Венна в ее обычном виде слишком громоздка, особенно при большом количестве переменных. Как будет показано ниже, удобнее располагать числа в виде матрицы. Такая матрица называется диаграммой (картой) истинности или диаграммой Вейтча.

Диаграммы Вейтча для n переменных.
В общем виде диаграмма Вейча представляет собой прямоугольник или квадрат, разбиваемый на клетки по количеству наборов в рассматриваемой функции, т.е. 2n. По краям диаграммы располагаются адреса этих клеток, которые представляют собой аргументы рассматриваемой функции в прямом или инверсном виде. Каждая клетка соответствует строго своему минтерму данной функции.
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Рис.3.3.
· n=3
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    Рис.3.4.

· n=4
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рис.3.5.

В следующих диаграммах для упрощения формы записи в квадратах будут записывать только номера минтермов:

n=5 
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рис.3.6.

Необходимо обратить внимание, что диаграмма для n=5 «строится» из двух диаграмм для n=4 путем составления их по горизонтали. Далее при росте количества аргументов «строительство» будет идти по следующему принципу: 

для n=6 две диаграммы для n=5 составляются по вертикали (рис. 3.7.)

для n=7 две диаграммы для n=6 составляются по горизонтали (рис. 3.8.)

и т.д., строительство «чередует «вертикаль – горизонталь».

	
	

	
	


f                                                        Остальная адресация сохраняется как на рис.3.6.
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рис.3.7.
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f                                                                                 Остальная адресация сохраняется как на рис.3.6.

_

f
рис.3.8.

При этом надо иметь ввиду, что в наборе аргументы всегда начинаются с «а» и заканчиваются «g» (рис.3.8) или еще какой-либо буквой, которая является младшим аргументом.

Нанесение переключательной ФАЛ на диаграмму.
Обязательным условием нанесения переключательной ФАЛ на диаграмму является наличие любой дизъюнктивной формы либо таблицы истинности. В соответствии с адресами или номерами наборов, где функция принимает значение «1» (берем полностью определенную функцию), в нужные клетки ставится «1».

Пусть: f(abcd) = 1 ( 0, 1, 4, 8, 9, 10, 14).

Тогда в клетках, где располагаются минтермы с этими номерами ставятся «1» (рис.3.9.):
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рис.3.9.

В дальнейшем для простоты записи количество аргументов у функции будем указывать не буквами, а цифрой. Так f(abc) = f(3)  или  f(abcd) = f(4).

Несколько сложнее нанесение переключательной ФАЛ, заданной ДНФ.

Пусть 
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Рассмотрим нанесение каждого минтерма на диаграмму по порядку их записи.

Диаграмма для «b» будет иметь вид (рис.3.10.):
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рис.3.10.
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– рис.3.11, для  
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– рис.3.13.
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рис. 3.11.                                рис. 3.12.                                 рис. 3.13.

Совместив все эти диаграммы, получим диаграмму для исходной функции (рис.3.14.):
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Рис. 3.14.

Если внимательно рассмотреть диаграммы для каждого минтерма функции, то можно сделать следующий вывод: если функция содержит «n» аргументов, то минтермы n ранга наносятся в виде одной единицы, минтермы n-1 ранга – 2 единиц, минтермы n-2 ранга – 4 единиц, минтермы n-3 ранга – 8 единиц и т.д. Это правило удобно для самопроверки нанесения функции на диаграмму.

Правила склеивания минтермов на диаграмме.
На диаграмме Вейча могут склеиваться 2 единицы, 4, 8, 16, 32 и т.д., то есть 2n, где n-целое положительное число. Для склеивания единицы  должны быть расположены определенным образом: 

Две единицы склеиваются:

· если они расположены рядом в одной строке (рис.3.15 а) или столбце (рис.3.15 б):
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                           рис. 3.15 (а)                                         рис. 3.15 (б)

От склеивания на рис.3.15 (а) получаем минтерм abd, на рис.3.15 (б) – минтерм 
[image: image381.wmf]a

cd.
· если они расположены на противоположных концах одной строки (рис.3.16 а) или столбца (рис.3.16 б):
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Рис.3.16 (а)                              Рис.3.16 (б)

От склеивания на рис.3.16 (а) получаем минтерм 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image399.wmf]c

d, на рис.3.16 (б) – минтерм 
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Четыре единицы склеиваются:
· если они расположены в одной строке (рис.3.17 а) или в одном столбце (рис.3.17 б):
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Рис.3.17
От склеивания на рис.3.17 (а) получаем минтерм 
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, на рис.3.17 (б) – минтерм 
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.

· если они расположены на концах смежных строк (рис.3.18 а) или столбцов (рис.3.18 б):
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Рис.3.18

От склеивания на рис.3.18 (а) получаем минтерм 
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, на рис.3.18 (б) – минтерм 
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· если они расположены в любом месте диаграммы в виде квадрата (рис.3.19):
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Рис.3.19

От склеивания на рис.3.19 получаем минтерм  
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.

· если они расположены по углам диаграммы (рис.3.20):
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Рис.3.20
От склеивания на рис.3.20 получаем минтерм 
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.

Восемь единиц склеиваются:

· если они расположены рядом в соседних строках (рис.3.21 а) или столбцах (рис.3.21 б):
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Рис.3.21 

От склеивания на рис.3.21 (а) получаем минтерм 
[image: image469.wmf]d

, на рис.3.21 (б) – минтерм 
[image: image470.wmf]a

.

· если они расположены в крайних строках (рис.3.22 а) или столбцах (рис.3.22 б)
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Рис.3.22 
Правила склеивания единиц на диаграмме для четырех аргументов являются основными. Если количество аргументов больше, то склеивание ведется по принципу наложения диаграмм друг на друга.

Пусть n=5 (рис.3.23).

Тогда склеивание двух единиц, расположенных в левой и правой части, на диаграмме возможно, если они при наложении левой части на правую совпадают.
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                                                                        Рис.3.23.

Эти две единицы склеиваются и от склеивания получается минтерм abcd.

Необходимо отметить, что если исходная функция содержит n аргументов, то от склеивания двух единиц будет получен минтерм n-1 ранга, от склеивания четырех – n-2 ранга, от склеивания восьми – n-3 ранга и т.д.

Получение МДНФ переключательной ФАЛ с помощью диаграммы Вейтча.
Порядок получения МДНФ для произвольной функции следующий:

1. Исходную функцию нанести на соответствующую диаграмму, т.е. если функция содержит 5 аргументов, то берется соответствующая диаграмма Вейтча.

2. Объединить (склеить) нанесенную функцию, пользуясь основными приемами склеивания и выполняя основное правило склеивания: в склеивание должно входить как можно больше минтермов и количество склеивания должно быть минимальным.
3. Один и тот же минтерм для выполнения предыдущего правила может входить в несколько склеиваний.
4. Если минтерм не участвует в склеивании (не может быть склеен ни с одним из присутствующих на диаграмме минтермов), то этот митерм входит в минимальную форму сам по себе.
Процесс получения МДНФ с помощью диаграммы творческий и зависит от навыков использующего этот метод. Алгоритма по получению переключательной ФАЛ не существует. Можно только предложить некоторые рекомендации. Для этого рассмотрим ряд примеров.

Пример 1.

f(4) = 1 (3, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15)

Наносим функцию на диаграмму (рис.3.24)
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Рис. 3.24.

В данном примере может быть только одно решение, показанное на диаграмме.

f(4) = a + cd
Пример 2.

f(4) = 1 (0, 1, 2, 6, 8, 10, 11, 12)
Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.25)
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Рис. 3.25.

Казалось бы, пользуясь основным правилом, что в склеивании должно участвовать как можно больше «1», в первую очередь надо склеить 0, 2, 8 и 10 минтермы (нижняя строчка). Но рассмотрев более внимательно этот пример нетрудно убедиться, что 12 минтерм может быть склеен только с 8, 10 – только с 11, 2 – только  с 6 и 0 – только с первым. Получается, 4 склеивания по 2 минтерма в каждом. И в этом случае склеивание строчки не нужно, т.к. полученный от склеивания минтерм будет лишним ( в правиле склеивания сказано, что количество склеиваний должно быть минимальным).

Из этого примера следует первая рекомендация: в начале операции склеивания надо рассмотреть «удаленные» единицы, которые могут быть склеены с остальными только одним способом.

Пример 3.

f(4) = 1 (0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10. 15)

Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.26)
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Рис. 3.26.

Вариантов склеивания единиц в примере очень много. Начнем, используя предыдущую рекомендацию, с однозначных склеиваний. 15 минтерм может быть склеен только с 7. Отмечаем на диаграмме и получаем  
[image: image516.wmf]bcd

. 4 и 6 минтермы склеиваются друг с другом. Но этого мало, т.к. можно склеить 4, 6, 2 и 0 минтермы. Отмечаем на диаграмме и получаем 
[image: image517.wmf]ad

. 8 и 9 минтермы могут быть склеены также друг с другом. Но это будет неверно, т.к. в склеивании должно участвовать как можно больше минтермов. Поэтому для склеивания берем 8, 9, 0 и 1 минтермы. Отмечаем на диаграмме и получаем  
[image: image518.wmf]bc

. 3 минтерм может быть склеен  с остальными двумя равнозначными способами 3, 2, 1, 0 или 3, 2, 6, 7. При этом получаем  
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  и  
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 ( это склеивание на диаграмме отмечено пунктиром). Остается только 10 минтерм, который будет склеиваться с 8, 0, 2. Отмечаем на диаграмме и получаем 
[image: image521.wmf]bd

.

Таким образом получаем 2 МДНФ заданной функции:


[image: image522.wmf](4)

fbcdadbcbdab

=++++

                                                  


[image: image523.wmf](4)

fbcdadbcbdac

=++++


Пример 4.

f(4) = 1 (0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11. 15)

Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.27)
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Рис. 3.27.

Вариантов склеивания единиц так же, как в примере 3 очень много. Однако  не следует торопиться, т.к. в итоге будет одна очень простая минимальная форма. Начнем, как и ранее, с «удаленных» единиц. Склеивается 0, 2, 4 и 6 минтермы. Отмечаем на диаграмме и получаем  
[image: image530.wmf]ad

. 15 минтерм оптимальным образом склеивается только с 7, 3 и 11 минтермами. Отмечаем на диаграмме и получаем 
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. И, наконец, склеиваются минтермы 0,1. 8, 9. Отмечаем на диаграмме и получаем  
[image: image532.wmf]bc

. Все остальные возможные склеивания будут лишними.

Тогда МДНФ будет: 
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Пример 5.

f(5) = 1 (0, 1, 2, 3, 8, 9, 10, 11, 18, 19, 22, 26, 27, 30)
Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.28)
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Рис. 3.28.

Функции с числом аргументов более 4 минимизировать еще сложнее. Основными рекомендациями могут быть следующие. В первую очередь попробовать склеить единицы по отдельности на левой и правой части диаграммы. В левой части будут склеиваться минтермы 19, 27, 11, 3 и 9, 11, 3, 1. В правой части – 26, 18, 10, 2; 8, 10, 2, 0 и 26, 18, 30, 22. Теперь необходимо попробовать методом наложения совместить склеенные минтермы из левой и правой части. При этом совпадут ( будут склеиваться по аргументу «е») 22, 19, 11,3, 26, 18, 10 и 2; 9, 11, 3, 1, 8, 10, 2 и 0. Склеим эти минтермы, отметим склеивание на диаграмме и получим  
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  и  
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. Остаются 30 и 22 минтермы. Выше было показано, что они могут быть склеены с 18 и 26 минтермами по аргументу «е» в этом случае склеивания нет. Отмечаем склеивание на диаграмме и получим  
[image: image547.wmf]ade

.

МДНФ функции будет иметь следующую форму записи:
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Получение МКНФ переключательной ФАЛ с помощью диаграмм Вейча.

Алгоритм получения МКНФ для произвольной функции следующий:

1. Исходную функцию нанести на диаграмму.

2. По диаграмме, полученной в пункте 1, построить диаграмму отрицания исходной функции (если есть определенные навыки в нанесении функций на диаграммы, то можно сразу выполнить пункт 2).

3. Получить МДНФ для отрицания исходной функции.

4. Взять инверсию от левой и правой части полученного выражения и, используя правило де Моргана, преобразовать правую часть равенства. Полученная форма будет МКНФ исходной переключательной ФАЛ.

Пример:

f(4) = 1 (0, 4, 8, 10, 14, 15)

Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.29)
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Рис.3.29.

Построим диаграмму для отрицания исходной функции. Для этого на диаграмме поменяем местами «0»и «1». Получим такую диаграмму (рис.3.30)
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Рис.3.30.

По известным правилам получим МДНФ для отрицания исходной функции. Этих форм будет две.


[image: image561.wmf]f

(4) = 
[image: image562.wmf]accdabcabd

+++



[image: image563.wmf]f

(4) = 
[image: image564.wmf]accdabcbcd

+++


Беря отрицание от левой и правой части полученных равенств и, используя правило де Моргана, получим две МКНФ исходной функции.
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Получение МДНФ и МКНФ неполностью определенных переключательных ФАЛ с помощью диаграмм Вейча.
Как уже отмечалось ранее неполностью определенные переключательные ФАЛ занимают особое положение при логическом проектировании. Поэтому получение минимальных форм этих функций также очень важно.

Алгоритм получения МДНФ не полностью определенной ФАЛ будет следующим:

1. Исходную функцию нанести на диаграмму.

2. Отметить на диаграмме знаком «х» те минтермы (наборы), где функция неопределена.

3. Доопределить неопределенные значения на диаграмме «1» или «0» так, чтобы выполнялось основное правило склеивания. Получить МДНФ функции (см.выше).

    Алгоритм получения МКНФ неполностью определенной ФАЛ будет следующим:

1. Исходную функцию нанести на диаграмму совместно с неопределенными значениями.

2. Построить диаграмму отрицания исходной функции с неопределенными значениями.

3. Получить МДНФ для отрицания исходной функции. При этом неопределенные значения доопределить «1» или «0» так, чтобы выполнялось основное правило склеивания.

4. Взять инверсию от левой и правой части полученного выражения и, используя правило де Моргана, преобразовать правую часть равенства и получить МКНФ функции.

Получение МДНФ и МКНФ для неполностью определенных переключательных функций также как этот процесс для полностью определенных функций требует определенного опыта и навыков. Рассмотрим несколько примеров.

Пример 1.

f(4) = 1 (0, 1, 3, 5, 8, 12, 13)

Н – 4, 9
Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.31)
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Рис.3.31.

Пример достаточно простой. Очевидно, что удобно было бы склеить левый и правый крайние столбцы. Для этого оба неопределенных значения необходимо доопределить «1». Используя правила склеивания, получим   
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Нанесем инверсию этой функции на диаграмму вместе с неопределенными значениями (рис.3.32).
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Рис.3.32.

Пользуясь основным правилом склеивания получим следующие объединения (см.рис.3.32). При этом неопределенные значения не участвуют в склеивания. Значит, доопределим их «0». Получим:
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Пример 2.

f(4) = 1 (0, 7, 8, 11, 12, 13, 15)

Н – 3, 4, 5, 10

Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.33)
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Рис.3.33.

Для получения МДНФ доопределяем 3, 4, и 5 наборы «1», а 10 набор – «0». Отмечаем вариант склеивания на диаграмме.
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Нанесем инверсию функции на диаграмму (рис.3.34)
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Рис.3.34.

В этом случае «1» доопределяем только 10 набор.
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Пример 3.

f(4) = 1 (2, 6, 8, 10, 12, 13, 14)

Н – 0, 1, 11

Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.35)

В данном случае возможны 2 варианта получения МДНФ. Первый вариант склеивания показан на рис.3.35. Все неопределенные значения доопределены «0».
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Рис.3.35.                                                   Рис.3.36.
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Второй вариант показан на рис.3.36. В этом случае нулевой набор доопределяем «1», остальные – «0».
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Нанесем инверсию функции на диаграмму (рис.3.37)
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Рис. 3.37
Все неопределенные значения доопределяем «1» и получаем один вариант склеивания (см.на рис.3.37)
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Пример 4.

f(4) = 1 (1, 3, 5, 6, 7, 9, 13)

Н – 2, 8, 14

Нанесем функцию на диаграмму (рис.3.38).

Возможен только 1 вариант МДНФ. Склеивание показано на рис.3.38. Второй набор доопределяется «1», остальные – «0».

                      а           
[image: image632.wmf]a

                                   а           
[image: image633.wmf]a

 

	
[image: image634.wmf]b



	
	х
	1
	
	
[image: image635.wmf]d



[image: image636.wmf]d


	
[image: image637.wmf]b



	1
	х
	
	1
	
[image: image638.wmf]d



	
	1
	
	1
	1
	
	
	
	1
	
	
	
[image: image639.wmf]d



	
[image: image640.wmf]b


	1
	
	1
	1
	
	

[image: image641.wmf]b


	
	1
	
	
	

	
	х
	
	х
	
	
[image: image642.wmf]d


	
	х
	1
	х
	1
	
[image: image643.wmf]d




                                  
[image: image644.wmf]c

         c         
[image: image645.wmf]c

                                  
[image: image646.wmf]c

         c         
[image: image647.wmf]c

                 

Рис.3.38.                                          Рис.3.39.
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Нанесем инверсию функции на диаграмму (рис.3.39). Доопределяем 14 набор «1», остальные – «0».
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§3.5 Электронные схемы с одним и несколькими выходами 

Задача логического проектирования, как правило, имеет различные решения в зависимости от выбранной системы логических элементов. Однако для любой заданной функции алгебры логики почти всегда можно синтезировать схему, соответствующую этой функции. Получение схемы с минимальным количеством логических элементов и связей между ними требует нахождение минимальной формы для ФАЛ. Но не всегда минимальная форма дает правильное решение поставленной задачи.

Некоторые более сложные схемы, имеющие несколько выходов, могут быть сведены в частном случае к набору схем с одним выходом. Тогда  логическое проектирование осуществляется путем декомпозиции для каждой выделенной схемы.

Рассмотрим решения данных задач поочередно, начиная с более простой.

3.5.1 Схемы с одним выходом
Схемы с одним выходом и несколькими входами  относятся к наиболее простым схемам. Основная сложность при логическом проектировании подобных схем состоим в том,  чтобы найти выражение для выходной функции в заданном базисе с учетом всех критериев проектирования.

Пусть задан классический базис ЛЭ И, ИЛИ, НЕ. Казалось бы, что синтез заданной схемы можно производить, получив МДНФ или МКНФ данной функции. Однако это не всегда приводит к оптимальной схеме с точки зрения количества ЛЭ и связей между ними.

Возьмем МДНФ переключательной функции 
[image: image652.wmf]3
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. Для реализации такой функции необходимо иметь три ЛЭ «НЕ», три ЛЭ «И» и один ЛЭ «ИЛИ» (рис. 3.40). Всего семь ЛЭ.
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рис 3.40
С помощью основных законов булевой алгебры попробуем преобразовать данную функцию 
[image: image654.wmf]3
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.

Сначала вынесем за скобки «а»: 
[image: image655.wmf](
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.

Для реализации функции в таком виде потребуется три ЛЭ «НЕ», два ЛЭ «И», два ЛЭ «ИЛИ». Всего семь ЛЭ. Экономии нет.

Применим к последнему минтерму правило де Моргана:

[image: image656.wmf](

)

(

)

3

fabcabc

=++++


Подобная функция для своей реализации потребует один ЛЭ «НЕ», один ЛЭ «И» и три ЛЭ «ИЛИ». Всего 5 ЛЭ (рис. 3.41).
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рис. 3.41
Возьмем МКНФ 
[image: image658.wmf](
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. Для реализации такой функции требуется три ЛЭ «НЕ», три ЛЭ «ИЛИ» и один ЛЭ «И». Всего семь ЛЭ (рис. 3.42). Попробуем так же преобразовать эту функцию, сначала раскрывая скобки, а потом применим правило де Моргана.
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рис 3.42

[image: image660.png]f;=(a+b)(a+c)(a+b+c)=(a+bc)(a+b+c)={727} =(a+bc)(abc) = {513}



(рис. 3.43)
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рис. 3.43

Вывод: МДНФ или МКНФ не всегда дают возможность построить схему с минимальным количеством ЛЭ и с минимальным количеством связей между ЛЭ.

Для выполнения этих требований необходимо применить следующий прием:

1. Вынесение аргументов за скобки в МДНФ переключательной ФАЛ

2. Раскрытие скобок в МКНФ переключательной ФАЛ

3. Использование правила де Моргана для МДНФ или для МКНФ переключательных ФАЛ.

3.5.2 Схемы с несколькими выходами
Задачу проектирования схемы с n входами и m выходами можно решать двумя способами.

Если требуется максимальная надежность схемы, то каждый выход проектируется как самостоятельная схема, содержащая n входов. Таких схем будет R. Но если требуется проектировать схему с минимальным количеством элементов, а как следствие этого с минимальным потреблением энергии, минимальными габаритами, минимальной стоимостью и т.д., то при решении подобной задачи необходимо исключить дублирование в этих R схемах проектируемых функций. Другими словами необходимо выделить общую часть всей схемы, которая синтезируется один раз и используется при получении функций каждого выхода.

Однако, как отмечалось ранее, при любом логическом проектировании четких методик, по котором необходимо следовать при синтезе произвольной схемы, нет. Многое зависит от разработчика. Существует ряд правил, которые помогают получить искомый результат. 

Рассмотрим пример. Пусть необходимо спроектировать элементарное устройство, содержащее 2 входа и 3 выхода (рис. 3.44).

Если каждый выход проектировать отдельно в классическом базисе ЛЭ (И, ИЛИ, НЕ) потребуется 9ЛЭ (рис. 3.45)
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рис. 3.44
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рис. 3.45

При проектировании вторым способом можно преобразовать переключательные ФАЛ, описывающие выходы системы, и получить другой вид схемы (рис. 3.46).
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Проектируемая схема содержит 4 ЛЭ. 

В данном случае рассмотрен очень простой пример. При наличии более сложных функций выделение общей части надо проводить одним из предложенных ранее методов минимизации переключательных ФАЛ.
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рис. 3.46

Рассмотрим еще один пример. Необходимо синтезировать схему, содержащую 4 входа и 3 выхода. Для выделения общей части синтезируемой схемы используем диаграммы Вейтча. Все функции представлены в МДНФ.
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Нанесем каждую из данных функций на свою диаграмму (рис. 3.47).
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рис. 3.47

Методом наложения диаграмм выделим на отдельной диаграмме (рис. 3.48) общие минтермы для всех трех функций и обозначим их на диаграммах для исходных функций (рис. 3.47). 

	
	a
	
[image: image686.wmf]a


	

	b
	 
	 
	 
	1
	
[image: image687.wmf]d



	
	1
	1
	 
	1
	d

	
[image: image688.wmf]b


	 
	1
	 
	 
	

	
	 
	 
	 
	1
	
[image: image689.wmf]d



	
	
[image: image690.wmf]c


	c
	 
[image: image691.wmf]c

 
	


рис. 3.48

Обозначим эту функцию через y и получим ее МДНФ:
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Теперь, использую эту функцию, получим МДНФ для исходных функций
[image: image693.png]f,=y+ab+abe
f,=y+bd
f,=y+ad




При реализации каждой входной функции (напоминаю, что они представлены в МДНФ) в классическом базисе И, ИЛИ, НЕ потребуется 24 ЛЭ (рис. 3.49).

При синтезе схемы после преобразования функций с выделением общей части потребуется 15 ЛЭ (рис. 3.50).

Если переключательная ФАЛ содержит более 5 аргументов, то для выделения общей части можно использовать метод Квайна или метод Квайна-Мак-Класки.

Подтверждением мысли об особой роли разработчика в проектировании схемы может служить пример синтеза одноразрядного двоичного сумматора.

Одноразрядный двоичный сумматор имеет три входа и два выхода. Все три входа эквивалентны. Обозначим их a, b, c. На выходах сумматора возникает сумма от сложения S и перенос в следующий разряд p. Схема в общем виде представлена на рис. 3.51. Синтезируем эту схему в базисе И, ИЛИ, НЕ.

Таблица истинности работы такой схемы представлена ниже:

 Таблица 3.7.

	a
	b
	c
	S
	P

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	1
	0

	0
	1
	0
	1
	0

	0
	1
	1
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1

	1
	1
	0
	0
	1

	1
	1
	1
	1
	1


Получим с помощью диаграмм Вейтча МДНФ и МКНФ выходов S и P.
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                                  рис 3.52                    рис 3.53

МДНФ: 
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МКНФ:
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Для Р                    Для 
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рис. 3.54                   рис. 3.55
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рис. 3.49
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рис. 3.50
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рис. 3.51

МДНФ: 
[image: image718.wmf]Pabacbc
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МКНФ:[image: image720.png]P={a+c)(a+b)(b+c)



 
Реализация S с использованием МДНФ или МКНФ требует 8ЛЭ. Реализация Р с использованием МДНФ или МКНФ требует 4 ЛЭ. Вся схема требует 12 ЛЭ. И кажется, общую часть выделить никак не удастся. Однако сравним диаграммы Вейтча для S(рис. 3.52) и 
[image: image721.wmf]P

(рис. 3.55). Они совпадут если в диаграмме для 
[image: image722.wmf]P

 добавить минтерм abc и убрать минтерм 
[image: image723.wmf]abc

. Попробуем это сделать с помощью логических операций сложения и вычитания.
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Правило:

Операция логического вычитания заменяется операцией логического умножения, если над вычитаемым взять знак инверсии. 
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Последнее выражение требует для своей реализации 5 ЛЭ, a вся схема 9 ЛЭ (рис. 3.56).
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Рис. 3.56

Такого же результата с 5 ЛЭ для реализации S можно добиться другим образом. Из таблицы 3.7 видно, что сумма S равна «1» тогда, когда одни из входных сигналов a, b или c равен «1», а остальные сигналы равны «0» и при этом Р = 0 (
[image: image727.wmf]P1

=

) или когда все три входных сигнала равны «1». Поэтому  
[image: image728.wmf](
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. Это выражение так же для своей реализации требует 5ЛЭ.

Можно с уверенностью сказать, что такого результата может добиться разработчик с определенными навыками логического проектирования комбинационных схем.

§3.6 Логическое проектирование комбинационных схем в произвольном базисе.

3.6.1 Канонические формы записи переключательных ФАЛ.

Опираясь на основную теорему алгебры логики любую переключательную ФАЛ можно записать в СДНФ или в СКНФ. Рассмотрим функцию            f(3) =1(0,3,6,7).

СДНФ данной функции будет [image: image729.png]f(5) = abc+abe+abe+abe



                            (3.1)

Возьмем двойное отрицание над правой частью равенства (3.1): [image: image730.png]£ ;) =abetab + abe-+ abe



                                                                                                       (3.2)

Применим правило де Моргана к одному отрицанию над этим выражением  [image: image731.png]


                                                                                                         (3.3)

Применяя операцию отрицания к каждому из минтермов, получим: [image: image732.png]f;)=(@+b+0)(@+b+c)a+b+o)(a+b+c)



                                                                      (3.4)

Применим повторно правило де Моргана к отрицанию над предыдущим выражением:

[image: image733.png]foy=(@+b+0)+@+b+0)+(a+b+0)+(@+b+0)




                                               (3.5)

Наконец, если применить операцию отрицания к каждому из макстермов, то вновь получим уравнение (3.1). Каждое из уравнений (3.1), (3.3), (3.4) и (3.5) дает функциональное выражение для одной и той же функции.

Проделаем точно такую же операцию с СКНФ исходной функции.
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                                                                         (3.10)     

Каждое из уравнений (3.6), (3.8), (3.9) и (3.10) также дает функциональные выражения для одной и той же функции.

Такой вид записи любой переключательной ФАЛ носит название канонической формы этой функции. Всего их восемь.

 Эти восемь видов имеют практическое значение, так как каждый вид функции лучше всего реализуется определенным типом логических элементов. Ниже приведем обозначения всех канонических форм переключательной функции, которые соответствуют способу построения функциональных выражений.

1. И, ИЛИ, НЕ (3,1) – совершенная дизъюнктивная нормальная форма

2. И – НЕ (3,3)

3. ИЛИ, И – НЕ (3,4)

4. ИЛИ – НЕ, ИЛИ (3,5)

5. ИЛИ, И, НЕ (3,6) – совершенная конъюктивная нормальная форма

6. ИЛИ – НЕ (3,8)

7. И, ИЛИ – НЕ (3,9)

8. И – НЕ, И (3,10)

Как удобнее всего получать все восемь видов переключательной функции показано на рис. 3.57. 
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Рис. 3.57
3.6.2 Алгоритм проектирования комбинационных схем в заданном базисе.

При проектировании устройства в заданном базисе ЛЭ необходимо учитывать критерии проектирования этого устройства. Как правило, основным критерием проектирования является минимальное количество логических элементов в схеме. Отсюда следует, что исходные функции должны быть заданы в одной из минимальных форм.

Рассмотрим пример. Функция f(4)=1(0,1,2,3,6,7,8,9,14,15). Базис И-НЕ, ИЛИ.

Получим МДНФ данной функции с помощью диаграммы Вейтча
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Вариантов может быть два: [image: image747.png]4y =25+ B+ be
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С помощью представленных выше преобразований приведем поочередно каждую из функций к требуемому базису.

[image: image749.png]£, 4y =30+ be+ be= -bo= (a+ B+ )(b+0)



                                           (3.10)

[image: image750.png]£, (4y=ac+ bt + be = ac-be-be= (a+ )b+ )b+ ©)



                                            (3.11)

Для реализации выражения (3.10) требуется:

3 ЛЭ – И-НЕ

3 ЛЭ – ИЛИ

Всего 6 ЛЭ

Реализация представлена на рис 3.58
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рис.3.58

Для реализации выражения (3.11) требуется:

3 ЛЭ – И-НЕ

3 ЛЭ – ИЛИ

Всего 6 ЛЭ

Реализация представлена на рис (3.59)

[image: image752.png]=





рис. 3.59

Однако был упущен момент, что базис ЛЭ(И-НЕ, ИЛИ) избыточный, и разработчик должен попытаться упростить эти выражения, используя основные законы алгебры логики. Для выражения (3.10) такое упрощение может дать:

[image: image753.png]


                                              (3.12)

Выражение (3.12) уже реализуется следующим количеством ЛЭ:

2 ЛЭ – И – НЕ

2 ЛЭ – ИЛИ

Всего 4 ЛЭ.

Для выражения (3.11) это упражнение приводит к виду:

[image: image754.png]£, =@+ DO+ B+ 0)=(a+ D)+ Ybe




                                               (3.13)

[image: image755.png]- @Eo)b+be



                                                                                          (3.14)

Нетрудно просчитать, что для реализации (3.13) требуется: 

3 ЛЭ – И-НЕ
         

2 ЛЭ – ИЛИ
        

Всего 5 ЛЭ

И для (3.14) требуется: 

4ЛЭ – И – НЕ


     

1 ЛЭ – ИЛИ


 

Всего 5 ЛЭ

Таким образом для реализации исходной функции необходимо использовать выражение (3.12). Реализация представлена на рис. 3.60.
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рис. 3.60

Общий алгоритм проектирования комбинационных схем в заданном базисе будет следующим:

1) В зависимости от заданного базиса ЛЭ получаем все требуемые минимальные формы переключательной ФАЛ.

2) С помощью двойного отрицания, используя преобразования по правилу де Моргана, приходим к канонической форме функции, соответствующей заданному базису.

3) Используя основные законы алгебры логики, пытаемся упростить полученные выражения (этап полностью зависит от опыта разработчика и алгоритмизации не поддается).

4) Сравниваем полученные выражения на предмет количества ЛЭ и выбираем требуемые.

5) Синтезируем графическое отображение заданной функции.
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