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Получена классификация d-накрытий степени d ≥ 2 окружности S1 с точностью до сопряженно-
сти с помощью сохраняющих ориентацию гомеоморфизмов. Показано, что полным классификаци-
онным инвариантом с точностью до d-эквивалентности является наделенное схемой инвариантное
счетное множество (отмеченное множество) линейного растягивающего эндоморфизма степени d.

Под d-накрытием окружности S1 мы понимаем сюръективный локальный гомеоморфизм
S1 → S1 степени |d| ≥ 2, при этом прообраз каждой точки состоит из |d| ∈ N точек. Для
определенности мы рассматриваем сохраняющие ориентацию d-накрытия, когда d > 0. Важ-
ный класс d-накрытий образуют неособые эндоморфизмы, т.е. сюръективные C1-отображения
g : S1 → S1 с положительной производной Dg. Основная цель данной работы — классифи-
кация d-накрытий окружности S1 с точностью до сопряженности с помощью сохраняющих
ориентацию гомеоморфизмов (основные понятия и определения теории динамических систем
см. в [1, 2]). Как следствие, мы получаем классификацию неособых эндоморфизмов, в том
числе важного класса структурно устойчивых эндоморфизмов.
Каноническим примером эндоморфизма окружности является линейное отображение

Ed(x) = dx (mod 1), где S1 наделена циклической координатой x (mod 1). Поскольку d ≥ 2,
Ed является растягивающим эндоморфизмом (напомним, что g : S1 → S1 — растягивающий
эндоморфизм, если Dg > 1). Шуб [9] классифицировал растягивающие эндоморфизмы, пока-
зав, что степень является полным инвариантом сопряженности в классе растягивающих эндо-
морфизмов. Якобсон [3] рассматривал Cr-эндоморфизмы (r ≥ 1), которые могут иметь точки,
в которых производная обращается в нуль. В [3] выделялось инвариантное множество Σ канто-
ровского типа, принадлежащее неблуждающему множеству Ω, и вводилось понятие Σ-устой-
чивости, аналогичное понятию Ω-устойчивости. Было показано, что ограничения f |Σ и f |Ω
эндоморфизма f на Σ и Ω соответственно сопряжены односторонним марковским цепям с
конечным числом состояний. Нитецки [8] описал неблуждающее множество структурно устой-
чивых неособых Cr-эндоморфизмов окружности (отметим, что растягивающие эндоморфизмы
структурно устойчивы, но существуют отличные от растягивающих структурно устойчивые
эндоморфизмы). Вопросы классификации d-накрытий окружности S1 в указанных работах не
рассматривались. Идеологически мы следуем методу Маркли [6], который классифицировал
гомеоморфизмы окружности без периодических точек.
Перейдем к необходимым определениям и доказательству основного результата. Будем

говорить, что отображение f1 : S1 → S1 полусопряжено f2 : S1 → S1, если существует сохра-
няющее ориентацию непрерывное отображение h : S1 → S1 такое, что h ◦ f1 = f2 ◦h, т.е. имеет
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Если h — гомеоморфизм, то f1, f2 называются сопряженными отображениями.
Ключевым для нас утверждением служит следующий результат Шуба [9] (доказательство

для накрытий окружности также имеется в [7, Ch. 2.2]).
Теорема 1. Пусть Ed : S1 → S1 — линейный растягивающий эндоморфизм степени

d ≥ 2. Тогда для любого d-накрытия g : S1 → S1 существует непрерывное и сохраняющее
ориентацию отображение h : S1 → h(S1) = S1, полусопрягающее g с Ed. Более того, ес-
ли g сопряжено растягивающему эндоморфизму, то h — гомеоморфизм (следовательно, h
сопрягает g с Ed). В противном случае h не является гомеоморфизмом.
Из этой теоремы следует, что d-накрытия, сопряженные растягивающим эндоморфизмам,

сопряжены тогда и только тогда, когда их степени совпадают. Поэтому ниже нас будет в
основном интересовать случай d-накрытия g, когда g не сопряжено с Ed и h не является
гомеоморфизмом. Непосредственно из теоремы 1 следует, что

h ◦ gn = En
d ◦ h ∀n ∈ N. (1)

Для точки x ∈ S1 определим обобщенную орбиту GO(x) этой точки как множество y ∈ S1

таких, что gn(x) = gm(y) для некоторых n,m ∈ Z
+
0 . Другими словами, GO(x) есть объединение

прообразов относительно всех итераций gm, m ∈ Z
+
0 , каждой точки из положительной полуор-

биты точки x. Множество N ⊂ S1 называется инвариантным, если N = g(N) = g−1(N). Ясно,
что инвариантность множества эквивалентна тому, что вместе с любой точкой множеству при-
надлежит обобщенная орбита точки (последнее свойство иногда называют насыщенностью).
Из непрерывности и монотонности полусопрягающего отображения h вытекает, что для

любой точки x ∈ S1 множество h−1(x) есть либо точка, либо нетривиальный (т.е. отличный
от точки) замкнутый интервал. Положим

Ξg =
{
x ∈ S1: h−1(x) — нетривиальный интервал

}
.

Множество Ξg называется отмеченным множеством d-накрытия g. Формально это множество
зависит от h. Ниже мы покажем, что отмеченное множество определяется с точностью до
специального периодического (жесткого) поворота окружности, зависящего только от d. Из (1)
и того, что g является локальным гомеоморфизмом, вытекает, что отмеченное множество Ξg

инвариантно относительно Ed.
Обозначим через Σ◦ подмножество таких x ∈ S1, что h−1(h(x)) — одна точка. Тогда огра-

ничение h|Σ◦ есть взаимно однозначное непрерывное отображение

Σ◦ = h−1(S1 \ Ξg) → h(Σ◦) = S1 \ Ξg.

Лемма 1. Множество Σ◦ является инвариантным множеством d-накрытия g.
Доказательство. Нужно показать, что g(Σ◦) = Σ◦ = g−1(Σ◦). Возьмем x ∈ Σ◦ и предпо-

ложим, что g(x) /∈ Σ◦. Тогда h−1(h ◦ g(x)) есть нетривиальный замкнутый интервал, скажем
[a, b]. Так как x ∈ Σ◦, то существует открытый интервал (α, β), содержащий x, такой, что
h(α, β) = (h(α), h(β)) является нетривиальным интервалом, содержащим точку w = h(x).
Из непрерывности h следует, что интервал (α, β) можно взять столь малым, что ограниче-
ние Ed|h(α,β) отображения Ed на h(α, β) будет гомеоморфизмом. Из непрерывности g следует,
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что существует точка x∗ ∈ (α, β) такая, что g(x∗) ∈ [a, b]. Поэтому h ◦ g(x∗) = w и h(x∗) ∈
∈ (h(α), h(β)). Поскольку x ∈ Σ◦, имеем h(x∗) �= h(x) = w. С другой стороны, согласно (1) по-
лучаем Ed ◦ h(x) = Ed(w) = h ◦ g(x∗) = Ed ◦ h(x), что противоречит гомеоморфности Ed|h(α,β).
Это доказывает включение g(Σ◦) ⊂ Σ◦.
Пусть теперь g(x) ∈ Σ◦, и предположим, что x /∈ Σ◦. Тогда x принадлежит нетривиаль-

ному замкнутому интервалу h−1(h(x)) = [c, d]. Так как g есть d-накрытие и, следовательно,
локальный гомеоморфизм, то существует нетривиальный интервал [δ, γ] ⊂ [c, d] такой, что
x ∈ [δ, γ] и ограничение g|[δ,γ] есть гомеоморфизм. В силу (1) для любой точки x∗ ∈ [δ, γ],
x∗ �= x, имеем h ◦ g(x∗) = Ed ◦ h(x∗) = h ◦ g(x), что противоречит включению g(x) ∈ Σ◦, по-
скольку g(x∗) �= g(x). Полученное противоречие доказывает включение g−1(Σ◦) ⊂ Σ◦. Лемма
доказана. �

Следствие 1. Имеют место соотношения

Ed[h(Σ◦)] = h(Σ◦) = E−1
d [h(Σ◦)], Ed ◦ h|Σ◦ = h ◦ g|Σ◦ .

Более того, ограничение h|Σ◦ : Σ◦ → h(Σ◦) является гомеоморфизмом, который сопряга-
ет g|Σ◦ с Ed|h(Σ◦).
Из теоремы 1 следует, что множество S1 \ Σ◦ представляет собой объединение попар-

но не пересекающихся замкнутых интервалов. Из следствия 1 вытекает, что множество
этих интервалов счетно, поскольку h(Σ◦) инвариантно относительно Ed. Таким образом,
S1 \ Σ◦ =

⋃∞
i=1[ai, bi], причем можно считать, что h−1(h[ai, bi]) = [ai, bi] для всех i ∈ N и

[ai, bi]∩ [aj , bj ] = ∅ при i �= j. Интервалы [ai, bi] будем называть смежными. Соответствующие
интервалы (ai, bi) называются открытыми смежными.
Смежный интервал [a, b] называется периодическим, если gk([a, b]) = [a, b] для некоторого

k ∈ N. Отметим, что концевые точки периодического смежного интервала являются пери-
одическими точками. Внутри периодического интервала могут быть (но могут и не быть)
периодические точки.
Обозначим через Σ объединение Σ◦ со всеми концевыми точками ai, bi смежных интервалов

множества S1 \ Σ◦: Σ = Σ◦ ∪
⋃

i≥1({ai} ∪ {bi}). Ясно, что Σ �= S1 (напомним, что g есть
d-накрытие, не сопряженное Ed).

Лемма 2. Пусть g : S1 → S1 — не сопряженное Ed d-накрытие, d ≥ 2. Тогда его
неблуждающее множество NW(g) есть объединение Σ со всеми периодическими точками
из открытых смежных интервалов.

Доказательство. Из следствия 1 вытекает, что Σ◦ ⊂ NW(g), поскольку NW(Ed) = S1.
Отсюда, а также из непрерывности и монотонности h следует включение Σ ⊂ NW(g). Возь-
мем точку x ∈ NW(g), не принадлежащую Σ. Тогда x ∈ (a, b), где h(a, b) = h(a) = h(b),
причем можно считать, что h−1 (h(a, b)) = (a, b). Так как x ∈ NW(g), то gk(a, b) ∩ (a, b) �= ∅

для некоторого k ∈ N. Отсюда и из леммы 1 следует, что gk(a, b) = (a, b). Это влечет за
собой периодичность точки x, поскольку ограничение gk|(a,b) : (a, b) → gk(a, b) = (a, b) являет-
ся гомеоморфизмом. Осталось заметить, что точка принадлежит неблуждающему множеству
монотонного гомеоморфизма интервала только тогда, когда она неподвижная. �
Обозначим через γj жесткий поворот окружности вида x → x + j

d−1 (mod 1), где j ∈
∈ {0, 1, . . . , d − 1}. Отметим, что при d = 2 поворот γj — тождественное отображение, а при
d ≥ 3 — периодическое, γd−1

j = id. Будем говорить, что два множества Ξ1,Ξ2 ⊂ S1 d-эквива-
лентны (и писать Ξ1 ≡d Ξ2), если γj(Ξ1) = Ξ2 для некоторого γj .
Пусть Ξg — отмеченное множество d-накрытия g, и пусть x ∈ Ξg — периодическая (отмечен-

ная) точка эндоморфизма Ed, x ∈ Ξg ∩ Per(Ed). Тогда h−1(x) является периодическим смеж-
ным интервалом d-накрытия g. Поставим в соответствие точке x множество Per(g|h−1(x))

def= Px
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периодических точек d-накрытия g, принадлежащих h−1(x). Ясно, что Px совпадает с мно-
жеством Fix(gp|h−1(x)) неподвижных точек ограничения gp|h−1(x), где p — период интервала
h−1(x). Совокупность множеств Px, где x ∈ Ξg ∩ Per(Ed) пробегает все периодические отме-
ченные точки, называется схемой d-накрытия g.
Предположим, что отмеченные множества d-накрытий g1, g2 d-эквивалентны, т.е. γj(Ξ1) =

= Ξ2 для некоторого γj , где Ξi — отмеченное множество d-накрытия gi, i = 1, 2. Будем гово-
рить, что схемы d-накрытий g1, g2 изоморфны, если для каждой периодической отмеченной
точки x ∈ Ξ1 существует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм μx : h−1

1 (x) → h−1
2 (γj(x)),

переводящий Px в Pγj(x).
Пусть Ξ— инвариантное счетное множество растягивающего эндоморфизма Ed, и пусть его

некоторое вперед инвариантное подмножество Ξ0, состоящее из периодических орбит, наделено
некоторой схемой S (это означает, что каждой периодической точке x из Ξ0 поставлено в
соответствие подмножество Px некоторого замкнутого интервала Ix). Данная (абстрактная)
схема называется допустимой, если

1) для любой периодической точки x ∈ Ξ0 множество Px замкнуто и содержит концевые
точки интервала Ix;

2) для любых двух точек x1, x2 ∈ Orb(x) существует сохраняющий ориентацию гомеомор-
физм ν12 : Ix1 → Ix2 такой, что ν12(Ix1) = Ix2 .

ЕслиOrb(x) состоит из одной точки (т.е. точка x неподвижная), то последнее условие считается
тривиально выполненным.
Следующая теорема (доказательство которой мы опускаем) восходит к известному примеру

Данжуа [5] и доказывается полностью аналогично теореме 2.5 из [4] (см. также [6, Theorem 2.1;
7, Theorem 2.3]).

Теорема 2. Любое d-накрытие g имеет допустимую схему. Для любого инвариантного
счетного множества Ξ эндоморфизма Ed, наделенного абстрактной допустимой схемой S,
существует d-накрытие g такое, что Ξ является отмеченным множеством d-накрытия g
со схемой S.
Следующая теорема является основным результатом (из него вытекает, что отмеченное

множество d-накрытия определяется с точностью до поворота γj).

Теорема 3. Пусть g1, g2 : S1 → S1 суть d-накрытия окружности степени d ≥ 2, не
сопряженные Ed. Тогда g1 сопряжено с g2, если и только если их отмеченные множества
d-эквивалентны (Ξg1 ≡d Ξg2), а их схемы изоморфны.

Доказательство. Необходимость. Покажем, что из сопряженности g1, g2 : S1 → S1 сле-
дует равенство Ξg1 ≡ Ξg2 . Согласно теореме 1 существуют два непрерывных монотонных
отображения h1, h2 : S1 → S1, полусопрягающие соответственно g1, g2 c Ed. Пусть гомеомор-
физм ψ : S1 → S1 сопрягает g1 с g2, т.е. ψ ◦ g1 = g2 ◦ ψ. Для любой точки x ∈ S1 положим
ξ(x) def= h2 ◦ ψ ◦ h−1

1 (x).
Так как ψ — сопрягающий гомеоморфизм, сохраняющий ориентацию, то ξ — также гомео-

морфизм, сохраняющий ориентацию. Более того, непосредственно проверяется, что Ed ◦ ξ =
= ξ ◦Ed. Следовательно, En

d ◦ ξ = ξ ◦En
d . Отсюда вытекает, что ξ — жесткий поворот вида γj .

Ясно, что множества Ξg1 , Ξg2 имеют изоморфные схемы.

Достаточность. Пусть Ξg1 ≡ Ξg2. Определим отображение ψ|Σ◦
g1
: Σ◦

g1
→ Σ◦

g2
по правилу

ψ|Σ◦
g1

(x) = h−1
2 ◦Rβ ◦h1, где Rβ — один из жестких поворотов окружности вида γj. Для x ∈ Σ◦

g1

имеем h1(x) ∈ h1(Σ◦
g1

) ∈ S1 \ Ξg1 . Тогда

Ξg1 = Rβ(Ξg2) ⇔ h2(Σ◦
g2

) = Rβ(h1(Σ◦
g1

)).
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Получаем h1(x) ∈ Rβ(h2(x)), и поэтому h1(x) ∈ S1 \ Ξg2 . Следовательно, h−1
2 (Rβ(h2(x))) есть

точка. Поэтому h−1
2 (Rβ(h2(x))) ∈ Σ◦

g2
.

Проверим, что ψ — взаимно однозначное отображение, т.е. для любого x ∈ Σ◦
g2
существует

единственное y ∈ Σ◦
g1
такое, что x = ψ(y). Предположим противное. Тогда найдутся две раз-

личные точки x1, x2 ∈ Σ◦
g1
такие, что ψ(x1) = ψ(x2) = x. Рассмотрим отображение ψ−1(Σ◦

g1
) =

= h−1
1 ◦ Rβ ◦ h2. Имеем ψ−1(x1) = h−1

1 ◦ Rβ ◦ h2(x1) ∈ Σ◦
g2
и ψ−1(x2) = h−1

1 ◦ Rβ ◦ h2(x2) ∈ Σ◦
g2
.

Но h−1
1 ◦ Rβ ◦ h2(x1) �= h−1

1 ◦ Rβ ◦ h2(x2) (равенство возможно только при x1 = x2).
Отображение ψ монотонное, как композиция монотонных на заданном множестве отобра-

жений. Следовательно, ψ — непрерывное отображение. Таким образом, ψ|Σ◦
g1

(x) = h−1
2 ◦Rβ ◦h1

есть гомеоморфизм.
Докажем равенство ψ ◦ g1|Σ◦

g1
= g2 ◦ψ|Σ◦

g1
на множестве Σ◦

g1
. Возьмем x ∈ Σ◦

g1
, тогда из ин-

вариантности множества Σ◦
g1
следует, что g1(x) ∈ Σ◦

g1
. Поэтому ψ ◦ g1(x) = h−1

2 ◦Rβ ◦h1 ◦ g1(x).
Из теоремы 1 вытекает, что h−1

2 ◦ Rβ ◦ (h1 ◦ g1(x)) = h−1
2 ◦ Rβ ◦ (Ed ◦ h1(x)). По условию

h−1
2 ◦ (Rβ ◦ Ed) ◦ h1(x) = h−1

2 ◦ (Ed ◦ Rβ) ◦ h1(x). Тогда

(h−1
2 ◦ Ed) ◦ Rβ ◦ h1(x) = g2 ◦ h−1

2 ◦ Rβ ◦ h1(x) = g2 ◦ ψ(x).

Следовательно, g2 ◦ ψ|Σ◦
g1

= ψ ◦ g1|Σ◦
g1
.

Покажем, что ψ — равномерно непрерывное отображение, т.е. для любого ε > 0 суще-
ствует δ > 0 такое, что для любых x1, x2 ∈ Σ◦

g1
из |x1 − x2| < δ следует |ψ(x1) − ψ(x2)| < ε.

Зададим ε > 0. Существует конечное семейство смежных интервалов J1, J2, . . . , Jk множе-
ства Σ◦

g2
таких, что любой интервал в S1 \

⋃k
i=1 Ji имеет длину < ε. Существует семейство

G1, G2, . . . , Gk смежных интервалов множества Σ◦
g2
таких, что Rβ ◦ h1

(⋃k
i=1 Gi

)
= h2

(⋃k
i=1 Ji

)
.

Положим δ = mini=1,...,k{длина Gi}. Ясно, что δ > 0. Возьмем любые точки x1, x2 ∈ Σ◦
g1

такие, что |x1 −x2| < δ. Тогда между точками ψ(x1), ψ(x2) нет интервалов Ji. Следовательно,
|ψ(x1) − ψ(x2)| < ε, что означает равномерную непрерывность отображения ψ|Σ◦

g1
на множе-

стве Σ◦
g1
.

Из равномерной непрерывности вытекает, что ψ|Σ◦
g1
непрерывно продолжается на замыка-

ние Σ◦
g1
множества Σ◦

g1
, причем по непрерывности ψ|Σ◦

g1
продолжается на замыкание множе-

ства Σ◦
g2
. Из монотонности ψ|Σ◦

g1
следует, что это продолжение ψ|Σ◦

g1
монотонное и взаимно

однозначное, т.е. ψ|Σ◦
g1
— гомеоморфизм. Из g2 ◦ψ|Σ◦

g1
= ψ ◦ g1|Σ◦

g1
по непрерывности вытекает

равенство
ψ ◦ g1|Σ◦

g1
= g2 ◦ ψ|Σ◦

g1
. (2)

Следующее наблюдение используется для продолжения ψ на S1\Σ◦
g1
. Пусть f1 : [a, b]→ [a, b],

f2 : [c, d] → [c, d] — два сохраняющих ориентацию гомеоморфизма. Обозначим через Fix(fi)
множество неподвижных точек гомеоморфизма fi, i = 1, 2. Отметим, что {a, b} ∈ Fix(f1),
{c, d} ∈ Fix(f2). Тогда f1 и f2 имеют изоморфные схемы, если существует сохраняющий ори-
ентацию гомеоморфизм μ : [a, b] → [c, d] такой, что μ(Fix(f1)) = Fix(f2). Нетрудно показать,
что f1 и f2 сопряжены тогда и только тогда, когда их схемы изоморфны (сопрягающий гомео-
морфизм не обязательно совпадает с μ).
Из равенства (2) вытекает, что если [a1, b1] — периодический смежный интервал эндомор-

физма g1 периода p ∈ N, то [ψ(a1), ψ(b1)]— периодический смежный интервал эндоморфизма g2

того же периода p. По условию ограничения

gp
1 |[a1,b1] : [a1, b1] → [a1, b1], gp

2 |[ψ(a1),ψ(b1)] : [ψ(a1), ψ(b1)] → [ψ(a1), ψ(b1)]

имеют изоморфные схемы. Поэтому существует гомеоморфизм ψ◦ : [a1, b1] → [ψ(a1), ψ(b1)],
сопрягающий эти ограничения. Стандартным образом продолжим ψ◦ на обобщенную орбиту
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GO([a1, b1]) интервала [a1, b1] до гомеоморфизма, сопрягающего g1|GO([a1,b1]) с g2|ψ◦(GO([a1,b1])).
Повторяя аналогичную процедуру для всех орбит периодических смежных интервалов, полу-
чим требуемый гомеоморфизм S1 → S1, сопрягающий g1 и g2. �
Приведенное ниже следствие применяется для классификации нульмерных соленоидаль-

ных базисных множеств.
Следствие 2. Пусть g1, g2 : S1 → S1 — неособые C1-эндоморфизмы степени d ≥ 2, не

сопряженные Ed. Тогда g1 сопряжено с g2, если и только если их отмеченные множества
d-эквивалентны (Ξg1 ≡d Ξg2) и имеют одинаковые схемы.
Известно [7], что сохраняющие ориентацию гомеоморфизмы замкнутых интервалов сопря-

жены, если внутри интервалов нет неподвижных точек или гомеоморфизмы являются диф-
феоморфизмами и имеют одинаковое число гиперболических неподвижных точек. Отсюда и
из теоремы 3 вытекают такие следствия.

Следствие 3. Пусть g1, g2 : S1 → S1 суть d-накрытия, d ≥ 2, не сопряженные Ed.
Предположим, что внутри периодических смежных интервалов этих эндоморфизмов нет
периодических точек. Тогда g1 сопряжено с g2, если и только если их отмеченные множе-
ства d-эквивалентны (Ξg1 ≡d Ξg2).

Следствие 4. Пусть g1, g2 : S1 → S1 — неособые структурно устойчивые C1-эндомор-
физмы окружности степени d ≥ 2, не сопряженные Ed. Предположим, что внутри перио-
дических смежных интервалов этих эндоморфизмов лежит одинаковое число периодических
точек. Тогда g1 сопряжено с g2, если и только если отмеченные множества этих эндомор-
физмов d-эквивалентны (Ξg1 ≡d Ξg2).

Благодарности. Авторы благодарят В.З. Гринеса за плодотворные обсуждения.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Аносов Д.В. Исходные понятия // Динамические системы–1. М.: ВИНИТИ, 1985. С. 156–178. (Итоги науки
и техники. Совр. пробл. математики. Фунд. напр.; Т. 1).

2. Аносов Д.В., Солодов В.В. Гиперболические множества // Динамические системы–9. М.: ВИНИТИ, 1991.
С. 12–99. (Итоги науки и техники. Совр. пробл. математики. Фунд. напр.; Т. 66).

3. Якобсон М.В. О гладких отображениях окружности в себя // Мат. сб. 1971. Т. 85, №2. С. 163–188.
4. Aranson S.Kh., Belitsky G.R., Zhuzhoma E.V. Introduction to the qualitative theory of dynamical systems on
Surfaces. Providence, RI: Amer. Math. Soc., 1996. (Transl. Math. Monogr.; V. 153).

5. Denjoy A. Sur les courbes définies par les équations différentielles à la surface du tore // J. Math Pures Appl.
1932. V. 11. P. 333–375.

6. Markley N.G. Homeomorphisms of the circle without periodic points // Proc. London Math. Soc. 1970. V. 20.
P. 688–698.

7. de Melo W., van Strien S. One-dimensional dynamics. Berlin: Springer, 1993.
8. Nitecki Z. Nonsingular endomorphisms of the circle // Global analysis. Providence, RI: Amer. Math. Soc., 1970.
P. 203–220. (Proc. Symp. Pure Math.; V. 14).

9. Shub M. Endomorphisms of compact differentiable manifolds // Amer. J. Math. 1969. V. 91. P. 175–199.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2012, т. 278



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002000d>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002000d>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002000d>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e000d>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


