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��� ������ ����	
��� ������ ��� ���������� ����������� �����������
���� ���� ���������� T � �T�� � � � � Tn� Rn → R

n � ��� T� ���� !���"	 x��
T� # !���"	 �x�� x��� T� # !���"	 �x�� x�� x��  ��$� Ti 	��	���	 !���"�� ��
�x�� x�� � � � � xi�� %�������� ����$��	���	 ����������� ���������	 �R∞ # ����&
��� ������$�� ��	���� '���������� ���������� ���������	 ����������	
�
��� ���$�	 ��� ���������� Ti 	��	���	 ���������
�� �� ���������� xi� '���	
�� ���������	 ��������	���	 $�	 ����������� ��$����� �� ��$����������
R
n � R

∞ � (���������� ����������� ���������� ������ ����������� � ��&
$���� ���� ����	�������� ��	������ � ������������	� �����$�������������
��������� ������ )���� ������ ��*	��	���	 ���� ��� $�	 $!!����"���&
���� ������������ ������������	 ��������� ��������� ����"� +��� ����
����������� �$� ) ������ ,-. ��� ��������� ����������� ������������	 ���&
�������� ������$����� �� �������� ���������� ���� ����� ,/.�� � � ������ ,0.
!������� ����������� ��
��������� ������������ ���������	 T ����$���&
��� ����������� ���� � �� Rn � ����������� ��������� ����������� ����	�&
������� ���� � � f · �� 1������������ � ����
�� ������ ������������	 ����&
������� '�������� �"������ L�2����� ������� T − I ����� ������� �� f log f
�� ���� �� ���� 3������ �������� (�$���#4��$��� 4�� ����������� ������
��������� $�	 3����� ���������� ������ ����� � �������� �������$�������
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�������� ����������� '��������� 4��$����� ���$����� ����������	 �� ����&
$���� ����������� �����������

5���6� �������� ��� ��	��	 ��$�������	 ����	�������	 ���� �� ����������
������������ 	��	���	 ������� ���� 7����� �� ������� �� ����� $����� ����&
��������� ����	�������� ����� �� ��������� ����������� ���������� 8$��&
�� ����� �������� ��$��� � ������������ �$��� ��$����� ���� � $����� � ��&
��
�� ���������� � ����� ���� �������� ��� �������� ����6�	 ������ ��&
���	���� � �����$��� $��	������ ��	���� � "���� �	$�� ���������� �������
� ���� 3������������ ��$��� ���� ����� ���������� ������  ���� ��&
������� �������� � ������� ������$���� � �������� � �������� ��$����
9����#:��������� � ������
�� ����� )����$������ ���� 3�� ��������&
�� ������ �� ������ � 	��� ����������� � ������������	� ���� ��  � ��&
����� ����� ��������� ��	��� ���$� �������� ������	�  ����$�����
�������	�� ) ��������� ��� �������� ��������� ����� !���"�������� ��&
���������� ;��$ �������� ������� ����������� �����������6��	 �����
�������� ���$��� ����� ��$���� ���������	 ����������� ��� ������������&
$���� �������� !���"��  ����$������� ��6� ����������� ���������	�

<� ��$���� 	��� ����������� � ���������� ���������	� ������ �������
� ,=.  ,>. ���$������ �����$��� ��� � ,?.�� �������� ������� ��	��� ���������
����������� ����	�������� ���� � ��Rn ����� �������� � ����� ����	�����&
��� ���� � ��Rn � ����
�� ������������	T �$� T �x� � ∇��x�� �$�� # �����&
��	 !���"	� '��� ������������	 	��	���	 ������������ �������� ������&
���
� !���"� �� ��	���� 1�������	 ������� ����� ������ ���� � �������
�	$� ��������� ���������� � ,@.� ,A.� ) ������� ,B.� ,-C. ���������� �������������&
��� ������ 3��� ������� � ������� ������ ����������� ����� � ����� ���������
��� ��$�������	 ����������	 ���� � � ������������� :�������#9����� H ��&
��� ���� ������������� � ��������� ����������� ����������� ��� ����	�����&
��� ���� � � f · �� �$��������	�
�� �$���� $������������� ����������
���������� �� ��������� ������������ ������� ����������� �$�

T �x� � x D F �x�� F  X → H� �-�-�

�$�F �x� � ∇H��x� $�	 ��������� !���"� � ������ ;�������W ������� 4���&
���� ����	����� ��������� �$��������	���	� ��� f log f ∈ L����� E��������&
���	 �$� �-�-� # 3�� ����������� ������������	 F������� ������������ �&
���������� ������������G � ����$����� ����	
��� ����� ������ ���� �����
�� ��������� � ������� ,--.  ,-/.�� ) ������ ������������ ����������� ���&
��������� C,C� -. ������������ :�������#9����� ������ � ��������� �����&
������ !���"� x � x�C� � C  x′ ∈ L�,C� -.� ) ������� :�������  9������
9���	��� E��������� ;������$�  F������� ���� ��	������ ��� �� ������ 6&
���� �����	� ���������� �$�

T �w��t� � w�t� D
∫ t

�

��s� w� · �� ds

����������� ���� )���� � 3������������ ����� ����� ������ � �������&
	� ���������	� ���
�����	�
� 3����������� ������������	 ���� )�����



����������� ������	���	��� ��� �

���� ��������� !����� 8������ ��� ���� �$� � ◦ T−� � ����������� T �&
�� �-�-� ������� � ����$���� /�@�- ��� ,-/.�������	
�
	� ) ��� / 3��� ���
��������� ��� ��������� ���$������� ��� ���$� ������ � ��������� ���� ����&
	�������� ���� ��������� ����������� ����������� �� � ������� �����$�����
����"��� :���� ����� ��� ������������ ��� ��	��� 3����������� � ����	�&
������� ���������� �������� � � ����������� �$� �-�-�� ) ,-0. ��������� ���
���� � ����� ������������� � ����� ��������� ����������� ����������� ���
����	�������� ���� � ����������� �$� T �x� � U�x� DF �x�� �$� U ������	�� �
 F  X → H � E� 3���� �$����� ����� ������������ ����� ��������	 ��������
������ � ��
�������� ������������	 T � I DF � �����������F � ������&

� ������	 � ������������ :�������#9������ ������$	
��� ���� � � ����&
������� ��������� ����������� ����������� ��� ����	�������� ���� ��

4�6 �������� ���������� ��� ��� ��*	����� � ,-=.G �$��� ��������� ��&
����$��	 ������� �����	� � ���$��
��� ) §/ ���$���  ����$����� �����	�

����	� ����������� ���������	� ���� ) §0 ���$��� ������ ��������� $�	 3��&
��� ���������� ������ ���� �� Rn � $��
�� ����������� '��������  ���&
���
�� ��������� ������ ,->.� ���������� $�	 ���$������ ����������� ) §=
$��� ��������� �������	 ���������� ������������ ) ���������������� ���&
��� $������� ��
��������� ������ ������������ ���������	 T "������������
��$�������� ����������� ���� � � ����������� ��������� ����������� ����&
������� � ����	�������� ���� �� ��� T �x� � xDF �x�� �$� F ������� ������	
� ������������ :�������#9����� H ���� �� E������� ����
��� �����!�&
������� ����������� ;��������

8 ���������� ����� ��� ,--.� H���� ����� ������� ��� ���� $�� � �������
������ ����$������ ����������� ���� �� ��	���� ) 3��� ������ ������������
:�������#9�����H ���� ����������� ���������� ������������ l��

I���� � ◦ T−� �����������	 ����� ���� � �� ������� ��������� T � ����
����� ��$������	 ���������� � ◦ T−��B�  � ��T−��B��� I���� W p�r

loc �Rn �� �$�
p � -  r ∈ N� �����������	 ���������� ����� !���"� �� Rn � ������� ������
� ����
����� ������� ������$��� $� ���	$�� r ���$	� �Lp�U� $�	 ���$���
6��� U �

x�� 	�
���� ����
����� ���
����
����� ���

4������ ���$������� ����� ���� � ,-?G ��� -C.�� ��� $�	 ��	��� ����	�����&
��� ����������� ���� � �� ������������ Rn × Rk � ���
�� �����"� �n �� Rn �
��
������� ���� �������� ����	�������� ���� �x �� �!!���� ��$����������&
��� x D R

k � �$� x ∈ R
n � ��� $�	 ��	���� ������������ ��������� B � Rn × R

k

!���"	 x �→ �x�B� 	��	���	 ������������ �����

��B� �
∫
Rn

�x�B��n�dx�� �/�-�

9���� ����� ��$����� �������� ���� �� �$���  ��� �� ������������ Rk �����
�������� ���� ��$�� ���������� ������x� ����� ������ � �� ����x �� ���	���
�� ���$� �/�-� ���$��� ��������� � �$�

��B� �
∫
Rn

�x�Bx��n�dx��



� ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

�$� Bx  � {y ∈ Rk  �x� y� ∈ B}� 9��� �x ���$�����	�� ����� ����� ���� �x ��
�$��� �� ������ x� H�	 ��	��� ����������� �� �2������������ �����������
!���" � �� Rn�k ������$��� ���������∫
Rn�k

��z���dz� �
∫
Rn

∫
x�Rk

��z��x�dz��n�dx� �
∫
Rn

∫
Rk

��x� y��x�dy��n�dx��

�$� � �����$��� �������� ���� Rn�k ����������	 � �$� z � �x� y��
J�� ���� � ��$��� ���������� � ����������� ���� 7����� �� �������� � ��

�������	 ����� ����������� ������� �� ���� �n ��$����	 ����������

�n�x� �
∫
Rk

��x� y� dy�

� �������� ���� ��$����	 ��������	�

�x�y� � ��x� y�
(∫

Rk

��x� z� dz
)−�

����������� k2������ ���� 7������ E� 3��� $�	 ��� ����� x� $�	 ������� �&
������ ��x� z� �� z ����� ���� ���������� ���� ����� 	��	���	 ���������� 
���� �n2���� ������ � �������� �x ������	 ����	2���$� !���������	 ����&
	�������	 ��������� �$�	 ����$�������� ��$�� ����� ����$������ �����������
�����������

H�	 ��	��� ���� ����	�������� ��� �  � �� Rn � �$� � ��������� �����������
��
������� ����������� ���������
�� ����������� ���������� T��� � ������$	&

�� � � �� ��� ���������� ����$����� �� ��������� ����������� ��������� ���&
����2����� ����� k2	 ����������T��� ��� !���"	 ����������x�� � � � � xk ��$���
�� ����������� ��������� � Rk � ���������	 �������� � ��	���� �����������&
� k2� ����$������ ��	���� 	��	���	 ������������ :�� �������� ���� �����
���������� �$�������� � ��������� $� ��������$����	 �� ��������� �2����
���� �� ������ ��� � ����$��� ������������ �������� ����� �� ����$&
������ ��	��� ��������� ��������� ������������ 9� ��$�� �������� �����	�
������ ����� T��� � ������	 ����$��	���	 �$��"�� �� n ���$��
� ��������
E� n � - ������

F��t�  � ���−∞� t��� t ∈ R� � G��u�  � inf{s  F��s� � u}� u ∈ �C� -��

T���  � G� ◦ F��

J�� �� u → C � u → - !���"	 G� ���� �������� ���$��� �� �� ��$���
G��C� � G��-� ��� ������������
� ���$��� J�� !���"	 F� ������� ��&
���2��� � ������� C  - ���������� F−�� �C�  F−�� �-� ��� ������ ��� 	��	��&
�	 ������� � !���"	 G� �� ���� ��������� ���$��� � ������������
�� ������
�� ���������� T��� ��$��� �� ��������� ���������� ������������ � ������&
�������� ������ �2����� 8��������� F� ������$� � � ���� 7����� � �� �C� -��
� G� ������$� � � �� ��� �������	 � ��� $�	 ����� ����	�������� ���� ���
� �� ���� ������� 8������ ��� !���"	 G� ���������� ������ H������������



����������� ������	���	��� ��� C

����� ���� ui ���������� � u� �� G��ui� 	 G��u� − 
� �$� 
 � C� '��$� ��
��&
����� ���� si � F��si� � ui  si 	 G��u� − 
� 9���� ������� ��� �����$�&
����������� {si} ���������� � ���������� s � G��u� − 
� ��� $��� F��s� � u
� ��� ������������ F� ������ ��� ���������� ����$����� G��u�� E������&
�� !���"	 F� ����������� �� !���"	 G� ◦ F� ���������� ������ J�� ���� �
3���������� ���� 7����� �� ���	 �� ����������� �� ���� ����������� �� 3��
!���"	 ����������� 7���� �$���� ��� !���"	 G� �*������ �� ������ ��&
��
� �����	� �� F��� ��� � �� ���� ������ ��������� ��������� ������������
) ������ n � / �������� ����� ��  �� �����" ��� �  � �� ������ ����$��&
���� ��	���  ������� ����������� ����������T�� ������$	
���� � ��� I����
�x  �x �������� �������� ����	�������� ���� �� ������ ����$������ ��	����
x ∈ R� � E� ��2���� ��	��� x� �����	 �������	 ����	�������	 ���������

�x�� �x��  � ���x�� x��
(∫

R

���x�� u� du
)−�

�

9��� �� ��	��� � ���������� �x�� ����� �$�������� ���������� ���������&
�� ������������� � �������� ����	�������� ���� �T��x��� ;�����������
�� ��&
��������� ���������� �������� ����� x� �→ T��x�� x�� ��������� �$���������
������ ������� ����$����	 3���� ���������	 ����� ���� ����������� �����&
�������� J�� � ���� ��������� �� � �� �T��x�� ��$����	 ���������� �

T��x��
� � · ��

�$�

�x�� �x��  � ���x�� x��
(∫

R

���x�� u� du
)−�

�

K������ ���
∫
���T��x��� u� du � C �� ��2���� x� ��$� ��������� �� � �� ◦T−�� �

+���� ��� T  � �T�� T�� ����������	 ���������
� ����������� ����������� 
������$� � � �� H������������ $�	 ��	��� ����������� ����������� !���" h
�� R� ���� ∫

h�x� t� d� �
∫∫

h�x� t� �x�dt� ���dx��

H���$� ������������6�� ������� ����������� ������ "������ ��������∫∫
h�x� t� �x�dt� ���dx� �

∫∫
h�T��x�� t� �T��x��dt����dx�

�
∫∫

h�T��x�� T��x� t���x�dt����dx� �
∫
h ◦ T d��

E�������� ���$�������	 �$������ � ������������ �$�������� ��������
���������� �� �����$��� ����$������ ��	���� J�� $�	 ���������� n � - ��&

��������� ���������� ����������� ���������� ��� ������������ �� $�	
��� �� R

n�� ���� ���������	 ����	��	 ��� ��� ���  � ������������� ��&
6� $�������� ������� % ����� �����" ��� �  � �� Rn �������� ����� �n
 �n� ;�����������
� �������� ���� �� �����$��� ����$������ ��	��� ���&
����� ����� �x  �x� x ∈ R

n � � ��������� �x # ����� �x�� E� ���$������&
�� �$��" ��
������� ����������� ����������� ����������� ����������
T � �T�� � � � � Tn� Rn → R

n � ������$	
�� �n � �n �������� ����$����	 T �����



D ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

���� ����������� ���������� ��$���������� R
n ������ �n2������ ) ��������

T��� ����� ���������� T��� � �T�� � � � � Tn���� �$� �����$�		 ���������� ��$���&
�	 ��� �� !���������� x � �x�� � � � � xn� ∈ Rn !���"	 t �→ Tn���x�� � � � � xn� t�
	��	���	 ���������� �������������� ���� � ���������� �x� � ���� �T �x�� 8�&
����� ����$����	 Tn�� 	��	���	 ���������� ���������� ������ �2����� ��&
��� ��� ���������	 � ��	���� ������������ �����$��� ����$������ ��	����
���$�����	�� ����� ��������� ������������ � ��������������� E�������
��� !���"	 Tn�� ����������	� E�������� ��� 	��	���	 ���������
��  �����&
������ ����� �� xn��� �� $��������� �������� �� ����������� ��x � �x�� � � � � xn�
�� !���������� xn�� ����� �������� ,-?G ����� ?�=�?.�� E� ��������� ����

Tn���x� xn��� � G�T �x�
�F�x�xn�����

L���"	 x �→ F�x�xn��� � �x��−∞� xn���� ����������	� E�3���� $�������&
�� ��������� ����������� !���" �x� z� �→ G�T �x��z� �� Rn × �C� -�� E������&
�� ��� ����������  ���������� ����� �� z� �� ����� �������� �6� ������&
����� !���" x �→ G�T �x��z� �� !���������� z� ��� ��$� ���������� T

���$� ��� � ���������� ���������� !���" �  x �→ G�x�z�� H�	 ���$���
c ∈ R

� ��������� {x  ��x� 	 c} 	��	���	 �����"�� ��������� E  � {�x� s�  
�x��−∞� s�� � z� s 	 c} �� Rn � 9�������� E ������������ �� ������ !���"	
�x� s� �→ �x��−∞� s��� ������	 ����������  ���������� ����� �� s  �������� �� x�
E�������� �����	 Ex  � {s  �x� s� ∈ E} ���$�����	�� ����� ������������ 
������ �2���������� �� ������� %������#:����� ���� ,-@G ������� 0>�=?.� $���
����������� �����" E� <���� ����������� Tn�� ������������ 1�������	 ��6�
"������ �������� �������	 � ��� ����� ������ ��  �� �� �n  �n  �����������
��� �������� ������ �����������

J�� ���� � 3���������� ���� 7������ �� ����� ��	�� ����������� �����
�� ��������� �� ����
��
���	 � ����� '��$� ���������� T��� ����$����� ��
����Rn �3�� �� ������ ��� �����"	 � �� ������ ����$������ ��	���  �����&
��� ���� �� ��������� ����$������ ��	��� �� �����$������� �� ������� ) ��&

�� ������ ������� ����$����	 T��� 	��	���	 ���������� ���������� ������
�2����� ����� k2	 ���������� ����$����� �� ����������� ��������� � Rk � ��&
�������	 �������� � ��	���� ������������ k2� ����$������ ��	���� ���$&
�����	�� ����� ���������� 8��������� T��� ��$��� �� ���� ������������ 
� ��� ������� ���$� ���� � �����$������� �� ����������� ���������� �� ���$�
�� n � - !���"	 T��� ����$����� �� ���� ��	��� ��$� ��
��������	 ��������
���$���� !���"G� � ������ C  -� )���
� �����	� �� ����$� ����� ���$�����
T��� $� ���������
��� ���������	 �� ���� ������������� 4������� ��� � #
���� 7����� �� ������� ,C� -.� �������������	 �� ���� ��	���� � � # ����$�����	
����������	 ���� �� ��	���� �� ���������� T��� ��$��� �� �C� -�� �� �� ���$��&
�����	 $� ���������
�� !���" �� ���� ��	����

4�����"� ������ ������������� ��� �� Rn ����� ���� $��� � �����������&
�	� ��� �� ���� ,C� -.n� '��$� ���������� T��� ����$����� �� ���� ����� ��
� �$�������� ������ ��� ����������	 ��$����� �� ���� ������� ,C� -.� ) ���������
����6��	� �$����� ������������ ���������	 ����� 8������ ��� ������ Rn

���$��	 � ������ ,C� -.n� H�	 3���� � ����
�� ���������	 �x�� � � � � xn� �→



����������� ������	���	��� ��� �

�arctgx�� � � � � arctgxn�  ��������� � ���� ������$� �� Rn � �C� -�n �3�� �����&
�	�� ����� ���������
� ����������� ���������� ������������ H�	 ��� �  �
�� �C� -�n ����� ����������T��� ���� ,C� -.n� ������������
�� � ���$�����	�
�� 3��� ����  �������� M  � T−������C� -�n�� '����� ����� ������������ ������&
���� T���  M→ �C� -�n�

+���� ��� � ������� ���$� ���� � 3���������� ���� 7������ ���������� T���
�*������� �� �����	 ��� ���������� �*������ �� ��	���� �����	 ����������
T��x�� x�� �*������ ��� !���"	 x� �� !����������x�  ��$� E�3���� � ���
������� 7���� T��� ������$� ���������� ��������� � ����������� ) ��
��
������� ��� � ����$��� ������������ �������� ����� �� ����$������
��	��� ��������� ��������� ������������ �� ���������� T��� �*������ ��
����������� ��������� ������ �2����� H������������ � �$�������� ������ 3��
����$�� �� 3��� ������ � ������������ 9���������� ������ �������������	 ��
�$��"� H�	 3���� ������� ��������� E ⊂ R

n−� � �n−��E� � -� �� �������
���������� �T�� � � � � Tn−�� �*������� '��$� �E×R� ���$���	 ��������� ���&
��� �2����� �� ������� T��� �*������� �� $�	 ���$��� y � �x�� � � � � xn−�� ∈ E
!���"	 t �→ Tn�x�� � � � � xn−�� t� �*������ �� ��������� ������ �y2�����

8������ ��� ���������� ������� ���������
� ����������� ����������
���������	 T��� ����	��	 � ����� ��
�� ������� ���$� � # ����������	 ����&
	�������	 ����������	 ���� �� Rn � � ����	�������	 ����������	 ���� � �������
��� �� �����" �� Rk � k � -� � � � � n�  ������������
� �������� ���� �� ����
������� 8��������� �����	 � ������ ,-A.� ; ����
�� ������������� �����&
����� ����������� ���������� ����$��� ������� ������	 ����������� ��&
��������� ����������� ����������T��� ������������R∞ � ������$	
�� �������&
���� ����	�������� ���� � � ����������� ����	�������� ���� �� �$� ���$����&
�����	� ��� ������������� �����" � �$��������	�� ���������� ��6� �������
������� ��������� ����������� H�	 3���� ����������T��� ����	��	 �$����&
�� ��� ���������� ���������� ����������� ����������� ������$	
� �����&
" � �� Rn � �����" �� E� 3��� � ��� ��6��� ��������	 ������ n ���������
������������ ���������	 �� Rn�� $��� ����������� ���������� �� Rn �

<� ��������	 	���� ��� ����������T��� ����� �� ������ �������� ��� $�	
�  �� 8$���� ���� ����� ���$��
�� �������� �$���������� � ������ �23��2
��������� ���������
� ����������� �����������

����� ���� ����� � � ���	
	���� �	���������� �	� � R
∞ � ��	��

��
����� ��� ���������	 ��	���
���	 ���	
	����	 ������	��� T �
�Tn�∞n�� � S � �Sn�∞n�� ������ ��� � ◦ T−� � � ◦ S−� � �
� ������ n ����
���	��	 �T�� � � � � Tn� ���	������ � ���	
	����� ����	���	 ��
��� �	��

�������	
��� ���	� �� � � Rn � !��� T �x� � S�x� �
� �"���� x�
# ��������� 	�
� ���	� �� �	� � � � � ���������� R

n ���
����

�	��	������ �� ���	����	� ������	���	 ��	���
���	 ������	��	 T����

����	� ��� 	������	��� � ��������� �� �"$����
	������� � �
��	 ����

������% ���	
	����% ��	���
���% ������	���� �	�	������% � � ��

��	�
��������� +���� ��� ������$��� ���$��	 � ������ ��������&
�� R

n � H������ ��� �$��"�� �� n� E���� n � -� E��$������� ��� ���&
�� x� ���$� � ������������ ������� �� J�� T �x�� 	 S�x��� �� x� �� �����



�� ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

���� ������ �� �� ��x T �x� 	 t� � ��x S�x� 	 t� $�	 ���� t�  ����� ��	��
t � �T �x�� D S�x���/� '����� ����� ������� ��� ��� !���" T  S ��������&
�� � x�� �� ���� � ������� �������� �� ����� ��� ������� ���������� )�$�
������������ ���� !���"� � x� ���$���	 ����	 ����� x� � x�� �� 	��	�
�	�	
������ �� ��� !���" T  S ���������� � x�  T �x�� 	 S�x��� )�	� t � T �x���
������� ��� ���$���	 ����	 ����� y 	 x�� ��� ���y� x��� � C ������ ����� ��� x�
���$� � ������������ ������� ��

E���� ��6� ������$��� ��� $������� $�	 ���������� n � -� (��������
������Rn�� � E����� �  � �◦T−� � �◦S−�� 8������� ������n  �n �����"
�  � �� Rn � 4� �����$��� ����$������ �� ��!������ �������� ���� �y  �y �
y ∈ R

n � ) ��� ���$�������	 �$��" �� i � n ���� Ti�x� � Si�x� $�	
�2���� x� H������������ ������ ���� �n �� ���������	� T�  � �T�� � � � � Tn�
 S�  � �S�� � � � � Sn� ����� ��� �����$��� � �n�� ��� $��� T� � S� �n2�����
��� ���������� �����$��� 3�� ���������� �2����� �� �� ����	� ������ ��
y  � �x�� � � � � xn�� E������ ������� ��� �� �n2���� y � �x�� � � � � xn� ������$���
���������Tn���x�� � � � � xn� xn��� � Sn���x�� � � � � xn� xn��� �� �y2���� xn��� H�	
3���� � ��� �$��������� �����	 $��������� �������� �����$��� �n2���� ���
�y ◦ F−�y  �y ◦G−�y � �$�

Fy�t� � Tn���x�� � � � � xn� t�� Gy�t� � Sn���x�� � � � � xn� t��

E� ������ ��
������� ����� ����������� ��������� E ⊂ R
n � �n�E� � -� ���

���������� T� � S� 	��	���	 ����������  �*������� ��E� 4��$���	 �����
����������� ���������� J �� Rn � ��� J�T��y�� � J�S��y�� � y $�	 ���� y ∈ E�
)������ ������� ��������� ����������� ���������� !���"��i ��Rn � ���$��	&
�
� ���������� �����  ���������� ������� ��������� !���"� �j �� ��	����
E����� �i � �i ◦ J � '��$� �i�S��y�� � �i�T��y�� � �i�y� $�	 ���� y ∈ E� ����
�n2���� H�	 ���� i  j ������$��� ���������

∫
Rn��

�i�y��j�t� ��dy dt� �
∫
Rn��

�i�S��y���j�Sn���y� t����dy dt�

�
∫
Rn

(∫
R�
�j�Sn���y� t���y�dt�

)
�i�y��n�dy�

�
∫
Rn

(∫
R�
�j�t��y ◦G−�y �dt�

)
�i�y��n�dy��

'���� �� ��������� ������	���	  $�	 ����y◦F−�y �������y◦G−�y � ) ��� ��6���
������ !���"� �i  �j �������� ��������� �y ◦G−�y � �y ◦ F−�y $�	 �n2���� y�

E��$�������� � ���� ��� � ����$��� ������������ �������� ����� ��
����$������ ��	���� ��
�������� $�	 ������$��	 � �$����������� H�����&
������� ����� � # ���� 7����� �� ���$���� ,C� -.��  ����� T��x�� � S��x�� � C�
T��x�� x�� � x�� S��x�� x�� � �x� D -�/ �� C � x� � -/� S��x�� x�� � �x� − -�/
�� -/ 	 x� � -� '��$� T  S ������$	� � � ���� 7����� �� �$����� �������
������ ����$������ ��	����



����������� ������	���	��� ��� ��

<�������� ������� ����������� ����������� ���������� T��� � ������$	
��
����	�������� ���� � �� Rn � ����	�������� ���� �� � ����������� N� �������
����� ������$� � � �  �$��������	�� ���������

∫
Rn

|N�x�− x|� ��dx� � inf
�∈M�����

{∫
R�n
|y − x|� ��dx dy�

}
�

�$� M��� �� # ��������� ���� ����	�������� ��� �� Rn ×Rn � ���
� �  � � ��&
������ �����"� �� ���������� <������� ���� ,-B.� ,?.�� ��� ��� � ���������
����������  ��� ���� ���� �������� ������ �������� �� ����� $��������	
�� ���� �� ������	 	��	���	 ������� � �� ��������� x �→ �N�x�� x� $�	 ��&
�������� ���������	 N� ���$�����	�
��� ����� ���$��� ��������� ��������
!���" V � ) �$�������� ������ N # ���������
�	 !���"	  ������ �����$�&
�� � T��� � 8$���� � ���6� ����������	� 3�� ��� �� ��� ������ �����������
���������	 �� 	��	���	 ���$������ ��� ��� ������$��	 ���$���� ��$����	
���������� ����"�� �����	 ����"� ����� ���� ������������ �6� ��� ���
$����������� <�������� ��	����� ����� ����� ����"� ���$� ��������� �&
������  ��������� ������� $��� ����������� ����������� �����������

������� ���� ����� ���
	����	
������ ���
���� �	��	�����% �	���

��������% �	� �j � R
n �%������ �� ��� �� � �	�	 �� � ����� � � �	�

���������� �	� � R
n � $����
	���� �	�	 &	�	�� !��� ���
	����

�	
������ ������	���% ��	���
���% ������	��� T���j �%������ �� �	�	 �
� ������	��� T����

��	�
��������� E���� n � -� '��$� limj→∞ T���j �t� � T����t� $�	 ����
���$��� t� �� !���"	 F� ������ ����������  limj→∞G�j �u� � G��u� $�	 ����
����� u ∈ �C� -�� � ������� !���"	 G� ����������� ���� �� ��������� �� �����
��� �������� ���������� H������������ ����� u� ∈ �C� -� # ����� �����������&
� G�  s� � G��u��� <� ������������ G� � u� ���$���� ��� �� ����� ���$��
����� 
 � C ������	���	 �����������

F��s� − 
� 	 F��s�� 	 F��s� D 
��

<� ���$���� �� ����" ��� �j � � ���$��� ����������	 ���$����� !���"�
F�j � F� � E�3���� $�	 �  � �F��s� D 
� − u��/ ����� ���� ����� ����� N��
��� $�	 ��	���� j � N� ������	���	 ����������� |F�j �s� D 
� − F��s� D 
�| 	 ��
;��$����������

F�j �s�D
�−u� � F�j �s�D
�−F��s�D
�DF��s�D
�−u� � F��s�D
�−u�−� � � � C�

K����� $�	 ��	���� j � N� ���� s� D 
 � inf{t  F�j �t� � u�} � G�j �u���
%��������� ���$���	 ����� N�� ��� s� − 
 � G�j �u�� $�	 ���� j � N�� <����
|G�j �u��− s�| 	 
 $�	 ���� $��������� ����6� j�

E���� ������� $������� $�	 ���������� n � -�  ����� $��� ����	��������
���� �j � fj dx� ���$	
��	 �� ����" � ���� � � f dx �� Rn�� � H�������&
�� ��������� ��� ��	��	 ��$�����$������������ � {T���j} ��$���� $������6��
��$�����$������������� ���$	
���	 �2���� 4������ ���$��
� !��� ���� ,-?G



�� ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

���$���� B�B�--.�� E���� � # ��$�������	 ����	�������	 ���� �� ������ �����	�&
��� ������������X � ����������� �2��������B� Tj  X → X # ������� �����&
�������	� ���$	
��	 �2���� � ������������� T � ����� ���� � ◦T−�j  � ◦T−�

��������� ���������� ����������� �  �������� fj  � d�� ◦ T−�j �d� �����&
����� ����������� '��$� ��� B2������� !���" �j ���$	��	 �� ���� �
� !���" �� �� !���" �j ◦ Tj ���$	��	 �� ���� � � ◦ T � I���� Pn ��������
�����"� R

n�� �� Rn � � ����� ��n�� ��n�  ��n�j ��$�� ���������� �����" ��� ��
�  �j �� Rn � +���� ��� ���� ��n� 3���������� ���� 7������ )�$� ���$������&
�	 �$��"  ������� (��� ����� ������� ������$	 � ��$�����$������������
��� ���������	 Pn ◦ T���j ���$	��	 ��n�2���� � ���������� Pn ◦ T��� � �� ��
���$�����	�� ����� ������������ ���$�����	 ���������� Nj  � T

��n���
�n�
j



N  � T��n����n� ��������������� ���� Pn ◦ T���j � Nj ◦ Pn� Pn ◦ T��� � N ◦ Pn� ���
����� ��������� � ������� ������������ ���������	� E�������� ���� �j ���&
$	��	 �� ����" � ���� �� ��� �
� ��� ������$	 � ��$�����$������������ �����
������� ��� fj → f ���� E� 3��� �������� fj ���������� ����������� E���&
��

Oj�x�  � �Nj�Pnx�� xn���� O�x�  � �N�Pnx�� xn����

8������� ����� �j�z� z ∈ Rn � �������� ���� �� �����$��� ����$������ ��	���
$�	 ���� �j � <� ��������� ��6� �$�������� ��������	 ��������� ��������&
�� ����������  �������������� �$��������� �����	 	�������� ��� $���������
������� ���$����� �$�������� �������� ��� �j� j�y� � �������� ���� � �y� $�	
���� y ∈ Rn � E� z ∈ Rn ������

�j�z�  �
∫
R�
fj�z� s� ds� ��z�  �

∫
R�
f�z� s� ds�

1������� ���� �j�z  �z ��$����	 �������������� ��������	�

gj�z� t� �
fj�z� t�
�j�z�

� g�z� t� �
f�z� t�
��z�

�

E� 3��� g�z� t� � C� ��� ��z� � C�  ��������� $�	 gj� L���" �j ���$	��	 � � ��
����� L��Rn �� � ������ �� ���� ��n�� ;������� ����	������ ��6� ������$���
�j�Nj�y��→ ��N�y�� �� ���� ��n�� E�����$� � ���� ���$	
���	 ��$�����$�������&
����� )�$� ���� �� ������$��	 !���" fj ◦ Oj ���$	��	 �� ���� � � f ◦ O�
H������������ ��������� ���� �′  � ��n� ⊗ �� �$� � # ����$�����	 �������&
���	 ���� �� �����$��� ����$������ ��	���� ��� ���� 3���������� �� �����
���� �′ ◦ O−�j � �

�n�
j ⊗ � ���$	��	 �� ����" � ���� �′ ◦ O−� � ��n� ⊗ �� E�&

���$	 � ��$�����$������������ ��������� ��� $�	��n�2���� y !���" gj�Nj�y�� t�
��
���������� ��������� t ���$	��	 ���� � !���" g�N�y�� t�� '�� ��� �� ����
$��� � ����	�������� ��������	�� �� �������� ���$����� � L��R� �� ���� ���&
$����� �� ����" ������������
� ���� ��� $��� ���$����� ���� �����$��
��������� T���j �

H�	 ���������
� ����������� ���������� ������$��� ���$��
�	 !����&
�� ������ �����������



����������� ������	���	��� ��� ��

����� ���� ����� T � �T�� � � � � Tn�  Rn → R
n � ��������		 ���	
	����	

��	���
���	 ������	��	� ��	���
����� ��� '��� ��

xi �→ Ti�x�� � � � � xi�

���
���� �	��	����� � ���	��% �
� ���� �x�� � � � � xi−�� ∈ Ri−� � ��
����
�� ���	�	
	��� detDT  �

∏n
i�� �xiTi� !��� �
� ������ ���	�����	��� �

����	���	 T �Rn� ���	
	����� '��� �� � '��� �� �◦T detDT ���	�����	�

�� Rn � ����	�
��� ��	�����∫
T �Rn �

��y� dy �
∫
Rn

��T �x�� detDT �x� dx� �/�/�

(�
� ������	��	 T ���	�	
	�� 
�)� � ���	
	����� ����	���	 M ⊂ R
n �

����	� ���� '��� �� Ti ��� � ���	
	����� ����	���	 � R
i � �	�	�

��� �������� �������� ��

	
����� i"� ����������� ������� ��
�����

����	�������  ������	 ��
���	 ����
�	�� �
� ���	���� $��% �	�	����
�� $�� �	 ���	���	��	 �	��� � ��	��� Rn � M�

��	�
��������� E� n � - ��6� ������$��� �����$��� � �����������
!������� ������ ���������� $�	 ��������� ����������� !���"�� H���� ��&
���� �$��"� �� n  ��$�� ������ ������$��� ������ � ������ ���������&
� n− -� )�� ���������� ��������� T �Rn� !���"� � �$����� ������ E�����
S � �T�� � � � � Tn−��� '��$� �� ���� ���$�� yn ∈ R� !���"	 �y�� � � � � yn−�� �→
��y�� � � � � yn� ���������� �� Rn−� � E����� � ��� ���$�������	 �$��" 
���� !����� ��� ����������S ��Rn−� �$��������	�� ��6� �����	�� ��������

∫
T �Rn �

��y� dy �
∫
Rn

��y� dy �
∫ �∞
−∞

∫
Rn−�

��S�z�� yn� detDS�z� dz dyn�

��� ����� ����������� ���$���� ����������	  ������ yn � Tn�z� xn� ��
!���������� z ∈ Rn−� ����$� � �/�/�� ��� ��� detDT � �detDS��xnTn� %��&
������� ������$��	 ������� �� ������ ������� ����	����� � !��������&
��� ���$� T ��$��� �� M�

E���$�� ������� $���������� ������ �� ���� �  �� ����������
�� ����&
������ ������������� i2� ���������� T��� �� ���������� xi�

����� ���� *�����	���	 ��	���
���	 ������	��	 T��� � Rn � �	�	���

���		 ���
���� �	��	������ �	����������� �	�� � � �	����������� �	�

�� �� ����
	�����	� ��
���� ��	�����	� 
	���� 	�
� �	� � $����
	���

�	�	 &	�	��

��	�
��������� H��������� �������� ��� � �$�������� ������ !���"	
T��� ��������� ���������� �� ��������� �� T��� � G� ◦F�� �$� ��� !���" ���&
�������  ��������� ���������� �� ��������� %��������	 ������������� F�
����$��� � ���������	 ������������� ��� ���$�� �������� !���" G� � �����&
��� � ��������� ����������� !���" F� � �������� � ����� ��� ��� �����������
����������  ���� �������� 7���� �N� ���� ,-?G ��$��� >�A�=A.�� 4���� ������&
�� �N� ���$��� � �����	 F ′� � C ���� ���� ,-?G ����� >�A�-0.��



�B ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

J�� ���� � �� 3���������� ���� 7������ �� i2	 ���������� ������������
������������ ���������	 ����� ��������	 ���������� 4������� �����������
���������� ���� 7����� �� ,C� -. � ���� � � ���������� / �� ,C� -=.∪,0=� -. C ��
�-=� 0=� ���� ������� '�� �� ������ $��������	 ��6� !������ ������ �������&
��� �������	 � ���  ��� �$�������� � ����� ���$�������	 �� ���������� �����&
�������� ��� T 	��	���	 ���������� ����������� ��������� �����������
��� ����������	� �� ��	��� ���������
�� ����������� ����������� ����������
��������

����������� ���� ����� � � � � �	����������	 �	�� � Rn � �
������
���� �� � �� �������	
��� �	�� &	�	�� !��� �
� ������	����� ��	��

��
����� ������	��� T��� � �T�� � � � � Tn� ����	�
��� ��	�����

���x� � ���T����x�� detDT����x� �
� �"���� x� �/�0�

��	 detDT���  �
∏n
i�� �xiTi ���	����	� ����� ����� � ��
� �����������

�� Ti �� xi�

��	�
��������� (�������� ������� �$�������� ������� '��$� T��� �
S ◦ T � �$� T # ����������� ���������� ���� � � ���� 7����� � �� �C� -�� ����
!���"	 ������$����	 ���� �� � S # ����������� ���������� ���� � � ��&
�� �� ���� !���"	� �������	 � !���" ������$����	 F� ���� �� <� ���$�����
F��S�y�� � y $!!����"������� �������� ���S�y��S′�y� � - ���� H���������&
��� $��������� �������� ��� ��� Z # ��������� ������� ����������� ����� ��
������� ������$��	 F� �� ��
������� � ������ �� �� � �� S−��Z� ���� ����&
������� ���� ����� ��� 	��	���	 ��	��� ���$����� ��������� � ◦ S−� � � 
���������� ������������ �� '����� ������� ���

���S�T �x���S′�T �x�� � - $�	 �2���� x�

��� 	��� � ��������� � ◦ T−� � �� %��������� ������� � ����
�� ���������
� ◦ T−� � � ���������� ���

T ′����x� � S′�T �x��T ′�x� $�	 �2���� x�

<���� $�	 �2���� x ��������

���T����x��T ′����x� � ���T����x��S′�T �x��T ′�x� � T ′�x� � ���x��

H���� ������������	 �$��"�� �� n  ��$�� ������ ��6� ������$��� $������&
��� $�	 ���������� n− -� Q�$�� ��������� ���� Rn � �$� �x� xn�� x ∈ Rn−� �
E����� T̃ �x� � �T��x�� � � � � Tn−��x��� E����" ��� �  � �� Rn−� ��������
����� �′  �′� � � �������� ����������� ���� 7����� �� Rn−� # ����� ��′  ��′
��������������� K������ ��� T̃ �����$��� � T�′��′ � E� ���$�������� �$��"

��′�x� � ��′�T̃ �x�� detDT̃ �x� �′2���� �/�=�



����������� ������	���	��� ��� ��

E� �′2���� !���������� x ∈ Rn−� !���"	 t �→ Tn�x� t� ������$� �$��������
�������� ��������� �x��xn� � ���x� xn���′�x� ���� � � �������� ���������

�
eT �x�
� �xn� �

���T̃ �x�� xn�

��′�T̃ �x��

���� �� ;������� $���������� � �$�������� ������ ��������

���x� xn�
��′�x�

�
���T̃ �x�� Tn�x� xn��

��′�T̃ �x��
�xnTn�x� xn� $�	 �x2���� xn�

)����� � �/�=�  ���������� detDT �x� xn� � �xnTn�x� xn� detDT̃ �x� 3�� �����6�&
�� $��������������

E�$������� �
� ���� ��� ������	 ������$��	 � !���������� # 3�� ��
��&
����
�	 ���� ���$� ������	 ������	 ������$��	� � �� ������$��	 � ������
����
����� !���"� �������	 ���� �����	���� ���������� � ������ !���"�
�� 	��	�
���	 ��������� ������������� ���� ��������� ��
�������� �������
$��������� � ,/. �� $������������ �����	� �� �������� $����� ���� E�&
��$�� �
� $���������� ������ ����������� $!!����"������� ������������
���������	�

����� ���� ��	���
����� ��� �	����������	 �	�� � � � � Rn ����

�	��	������� ��
����	
����� �
��������� �� � �� � � ������% ����
	��

���	 �����	 ����������	 �� ������ n D - ���	�����	�� �� Rn � !��� ��

�����	���	 ��	���
���	 ������	��	 T��� �	��	����� ��''	�	� ���	��� !�
�	 ���	 �	���� 	�
� ��	��� ���	�����	����� �����% ����������% �� ���

���� n D - ����	����� �	��	�������� �����% ����������% �
������	�

�	����� ������ � ���	�������	 ���% �	���� �	
���% ���	�����	��%

'��� �� ��� � � � � �n � ������� ��� '��� �� ��� �� � |�xi��|� |�xi�� | � 	����
���� �	�	� '��� �� ���x�� · · · �n�xn��

��	�
��������� (�������� ������� ����������� ���������� ���� �
� ����������� ���� � �� �������� ���� �C� -�n� ) 3��� ������ �����$�		 �����&
����� Tn ������������
��� ������������ ���������	 ���� �$

Tn�x� xn� �
∫ xn

−∞
���x� s� ds

(∫ �∞
−∞

���x� s� ds
)−�

�

�$� ���� Rn ����������	 ��� �x� xn�� x ∈ Rn−� � K������ ��� !���"	 �xnTn
����������� H�	 3���� $��������� ���$���	 � ������������ !���"

G�x�  �
∫ �∞
−∞

���x� s� ds�

7���� �$���� ��� 3�� !���"	 ���� ����������� ��Rn−� ���������� �������
������$��� $� ���	$�� n� ��� �� ������� ������	 ;������� ������ ��������&
����� G�



�� ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

L���" �xiTn� i � n − -� ����� ����������� H������������ ��$� �����&
�������� �� $��������� �������� ������������� !���"�

Hi�x� xn�  �
∫ xn

−∞
�xi���x� s� ds�

�� !���" ���� ����������� ����
����� ������� ������$��� $� ���	$&
��nD-  ������ ����������� ;��$���������� ����������T��� ���������� $!&
!����"������

) ��
�� ������ ���������� T��� 	��	���	 ������"�� ���������� T���
 T��� � T−����� 4���������	 $!!����"�������� T��� ���$��� � ������� �� ��&
������ ��������� ��$� �������$������ DT���� )����� ������$��� ���&
�� $����������	 ��������� � ����
�� ������� 7����� � ����������� ���$2
�����

x�� ������ ���
��� ��
�
��� ���
�� !��
����

J�� ����	�������	 ���� � ��$��� ���������� f ����������� ����	��������
���� �  f log f ∈ L����� �$� �� f�x� � C ������� ��� f�x� log f�x� � C� ��
������

Ent��f�  �
∫
f log f d��

8���$������ L��$������#:�������� det�A ����"� A ��$����	 ����������

det�A � exp�Tr�I −A�� detA�

�$� I # �$����	 ����"�  Tr # �������� ���$� I����D D� �������� ������
 ������ ������$���� H�	 ������������ !���"� ��Rn ������C�  ��������
v�� v� ∈ Rn ���$�� ��������

S,�� v�� v�. �
∫ �
�

sD�,−log�.��-− s�v� D sv�� ds�

������� ���� ����� � R
n ���� �	���������� �	� � � exp�−O� dx

� �� ���	������% 
��
��� 
��)� 	��% ������	��� Tf � Tg � � ◦ T−�f �
f · � � � ◦ T−�g � g · � � exp�−U� dx� ����	� O�U ∈ C��Rn �� f � C ����
� f log�fg� ∈ L����� ����� Tg ��
�	� 
��
��� 
��)� 	��� �������

������	��	� T−�g � T � �T�� � � � � Tn�  � Tf ◦ T−�g � ����	� detDT � C ����

��	���
����� ��� �"���	�����	�� '��� ��

〈DTf �x��DTg�x��−�ei� ei〉� �0�-�

log det,DTf �x��DTg�x��−�.� �0�/�

�xiU�x��Ti�x�− xi�g�x� �0�0�

�
�� ��� ������
���� g · �"���	�����	�� '��� ��

�xiTi� log detDT� �xiU�x��Ti�x� − xi��



����������� ������	���	��� ��� �C

!��� ����	�
��� ��	�����

Entg·�

(
f

g

)
�
∫
Rn

〈S,e−!� Tf � Tg.�Tf − Tg�� Tf − Tg〉 d�

−
∫
Rn

log det�,DTf �DTg�−�. d�

�
∫
Rn

{
〈S,e−!� T �x�� x.�T �x� − x�� T �x�− x〉

− log det�DT �x�
}
g�x���dx�� �0�=�

# ��������� $�� �	���� 	�
� Tf � T�� f ·� � Tg � T�� g·� � ������	���	

��	���
���	 ������	���� ����
	��������	 ������� ��
����� ���	��
����	������ *���	 ����� � $��� �
��	 log det�DTf �DTg�−� � C�

��	�
��������� 9�������� Tf �Rn � 	��	���	 ���������� � ��� �*��&
������ Tf � ����� ��� $�������� ���� ���� ���� ��$� 3������������ ����
f · � ���� 7������ E����� Sg  � T−�g � 8��������� T ����� �������� ��6&
"���� E� !������ $!!����"�����	 ������"

DT �x� � DTf �Sg�x��DSg�x� � DTf �Sg�x��,DTg�Sg�x��.−� ����

E� !������ ������ ���������� $�	 �������� ��6"���� ���������� $�	 ��	&
��� ����������� �� 7����� !���" � �� Rn !���"	 �◦T detDT ����� ����&
������  ������$��� ���������∫

Rn

��T �x�� detDT �x� dx �
∫
Rn

��y� dy�

E�3���� $�	 ��	��� ����������� ����������� !���" � �� Rn � ������ �����&
���� f · � � �g · �� ◦ T−� ��������

∫
Rn

��T �x��f�T �x�� exp,−O�T �x��. detDT �x� dx

�
∫
Rn

��y�f�y� exp,−O�y�. dy �
∫
Rn

��T �x��g�x� exp,−O�x�. dx�

E�������� ���������� T �*������� �� ����$� � ���������

f�T �x�� exp,−O�T �x��. detDT �x� � g�x� exp,−O�x�. � exp,−U�x�. ���� �0�>�

7����!���	 �0�>�� ��������

log f�T �x��− O�T �x�� D log detDT �x� � −U�x� ���� �0�?�

H�����		 �O− log g��T �x�� � U�T �x�� � ���� ����	�� ��������

log f�T �x��− log g�T �x�� � U�T �x��−U�x�− log detDT �x� ����



�D ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

E����� ���$�����

N�a�−N�b� � 〈∇N�b�� a− b〉D
∫ �
�

s〈D�N��b− a�s D a��b− a�� b− a〉 ds �0�@�

� N � U  a � T �x�� b � x� E����� ���� ���$�

log f�T �x��− log g�T �x�� � 〈∇U�x�� T �x� − x〉

D
∫ �
�

s
〈
D�U�sx D �-− s�T �x���x − T �x��� x− T �x�

〉
ds− log detDT �x�� �0�A�

8������ ��� ����	 ����� �0�A� ���������� �� ���� g ·� � ��� ������������
!���" f log�fg� �� ���� �  ��������� �g · �� ◦ T−� � f · �� E�3����∫

Rn

log
f�T �x��
g�T �x��

g�x���dx� �
∫
Rn

f�x� log
f�x�
g�x�

��dx��

E�����  ������ ��������� � ������ ���� �0�A� ���������� �� ���� g·� ��������
���$��������� E�3���� ������ ��������� � ������ ���� �0�A� ����� �����&
����� ����������� g · �� <�������	 �0�A� �� ���� g · �� ����$� � ���������∫

Rn

log
f�T �x��
g�T �x��

g�x���dx� �
∫
Rn

〈∇U�x�� T �x�− x〉g�x���dx�

D
∫
Rn

[∫ �
�

s
〈
D�U�sx D �-− s�T �x���x− T �x��� x− T �x�

〉
ds

]
g�x���dx�

−
∫
Rn

log det
{
DTf �Sg�x��,DTg�Sg�x��.−�

}
g�x���dx�� �0�B�

E�������� �g · �� ◦ S−�g � �� �� �����$�� ������� � ������ ���� ����������	
��� ∫

Rn

log detDTf �x��DTg�x��−� ��dx��

K������ ��� −∇U # �����!������ ���$��� !���" �  � exp�−U�� ����

−∇U �
∇�
�

� E� ������ !���"
�xi��x�
��x�

�Ti�x� − xi�  �xiTi ���������� ��

���� � dx � g · �� ��� ��� ������������� !���"

�xiTi�x� � 〈DT �x�ei� ei〉 �
〈
DTf �Sg�x��,DTg�Sg�x��.−�ei� ei

〉
�� ���� g·� ��$� ��������� �g·��◦S−�g � � �������� � ������������ !���"
〈DTf �x��DTg�x��−�ei� ei〉 �� ���� �� '��� �������� ������ ������� � ������
���� �0�B� � ����
�� ����������	 �� ����	� ������������	 �

∫
Rn

n∑
i��

�xi�Ti�x� − xi� g�x���dx� �
∫
Rn

n∑
i��

�xiTi�x� g�x���dx� − n

�
∫
Rn

n∑
i��

〈DTf �x��DTg�x��−�ei� ei〉��dx�− n�



����������� ������	���	��� ��� ��

K��������� ����������	 �� ����	� �� ��6� ���$�������	� ���$��� � ,--G
������� >�-�/.� <�������	 ��������� x � Tg�Sg�x��  �
� ��� $���	 ������ ����&
������� ����$� � ���$�����∫

Rn

f log
f

g
d� �

∫
Rn

〈S,e−!� Tf � Tg.�Tf − Tg�� Tf − Tg〉 d�

D
∫
Rn

(
Tr,DTf �x��DTg�x��−�.− n− log det,DTf �x��DTg�x��−�.

)
��dx�

�
∫
Rn

〈S,e−!� Tf � Tg .�Tf − Tg�� Tf − Tg〉 d�

−
∫
Rn

log det�,DTf �x��DTg�x��−�. d��

) ������� ���$� Tf  Tg 	��	���	 ���������� ����������� ���������	&
�� ����"� DTf  DTg ����������	 ���������������� ����� � $���&
������� 3������� ������������ ��� $���	 ��������� ����$���  ����"�
DTf �DTg�−�� 8������	 �������� ��� ��� A # ����������	 ����"� � �����
�i � C �� $������� �� C 	 det�A � -� �� �i exp�-− �i� � -�

) ������� ���$� Tg�x� � x� g � -� ����$� � ���$��
��� ������$����

��������� ���� ����� � Rn ��� �	����������	 �	�� � � exp�−O� dx �
f ·�� ��	 O ∈ C��Rn �� f � C ���� ����� ��� 
��
��� 
��)� 	�� ������	��	

T � �T�� � � � � Tn�� ����	� � ◦T−� � f ·� � detDT � C ���� ��	���
����� ���

'��� ��

f log f� 〈DT �x�ei� ei〉� log detDT �x�� �xiO�x��Ti�x� − xi�

���	�����	�� �������	
��� �	�� �� !���

Ent��f� �
∫
Rn

〈S,e−"� T �x�� x.�T �x�− x�� T �x�− x〉��dx� −
∫
Rn

log det�DT d��

# ��������� $�� �	���� 	�
� T � ������	���	 ��	���
���	 ������	�
��	� ����
	�������		 ������� ��
����� ���	�����	������ *���	 �����

� $��� �
��	 ����	�
��� �	��	����� log det�DT � C�

��������� ���� <� $������������� ������� ����$��� ��� �����	 �����	�&
���� !���"� O� U  ���������� Tf  Tg ����� ���� ��������� ���$��
�
������� $��������� �������� Ti� g ∈ W ���

loc �Rn �� O�U ∈ W ���
loc �Rn �  ������$&

����� !������ �0�>�� ;�������� �������	  � ���$����� Q���� ����� �� ��
������$��	 ����$	� � ���$��
��� ��
��� �����������

������� ���� ����� �	�� � � exp�−O� dx� f · � � g · � � exp�−U� dx
����
	������� ��
����� ��	�����	� �	��	���  ���	
	����	 ������	���
Tf � Tg � Rn ������ ��� � ◦ T−�f � f · �� � ◦ T−�g � g · �� ��	���
�����

��� ���	������ ���	 ���	
	����	 ������	��	 T � �T�� � � � � Tn� � R
n

� ����� ����� ��
����	
��� ���	���� '��� �� JT � ��� Tf � T ◦ Tg �

����� ����� ����
�	�� ��	�����

f�T �x�� exp,−O�T �x��.JT �x� � g�x� exp,−O�x�. � exp,−U�x�.� �0�-C�



�� ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

*���	 ����� ��	���
����� ��� '��� �� xi �→ Ti�x�� � � � � xi−�� xi� xi��� � � � � xn�
���
���� �	��	����� � ���	��% �
� ����� ��	% �x�� � � � � xi−�� xi��� � � � � xn��
����	�

f

g
log

f

g
� �xiTi� log JT � �xiU�x��Ti�x� − xi� ∈ L��g · ��� �0�--�

!��� ����	�
��� ��	�����

Entg·�

(
f

g

)
�
∫
Rn

〈S,e−!� T �x�� x.�T �x� − x�� T �x�− x〉 g�x���dx�

D
∫
Rn

,div T �x�− n− log JT �x�.g�x���dx��

��	 div T �x�  �
∑n

i�� �xiTi�x��
# ��������� $�� ��	����� ����	�
���� 	�
� f � C ����� Tf � Tg �

������	���	 ��	���
���	 ������	��� � ����
�	�� ��
���	 �0�--��

��������� ���� 1����	� ���������� �� ���������	 Tf  Tg  ���� f · �
 g · �� �� 	��	���	 ���������� �$���� � �!������������� �$� �� �����
�$���� $�	 �����$��
� ��������� ) ������� ���$� g � -  Tg � I � ���$��
��
������ �� ����������Tf $��������� $�	 ������$����� !������ �0�>� Tf ���&
$� � ����� ;������� W ���

loc �Rn �Rn �� �������� ����$��� ��������� 7���� �N� 
detDT �x� � C ���� ���� ,/C.�� 4������� ��� Tf ∈ W p��

loc �Rn �Rn �� �$� p � n� ��
$��������� ��������� ����������� ���� Tf  detDT �x� � C ����

��������� ���� �i� )�� �����	 ������������� ���������� � ������� 0�-�
���������� ��� ���������	Tf  Tg �����$��� � ���$��������� ��� ����������
���������

�ii� 1����	 ������������ !���"� �0�-�#�0�0� ���������� ��� ������� �&
������������ !���" |∇U|g ����������� ���� �� � !���"	 Tk�x� − xk ��
���$�� k � -� � � � � n ���� �$ �k�x�� � � � � xk�� �$� !���"	 �k �� Rk ���� ���&
������� �������� H������������ � 3��� ������ !���" �xiTi� log detDT �∑n

i�� log �xiTi  Ti�x� − xi � �i ���������� �� !���" �i  �xi�i ����������
� !���"	 �xiTi � - D �xi�i ��$����� �� ���	 ��$� ����� ��� ��� �� ����
����	
� ����  ����� - $�	 ���� ����� x� �����"	 ������� ��Rk �� ����$��� � ���������
��������

�iii� ) ������� ���$�Tg�x� � x� g � - F �x�  � Tf �x�−x� $���������� �������
������������ !���"� �0�-�#�0�0� 	��	���	 �2������������� !���"

|∇O�x�| |F �x�| D ‖DTf �x�‖D |log detDTf �x�|�

4������� 3�� ������ ���������� ��� ���� � ���� ��� �������� ���������
�"����

‖DTf �x�‖D |∇O�x�| � c� D c�|x|k�

� !���"	 detDTf �x� ��$����� �� ���	�



����������� ������	���	��� ��� ��

��������� ���� J�� !���"	 |T �x� − x|g�x� ���������� ����������� ��
��� ���������� �2������������ |Tf �x�−Tg�x�|� �� ������ �2������������
���$�� � !���"� 〈DTf �x��DTg�x��−�ei� ei〉 � �0�-� $��������� ���� �2�����2
�������� � ������ ������ Tr,DTf �x��DTg�x��−�.� <���� �����	� ������ g ·�2�2
����������� !���"� �xiTi $��������� ����������� ������������� � ���&
�� div T � H�	 3���� �� ��������� ���������∫

Rn

〈∇��x�� T �x� − x〉 dx � −
∫
Rn

div T �x� ��x� dx D n

� � � exp�−U� ������ � ��$�����	�� ��� �$� � ∈ C∞� �Rn �� E�������∫
Rn

��x�〈∇��x�� T �x� − x〉 dx D
∫
〈∇��x�� T �x� − x〉��x� dx

� −
∫
Rn

div T �x� ��x���x� dx D n

∫
Rn

��x���x� dx�

'����� �������	 ��	�� �����$������������ !���"� �k ∈ C∞� �Rn � ����� ��� C �
�k � -� �k�x� � - �� |x| � k  |∇�k�x�| � M 	 ∞ $�	 ���������� ���� M �
�� ����	
��� �� k� E� 3��� ������ ������� � ����� ���� ��$�� ��������	
� ���� ��$� ������� 7����� � ����������� ���$�����

H�	 n � -  g � - $��������� ��������� ������������� ��� ���$��  ����$�&
������� ����������� � ������$��	� ,0.� � � ,A. ����� ���������	 � �����&
������� !������ '������ �����	���	 �� ����$� ����������� $�	 ���������
���������� ����������� ) ����������� ������ ��������� ������ ��� � ��&
��� ���"������ ����" ������� ���� �������� � ������ ,->.� 4��$����� ���
������ ��������� ����� ������ �������� �������� !���"�������� ����&
������� ��� ��$�� ���$������������� ����

E���$�� ��$!��"� ������� 0�-� ������ ��������� ��� �����	� E�����
���  ��6�� $��� �� ����	�������� ���� � � exp�−O� dx� g · � � exp�−U� dx 
f · � �� Rn  ���������	 Tf � Tg  Rn → R

n � ������$	
� ���� � � g · �  f · �
��������������� E��$������� ��� ��
������� ����� ����������� ����������
T � �T�� � � � � Tn�� ��� Tf � T ◦ Tg�

������� ���� �i� ����� T ∈ W ���
loc �Rn �Rn �� ����	� ����	�
�� '�����


 �0�>�� ��	���
����� ��� �	�� f · � � g · � ��
��� ���	����� ����

���� ���	����� |∇U| ∈ L�loc�g · �� � �	
���� Entg·��fg� ���	��� �����
detDT � C � D�U � C · I� C ∈ R� ����	� ���	����	� ��� '��� ��

w ∈ L��g · ��� ��� −log det�DT � w� !��� ����	�
��� ��	�����

Entg·�

(
f

g

)
�
∫
Rn

〈S,e−!� Tf � Tg.�Tf − Tg�� Tf − Tg〉 d�−
∫
Rn

log det�DT g d��

�ii� ����� T ��
�	��� ������	���� ��	���
���� ������	��	�� !���

�
� ����	�
������ �������� ��	����� � ������� �� ���	�	
	��� ��
�

�	�

det�DT  �
n∏
i��

exp�-− �xiTi��xiTi�

��������� 
�)� ����
�	��� �
	�����% ��
���� f � C ����� �	�� f · � �

g · � ��
��� ���	����� ������� ���	����� ��	�� �	��� ��
��	���
|∇U| ∈ L�loc�g · ��� �fg� log�fg� ∈ L��g · �� � D�U � C · I� ��	 C ∈ R�



�� ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

��	�
��������� �i� E�������� log detDT ����� ������� ����� �����!�
����$�����	 L��$������#:�������� ����"� DT �����$����� ���������

log detDT � log det�DT − Tr�I −DT ��

��� ���  � $������������� ���$�$�
�� �������� �������� !������

log f�T �x��− log g�T �x��− 〈∇U�x�� T �x�− x〉 D Tr�DT �x�− I�

�
∫ �
�

s
〈
D�U�sx D �-− s�T �x���x− T �x��� x− T �x�

〉
ds− log det�DT �x��

K������ ��� !���"� ���	
� � ����� ����� �������� ���������� �� ����
g · �� H������������ ������������� !���" log f�T �x�� − log g�T �x�� ��$�
!������ ������ ���������� ���$��� � ������������ f log�fg� �� ������ E�&
���� F �x�  � T �x� − x� ;�
��������� �������� ������ �������� ��� f · � 
g · � �������� �2������������� !���"� x�g  |T |�g� �� �g · �� ◦ T−� � f · ��
<���� |F | ∈ L��g · ��� ; ������ ����� ��� ∇U ∈ L�loc�g · ��� ����������� FV���$���
$��� ��������� g · �2������������� !���" 〈∇U� F 〉� K�!������ �����"�&
������� !���"� � ∈ C∞� �Rn �� <�������	 ��������� !������ �� ���� �g · ��
��������∫

Rn

log
f�T �
g�T �

�g d�−
∫
Rn

〈∇U� F 〉�g d� D
∫
Rn

Tr�DF ��g d�

�
∫
Rn

[ ∫ �
�

s〈D�U�x D �-− s�F �x���F �x��� F �x�〉 ds
]
��x�g�x���dx�

−
∫
Rn

log det�DT�g d��

(������ �������� � ������ ���� �� ����� $��� ��������� ��������� ��� ���
��� ��$������������ !���" �"�������	 ���� ����������� !���"	��
<�������	 �� ����	�� ��������∫

Rn

log
f�T �
g�T �

�g d�−
∫
Rn

〈∇�� F 〉g d�

�
∫
Rn

[ ∫ �
�

s〈D�U�x D �-− s�F �x���F �x��� F �x�〉 ds
]
��x�g�x���dx�

−
∫
Rn

log det�DT�g d��

)������ ����� �����$������������ !���"� �j ∈ C∞� �Rn � � C � �j � -  �����&
����� ����������� ���$������ ��� �j�x� � - �� |x| � j� <�������	� ���

〈D�U�x D �-− s�F �x���F �x��� F �x�〉 � C|F �x�|�

 −log det�DT � w� �$� !���" |F |�g  wg ���������� ����������� �� ��&
������� �� ������� L���� ��� !���" log det�DT ∫ �

�

s〈D�U�x D �-− s�F �x���F �x��� F �x�〉 ds



����������� ������	���	��� ��� ��

���������� ����������� ���� g · �  ��� � �����$��� ��������� ����� ����&
��� � � -� E���� ������ ���������� 3�� $���∫
Rn

log
f

g
f d� �

∫
Rn

〈S,e−!� Tf � Tg.�Tf − Tg�� Tf − Tg〉 d�−
∫
Rn

log det�DTg d��

1�����$��� �i� $�������� 1�����$��� �ii� ����� ��������� � ����$����� ��6�
������$���� ��������� !������ �0�>������ � ��� $���������� ��6��detDT � C�
det�DT � -� ����� !���" xi �→ Ti�x�� � � � � xi−�� xi� ��������� ���������� ��
���������

Q�$�� �������� ��� ����	�������	 ���� � �� Rn � $���$� $!!����"������
���������� exp�−O� 	��	���	 �����
���� �������� � ���������� C � C� ���

D�O�x� � C · I�

��������� �� � (�
� � �	��	�	 +�, �	� g ·� �����	��� �����
 � ����

������ C� �� �
� ������	���% ��	���
���% ������	��� Tf � Tg ��		�

Entg·�

(
f

g

)
�
C

/

∫
Rn

|Tf �x�− Tg�x�|� ��dx��

��	�
��������� )�$� �"��� D�U � C · I ��������

∫ �
�

s〈D�U��-− s�Tf D sTg��v�� v〉 ds � C

/
|v|�

$�	 ��	���� ������� v�

��������� ���!� ��	���
����� ��� �	���������� �	� � � R
n ���


�	��� �����	��� �����
�� � ��������� C ������	�� ����� � � ����

����� ��������� �	��� ����� � � ���
���� �	��	����� �	���������
�� �	� � R

n � ����	� �
� f  � d�d� ��		� f log f ∈ L����� !��� �
�

������	����� ��	���
����� ������	��� T��� ��		�

∫
|x− T����x�|� ��dx� �

/
C

∫
f�x� log f�x���dx�� �0�-/�

# �
��	 ��������� ���������� �	�� C � -�

��	�
��������� 4��$�� �����$������������ ���� ���$�� !���"� fj �
���$	
��	 ���� � f � ��� ���� �j  � fj ·� 	��	���	 ����	��������� fj � - ��� ����&
������ ����Kj � ����� ������ Ent��fj� ���$	��	 � Ent��f�� H�	 3���� �������
���$�� ����� ������������ �������� !���"� � ��R� ��� !���"	 ��|f log f |�
���������� ����������� �� 4����$�� ��������� ��� ��
������� �����$���&
��������� ���� �����"�������� ���$�� !���"� fj� ���$	
�	�	 ���� � f � ���

fj � - ��� ���������� ����Kj �
∫
Rn

fj d� � -� ����� ������
∫
��|fj log fj |� d�

���������� ���������� ) ��� ����������� ������������ !���"� fj log fj



�B ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

� �������� ���$	��	 � �������� �� f log f � <� ����$����	 ����������� ��&
������� ��������� ��� ���� � 3���������� ���� 7������ E� ��������� ��&
�� ���$����� ����	�������� ���������� fj � L����� ���� ���$����� �� ����"
��� �j � '��$� �� ������� /�/ �����$������������ ���������� ����������� ���&
������� T���j ���$��	 �� ���� � � ���������� T��� � E��$������� ��� $�	
���������� T���j �"���� �0�-/� �������� '��$� �� ������� L��� ��� ������	&
���	  $�	 T��� � <���� ��6� ������$��� ���$��	 � ������� ���$� !���"	 f
	��	���	 ���$���  �����$��� � - ��� ���������� ����� E����� T  � T��� � ) �&
�� ��������� ���� � ���� �������� ������ ������� E�3���� ���� f · � �����
���� �������� ������ ������� ��� $��� �2������������� !���" |T |�� L���&
"	 |∇U| �������� ��������� ��$� ��������� U� '��� �������� �������
������$��� �ii� ���$�$�
�� ��������

x"� !��

��� ���������# ����
����� ���
����
�����

K$��� �� ����$� �������	 ���������� ��6� ����������� � ����� �� ����&
��� ������$�� ��	���  � ����
����� �����!������ ������������ ;���&
�����

������� ���� ����� � � ������	�	��	 ��	����� ���
 $��	��
���� �	���

��������� �	�� � � ������� �����	��� �����
�� � ��������� C ���
����	�� �	������	���� ���������� �	���� ��������	��	 � ��������
���	 R∞ ��	% �	�	���	���% ���
	����	
�����	�� � ����� � � ���	
	����

�	���������� �	� � R∞ � ���
���� �	��	����� �������	
��� �� !���

� ���	����	� ���	 ���	
	����	 ��	���
���	 ������	��	 T  R∞ → R
∞ �

��� T �x� � x D F �x�� ��	 F  R∞ → l� � � � � ◦ T−�� (�
� ��� $��� �
�
f  � d�d� ��		� f log f ∈ L����� ��∫

|F �x�|�l� ��dx� �
/
C

∫
f�x� log f�x���dx�� �=�-�

��	�
��������� ;������ ���$������� ��� f log f ∈ L����� 8�������
����� �n �����"� � �� ������������ Rn � +���� ��� �n � fn · �n� �$� �n # ����&
��$��� n 3������	��� ���� �  fn ∈ L���n�� ) ����� $���� $�	 ��	���� �������&
����� ���������A � Rn ����

�n�A� �
∫
R∞

IAf ��dx� �
∫
R∞

IAE
Bn
� f ��dx� �

∫
A

E
Bn
� f �n�dx� �

∫
A

fn �n�dx��

�$� EBn
� f 	��	���	 �������� ������������ ��$���� f ����������� �2��2

�����Bn� �����$����� ������n����$������ !���"	�� <���� fn � E
Bn
� f �

'�� ��� !���"	 x logx �������� �� � ��� ����������� W������ $�	 ��������
������������ ��$��� ���� ����������� ������������� ���������∫

fn log fn d�n�

)������ ����������� ����������� ���������� Tn � �T �n� � � � � T
n
n � � Rn � ������&

$	
�� �n � �n� ) ��� �$���������� ������������ ���������	 Tn �����$���



����������� ������	���	��� ��� ��

� �T �n��� � � � � T
n
n���� ���� Tkn � T km �� n�m � k� '��� �������� �������� !���&

" T � � T �� � T � � T �� � � � � � T
n � Tnn � � � � � ��$��
� ����������� �����������

���������� T � H�	 ��	���� "��$�������� ������������ ��������� B � ����&
����� Bn � Rn ����

� ◦ T−��B� � �n�T−�n �Bn�� � �n�Bn� � ��B��

;��$���������� � ◦ T−� � �� <� ����������� ������������ ��������� ��
|x − Tn�x�|� �� ���� � ��������
�� � ���$���	 0�B�  ������� L��� ���$����
��� F �x�  � T �x�− x ∈ l� $�	 �2���� x  ������$��� �"���� �=�-�� 4� �����������
��������� F−��R∞ \ l�� ������� �2���� ��������$��� F ������

) ��
�� ������ ��������� ������� R∞ �� $�*������� ��������� En ��&
���������� �2����� �� ���$�� � ������� !���"	 f ���������� H�	 3����
���$ �������� {k � f 	 k D -} ������� ��� ��������� ��������� �2�����
(��$��� ��
��������� ��	��� �� ��������� Dn � ���Dn� � ��En�� 9���
IDn · �� � ����
�� ���������
��� ���������	 Nn �� �������� �����������
� ���� ��En���� E��$����� � � �$� � � �� ⊗ �′� �$� �′ # ������$��� ��������
���� 3������	��� �� ������������
� ����$����� x�� x�� � � � � '��$� ������&
���� x �→ �Nn�x��� x�� x�� � � � � ������$� ���� �IDn · ��� ⊗ �′ � ��En��� ) ���
$���������� ��6� ���$���	 ����������� ���������� Sn � Sn�x�−x ∈ l�� ������&
$	
�� ���� ��En�� � ���� IEn · �� ;��$���������� �������� ����������� ������&
���� T � ������$	
�� ���� � �

∑∞
n���IDn · ���⊗ �′ � ����

∑∞
n�� IEn · � � �� 4�

Dn ×R� ×R� × · · · ���������� T ����� ������" Nn  Sn� '�� ��� Nn ����
��������� ��6� �$� �� x− T �x� ∈ l��

��������� ���� ����� � �  	���������� ��������� ��������� �	�
� 
��
��� �����
�� ����������	 X� H � ����������� *�	����-�"

��� �	�� �� {en} � ���������������� ���� � H � ên � �����	������

���	 ���	����	 
��	���	 '��� ���
� ���� ,--G ��� /.�� !��� �
� ������

�	����������� �	�� �� ���
���� �	��	������ �������	
��� �	�� �� ���

�	����	� ���	 ���	
	����	 ������	��	 T  X → X ��� T �x� � x D F �x��
��	 F  X → H� ��� � � � ◦ T−�� ����	� T ��	���
��� �������	
��� {en}�
��	� ên ◦T ��	����
�	� ����� ���	
	����� '��� �� �� ê�� � � � � ên� .��	 ���

����� �F �x�� en�H � �n�ê��x�� � � � � ên�x��� ��	 �n � ���	
	���� '��� �� � Rn �

/���	 � 	�
� �
� f  � d�d� ��		� f log f ∈ L����� ��

∫
|F �x�|�H ��dx� � /

∫
f�x� log f�x� ��dx��

H��������� ��������� ��������� ��� ��	��	 ��������� ����������	 �����&
������ � ����	�������	 ���� 	��	���	 ���$������� � ������ ����$����	 /�@�-
� ,-/.� 8������	 ����	�������� ����� � ������������� � �� ��	��� ���������
����������� ����	�������� ���� � ���������
� ����������� �����������
� ���������� ����������� �������������� � ,B. ���� ��� �� �������� �� f
$������������ �������

<������������� ��6� ����$ ������ $�	 $������������� ��������� ����
�&
�� �����!�������� ����������� ;������� ���� ,A.� ,@.��



�� ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

����������� ���� ����� � Rn ���� �	����������	 �	��

� � exp�−O� dx� f · �� g · ��

��	 f � C� g � C� O � '��� �� �
�� C� � R
n � f log f� g log g ∈ L�����

����� ��� ������	���	 ��	���
���	 
��
��� 
��)� 	�� ������	���

Tf � Tg� ��	 Tg ��		� ������	 
��
��� 
��)� 	�� ������	��	 T−�g �

����	� � ◦ T−�f � f · � � � ◦ T−�g � g · �� ����� T � �T�� � � � � Tn�  � Tf ◦ T−�g �
��	���
����� ��� g · �"���	�����	�� '��� ��

�xiTi� log detDT� �xiO�x��Ti�x�− xi�� �xig�x��Ti�x�− xi��

!��� ����	�
��� �	��	�����

∫
Rn

�f log f − g log g� d� �
∫
Rn

〈∇g�Tg�� Tf − Tg〉
-

g�Tg�
d�

D
∫
Rn

〈S,e−"� Tf � Tg.�Tf − Tg�� Tf − Tg〉 d��

# ��������� �
� f � - ��
��	�� ��� T � T−�g �

∫
Rn

g log g d� � −
∫
Rn

〈∇g�x�� T �x� − x〉��dx�

−
∫
Rn

〈S,e−"� T �x�� x.�T �x�− x�� T �x� − x〉 g�x���dx�� �=�/�

��	�
��������� E����� T  � Tf ◦ T−�g � E�������� ���������	 Tf  Tg
	��	���	 ����������� �� detDT � C� :���� ����� � ����$����	 T ���������
��� f ·� � �g ·��◦T−�� ;��$���������� $�	 T ������	���	 ��������� �0�?�� H����&
�		  �����	 〈∇O�x�� T �x� − x〉 � ������ ���� �0�?�  �������	 ����������
!������ �� ���� g · �� �������� ������6���

∫
Rn

�f log f − g log g� d� �
∫
Rn

〈∇O�x�� T �x� − x〉g�x���dx�

D
∫
Rn

[
O�T �x��− O�x� − 〈∇O�x�� T �x�− x〉

]
g�x���dx�

−
∫
Rn

log detDT �x�g�x���dx��

E���������� ������ ������� � ������ ���� ���$��
� ������� 

∫
Rn

〈∇O�x�� T �x� − x〉g�x���dx� � −
∫
Rn

〈g�x�∇e−"�x�� T �x�− x〉 dx

� −
∫
Rn

〈∇�g�x�e−"�x��� T �x�− x〉 dx D
∫
Rn

〈e−"�x�∇g�x�� T �x�− x〉 dx�



����������� ������	���	��� ��� �C

<�������	 �� ����	�� ��� �������� �� ���������� �����	� �������� ,--G ���&
���� >�-�/.� ����$� � ���������

−
∫
Rn

〈∇�g�x�e−"�x��� T �x�− x〉 dx �
∫
Rn

�TrDT − n�g d��

)�����������6�� ���$������ �0�@� $�	 a � T �x�  b � x� ������

∫
Rn

[
O�T �x��− O�x� − 〈∇O�x�� T �x�− x〉

]
g�x���dx�

�
∫
Rn

[∫ �
�

s
〈
D�O�sx D �-− s�T �x���x − T �x��� x− T �x�

〉
ds

]
g�x���dx�

�
∫
Rn

〈
S,e−"� T �x�� x.�T �x� − x�� T �x�− x

〉
g�x���dx�

�
∫
Rn

〈S,e−"� Tf � Tg.�Tf − Tg�� Tf − Tg〉 d��

<�������	 $��������� ���������� ����� ������ ���������� ����$� � ������&
�������� ������6���

∫
Rn

�f log f − g log g� d� �
∫
Rn

〈∇g�Tg�� Tf − Tg〉
-

g�Tg�
d�

D
∫
Rn

〈S,e−"� Tf � Tg.�Tf − Tg�� Tf − Tg〉 d�

D
∫
Rn

�TrDT − n− log detDT �g d��

:�� ��� ���� �������� ��6��

∫
Rn

�TrDT − n− log detDT �g d� � −
∫
Rn

log det�,DTf �DTg�−�. d��

'�� ��� $�	 ����������� ���������� ���������� C 	 det�,DTf �DTg�−�. � -�
�� ������� � ����� ���� ��������� �����"������� E��$������ $��������

������� ���� ����� � � �	���������� �	� � R
n � �
�������� ���

� e−"� ��	 O � �
��� �����
� '��� �� � �	������	���� ������ ����
��������� ����� � � ��� �
��� ��
����	
��� '��� ��� ��� �� · � �

�	���������� �	�� � ����� T � ������	���	 ��	���
���	 ������	��	�

�	�	�����		 �� · � � �� !���

Ent����� �
∫
Rn

〈S,e−"� T �x�� x.−��∇��x���∇��x�〉��dx�� �=�0�



�D ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

��	�
��������� E����� g  � ��� E����� ����������� �=�/�� ������∫
Rn

g log g d� � −
∫
Rn

〈∇g�x�� T �x� − x〉��dx�

−
∫
Rn

〈S,e−"� T �x�� x.�T �x�− x�� T �x�− x〉g�x���dx�

� −
∫
Rn

∣∣∣∣S,e−"� T �x�� x.����T �x�− x�

D
-
/

S,e−"� T �x�� x.−���
(
∇g�x�
g�x�

)∣∣∣∣�g�x���dx�

D
-
=

∫
Rn

〈
S,e−"� T� x.−��∇g�x���

∇g�x�
g�x�

〉
��dx�

�
-
=

∫
Rn

〈
S,e−"� T �x�� x.−��∇g�x���

∇g�x�
g�x�

〉
��dx��

)�����
�	�� � �� ����$� � �"���� �=�0��

��������� ���� ����� � � exp
[
−V �

∑n
i�� pi�xi��

]
� �	���������� �	�

� R
n � ��	 V � pi � �
���	 �	���	 �����
�	 '��� �� � ������� pi � C�

����	� V � pi � p′′i �������� � ��
����� ����� � � �
��� '��� ��

� Rn � ��������� �������	
��� ��	% ��	��������� ��� �x�� � � � � xn� �→
�±x�� � � � �±xn�� ����	�

∫
�� d� � -� !���

Ent����� �
∫
Rn

〈A∇��∇�〉 d��

��	 A�x� � �����
��� ����  � ���
��

[ ∫ �
�

sV ′
( n∑
i��

pi�sxi�
)
p′′k�sxk� ds

]−�
� k � -� � � � � n�

� �����
��

��	�
��������� (�������� ����	�������� ���� �� · �� E����

O � V

( n∑
i��

pi�xi�
)
�

K������ ���

��O
�xi�xj

� V ′′
( n∑
k��

pk�xk�
)
�pi
�xi

�pj
�xj

D V ′
( n∑
k��

pk�xk�
)
p′′i �xi��ij �

+���� ���

D�O � V ′
( n∑
i��

pi�xi�
)

diag{p′′� �x��� � � � � p′′n�xn�}�



����������� ������	���	��� ��� ��

<� ����������� � ����������� ������������� ���������� �$� ���$���� ���
����������� ���������� T � �T��x��� T��x�� x��� � � � � Tn�x�� � � � � xn��� ������$	&

�� ���� �� · � � ���� �� ����$��� ���$��
� ��������� Ti�x�� � � � � xi−��−xi� �
−Ti�x�� � � � � xi−�� xi�� '�� ��� !���" pi  p′′i ���������� �� ������� �� ������&
��

pi��-− s�Ti�x� D sxi� � pi�sxi�� p′′i ��-− s�Ti�x� D sxi� � p′′i �sxi��

'��� ��������

��O
�xi�xj

��-− s�T �x� D sx� � V ′
( n∑
i��

pi�sxi�
)
p′′i �sxi��ij �

E��������A�x� # $���������	 ����"� � �����

[ ∫ �
�

sV ′
( n∑
i��

pi�sxi�
)
p′′k�sxk� ds

]−�

�� $������� ��

∫ �
�

sD�
[
V

( n∑
i��

pi�xi�
)]

��-− s�T �x� D sx� ds � A�x�−��

<���� S
[
exp
(
−V
(∑n

i�� pi�xi�
))
� T �x�� x

]−�
� A�x�  ��6� ������$��� ��������

� ���$�$�
�� ��������

(	$ $���� ������������ �������
� � 3��� ������� ������� � �������
,/-.� ,//.� �$� ���������� ���������������� ������� � �������� ������������	
���������� ��������  ���������� ��� �� ���������������� �������������� 
� ������ ,/0.� �$� �������	 ���������	 ���$������� ����

������ ���������

�� Knote H� Contributions to the theory of convex bodies JJ MichiganMath� J� ���C� V� B�
P� ��?���

�� Bobkov S�G� Large deviations via transference plans JJ Advances inMath�Research� V� ��
New YorkA Nova Sci� Publ�� ����� P� ���?�C��

�� Talagrand M� Transportation cost for Gaussian and other product measures JJ Geom�
Funct� Anal� ����� V� �� P� �DC?����

B� Brenier Y� Polar factorization and monotone rearrangement of vector valued functions JJ
Comm� Pure Appl� Math� ����� V� BB� P� �C�?B�C�

�� McCann R� J� Existence and uniqueness of monotone measure7preserving maps JJ Duke
Math� J� ����� V� D�� P� ���?����

�� Villani C� Topics in optimal transportation� Providence� RIA Amer� Math� Soc�� �����
C� Otto F�� Villani C� Generalization of an inequality by Talagrand� and links with the loga4

rithmic Sobolev inequality JJ J� Funct� Anal� ����� V� �C�� P� ���?B���
D� Cordero�Erausquin D� Some applications of mass transport to Gaussian7type inequalities

JJ Arch� Ration� Mech� Anal� ����� V� ���� P� ��C?����
�� Feyel D�� �Ust�unel A� S� Transport of measures onWiener space and the Girsanov theorem

JJ C�R� Acad� Sci� Paris S[er� I Math� ����� V� ��B� ��� P� ����?���D�
��� Feyel D�� �Ust�unel A� S�Monge?Kantorovitchmeasure transportation andMonge?Amp]ere

equation onWiener space JJ Probab�TheoryRelated Fields� ���B� V� ��D� ��� P� �BC?�D��



�� ���� ���	
��� 	��� ��������� ��� ��������

��� �����	
 ���� ^.�%%�!%5*� ��(0� ��A �.�5.� ���C�
��� �Ust�unel A� S�� Zakai M� Transformation of measure on Wiener space� BerlinA Springer�

�����
��� Fernique X� Extension du th[eor]eme de Cameron?Martin aux translations al[eatoires JJ

Ann� Probab� ����� V� ��� ��� P� ����?���B�
�B� �����	
 ����� ��	�����
 ����� �	�
	�	
 ���  "(��,��3 06 )(��-(./�!. *&6

��( JJ ��5�� ���� ���B� �� ���� ��� 	� B�D?BB��
��� ��	�����
 ���� ��(.!� %"!. !0)�5��%"* *  ��* �+ 0� )(��-(./�!. *& ��( JJ ��5��

���� ���B� �� ���� ��� 	� ���?��B�
��� �����	
 ���� % �!0 "��(** ��(0� �� �� �� �#�!%5A ��,��&( .& * 6.�"*��%5.& $* .4

�*5.� �����
�C� Kechris A� Classical descriptive set theory� BerlinA Springer� �����
�D� ��	�������
� ���� 	6�$*��%"3 "(��,��3 06 )(��-(./�!. *+ ��( JJ ���(*& !�(�&"4

 �%"�+ * �� )(*�� ����� �� ��� ���
��� Rachev S�T�� R�uschendorf L� Mass transportation problems� V� I� New YorkA Springer7

Verlag� ���D�
��� Haj�lasz P� Change of variables formula underminimal assumptions JJ Colloq�Math� �����

V� �B� ��� P� ��?����
��� �����	
 ����� ��	�����
 ���� ���* �+ 0� )(��-(./�!. *& !0)�5�06 ��( * ' "(�4

)*& )��" �%"�+ �.$� .?�*5�$*�. JJ ��5�� ���� ���B� �� ��C� ��� 	� ���?����
��� �����	
 ����� ��	�����
 ����   ��* �+ 06 )(��-(./�!. *&6 !0)�5�06 ��( JJ

���(*& !�(�&" �%"�+ * �� )(*�� ����� V� ��� ���
��� Kolesnikov A�V�Convexity inequalities andoptimal transport of in`nite7dimensionalmea4

sures JJ J� Math� Pures Appl� ;�<� ���B� V� D�� P� ��C�?�B�B�

��%5�!%5*+ ,�%�$.(%"!�  0+ � *!�(%*"�"
*����@� j��� �%�!.

��%"�)*�. ! (�$.59*1
�C�������B


