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Рассмотрена задача сжатия классической информации, когда приемник имеет доступ только к по-

бочным квантовым состояниям, ассоциированным с классическими состояниями источника, которые

непосредственно не доступны. Для того чтобы приемник мог восстановить всю информацию источника

требуется некоторое дополнительное количество побочной классической информации. Простыми сред-

ствами получена граница на минимально необходимое количество побочной классической информации.
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Введение. Источник информации может генери-

ровать либо классические, либо квантовые состоя-

ния. Одним из фундаментальных результатов клас-

сической теории информации является теорема о

сжатии информации, называемая также теоремой

кодирования Шеннона для классического источника

[1]. В квантовой области ситуация оказывается более

разнообразной [2]. Классическую информацию мож-

но передавать при помощи квантовых состояний. На-

пример, в квантовой криптографии ключ (случайная

классическая битовая строка), передается при помо-

щи квантовых состояний. Верхняя граница классиче-

ской информации, которую можно извлечь из ансам-

бля квантовых состояний, дается фундаментальной

границей Холево (теорема кодирования Холево [3]).

Сначала данная граница была получена для чистых

состояний, затем – для смешанных [4, 5]. Кодирова-

ние (сжатие квантовой информации) по Шумахеру

[6] отвечает на вопрос о минимальной размерности

гильбертова пространства состояний квантового ка-

нала связи, в которое можно вложить квантовые со-

стояния источника как таковые без потери квантовой

информации (искажения исходных квантовых состо-

яний). Квантовая механика позволяет осуществлять

перенос неизвестного квантового состояния с одной

квантовой системы на другую при помощи заранее

распределенного запутанного состояния (телепорта-

ция квантового состояния – квантовой информации).

1)e-mail: sergei.molotkov@gmail.com

При этом совместно используются квантовый канал

и вспомогательный классический канал связи. Теле-

портация была предсказана в [7] и экспериментально

продемонстрирована в полном белловском базисе в

[8]. Данное явление принципиально не имеет клас-

сического аналога. Квантовая механика позволяет

передавать классическую информацию при помощи

запутанного состояния и дополнительного классиче-

ского канала (сверхплотное кодирование [9]).

Ниже нас будет интересовать сжатие классиче-

ской информации в ситуации, когда сами состоя-

ния классического источника не доступны непосред-

ственно. Доступны лишь побочные квантовые состо-

яния, однозначно ассоциированные с классическими

состояниями источника. Такая ситуация возникает,

например, в квантовой криптографии. Имея доступ

только к побочным квантовым состояниям, которые

в общем случае являются неортогональными, прием-

ник принципиально не может идентифицировать все

последовательности состояний, генерируемые источ-

ником. Вопрос, на который требуется ответить, со-

стоит в том, какое минимальное количество класси-

ческой побочной информации дополнительно к кван-

товой необходимо для достоверного различения (в

асимптотическом пределе) всех исходных классиче-

ских последовательностей.

Данная проблема является квантовым аналогом

классической задачи, рассмотренной Слепяном и

Вольфом [10]. Она формулируется следующим об-

разом. Имеются два коррелированных классических
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источника. Каждый источник посылает состояния

одному приемнику. Имея доступ только к одному из

двух источников, можно указать верхнюю границу

информации, которую может извлечь приемник. Во-

прос состоит в получении верхней границы информа-

ции, которой может достичь приемник, имея доступ

сразу к двум источникам. В такой ситуации один из

них может рассматриваться как источник побочной

информации по отношению к другому источнику. В

квантовом случае задача о сжатии классической ин-

формации с побочной квантовой рассматривалась в

работе Винтера и Деветяка [11] с использованием ме-

тода проекций на типичное пространство. В работе

Ренеса и Реннера [12] данная задача решалась с по-

мощью языка min и max энтропий фон Неймана.

Ниже простыми средствами будет показано, что

решение указанной задачи может быть получено как

обобщение замечательной теоремы кодирования Хо-

лево для квантового источника [2–4]. Данный путь

является наиболее прямым и позволяет получить бо-

лее точные оценки вероятности ошибки.

Классический источник. Пусть имеется клас-

сический источник, который генерирует состояния

в соответствии с алфавитом X = {x1, x2, . . . , xm}

и заданным над ним распределением вероятностей

pX(x). Источник используется n раз, где n доста-

точно велико. Пусть последовательности длины n –

Xn = (xi1 , xi2 , . . . , xin) посылаются через идеальный

канал без памяти. Полное число последовательно-

стей длины n равно 2n logm (здесь и далее логариф-

мы берутся по основанию 2). Все последовательности

можно разбить на типичные и нетипичные. Множе-

ство типичных последовательностей Tδ,ε имеет раз-

мерность

2n[H(X)−δ] < |Tδ,ε| < 2n[H(X)+δ], (1)

начиная с некоторой длины n > n0(δ, ε) (где δ, ε – лю-

бые сколь угодно малые величины). Вероятности по-

явления каждой из типичных последовательностей

p(Xn) примерно одинаковы (асимптотическая равно-

распределенность):

2−n[H(X)+δ] < p(Xn) < 2−n[H(X)−δ]. (2)

При больших n существует (1 − ε)2n[H(X)−δ] типич-

ных слов. Вероятность остальных нетипичных по-

следовательностей составляет не более ε. Количество

информации в битах, которое генерирует источник,

в пересчете на посылку в асимптотическом пределе

длинных последовательностей (n → ∞) составляет

nH(X) (где H(X) = −
∑m

i=1 pX(xi) log pX(xi)).

Неформально теорема кодирования источника

(сжатия классической информации) означает, что

для того, чтобы перенумеровать все типичные после-

довательности, достаточно целых чисел из диапазо-

на 1 ≤ J ≤ 2nH(X). Для представления этих чисел

требуется не более [nH(X)] + 1 двоичных разрядов

(где [...] – целая часть числа), каждый из которых

несет один бит информации. Вместо того чтобы пе-

редавать n позиций, которые генерирует источник,

приемник и передатчик могут заранее договорить-

ся об общей кодовой таблице – соответствии каждой

типичной последовательности XJ = (xi1 , xi2 , . . . , xin)

и [nH(X)] + 1-битного номера J . Нумерация типич-

ных последовательностей в силу их равнораспреде-

ленности может быть произвольной. Если источник

генерирует одну из типичных последовательностей,

то посылается не сама последовательность, а ее но-

мер J . По кодовой таблице приемник однозначно вос-

становит сгенерированную последовательность. Ес-

ли источник генерирует нетипичную последователь-

ность, то она отбрасывается и ничего не посылается.

В асимптотическом пределе потери информации не

происходит. Для сжатия информации принципиаль-

но важно наличие у передатчика и приемника зара-

нее оговоренной кодовой таблицы.

Квантовый источник. Классическая инфор-

мация может передаваться при помощи квантовых

состояний. Классическому источнику с алфавитом

X = (x1, x2, . . . , xm) и распределением вероятности

pX(x) над ним сопоставляется квантовый алфавит

Q = (ρx1 , ρx2 , . . . , ρxm
) (xi → ρxi

) с тем же распре-

делением вероятности. Количество классической ин-

формации, которое может быть получено из тако-

го источника, ограничено фундаментальной величи-

ной Холево [2–4]. При n-кратном использовании ка-

нала из всех 2nH(X) классических типичных после-

довательностей, которым сопоставляются квантовые

состояния, могут быть достоверно различимы лишь

2nχ(ρ) квантовых последовательностей, где

χ(ρ) = H(ρ)−

m∑

x

pX(x)H(ρx),

ρ =
m∑

x

pX(x)ρx, H(ρ) = −Tr{ρ log ρ}

(3)

(здесь и ниже энтропию Шеннона и фон Неймана, в

зависимости от контекста, мы обозначаем одной бук-

вой H , что не должно приводить к путанице). Точнее

говоря, из всех 2nH(X) квантовых последовательно-

стей длины n (ρxi1
, ρxi2

, . . . , ρxin
), достоверно разли-

чимо (со сколь угодно малой вероятностью ошибки

в асимптотическом пределе n → ∞) не более 2nχ(ρ)

последовательностей. Существуют код (кодовая таб-

лица последовательностей и их номеров) размером
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не более 2nχ(ρ) и набор квантовомеханических изме-

рений, которые при наличии заранее оговоренной ко-

довой таблицы у передатчика и приемника позволя-

ют безошибочно различить все кодовые последова-

тельности. Иначе говоря, фундаментальная граница

Холево достижима [2, 4].

Таким образом, приемник и передатчик должны

заранее договориться о кодовой таблице. В соответ-

ствии с данной кодовой таблицей источник генери-

рует сначала классические, а затем квантовые со-

стояния. Приемник строит измерения (декодер), поз-

воляющие различать квантовые последовательности

только внутри кодовой таблицы (кодовые слова).

Классический источник с побочными кван-

товыми и классическими состояниями. В ря-

де важных задач квантовой информатики возника-

ет необходимость различения последовательностей

квантовых состояний, когда приемник не имеет за-

ранее оговоренной кодовой таблицы. Например, это

имеет место в квантовой криптографии, когда пере-

датчик посылает в канал связи последовательности

квантовых состояний согласованные с классически-

ми состояниями:

(xi1 , xi2 , . . . , xin) → (|φxi1
〉, |φxi2

〉 . . . |φxin
〉), (4)

а подслушиватель не имеет у себя кодовой табли-

цы. Классические состояния остаются в распоряже-

нии приемника, а квантовые поступают в канал свя-

зи. Передатчик генерирует ≈ 2nH(x) классических

слов. Однако если квантовые состояния неортого-

нальны (что имеет место в квантовой криптогра-

фии), то число безошибочно различимых последова-

тельностей даже при наличии кодовой таблицы ока-

зывается не более ≈ 2nχ(ρ) (2nχ(ρ) < 2nH(x)). В отсут-

ствие кодовой таблицы приемник “видит” ансамбль

состояний, который описывается матрицей плотно-

сти

ρXQ =
∑

xi1 ,...xin

pX(xi1 ) . . . pX(xin)|xi1 〉〈xi1 | ⊗ . . .⊗

⊗ |xin〉〈xin | ⊗ ρxi1
⊗ . . .⊗ ρxin

=

=

[
∑

x

pX(x)|x〉〈x| ⊗ ρx

]⊗n

, (5)

причем приемнику доступны только побочные кван-

товые состояния (подсистема Q) и недоступны клас-

сические состояния X .

Вопрос, на который требуется ответить, состоит

в том, какое минимальное количество дополнитель-

ной (побочной) классической информации должно

быть доступно приемнику для безошибочного раз-

личения всех 2n logm последовательностей. Источ-

ник генерирует классическую строку и ставит ей в

соответствие последовательность квантовых состо-

яний (квантовый источник). Кроме того, передат-

чик дополнительно сообщает приемнику вспомога-

тельную побочную классическую информацию от

второго классического источника, коррелированно-

го определенным образом с квантовым источником.

(В задаче Слепяна–Вольфа имеются два классиче-

ских коррелированных источника. В данной задаче

коррелированных источников также два: квантовый

и классический.) Вспомогательный источник имеет

свой алфавит Z и распределение вероятностей над

ним pZ(z). Как будет видно из дальнейшего, раз-

мер алфавита и тип распределения не важны. Важна

лишь энтропия Шеннона данного источника. Поэто-

му достаточно взять простейший бинарный алфавит

Z = {0, 1}, pZ(0) = q и pZ(1) = 1− q. Побочная клас-

сическая информация генерируется на каждую кван-

товую последовательность, например при помощи

несимметричной монеты, которая подбрасывается n

раз. Энтропия такого источника есть nH(q) = nh(q)

(где h(q) = −q log q − (1 − q) log(1 − q) – бинарная

энтропийная функция).

Побочная классическая информация может быть

представлена ортогональными квантовыми состоя-

ниями |z〉 (z = 0, 1):

(xi1 , xi2 , . . . , xin) → (6)

→ (|φxi1
〉 ⊗ |zi1〉, |φxi2

〉 ⊗ |zi2〉 . . . |φxin
〉 ⊗ |zin〉) =

= (|φxi1 ,zi1
〉 ⊗ |φxi2 ,zi2

〉 . . . |φxin ,zin 〉) = |ΦJ(x,z)
〉.

На каждый акт генерации квантового состояния

|φxik
〉 генерируется побочное классическое состояние

|zik〉. Для дальнейшего удобно обозначить набор ин-

дексов как J(x,z) = ((xi1 , zi1); (xi2 , zi2); . . . ; (xin , zin)).

Всего существует 2n logm наборов индексов

по числу генерируемых последовательностей

(xi1 , xi2 , . . . , xin). К каждой позиции квантовых

состояний “подцепляется” вспомогательная класси-

ческая информация, которая в пересчете на одну

позицию составляет h(Q) бит. Задача состоит в опре-

делении минимального количества h(Q) побочной

классической информации, при котором приемник,

имея доступ к квантовым состояниям и побочной

классической информации (zi1 ; zi2 ; . . . ; zin), сможет

с использованием квантовомеханических измерений

безошибочно различить все генерируемые источни-

ком последовательности (|φxi1
〉, |φxi2

〉 . . . |φxin
〉) и,

соответственно, (xi1 , xi2 , . . . , xin).

Ниже мы покажем, что ответ на поставленный во-

прос фактически является следствием теоремы Хо-
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лево [2–4]. При этом мы ограничимся случаем чи-

стых состояний и прямой теоремой. Случай смешан-

ных состояний может быть рассмотрен аналогично и

является его следствием [4]. Обратная теорема коди-

рования (сильное обращение) может быть доказана

методом Огавы и Нагаоке [13].

Важно отметить, что передатчик и приемник ис-

пользуют побочные квантовые состояния и побоч-

ную классическую информацию для общей кодовой

квантово-классической таблицы. Зная эту таблицу

(соответствие индекса J(x, z) некоторой квантово-

классической последовательности), приемник кон-

струирует измерения. Измерения состояний (6) да-

ются разложением единицы:

I =

N∑

J(x,z)

MJ(x,z)
, (7)

где MJ(x,z)
– положительные операторнозначные ме-

ры, N – число наборов индексов J(x,z). Условная ве-

роятность того, что послана последовательность со-

стояний |ΦJ(x,z)
〉, а получен исход измерений J ′

(x,z),

есть Pr(J ′
(x,z)|J(x,z)) = 〈ΦJ(x,z)

|MJ′

(x,z)
|ΦJ(x,z)

〉.

Средняя вероятность ошибки по всем последова-

тельностям равна

Perr(N) =
1

N

N∑

J(x,z)

(
1− 〈ΦJ(x,z)

|MJ(x,z)
|ΦJ(x,z)

〉
)
, (8)

где N – число последовательностей. Субоптималь-

ные измерения (pretty good measurements) выбира-

ются в виде

MJ(x,z)
= |Φ̂J(x,z)

〉〈Φ̂J(x,z)
|,

|Φ̂J(x,z)
〉 = Γ−1/2|ΦJ(x,z)

〉,

Γ =

N∑

J(x,z)

|ΦJ(x,z)
〉〈ΦJ(x,z)

|,

(9)

где Γ – оператор Грама. С учетом (9) формула (8)

может быть записана как

Perr(N) =
1

N

N∑

J(x,z)

(
1− |〈Φ̂J(x,z)

|ΦJ(x,z)
〉|2

)
≤

≤
2

N

N∑

J(x,z)

(
1− |〈Φ̂J(x,z)

|Γ1/2|Φ̂J(x,z)
〉|2

)
=

=
2

N
Tr

(
Γ− Γ1′2

)
. (10)

В (10) было использовано равенство

Tr
(
(. . .)|Φ̂J(x,z)

〉〈Φ̂J(x,z)
|
)

= 〈Φ̂J(x,z)
| ((. . .)) |Φ̂J(x,z)

〉.

Далее, 2(Γ − Γ1/2) ≤ Γ2 − Γ (см., например, [4, 14]).

Вычислим среднюю вероятность ошибки по всевоз-

можным реализациям классического источника в

соответствии с распределениями вероятностей pX(x)

и pZ(z) над побочным квантовым и классическим

алфавитами:

Perr(N) ≤
1

N
Tr

(
Γ− Γ1/2

)
= (11)

=
1

N
Tr








N∑

J(x,z)

|ΦJ(x,z)
〉〈ΦJ(x,z)

|


×

×




N∑

J′

(x,z)

|ΦJ′

(x,z)
〉〈ΦJ′

(x,z)
|


−

N∑

J(x,z)

|ΦJ(x,z)
〉〈ΦJ(x,z)

|



,

где усреднение по распределениям pX(x) и pZ(z)

означает

(. . .)=
∑

xi1 ,...,xin

∑

zi1 ,...,zin

[pX(xi1 )pX(xi2 ) . . . pX(xin)]×

× [pZ(zi1)pZ(zi2) . . . pZ(zin)](. . .), (12)

Perr(N) ≤
1

N
Tr

{ N∑

J(x,z) 6=J′

(x,z)

×

×
(
|ΦJ(x,z)

〉〈ΦJ(x,z)
|
) (

|ΦJ′

(x,z)
〉〈ΦJ′

(x,z)
|
)}

=

= (N − 1)Tr

{( ∑

xi1 ,xi2 ,...,xin

pX(xi1 )pX(xi2 ) . . .

. . . pX(xin)|φxi1
〉〈φxi1

|⊗|φxi2
〉〈φxi2

|⊗. . .⊗|φxin
〉〈φxin

|

)
×

×

( ∑

zi1 ,zi2 ...zin

pZ(zi1)pZ(zi2) . . .

. . . pZ(zin)|zi1〉〈zi1 | ⊗ |zi2〉〈zi2 | ⊗ . . .⊗ |zin〉〈zin |

)}
=

= 2(N − 1)Tr
(
ρx

2
)⊗n

· Tr
(
ρz

2
)⊗n

,

где

ρx =
∑

x

pX(x)|φx〉〈φx|, ρz =
∑

z

pZ(z)|z〉〈z|. (13)

Воспользовавшись неравенством min(a ·b) ≤ as ·b1−s,

где 0 ≤ s ≤ 1 (детали см. в [4], а также [14]), получа-

ем

Perr(N = 2nR) ≤ 2(N−1)sTr
(
ρx

1+s
)⊗n

·Tr
(
ρz

1+s
)⊗n

≤

≤ 2 max
0≤s≤1

2−n(maxs{− log[Tr(ρx
1+s)]}−logTr(ρz

1+s)−R),

(14)

Письма в ЖЭТФ том 99 вып. 7 – 8 2014 5
∗



492 С. Н. Молотков, Т. А. Потапова

где R – количество информации в битах, генериру-

емое классическим источником, в пересчете на одну

посылку. Если учитываются только типичные после-

довательности, то R = H(X), если все, то R = logm.

Поскольку − log[Tr
(
ρx

1+s
)
] и − log[Tr

(
ρz

1+s
)
] яв-

ляются выпуклыми вверх функциями s и

1

ds

{
− log

[
Tr

(
ρx

1+s
)]}

s=0
= H(ρx),

1

ds

{
− log

[
Tr

(
ρz

1+s
)]}

s=0
= H(ρz),

(15)

при H(ρx)+H(ρz) > R, вероятность ошибки декоди-

рования с ростом n стремиться к нулю.

Другими словами, если заданы энтропия исход-

ного классического источника R и квантовые состоя-

ния, то минимальное количество побочной классиче-

ской информации H(ρz), необходимое для того, что-

бы приемник смог различить все классические после-

довательности, имея доступ только к побочной кван-

товой и побочной классической информации, состав-

ляет
H(ρz) > R−H(ρx). (16)

Как видно из приведенных выше рассуждений,

конкретный тип источника дополнительной по-

бочной классической информации несущественен.

Важна только энтропия источника. Один из авторов

(С.Н.М.) выражает благодарность Д.А. Кронбергу

за полезные дискуссии.
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