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Введение

В 1937 г. А.А. Андронов и Л.С. Понтрягин [2] ввели понятие грубой систе-
мы дифференциальных уравнений, заданных в ограниченной части плоскости,
т. е. системы, сохраняющей свои качественные свойства при небольших измене-
ниях в правой части. Они доказали, что поток, порожденный такой системой,
характеризуется следующими свойствами:

1) множество неподвижных точек и периодических орбит конечно, и все
его элементы являются гиперболическими;

2) нет сепаратрис, идущих из седла в седло;
3) все ω- и α-предельные множества содержатся в объединении неподвиж-

ных точек и периодических орбит (предельных циклов).
Свойства, приведенные выше, характеризуют также и грубые потоки на дву-
мерной сфере. Принципиальная трудность при переходе от двумерной сферы
к ориентируемым поверхностям положительного рода связана с возможностью
существования новых типов движения – незамкнутых рекуррентных траекто-
рий. Отсутствие таких траекторий у грубых потоков без состояний равнове-
сия на двумерном торе следует из работы А. Г. Майеpа [42] 1939 г. В 1959 г.
М. Пейшото [56] ввел понятие структурной устойчивости потоков, обобща-
ющее понятие грубости. Напомним, что поток f t называется структурно
устойчивым, если для любого достаточно близкого к нему потока gt существу-
ет гомеоморфизм h, переводящий траектории системы gt в траектории систе-
мы f t. В определении грубого потока присутствовало дополнительное требо-
вание C0-близости гомеоморфизма h к тождественному отображению. Теперь
известно, что понятия “грубость” и “структурная устойчивость” эквивалент-
ны, хотя доказательство этого факта весьма нетривиально. В работах [57], [58]
М. Пейшото доказал, что приведенные выше условия 1)–3) являются необходи-
мыми и достаточными условиями структурной устойчивости потоков на ориен-
тируемых замкнутых (компактных без края) поверхностях, а также установил
всюду плотность таких потоков в пространстве всех C1-потоков.

Непосредственное обобщение свойств грубых потоков на ориентируемых по-
верхностях приводит к системам (непрерывным и дискретным) Морса–Смейла.
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Неблуждающее множество такой системы состоит из конечного числа непо-
движных точек и периодических орбит, каждая из которых является гипербо-
лической; при этом устойчивые и неустойчивые многообразия W s

p , Wu
q пересе-

каются трансверсально1 для любых неблуждающих точек p, q. Такое название
системы Морса–Смейла получили после работы С. Смейла [68] 1960 г., где он
впервые ввел потоки с указанными выше свойствами и доказал, что они удо-
влетворяют неравенствам, подобным неравенствам Морса. Позже С. Смейл
и Дж. Палис [52], [55] показали, что системы Морса–Смейла являются струк-
турно устойчивыми, но уже в 1961 г. С. Смейл [70] доказал, что они не ис-
черпывают множества всех грубых систем, построив структурно устойчивый
диффеоморфизм на двумерной сфере S2 с бесконечным числом периодических
точек, известный сейчас как “подкова Смейла”. Тем не менее эти системы важ-
ны как для приложений, поскольку адекватно описывают любые регулярные
устойчивые процессы, так и для исследования топологии фазового простран-
ства, в силу того, что динамика этих систем обладает свойствами глубокой
взаимосвязи с объемлющим многообразием.

Ключевым вопросом в изучении динамической системы является нахождение
набора полных топологических инвариантов – свойств системы, которые одно-
значно определяют разбиение фазового пространства на траектории с точно-
стью до топологической эквивалентности (сопряженности). Напомним, что два
потока f t, f ′t (два диффеоморфизма f , f ′), заданных на n-многообразии Mn,
называются топологически эквивалентными (топологически сопряженными),
если существует гомеоморфизм h : Mn → Mn, переводящий траектории пото-
ка f t в траектории потока f ′t (удовлетворяющий условию f ′h = hf). Топо-
логическая классификация динамических систем занимает особое место в ка-
чественной теории дифференциальных уравнений. Кроме непосредственного
использования полученных топологических инвариантов, ценнейшей инфор-
мацией является обнаружение принципиально новых динамических эффектов.
На сегодняшний день эта проблема имеет богатую историю.

Класс эквивалентности потоков Морса–Смейла на окружности однозначно
определяется числом его неподвижных точек. Для каскадов на окружности
полный топологический инвариант был получен А. Г. Майером [42] в 1939 г. и
состоит из набора трех чисел: числа периодических орбит, их периода и так
называемого порядкового числа. В 1955 г. Е.А. Леонтович и А. Г. Майер [40]
ввели полный топологический инвариант для потоков с конечным числом осо-
бых траекторий на двумерной сфере – схему потока. Она содержала описа-
ние особых траекторий (состояний равновесия, периодических орбит, сепара-
трис седловых состояний равновесия) и их взаимного расположения. В 1971 г.
М. Пейшото [59] формализовал понятие схемы Леонтович–Майера и доказал,
что для систем Морса–Смейла на произвольных поверхностях полным топо-
логическим инвариантом является класс изоморфности его ориентированно-
го графа, вершины которого находятся во взаимно однозначном соответствии
с состояниями равновесия и замкнутыми траекториям, а ребра соответствуют

1Говорят, что два гладких подмногообразия X1, X2, принадлежащих n-многообразию X,
пересекаются трансверсально (находятся в общем положении), если либо X1 ∩ X2 = ∅,
либо TxX1 + TxX2 = TxX для любой точки x ∈ (X1 ∩ X2) (здесь TxA – обозначение для
касательного пространства к многообразию A в точке x).

5*
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компонентам связности инвариантных многообразий состояний равновесия и
замкнутых траекторий, кроме того, изоморфизм сохраняет выбранные специ-
альным образом подграфы2.

Потоки (каскады) Морса–Смейла, заданные на многообразиях размерности
n > 3 (n > 2), обладают новым, по сравнению с системами меньшей размерно-
сти, типом движения, связанным с возможностью пересечений инвариантных
многообразий различных седловых точек – гетероклинических пересечений.
В работе В. C. Афраймовича и Л.П. Шильникова [1] доказано, что ограниче-
ние потоков Моpса–Смейла на замыкание множества гетероклинических тра-
екторий сопряжено с надстройкой над топологической марковской цепью. Тем
не менее инварианта, подобного графу Пейшото, оказалось достаточно, чтобы
описать полный топологический инвариант для широкого подмножества таких
систем, в частности, для диффеоморфизмов Морса–Смейла на поверхностях
с конечным числом гетероклинических орбит (А. Н. Безденежных, В. З. Гри-
нес [6], [7], 1985 г.; В. З. Гринес [25], 1993 г.)3, для потоков с конечным числом
особых траекторий на 3-многообразиях (Я.Л. Уманский [73], 1990 г.), для по-
токов на сфере Sn, n > 3, без замкнутых орбит (С. Ю. Пилюгин [60], 1978 г.),
для диффеоморфизмов с седловыми точками индекса Морса один, заданных
на замкнутых ориентируемых многообразиях Mn, n > 3 (В. З. Гринес, Е. Я. Гу-
ревич, В. С. Медведев [26], [27], 2007–2008 гг.).

Топологическая классификация даже простейших диффеоморфизмов Мор-
са–Смейла на 3-многообразиях не вписывается в концепцию выделения кар-
каса, состоящего из устойчивых и неустойчивых многообразий периодических
орбит. Причина этого эффекта кроется прежде всего в возможности “дико-
го” поведения сепаратрис седловых точек. А именно, замыкание сепаратрисы
может отличаться от сепаратрисы всего одной точкой, но не быть при этом
даже топологическим подмногообразием. Первый диффеоморфизм с дикими
сепаратрисами был построен Д. Пикстоном [61] в 1977 г., он использовал кри-
вую Артина–Фокса [3] для реализации инвариантных многообразий седловой
неподвижной точки (см. рис. 5). Х. Бонатти и В. З. Гринесом [9] в 2000 г.
был рассмотрен класс диффеоморфизмов на трехмерной сфере (диффеомор-
физмов класса Пикстона P), имеющих неблуждающее множество, состоящее
из четырех неподвижных точек: двух стоков, источника и седла. Ими дока-
зано, что класс Пикстона содержит счетное множество попарно топологически
несопряженных диффеоморфизмов. При этом класс топологической сопря-
женности диффеоморфизма f ∈ P однозначно определяется типом вложения

2В работе [51] А.A. Ошемкова, В.В. Шарко была отмечена неточность инварианта Пей-
шото, связанная с тем, что изоморфизм графов не различает типы разбиения на траектории
для области, ограниченной двумя периодическими орбитами.

3Следует отметить также работу Р. Ланжевена [39], где предложен другой подход к на-
хождению топологических инвариантов для таких диффеоморфизмов. Несмотря на то что
в работе [39] не были получены классификационные результаты, тем не менее ее идеи оказа-
лись весьма плодотворными и нашли свое применение в классификации диффеоморфизмов,
что и продемонстрировано, в частности, в настоящем обзоре. Классификация диффеомор-
физмов Морса–Смейла на поверхностях с бесконечным множеством гетероклинических ор-
бит потребовала привлечения аппарата топологических цепей Маpкова и следует из работы
Х. Бонатти и Р. Ланжевена [15], где найдены необходимые и достаточные условия топологи-
ческой сопряженности диффеоморфизмов Смейла (C1-структурно устойчивых диффеомор-
физмов) на поверхностях.



КАСКАДЫ МОРСА–СМЕЙЛА НА 3-МНОГООБРАЗИЯХ 133

одномерной сепаратрисы в бассейн стока, описываемым новым топологическим
инвариантом – гладким вложением окружности S1 (пространства орбит одно-
мерной сепаратрисы) в многообразие S2×S1 (пространство блуждающих орбит
в бассейне стока).

С появлением новых топологических инвариантов возникает естественная
задача – исследование бифуркаций, позволяющих перейти от одного класса то-
пологически сопряженных диффеоморфизмов к другому. При этом специфика
появляющейся здесь бифуркации состоит в том, что структура неблуждающего
множества не меняется, а качественное изменение диффеоморфизма происхо-
дит исключительно за счет смены типа вложения сепаратрис седловых точек.
Авторами обзора совместно с Х. Бонатти и В.С. Медведевым в работе [12] до-
казано, что переход от одного класса топологической сопряженности к другому
в множестве диффеоморфизмов Пикстона возможно осуществить с помощью
последовательности двух бифуркаций типа седло-узел. Отметим, что этот ре-
зультат является решением в классе Пикстона проблемы, поставленной Ж. Па-
лисом и Ч. Пью в работе [54], нахождения гладкой дуги с некоторыми “хоро-
шими” свойствами (например, с конечным числом бифуркаций), соединяющей
две структурно устойчивые динамические системы (два потока или два диф-
феоморфизма). Напомним, что два Cr-диффеоморфизма (r > 0) f, f ′ : X → X
называются Cr-изотопными, если существует Cr-гомотопия F : X × [0, 1] → X
между отображениями f и f ′ такая, что отображение ft : X → X, определен-
ное формулой ft(x) = F (x, t), является Cr-диффеоморфизмом для каждого
t ∈ [0, 1]. Семейство Cr-диффеоморфизмов {ft, t ∈ [0, 1]} называется при этом
Cr-дугой, соединяющей f с f ′. Ш. Ньюхауз и М. Пейшото доказали в рабо-
те [50], что любые потоки Морса–Смейла на замкнутом многообразии могут
быть соединены дугой с конечным числом бифуркаций. Для дискретных ди-
намических систем ситуация иная. Так, из работ Ш. Матсумото [41] и П. Блан-
шара [8] следует, что любая ориентируемая замкнутая поверхность допускает
изотопные диффеоморфизмы Морса–Смейла, которые не могут быть соедине-
ны такой дугой.

Другое отличие диффеоморфизмов Морса–Смейла в размерности 3 от их
поверхностных аналогов состоит в разнообразии гетероклинических пересече-
ний, компонента связности которых может быть не только точкой, как в дву-
мерном случае, но также и кривой, как компактной, так и некомпактной (см.
рис. 2, 3). В серии работ Х. Бонатти, В. З. Гринеса, В. С. Медведева, Э. Пе-
ку, О. В. Починки [9], [11], [13], [14] в 2000–2006 гг. была решена проблема
топологической классификации каскадов Морса–Смейла на 3-многообразиях
либо без гетероклинических точек (градиентоподобных каскадов), либо без ге-
тероклинических кривых. Полная топологическая классификация для мно-
жества MS(M3) сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса–Смейла,
заданных на замкнутых ориентируемых 3-многообразиях M3, анонсирована
в работах О. В. Починки [62], [63], подробное доказательство изложено в [64].
Везде далее через MS(Mn), n > 1, мы будем обозначать множество сохраняю-
щих ориентацию диффеоморфизмов Морса–Смейла, заданных на замкнутых
ориентируемых n-многообразиях Mn.

В силу того, что системы Морса–Смейла существуют на любом компактном
многообразии, интересным и важным является вопрос о взаимосвязи между
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динамикой таких систем и топологической структурой несущих многообразий.
Первая работа в этом направлении принадлежит С. Смейлу [68], который с по-
мощью неравенств Морса установил связь чисел Бетти объемлющего много-
образия с числом и индексом состояний равновесия и замкнутых траекторий
заданного на нем потока Морса–Смейла. В работе Дж. Фрэнкса [24] получены
аналоги неравенств Морса для потоков Морса–Смейла без состояний равнове-
сия. Заметим, что неблуждающее множество потоков Морса–Смейла без то-
чек покоя состоит из периодических траекторий. В работе Д. Азимова [4] для
таких потоков на многообразиях размерности n > 4 построено специальное
разложение несущего многообразия на круговые ручки и доказано, что если
многообразие допускает разложение на круговые ручки, то на данном мно-
гообразии существует поток Морса–Смейла без точек покоя. Топологическая
структура трехмерного многообразия, допускающего поток Морса–Смейла без
точек покоя, исследована в работе Дж. Моргана [49], где показано, что несущее
многообразие представляет собой либо зейфертово многообразие, либо специ-
альное объединение зейфертовых пространств и “толстых” торов T2 × [0, 1].

Прогресс в нахождении взаимоотношений между топологией 3-многообразия
и динамикой заданного на нем каскада Морса–Смейла получен в работах Х. Бо-
натти, В. З. Гринеса, В. С. Медведева, Э. Пеку, Е. В. Жужомы. Так, в ста-
тье [10] получена полная топологическая классификация фазовых пространств
каскадов Морса–Смейла без гетероклинических кривых на 3-многообразиях,
а в работе [33] установлено, что объемлющее 3-многообразие градиентоподоб-
ного диффеоморфизма с ручно вложенными пучками одномерных сепаратрис
седловых точек допускает разбиение Хегора, род которого однозначно опреде-
ляется периодическими данными диффеоморфизма.

Еще одно концептуальное направление качественной теории связано с фунда-
ментальной теоремой динамических систем, доказанной Ч. Конли [19] в 1978 г.
Согласно этой теореме любая непрерывная динамическая система (поток или
каскад) обладает непрерывной функцией Ляпунова, т. е. функцией, убываю-
щей вдоль траекторий системы вне цепно рекуррентного множества и посто-
янной на цепных компонентах. Со многих точек зрения более содержательной
является информация о существовании у гладкой динамической системы энер-
гетической функции, т. е. гладкой функции Ляпунова, множество критических
точек которой совпадает с цепно рекуррентным множеством системы.

Наиболее законченные результаты в этом направлении получены для систем
Морса–Смейла, у которых цепно рекуррентное множество совпадает с множе-
ством неподвижных точек и периодических орбит. С. Смейла [69] в 1961 г. до-
казал существование энергетической функции, являющейся функцией Морса,
у градиентоподобного потока (потока Морса–Смейла без замкнутых траекто-
рий). К. Мейер [44] в 1968 г. обобщил этот результат и построил энергетиче-
скую функцию, являющуюся функцией Морса–Ботта для произвольного пото-
ка Морса–Смейла. Напомним, что точка p ∈Mn называется критической точ-
кой Cr-гладкой (r > 2) функции ψ : Mn → R, если в некоторых локальных ко-

ординатах x1, . . . , xn (xj(p) = 0 для всех j = 1, . . . , n)
∂ψ

∂x1
(p) = · · · = ∂ψ

∂xn
(p) = 0

(gradψ(p) = 0). Критическая точка p называется невырожденной, если матри-

ца вторых производных
∂2ψ

∂xi ∂xj
(p) (матрица Гесса) невырождена, в противном
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случае точка p называется вырожденной. Функция ψ : Mn → R называется
функцией Морса, если все ее критические точки невырождены, и функцией
Морса–Ботта, если гессиан в каждой критической точке невырожден в на-
правлении, нормальном к критическому множеству уровня.

В 1977 г. Д. Пикстон [61] установил существование энергетической функ-
ции, являющейся функцией Морса, для диффеоморфизмов Морса–Смейла на
поверхностях. Кроме того, он построил диффеоморфизм на 3-сфере, не обла-
дающий энергетической функцией, и показал, что этот эффект связан с ди-
ким вложением сепаратрис седловых точек. Авторами обзора в сотрудниче-
стве с Ф. Лауденбахом в работах [31], [32] исследованы условия существова-
ния энергетической функции для каскадов Морса–Смейла на 3-многообразиях.
Из этих исследований стало понятно, что многие каскады Морса–Смейла на
3-многообразиях не обладают энергетической функцией. Это означает, что лю-
бая функция Ляпунова для такой системы, являющаяся функцией Морса, име-
ет дополнительные критические точки (отличные от периодических точек диф-
феоморфизма). Это приводит к понятию функции Ляпунова с минимальным
числом критических точек, которая в работе [30] названа квазиэнергетической.
Там же выделен класс каскадов из множества Пикстона, не обладающих энер-
гетической функцией, для которых построена квазиэнергетическая функция.
Однако проблема построения квазиэнергетической функции для произвольных
каскадов Морса–Смейла является открытой.

Существование у каскада Морса–Смейла энергетической функции накла-
дывает определенные ограничения на его динамику. Однако оно не гаран-
тирует, что диффеоморфизм, обладающий энергетической функцией, вклю-
чается в какой-либо поток даже при отсутствии гетероклинических пересе-
чений. Говорят, что диффеоморфизм f включается в Cm-поток (m > 0),
если он является сдвигом на единицу времени вдоль траекторий некоторого
Cm-потока Xt (f = X1). Проблема включения диффеоморфизма в поток яв-
ляется классической; детальный обзор результатов, полученных в этой области,
изложен в [74]. В частности, из работ [52], [55], в которых доказана структур-
ная устойчивость диффеоморфизмов Морса–Смейла, следует, что для любого
многообразия Mn существует открытое в Diff1(Mn) множество диффеомор-
физмов Морса–Смейла, включающихся в топологический поток (C0-поток).
Заметим, что, согласно [16], множество C2-диффеоморфизмов, включающих-
ся в C1-гладкий поток, нигде не плотно в пространстве диффеоморфизмов
Морса–Смейла. В работе Дж. Палиса [52] найдены некоторые необходимые
условия включения диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) в топологический поток,
показано, что при n = 2 эти условия являются достаточными, и поставлена
задача обобщения этого результата на случай большей размерности. Автора-
ми обзора в сотрудничестве с Е. Я. Гуревич и В.С. Медведевым в статьях [28]
и [29] решена проблема Палиса в размерности n = 3.

Настоящий обзор имеет следующую структуру.
В разделе 1 приводятся необходимые для понимания динамики свойства

диффеоморфизмов Морса–Смейла. Именно, изучается асимптотическое пове-
дение, топология вложения и структура пространства орбит, принадлежащих
сепаратрисам периодических точек.



136 В. З. ГРИНЕС, O.В. ПОЧИНКА

В разделе 2 рассмотрен класс Пикстона, являющийся основой для понима-
ния результатов всех последующих разделов. В п. 2.1 изложен подход к тополо-
гической классификации диффеоморфизмов класса Пикстона, обобщение ко-
торого приводит к полной топологической классификации произвольных диф-
феоморфизмов Морса–Смейла на 3-многообразиях. В п. 2.2 построена простая
дуга, соединяющая два топологически несопряженных каскада в классе Пикс-
тона.

В разделе 3 настоящего обзора приводится полная топологическая клас-
сификация (включая реализацию) диффеоморфизмов из множества MS(M3).
Именно, доказывается, что полным топологическим инвариантом диффеомор-
физма f ∈ MS(M3) является класс эквивалентности его схемы Sf , которая
содержит информацию о периодических данных и топологии вложения в фа-
зовое пространство двумерных инвариантных многообразий седловых точек
диффеоморфизма f . Более того, на основе свойств этой схемы выделяется
множество S абстрактных схем, по каждой из которых, S ∈ S , конструиру-
ется диффеоморфизм fS ∈ MS(M3) такой, что схемы SfS

и S эквивалентны.
В разделе 4 выводятся соотношения между числом gf = (rf − lf + 2)/2, где

rf – число седловых, lf – число узловых (источниковых или стоковых) периоди-
ческих точек диффеоморфизма f ∈ MS(M3), и топологией многообразия M3.
Получена топологическая классификация трехмерных замкнутых ориентиру-
емых 3-многообразий, допускающих диффеоморфизмы Морса–Смейла без ге-
тероклинических кривых. Установлено, что эти многообразия являются либо
трехмерной сферой, если gf = 0, либо связной суммой4 gf копий S2 × S1. Еще
одно соотношение между числом gf и топологией многообразия M3 обнаружи-
вается в том случае, когда диффеоморфизм f является градиентоподобным и
имеет ручно вложенные пучки одномерных сепаратрис. В этом случае объем-
лющее многообразие M3 допускает разбиение Хегора5 рода gf .

В разделе 5 изложены результаты, связанные с существованием энергетиче-
ской функции у каскада Морса–Смейла на 3-многообразии. Так, в п. 5.1 по-
строена квазиэнергетическая функция для подмножества диффеоморфизмов
класса Пикстона. В п. 5.2 для градиентоподобного диффеоморфизма вводится
понятие самоиндексирующейся энергетической функции и доказывается, что
критерий ее существования связан с наличием специальных поверхностей Хего-
ра рода gf . В п. 5.3 для произвольного диффеоморфизма Морса–Смейла трех-
мерного многообразия вводится понятие динамически упорядоченной функции
Морса–Ляпунова, свойства которой тесно связаны с динамикой диффеомор-
физма. Показывается, что необходимые и достаточные условия существования

4Пусть X1, X2 – два компактных n-многообразия, D1 ⊂ X1, D2 ⊂ X2 – подпространства,
гомеоморфные Dn, h1 : Dn → D1 и h2 : Dn → D2 – соответствующие гомеоморфизмы. Пусть
g : ∂D1 → ∂D2 – гомеоморфизм такой, что отображение h−1

2 gh1

∣∣
∂Dn : Sn−1 → Sn−1 меняет

ориентацию. Пространство X1 ♯ X2 = (X1 \ intD1) ∪g (X2 \ intD2) называется связной
суммой пространств X1, X2.

5Трехмерное ориентируемое многообразие называется ручечным телом рода g > 0, если
оно получено из 3-шара меняющим ориентацию отождествлением g пар попарно непересека-
ющихся 2-дисков на границе шара. Граница ручечного тела – ориентируемая поверхность
рода g. Разбиение Хегора рода g > 0 для многообразия M3 – это представление M3 в ви-
де склейки двух ручечных тел рода g посредством некоторого диффеоморфизма их границ,
общая граница этих тел называется поверхностью Хегора в многообразии M3.
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энергетической функции с такими свойствами определяются типом вложения
инвариантных многообразий седловых орбит диффеоморфизма.

В разделе 6 для диффеоморфизмов Морса–Смейла на 3-многообразиях про-
демонстрированы принципиально новые препятствия для включения в поток
по сравнению с их аналогами на поверхностях. Доказано, что критерием вклю-
чения диффеоморфизма f ∈ MS(M3) в топологический поток является так
называемая тривиальность его схемы Sf .

1. Основные свойства

Определение 1.1. Диффеоморфизм f : Mn → Mn, заданный на гладком
замкнутом (компактном без края) связном ориентируемом n-многообразии Mn

(n > 1), называется диффеоморфизмом Морса–Смейла, если
1) неблуждающее множество Ωf конечно и гиперболично;
2) многообразия W s

p , Wu
q пересекаются трансверсально для любых периоди-

ческих точек p, q.

В этом разделе мы приводим необходимые для понимания динамики свой-
ства диффеоморфизмов Морса–Смейла. Сформулированные ниже результа-
ты частично анонсированы и доказаны в обзоре [71] и статьях [52], [55], ис-
черпывающее их доказательство можно найти в монографии [34]. Все факты
приводятся для класса MS(Mn) сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов
Морса–Смейла f : Mn →Mn, заданных на ориентируемых многообразиях Mn.

1.1. Динамика. Пусть f ∈ MS(Mn). Согласно определению 1.1, неблуж-
дающее множество Ωf диффеоморфизма f состоит из конечного числа пе-
риодических точек (Ωf = Perf ). Гиперболическая структура множества Ωf

означает, что в каждой периодической точке p ∈ Ωf периода mp собственные

значения якобиана
(
∂fmp

∂x

)∣∣∣∣
p

по модулю не равны единице. Отсюда следует

существование инвариантных многообразий у каждой периодической точки p:
устойчивого W s

p и неустойчивого Wu
p , которые определяются в топологиче-

ских терминах следующим образом:

W s
p =

{
x ∈Mn : lim

n→+∞
d(fnmp(x), p) = 0

}
,

Wu
p =

{
x ∈Mn : lim

n→+∞
d(f−nmp(x), p) = 0

}
,

где d – метрика на Mn. Более того, dimW s
p = n−qp (dimWu

p = qp), где qp – чис-

ло собственных значений якобиана
(
∂fmp

∂x

)∣∣∣∣
p

, по модулю больших единицы,

называемое индексом Морса. В дальнейшем для любого подмножества P ⊂ Ωf

через Wu
P (W s

P ) обозначаем объединение неустойчивых (устойчивых) многооб-
разий всех точек из P . Компонента связности ℓsp (ℓup) множества W s

p \p (Wu
p \p)

называется устойчивой (неустойчивой) сепаратрисой точки p. Число νp, ко-
торое равно +1, если отображение fmp

∣∣
W u

p
сохраняет ориентацию, и −1, если
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отображение fmp
∣∣
W u

p
меняет ориентацию, называется типом ориентации точ-

ки p. Тройка (mp, qp, νp) = (mOp
, qOp

, νOp
) называется периодическими данны-

ми точки p или орбиты Op.
Периодическая точка p называется седловой, если 0 < qp < n, и узловой

в противном случае, при этом p называется стоком (источником), если qp = 0
(qp = n). Поскольку диффеоморфизм f ∈ MS(Mn) сохраняет ориентацию, то
тип ориентации узловой точки равен +1, тогда как для седловой точки воз-
можны оба типа ориентации +1, −1. Для q ∈ {0, . . . , n} обозначим через Ωq

множество периодических точек с индексом Морса q, через kf число всех пе-
риодических орбит и через kq число периодических орбит с индексом Морса,
меньшим или равным q.

Качественные свойства (с точки зрения топологической сопряженности)
диффеоморфизмов Морса–Смейла во многом определяются вложением, рас-
положением и асимптотическим поведением инвариантных многообразий пе-
риодических точек, описанными в следующем утверждении.

Утверждение 1.1. Пусть f ∈ MS(Mn). Тогда:
1) Mn =

⋃
p∈Ωf

Wu
p ;

2) Wu
p является гладким подмногообразием6 многообразия Mn , гомеоморф-

ным Rqp для любой периодической точки p ∈ Ωf ;
3) cl(ℓup)\(ℓup ∪p) =

⋃
r∈Ωf : ℓu

p∩W s
r ̸=∅ W

u
r для любой неустойчивой сепаратри-

сы ℓup любой периодической точки p ∈ Ωf .

Поскольку устойчивое многообразие периодической точки диффеоморфиз-
ма f является неустойчивым многообразием этой же точки как периодической
точки диффеоморфизма f−1, то все утверждения для неустойчивых много-
образий имеют место (с соответствующими изменениями) и для устойчивых
многообразий.

В силу теоремы о локальной топологической классификации гиперболиче-
ской неподвижной точки диффеоморфизма (см. теорему 5.5 в [53]), отобра-
жение fmp в точке p локально сопряжено линейному диффеоморфизму aqp,νp

:
Rn → Rn, заданному формулой

aqp,νp
(x1, . . . , xn) =

(
νp · 2x1, 2x2, . . . , 2xqp

, νp

xqp+1

2
,
xqp+2

2
, . . . ,

xn

2

)
.

Назовем aq,ν : Rn → Rn каноническим диффеоморфизмом. Более того, обозна-
чим через au

q,ν и as
q,ν его ограничения на Ox1 . . . xq и Oxq+1 . . . xn и назовем их

6Подмножество A Cr-многообразия X (r > 0) называется Cr-подмногообразием, если для
некоторого целого числа 0 6 k 6 n каждая точка множества A принадлежит карте (U,ψ)
многообразия X такой, что ψ(U ∩ A) = Rk или ψ(U ∩ A) = Rk

+, где Rk = {(x1, . . . , xn) ∈
Rn : xk+1 = · · · = xn = 0} и Rk

+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rk : xk > 0}. При этом A становит-
ся Cr-многообразием с картами

{(
U ∩ A,ψ

∣∣
U∩A

)}
. C0-подмногообразие называется также

топологическим подмногообразием.
Классический факт топологии говорит о том, что подмножество A Cr-многообразия X

с r > 1 является Cr-подмногообразие тогда и только тогда, когда оно является образом
Cr-вложения, т. е. существуют Cr-многообразие B и регулярное Cr-отображение g : B → X
(ранг матрицы Якоби отображения g в каждой точке равен размерности многообразия B),
которое гомеоморфно отображает B в подпространство A = g(B) с индуцированной из X
топологией. Отображение g при этом называется Cr-вложением.
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каноническим растяжением и каноническим сжатием соответственно. Со-
гласно пункту 2) утверждения 1.1, Wu

Op
является гладким подмногообразием

в Mn и, следовательно, отображение f
∣∣
W u

Op

: Wu
Op
→Wu

Op
является диффеомор-

физмом. Эти обстоятельства позволяют получить глобальную топологическую
классификацию отображений f

∣∣
W u

Op

в следующем виде.

Утверждение 1.2. Пусть f ∈ MS(Mn). Тогда для любой периодической
точки p ∈ Ωf диффеоморфизм fmp

∣∣
W u

p
: Wu

p → Wu
p топологически сопряжен

с каноническим растяжением au
qp,νp

: Rqp → Rqp .

В случае, когда периодическая точка диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) явля-
ется седловой, информативным становится не только вложение в объемлющее
пространство ее инвариантных многообразий, но и вложение f -инвариантной
окрестности ее орбиты.

Для q ∈ {1, . . . , n − 1}, t ∈ (0, 1] положим N t
q = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : (x2

1 +
· · · + x2

q)(x
2
q+1 + · · · + x2

n) < t} и N 1
q = Nq. Заметим, что множество N t

q

является инвариантным относительно канонического диффеоморфизма aq,ν ,
имеющего единственную неподвижную седловую точку в начале координат O
с неустойчивым многообразием Wu

O = Ox1 . . . xq и устойчивым многообразием
W s

O = Oxq+1 . . . xn.

Определение 1.2. Пусть f ∈ MS(Mn). Окрестность Nσ седловой точки
σ ∈ Ωf назовем линеаризующей, если существует гомеоморфизм µσ : Nσ →
Nqσ

, сопрягающий диффеоморфизм fmσ
∣∣
Nσ

c каноническим диффеоморфиз-
мом aqσ,νσ

∣∣
Nqσ

.

Окрестность NOσ =
⋃mσ−1

k=0 fk(Nσ), оснащенную отображением µOσ , состав-
ленным из гомеоморфизмов µσf

−k : fk(Nσ) → Nqσ , k = 0, . . . ,mσ − 1, будем
называть линеаризующей окрестностью орбиты Oσ и гомеоморфизм µOσ

–
линеаризующим.

Утверждение 1.3. Любая седловая точка (орбита) диффеоморфизма f ∈
MS(Mn) обладает линеаризующей окрестностью.

Определим в окрестности Nq пару трансверсальных слоений Fu
q , F s

q следу-
ющим образом:

Fu
q =

⋃
(cq+1,...,cn)∈Oxq+1...xn

{(x1, . . . , xn) ∈ Nq : (xq+1, . . . , xn) = (cq+1, cn)},

F s
q =

⋃
(c1,...,cq)∈Ox1...xq

{(x1, . . . , xn) ∈ Nq : (x1, . . . , xq) = (c1, . . . , cq)}.

Заметим, что канонический диффеоморфизм aq,ν переводит слои слоения Fu
q

(F s
q ) в слои этого же слоения. В силу утверждения 1.3, для любой седловой

точки σ диффеоморфизма f ∈ MS(M3) слоения Fu
qσ

, F s
qσ

индуцируют посред-
ством линеаризующего гомеоморфизма f -инвариантные слоения Fu

Oσ
, F s

Oσ
на

линеаризующей окрестности NOσ
, которые называются линеаризующими (см.

рис. 1).
Согласно пункту 1) утверждения 1.1, инвариантные многообразия перио-

дических точек диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) являются подмногообразиями
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Рис. 1. Линеаризующие слоения в линеаризующей окрестности

многообразия Mn. Тем не менее замыкание инвариантного многообразия сед-
ловой точки может иметь сложную топологическую структуру. Это явление
может иметь как динамическую, так и чисто топологическую природу. Первый
случай соответствует ситуации, когда сепаратриса седловой точки участвует
в гетероклинических пересечениях.

Определение 1.3. Если σ1, σ2 – различные периодические седловые точки
диффеоморфизма f ∈ MS(Mn), для которых W s

σ1
∩Wu

σ2
̸= ∅, то пересечение

W s
σ1
∩Wu

σ2
называется гетероклиническим. При этом:

– в случае dim(W s
σ1
∩Wu

σ2
) > 0 компонента связности пересечения W s

σ1
∩Wu

σ2

называется гетероклиническим многообразием, а в случае dim(W s
σ1
∩Wu

σ2
) = 1 –

гетероклинической кривой (см. рис. 2);

Рис. 2. Гетероклинические кривые

– в случае dim(W s
σ1
∩ Wu

σ2
) = 0 пересечение W s

σ1
∩ Wu

σ2
является счетным

множеством и каждая точка этого множества называется гетероклинической
точкой, а орбита гетероклинической точки называется гетероклинической ор-
битой (см. рис. 3).
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Рис. 3. Гетероклинические точки

Определение 1.4. Диффеоморфизм f ∈ MS(Mn) называется градиенто-
подобным, если из условия W s

σ1
∩Wu

σ2
̸= ∅ для различных точек σ1, σ2 ∈ Ωf

следует, что dimWu
σ1
< dimWu

σ2
.

Из условия трансверсальности пересечения инвариантных многообразий не-
посредственно следует, что диффеоморфизм f ∈ MS(Mn) является градиенто-
подобным, если и только если он не имеет гетероклинических точек.

В силу пункта 3) утверждения 1.1, замыкание сепаратрисы седловой точки,
участвующей в гетероклиническом пересечении, не имеет структуры тополо-
гического многообразия, в противном случае оно является топологически вло-
женным многообразием, поскольку получается компактификацией евклидова
пространства одной точкой. Напомним, что C0-отображение g : B → X назы-
вается топологическим вложением топологического многообразия B в мно-
гообразие X, если оно гомеоморфно отображает B на подпространство g(B)
с индуцированной из X топологией. При этом образ A = g(B) называется
топологически вложенным многообразием. Заметим, что топологически вло-
женное многообразие не является топологическим подмногообразием в общем
случае. Если A – подмногообразие, то оно называется ручным или ручно вло-
женным, в противном случае A называется диким или дико вложенным и
точки, в которых не выполняются условия определения топологического под-
многообразия, называются точками дикости.

Утверждение 1.4. Пусть f ∈ MS(Mn) и σ – седловая точка f такая, что
неустойчивая сепаратриса ℓuσ не участвует в гетероклинических пересече-
ниях. Тогда

cl(ℓuσ) \ (ℓuσ ∪ σ) = {ω},

где ω – стоковая периодическая точка. При этом, если qσ = 1, то cl(ℓuσ)
есть топологически вложенная дуга в Mn , а если qσ > 2, то cl(ℓuσ) есть
топологически вложенная в Mn сфера Sqσ .

В силу пункта 2) утверждения 1.1, множество ℓuσ ∪ σ является гладким под-
многообразием многообразияMn. Однако многообразие cl(ℓuσ) может оказаться
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диким в точке ω, в этом случае сепаратриса ℓuσ называется дикой, в противном
случае она называется ручной.

В случае n = 2 результаты Э. Мойса [48] гарантируют, что любая компакт-
ная дуга и, следовательно, любая сепаратриса без гетероклинических точек
ручно вложена в M2. Пример (не связанный с динамикой) компактной дикой
дуги в S3 с одной точкой дикости был построен Э. Артином и Р. Фоксом [3]
в 1948 г. В 1977 г. Д. Пикстон [63] реализовал эту дугу сепаратрисами седловой
точки диффеоморфизма Морса–Смейла на 3-сфере (см. рис. 4). В следующем
утверждении сформулирован критерий ручного вложения сепаратрис седловых
точек диффеоморфизма f ∈ MS(M3) в объемлющее 3-многообразие.

Рис. 4. Пример Пикстона

Утверждение 1.5. Пусть f ∈ MS(M3), ω – стоковая точка и ℓuσ – од-
номерная (двумерная) сепаратриса седла σ такая, что ℓuσ ⊂ W s

ω . Сепаратри-
са ℓuσ является ручно вложенной в M3 тогда и только тогда, когда существу-
ет гладкий 3-шар Bω ⊂ W s

ω , содержащий ω в своей внутренности и такой,
что сепаратриса ℓuσ пересекает ∂Bω в единственной точке (по единственной
окружности).

Поскольку сопрягающий гомеоморфизм должен переводить инвариантные
многообразия периодических точек одного диффеоморфизма в аналогичные
многообразия другого, становится очевидным существование по крайней мере
двух топологически несопряженных диффеоморфизмов, имеющих изоморф-
ные графы, – это диффеоморфизм f , все сепаратрисы которого являются руч-
ными, и диффеоморфизм f ′, среди сепаратрис которого есть дикие (см. рис. 5).
Отсюда следует, что граф не является полным топологическим инвариантом
и нужны механизмы, отслеживающие не только асимптотику сепаратрис, но
и топологию их вложения. Для этого нам понадобится небольшой экскурс
в теорию действия групп на многообразии. Основным источником информа-
ции, приведенной в следующем пункте, является замечательная книга [38].
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Рис. 5. Диффеоморфизмы класса Пикстона, не являющиеся тополо-
гически сопряженными

1.2. Пространства орбит. Пусть g : X → X – диффеоморфизм многооб-
разия X и nX – число компонент связности многообразия X. Обозначим че-
рез X/g пространство g-орбит на X и через pg : X → X/g естественную проек-
цию. Для простоты изложения мы будем предполагать, что пространство X/g
связно. Говорят, что g действует разрывно на X, если для любого компактного
множества K ⊂ X множество элементов k ∈ Z таких, что gk(K) ∩ K ̸= ∅,
конечно. В случае такого действия проекция pg является накрытием, которое
индуцирует гомоморфизм ηg : π1(X/g) → Z следующим образом. Обозначим
через p−1

g (x̂) прообраз точки x̂ ∈ X/g относительно pg. Заметим, что p−1
g (x̂)

является орбитой любой точки x ∈ p−1
g (x̂). Пусть ĉ – петля в X/g такая, что

ĉ(0) = ĉ(1) = x̂. В силу теоремы о монодромии существует петля c в X с на-
чалом в точке x (c(0) = x), которая является поднятием пути c. Более того,
существует элемент k ∈ nXZ такой, что c(1) = gk(x). Здесь nXZ обозначает
множество целых чисел, кратных nX . Пусть ηg : π1(X/g) → nXZ – отображе-
ние, переводящее [ĉ] в k. Фундаментальной областью действия g на X назы-
вается замкнутое множество Dg ⊂ X, для которого существует множество D̃g

со следующими свойствами:
1) cl(D̃g) = Dg;
2) gk(D̃g) ∩ D̃g = ∅ для всех k ∈ (Z \ {0});
3)

⋃
k∈Z g

k(D̃g) = X.

Утверждение 1.6. Пусть диффеоморфизм g действует разрывно на n-мно-
гообразии X . Тогда:

1) естественная проекция pg : X → X/g является накрытием;
2) пространство орбит X/g является гладким n-многообразием;
3) для фундаментальной области Dg действия g на X пространства ор-

бит Dg/g и X/g гомеоморфны;
4) отображение ηX/g : π1(X/g) → nXZ является эпиморфизмом.
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1) q = 1, ν = −1

2) q = 1, ν = +1

3) q = 2, ν = −1

4) q = 2, ν = +1

Рис. 6. Пространства орбит канонического растяжения

Проиллюстрируем вышеприведенное утверждение на пространстве орбит
Ŵ u

q,ν = (Rq \ O)/au
q,ν действия канонического растяжения au

q,ν на Rq \ O для
q ∈ {1, . . . , n}, ν ∈ {+1,−1}. Это действие является разрывным, и его фунда-
ментальная область имеет вид {(x1, . . . , xq) ∈ Rq : 1 6 x2

1 + · · · + x2
q 6 4} (см.

рис. 6), что приводит к следующему списку пространств:

1) пространство Ŵ u
1,−1 гомеоморфно окружности S1;

2) пространство Ŵ u
1,+1 гомеоморфно паре окружностей S1 × S0;

3) пространство Ŵ u
2,−1 гомеоморфно бутылке Клейна;

4) пространство Ŵ u
2,+1 гомеоморфно двумерному тору T2;

5) пространство Ŵ u
q,−1, q > 3, гомеоморфно обобщенной бутылке Клейна (то-

пологическому пространству, которое получается из Sq−1 × [0, 1] отождествле-
нием его границ посредством отображения g : Sq−1×{0} → Sq−1×{1}, заданного
формулой g(x1, x2, . . . , xq, 0) = (−x1, x2, . . . , xq, 1));

6) пространство Ŵ u
q,+1 гомеоморфно Sq−1 × S1.

Следующий результат частично объясняет, как топологическая классифи-
кация диффеоморфизмов сводится к манипуляциям с топологическими объек-
тами.
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Утверждение 1.7. Пусть диффеоморфизмы g , g′ действуют разрывно на
многообразиях X , X ′ соответственно и пространства X/g , X ′/g′ являются
связными. Тогда:

1) если h : X → X – гомеоморфизм (диффеоморфизм) такой, что hg = g′h,
то отображение ĥ : X/g → X ′/g′ , заданное формулой ĥ = pg′hp

−1
g , является

гомеоморфизмом и ηg = ηg′ ĥ∗ , где ĥ∗ – индуцированный гомеоморфизмом ĥ
изоморфизм;

2) если ĥ : X/g → X ′/g′ – гомеоморфизм (диффеоморфизм) такой, что ηg =
ηg′ ĥ∗ , то для любых точек x ∈ X и x′ ∈ p−1

g′ (ĥ(pg(x̂))) существует един-
ственный гомеоморфизм h : X → X ′ , являющийся поднятием ĥ и такой, что
hg = g′h, h(x) = x′ .

Из утверждений 1.2 и 1.7 получаем следующий факт.

Утверждение 1.8. Пусть p – периодическая точка c индексом Морса qp > 1
диффеоморфизма f ∈ MS(Mn). Тогда пространство орбит Ŵu

Op
= (Wu

Op
\Op)/f

является гладким qp-многообразием, гомеоморфным Ŵ u
qp,νp

.

2. Класс Пикстона

Обозначим через P класс диффеоморфизмов Морса–Смейла f ∈ MS(M3),
неблуждающее множество которых состоит из неподвижного источника α, не-
подвижного седла σ и неподвижных стоков ω1, ω2. Пример Пикстона принад-
лежит именно этому классу, и мы называем класс P классом Пикстона.

2.1. Полный топологический инвариант. В этом пункте мы изложим
подход к топологической классификации диффеоморфизмов класса Пикстона,
обобщение которого приводит к полной топологической классификации произ-
вольных диффеоморфизмов Морса–Смейла на 3-многообразиях (см. раздел 3).

2.1.1. Необходимые и достаточные условия топологической сопряженности.
Положим Vf = Wu

αf
\ αf , V̂f = Vf/f и обозначим через pf : Vf → V̂f естествен-

ную проекцию. В силу утверждения 1.8, факторпространство V̂f гомеоморфно
S2×S1, из утверждения 1.6 следует, что проекция pf : Vf → V̂f является накры-
тием и индуцирует эпиморфизм ηf : π1(V̂f ) → Z. Согласно утверждению 1.8,
пространство L̂s

f = pf (W s
σf
\σf ) является двумерным тором, гладко вложенным

в многообразие V̂f . При этом тор L̂s
f является гомотопически нетривиальным,

т. е. iL̂s
f∗

(π1(L̂s
f )) ̸= 0, где iL̂s

f∗
: L̂s

f → V̂f – отображение включения. Более того,

из определения эпиморфизма ηf следует, что ηf (iL̂s
f∗

(π1(L̂s
f ))) = Z (см. рис. 7).

Определение 2.1. Набор Sf = (V̂f , ηf , L̂
s
f ) называется схемой диффеомор-

физма f ∈ P.

На рис. 7 представлены геометрические составляющие схем Sf , Sf ′ диффео-
морфизмов f , f ′, фазовые портреты которых изображены на рис. 5. В действи-
тельности на рис. 7 изображены фундаментальные области действия диффео-
морфизмов f , f ′ на Vf , Vf ′ соответственно. Каждая фундаментальная область
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Рис. 7. Схемы диффеоморфизмов класса Пикстона

является трехмерным кольцом, из которого пространства орбит V̂f , V̂f ′ по-
лучаются отождествлением граничных сфер кольца посредством диффеомор-
физма f , f ′. При этом пространства орбит L̂s

f , L̂s
f ′ получаются из цилиндров

отождествлением окружностей с одинаковыми номерами.
Из утверждения 1.7 следует, что если диффеоморфизмы f, f ′ ∈ P тополо-

гически сопряжены, то их схемы эквивалентны в смысле следующего опреде-
ления.

Определение 2.2. Схемы Sf , Sf ′ диффеоморфизмов f, f ′ ∈ P называются
эквивалентными, если существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ со следующими
свойствами:

1) ηf = ηf ′ ϕ̂∗;
2) ϕ̂(L̂s

f ) = L̂s
f ′ .

В действительности класс эквивалентности схемы является полным тополо-
гическим инвариантом для диффеоморфизма Пикстона.

Теорема 2.1. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ P топологически сопряжены тог-
да и только тогда, когда их схемы Sf , Sf ′ эквивалентны.

Идея доказательства состоит в следующем. Согласно пункту 1) утвержде-
ния 1.1, объемлющее многообразие представляется в виде объединения M3 =
Vf ∪ Wu

σ ∪ Ωf . В силу утверждения 1.7, из существования гомеоморфизма
ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ , осуществляющего эквивалентность схем Sf , Sf ′ , следует суще-
ствование гомеоморфизма ϕ : Vf → Vf ′ , сопрягающего диффеоморфизмы f

∣∣
Vf

,
f ′

∣∣
Vf′

и такого, что ϕ(W s
σ \ σ) = W s

σ′ \ σ′. В общем случае этот гомеоморфизм
не продолжается на множество Wu

σ . Однако ϕ можно модифицировать в ли-
неаризующей окрестности Nσ так, чтобы он переводил слои линеаризующего
слоения F s

σ в слои линеаризующего слоения F s
σ′ и, следовательно, единствен-

ным образом продолжался до искомого сопрягающего гомеоморфизма.
Такая модификация осуществляется в пространствах орбит V̂f , V̂f ′ , куда

линеаризующие окрестности Nσ, Nσ′ проектируются как трубчатые окрестно-
сти N(L̂s

f ), N(L̂s
f ′) торов L̂s

f , L̂s
f ′ , расслоенные двумерными слоями F̂ s

σ , F̂ s
σ′ , яв-

ляющимися проекциями в силу pf , pf ′ двумерных линеаризующих слоев F s
σ , F s

σ′
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Рис. 8. Построение сопрягающего гомеоморфизма

соответственно (см. рис. 8). Слоение F s
σ (F s

σ′) имеет единственный компактный
слой L̂s

f (L̂s
f ′), и группа его голономий7 Hol(L̂s

f , x̂) (Hol(L̂s
f ′ , x̂

′)) является бес-
конечной циклической группой. Образующая этой группы является ростком
растяжения интервала с одной неподвижной точкой. Поскольку все такие рас-
тяжения топологически сопряжены в окрестности неподвижной точки, то голо-
номии Hol(L̂s

f , x̂), Hol(L̂s
f ′ , x̂

′) являются сопряженными. Более того, сопрягаю-
щий гомеоморфизм можно выбрать совпадающим с ϕ̂ на L̂s

f . Тогда существуют
окрестности U(L̂s

f ), U(L̂s
f ′) торов L̂s

f , L̂s
f ′ и гомеоморфизм ϕ̂0 : U(L̂s

f ) → U(L̂s
f ′),

совпадающий с ϕ̂ на L̂s
f и переводящий слои слоений F̂ s

σ

∣∣
U(L̂s

f )
в слои слоений

F̂ s
σ′

∣∣
U(L̂s

f′ )
(см., например, [17; гл. IV, теорема 2]).

Определим отображение φ̂ на U(L̂s
f ) формулой φ̂ = ϕ̂−1ϕ̂0. Отождествим

окрестность U(L̂s
f ) с множеством T2 × [−1, 1]. Построим изотопию φ̂t : T2 ×

[−1, 1] → T2×[−1, 1] такую, что φ̂0 = φ̂, φ̂1 = id
∣∣
T2×[−1,1]

и φ̂t(T2×{0}) = T2×{0}
для t ∈ [0, 1] следующим образом. Определим отображения h+,t : T2 × [t, 1] →
T2 × [0, 1] и h−,t : T2 × [−1,−t] → T2 × [−1, 0], t ∈ [0, 1), формулами

h+,t(x, s) =
(
x,
s− t

1− t

)
, h−,t(x, s) =

(
x,

s+ t

−1 + t

)
,

7Пусть F – гладкое слоение коразмерности m на n-многообразии и F – компактный слой
этого слоения. Пусть Σ – гладкая локальная секущая размерности m к слоям слоения F ,
проходящая через точку x ∈ F . Тогда каждой замкнутой в точке x петле c ⊂ F соответ-
ствует диффеоморфизм ψc : Σ → Σ с неподвижной точкой x, переводящий точку y ∈ Σ
на слое слоения F в точку первого возвращения этого слоя на секущую Σ вдоль петли c.
Если c′ ∈ [c] ∈ π1(F, x), то отображения ψc′ и ψc совпадают в некоторой окрестности точ-
ки x, т. е. принадлежат одному и тому же ростку диффеоморфизмов Σ в точке x. Таким
образом, отображение c→ ψc индуцирует гомоморфизм Φ: π1(F, x) → G(Σ, x) из фундамен-
тальной группы слоя F в точке x в группу ростков диффеоморфизмов Σ в точке x̂. Группа
Hol(F, x) = Φ(π1(F, x)) называется группой голономий F в точке x. Голономии F и F ′ на-
зываются сопряженными, если существуют секущие Σ, Σ′, трансверсальные F , F ′ в точках
x ∈ F , x′ ∈ F ′, и гомеоморфизм h : F ∪ Σ → F ′ ∪ Σ′ такой, что ψh(c) = hψch−1 для любого
[c] ∈ π1(F, x) вблизи точки x′.
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Рис. 9. Реализация абстрактной схемы

положим

φ̂t(x, s) =


h−1
−,tφ̂h−,t(x, s), s ∈ [−1,−t],

(x, s), |s| 6 t,

h−1
+,tφ̂h+,t(x, s), s ∈ [t, 1],

и продолжим семейство φ̂t, t ∈ [0, 1), по непрерывности отображением φ̂1(x, s) =
(x, s). Тогда существует гомеоморфизм Φ̂ : U(L̂s

f ) → U(L̂s
f ), тождественный на

границе ∂U(L̂s
f ) и совпадающий с φ̂ в некоторой окрестности L̂s

f (см., напри-
мер, [10; следствие 3.14]). Отсюда следует, что гомеоморфизм ϕ̂Φ̂ является
искомой модификацией гомеоморфизма ϕ̂.

2.1.2. Реализация. Чтобы описать идею реализации диффеоморфизмов клас-
са Пикстона, представим многообразие S2 × S1 как пространство орбит
(R3 \ O)/au

3,+1 действия канонического растяжения на R3 \ O. В силу утвер-
ждения 1.6, естественная проекция pS2×S1 : R3 \ O → S2 × S1 этого действия
является накрытием и индуцирует эпиморфизм ηS2×S1 : π1(S2 × S1) → Z. Из
утверждений 1.2, 1.7 следует, что схема любого диффеоморфизма f ∈ P эк-
вивалентна (в смысле определения 2.2) набору S = (S2 × S1, ηS2×S1 , L̂s), где
L̂s ⊂ S2 × S1 – двумерный тор такой, что η(iL̂s∗(π1(L̂s))) = Z. Любой такой
набор S называется абстрактной схемой. Имеет место следующая теорема
реализации.

Теорема 2.2. Для любой абстрактной схемы S = (S2 × S1, ηS2×S1 , L̂s) су-
ществует диффеоморфизм fS ∈ P , схема которого эквивалентна S .

Возможность реализации абстрактной схемы S = (S2 × S1, ηS2×S1 , L̂s) диф-
феоморфизмом из класса Пикстона основана на следующем наблюдении. Выбе-
рем трубчатую окрестность N(L̂s) ⊂ S2×S1 тора L̂s. Положим Ls = p−1

S2×S1(L̂s)
и N(Ls) = p−1

S2×S1(N(L̂s)). Поскольку окрестность N(L̂s) гомеоморфна про-
странству орбит (N1 \Wu

O)/a1,+1, то, в силу утверждения 1.7, существует диф-
феоморфизм νs : N(Ls) → N1\Wu

O, сопрягающий диффеоморфизмы au
3,+1

∣∣
N(Ls)

и a1,+1

∣∣
N1\W u

O

. Это обстоятельство позволяет “вклеить окрестность линейного
седла” в многообразие R3\O (см. рис. 9). Последнее означает существование на
многообразииMs = (R3\O)∪νs

N1 диффеоморфизма fMs
: Ms →Ms, неблужда-

ющее множество которого состоит из единственной гиперболической седловой



КАСКАДЫ МОРСА–СМЕЙЛА НА 3-МНОГООБРАЗИЯХ 149

Рис. 10. Перестройка вдоль тора

точки σ с индексом Морса 1, а его ограничение на многообразие Ru = Ms \Wu
σ

топологически сопряжено каноническому растяжению au
3,+1.

Многообразие Rs = Ms \W s
σ получается из многообразия R3 \ O удалени-

ем множества N(Ls) и вклеиванием множества N1 \W s
O. Тогда пространство

орбит Rs/fs получается из исходного многообразия S2 × S1 так называемой
перестройкой вдоль тора L̂s. Эта хирургическая операция состоит в удале-
нии трубчатой окрестности N(L̂s) (гомеоморфной пространству орбит N̂ s

1,+1 =
(N1\Wu

O)/a1,+1) и приклеивании к границе полученного многообразия двух за-
полненных торов (гомеоморфных пространству орбит N̂ u

1,+1 = (N1\W s
O)/a1,+1)

так, что меридиан заполненного тора (граница двумерного диска в заполнен-
ном торе, не стягиваемая на граничном торе) отождествляется с гомотопически
тривиальной в S2×S1 кривой (см. рис. 10). Поскольку тор L̂s является гомото-
пически нетривиальным в S2×S1, то он ограничивает заполненный тор в S2×S1

(см., например, [9; теорема 4]). Так как многообразие, полученное из двух за-
полненных торов, склеенных по границам посредством диффеоморфизма, пе-
реводящего меридиан в меридиан, диффеоморфно S2 × S1 (см., например, [23;
предложение 7.1]), то многообразие (S2 × S1)L̂s , полученное перестройкой мно-
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Рис. 11. Построение шара B для сферы Артина–Фокса

гообразия S2 × S1 вдоль тора L̂s, состоит из двух копий S2 × S1. Тогда из
утверждения 1.7 следует, что многообразие Rs = Ms \ W s

σ состоит из двух
компонент связности и ограничение диффеоморфизма fMs

на каждую из них
топологически сопряжено каноническому сжатию as

0,+1.
Компактифицируем многообразие Ms тремя точками и доопределим диф-

феоморфизм fMs по непрерывности тремя неподвижными гиперболическими
узлами: одним источником и двумя стоками. Тогда построенный диффеомор-
физм fS принадлежит классу Пикстона и его схема эквивалентна S.

2.1.3. Топология объемлющего многообразия.

Теорема 2.3. Для любого диффеоморфизма f ∈ P объемлющее многообра-
зие диффеоморфно 3-сфере S3 .

В основе доказательства теоремы 2.3 лежит замечательная лемма, описыва-
ющая топологическую структуру окрестности сферы с одной точкой дикости.

Лемма 2.1. Пусть η : S2 → M3 – топологическое вложение 2-сферы, ко-
торое является гладким всюду, кроме одной точки, и пусть Σ = η(S2). Тогда
любая окрестность V сферы Σ содержит окрестность K , диффеоморфную
S2 × [0, 1].

Доказательство леммы 2.1 сводится к построению гладкого 3-шара B ⊂M3,
содержащего во внутренности точку дикости x0 и такого, что ∂B∩Σ состоит из
одной окружности. Тогда искомая окрестностьK получается из B добавлением
трубчатой окрестности двумерного диска D = Σ \ intB. Как построить такой
шар B в случае дикой сферы Артина–Фокса, показано на рис. 11. Заметим,
что в конструкции принципиально используется наличие не более чем одной
точки дикости у сферы Σ и это не случайно, поскольку лемма 2.1 не имеет
места в случае двух и более точек дикости. Пример двумерной сферы с двумя
точками дикости в R3 приведен на рис. 12.

Теперь нетрудно выстроить схему доказательства теоремы 2.3. В силу утвер-
ждений 1.1 и 1.4, множество Σ = W s

σ ∪ α является топологически вложен-
ной сферой, гладкой всюду, кроме точки α. Поскольку объемлющее мно-
гообразие M3, согласно пункту 1) утверждения 1.1, представляется в виде
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Рис. 12. Двумерная сфера с двумя точками дикости в R3

M3 = Σ ∪W s
ω1
∪Wu

ω2
, то окрестность K, удовлетворяющая заключению лем-

мы 2.1, имеет граничные сферы S1, S2 в бассейнах W s
ω1

, Wu
ω2

соответственно.
Поскольку каждый из бассейнов гомеоморфен R3, то множество M3 \ intK
состоит из гладких 3-шаров B1 ⊂ W s

ω1
, B2 ⊂ Wu

ω2
таких, что ∂B1 = S1,

∂B2 = S2. Таким образом, многообразие M3 образовано склеиванием двух
гладких 3-шаров B1 и B2 ∪K по границе и, следовательно, диффеоморфно S3

(см., например, [23]).

2.2. Бифуркации, меняющие тип вложения сепаратрис. Обозначим
через J(S3) множество сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов “Север-
ный полюс –Южный полюс”, т. е. диффеоморфизмов, неблуждающие множе-
ства которых состоят в точности из двух гиперболических точек: источник и
сток. Основная теорема этого пункта имеет следующий вид.

Теорема 2.4. Для любых диффеоморфизмов f, f ′ ∈ P существует гладкая
дуга {ft ∈ Diff(S3)} такая, что:

1) f0 = f , f1 = f ′ ;
2) ft ∈ P для всех t ∈ [0, 1/3) ∪ (2/3, 1];
3) ft ∈ J(S3) для всех t ∈ (1/3, 2/3);
4) неблуждающее множество диффеоморфизма fi/3 , i = 1, 2, состоит из

двух гиперболических неподвижных точек: источник и сток, и одной неги-
перболической неподвижной точки типа седло-узел.

Доказательство теоремы 2.4 состоит из двух частей:
(I) построение гладкой дуги с одной бифуркационной точкой типа седло-узел

между произвольным диффеоморфизмом из класса Пикстона и некоторым
диффеоморфизмом типа “Северный полюс –Южный полюс”;

(II) построение гладкой изотопии между любыми диффеоморфизмами типа
“Северный полюс –Южный полюс”, состоящей из диффеоморфизмов этого же
типа.

(I) Ключом к решению первой проблемы является основополагающее свой-
ство всех диффеоморфизмов класса Пикстона, сформулированное в следую-
щем предложении.

Предложение 2.1. По меньшей мере одна из одномерных сепаратрис лю-
бого диффеоморфизма f ∈ P является ручной.
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Это обстоятельство позволяет уложить ручную сепаратрису на координат-
ную ось в локальных координатах соответствующего стока и произвести на ней
стандартное слияние седла со стоком, тем самым решив задачу (I).

Для доказательства предложения 2.1 вновь используется переход к про-
странству орбит.

Для диффеоморфизма f ∈ P обозначим через γ1, γ2 неустойчивые сепара-
трисы точки σf . Согласно утверждению 1.4, замыкание cl(γi) (i = 1, 2) одно-
мерной неустойчивой сепаратрисы точки σ гомеоморфно простой компактной
дуге и состоит из этой сепаратрисы и двух точек: точки σ и стока. Предполо-
жим для определенности, что точка ωi принадлежит дуге cl(γi). Для i = 1, 2
положим Vi = W s

ωi
\ ωi и V̂i = Vi/f . Из результатов п. 1.2 следует, что есте-

ственная проекция pi : Vi → V̂i является накрытием и индуцирует эпиморфизм
ηi : π1(V̂i) → Z. При этом многообразие V̂i гомеоморфно многообразию S2 × S1

и множество γ̂i = pi(γi) является узлом (гомеоморфным образом окружности)
в многообразии V̂i таким, что ηi(iγ̂i∗(π1(γ̂i))) = Z.

Ключом к доказательству предложения 2.1 является следующий критерий
ручности одномерной сепаратрисы γi, i = 1, 2.

Лемма 2.2. Сепаратриса γi , i = 1, 2, является ручной тогда и только тог-
да, когда существует трубчатая окрестность N(γ̂i) узла γ̂i в многообразии V̂i

такая, что многообразие V̂i \N(γ̂i) гомеоморфно заполненному тору.

Достаточность условий леммы 2.2 основана на том, что из условия суще-
ствования окрестности N(γ̂i) следует существование гомеоморфизма ϕ̂i : V̂i →
S2×S1 такого, что ϕ̂i(γ̂i) = {xi}×S1 для некоторого xi ∈ S2. В силу утвержде-
ния 1.7, это влечет существование гомеоморфизма ϕi : W s

ωi
→ R3 такого, что

ϕ(γi) = R+.
Приведем схему доказательства необходимости условий леммы 2.2. Если се-

паратриса γi является ручной, то по определению ручности существует гладкий
3-шар Bi ⊂ W s

ωi
, содержащий ωi и такой, что сепаратриса γi пересекает ∂Bi

в единственной точке. Стандартными топологическими методами можно де-
формировать его в гладкий 3-шар (который мы снова обозначим через Bi)
с дополнительным свойством: f(Bi) ⊂ intBi.

Положим Ki = Bi\ int f(Bi). По построению трехмерное кольцо Ki является
фундаментальной областью действия f на Vi, и, следовательно, в силу утвер-
ждения 1.6, Ki/f гомеоморфно V̂i. Выберем трубчатую окрестность Ni ⊂ Ki

дуги li = γi∩Ki так, чтобы для двумерного диска di = Ni∩∂Bi его образ f(di)
совпадал с пересечением Ni ∩ ∂f(Bi). По построению множество Gi = Ki \Ni

ограничено двумерной сферой, составленной из дисков δi = ∂Bi \ di, f(δi) и
двумерного кольца ∂Ni ∩ intGi. Отсюда следует, что Gi – трехмерный шар.
При этом трубчатая окрестность N(γ̂i) получается из Ni отождествлением дис-
ков di, f(di), а ее дополнение получается из Gi отождествлением дисков δi, f(δi)
посредством диффеоморфизма f и, следовательно, является заполненным то-
ром.

Таким образом, доказательство предложения 2.1 сводится к проверке того,
что дополнение хотя бы до одной из трубчатых окрестностей N(γ̂1), N(γ̂2) яв-
ляется заполненным тором. Справедливость последнего имеет место благодаря
двойственности факторпространств (V̂1 \N(γ̂1))∪ (V̂2 \N(γ̂2)) = V̂f \N(L̂s

f ) (см.
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Рис. 13. Двойственность факторпространств

рис. 13) и свойству гомотопически нетривиального тора ограничивать запол-
ненный тор в S2 × S1.

(II) Существование гладкой дуги, соединяющей любые сохраняющие ори-
ентацию диффеоморфизмы и, следовательно, любые диффеоморфизмы типа
“Северный полюс –Южный полюс” на S3, – классический результат Ж. Сер-
фа [18]. Мы покажем, что эта дуга может быть выбрана таким образом, что она
целиком состоит из диффеоморфизмов “Северный полюс –Южный полюс”. За-
метим, что в размерности шесть аналогичный результат не имеет места (см. [34;
теорема 4.3.5]), что связано с существованием различных гладких структур на
семимерной сфере (этот факт установлен Дж. Милнором в [45]).

Рассматриваемая задача сводится к построению гладкой дуги {lt ∈ J(S3), t ∈
[0, 1]}, соединяющей любой диффеоморфизм f ∈ J(S3) с каноническим диффео-
морфизмом “Северный полюс –Южный полюс” g : S3 → S3, заданным форму-
лой

g(x1, x2, x3, x4) =
(

4x1

5− 3x4
,

4x1

5− 3x4
,

4x3

5− 3x4
,
5x4 − 3
5− 3x4

)
(непосредственно проверяется, что as

3,+1 = ϑgϑ−1, где ϑ : S3 → R3 – стереогра-

фическая проекция ϑ(x1, x2, x3, x4) =
(

x1

1− x4
,

x2

1− x4
,

x3

1− x4

)
). Конструктив-

но дуга {lt ∈ J(S3)} состоит из следующих частей:
1. lt – диффеоморфизм из класса J(S3) для всех t ∈ [0, 1/4], при этом l0 = f

и l1/4 – C2-диффеоморфизм из класса J(S3);
2. lt – C2-диффеоморфизм из класса J(S3) для всех t ∈ [1/4, 1/2], при этом
l1/2 – C2-диффеоморфизм из класса NS(S3), где NS(S3) ⊂ J(S3) – под-
множество, состоящее из диффеоморфизмов, которые имеют источник
в точке N(0, 0, 0, 1) и сток в точке S(0, 0, 0,−1);

3. lt – диффеоморфизм из класса NS(S3) для всех t ∈ [1/2, 3/4], при этом
l3/4 – диффеоморфизм из класса Eg, где Eg(S3) ⊂ NS(S3) – множество
диффеоморфизмов таких, что для каждого диффеоморфизма
h ∈ Eg(S3) существуют окрестности Vh(N), Vh(S) точек N , S, где
h
∣∣
Vh(N)∪Vh(S)

= g
∣∣
Vh(N)∪Vh(S)

;
4. lt – диффеоморфизм из класса Eg(S3) для всех t ∈ [3/4, 1], при этом
l1 = g.
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Построение первой части дуги {lt} основано на структурной устойчивости
диффеоморфизма f и всюду плотности C2-диффеоморфизмов в пространстве
всех диффеоморфизмов.

Для построения второй части дуги {lt} обозначим через α источник и че-
рез ω сток диффеоморфизма l1/4. Пусть Dα, Dω (DS , DN ) – попарно непере-
секающиеся 3-диски, содержащие α, ω (S, N). Тогда существует C2-гладкая
дуга {Ht ∈ Diff(S3)} со следующими свойствами: H0 = id, H1(DN ) = Dα,
H1(DS) = Dω, H1(N) = α и H1(S) = ω (см., например, [35; теорема 3.2]).
Тогда H−1

t l1/4Ht – изотопия, соединяющая диффеоморфизм l1/4 c диффеомор-
физмом l1/2 = H−1

1 l1/4H1, которая после перепараметризации дает искомую
дугу.

В основе построения третьей части дуги лежат теорема Белицкого (см., на-
пример, [66]) о гладкой сопряженности C2-диффеоморфизма со своей линейной
частью в окрестности гиперболической неподвижной узловой точки и факт су-
ществования гладкой дуги, соединяющей два линейных сжатия (растяжения)
на R3 (см., например, [53; предложение 5.4]).

В построении последней части дуги опять используется переход в простран-
ство блуждающих орбит. Для этого заметим, что для любого диффеоморфизма
h ∈ Eg(S3) блуждающее множество диффеоморфно S2×R и существует величи-
на r+h ∈ R (r−h ∈ R) такая, что h совпадает с g на S2× [r+h ,+∞) (S2× (−∞, r−h ]).
Тогда существует диффеоморфизм ψh : S3 → S3, сопрягающий диффеомор-
физмы h, g и совпадающий с тождественным отображением на D+

h ∪D
−
h , где

D+
h = S2× [r+h ,+∞)∪S, D−h = S2×(−∞, r−h ]∪N . В силу утверждения 1.7, диф-

феоморфизм ψh посредством накрытия pS2×S1 : S2 × R → S2 × S1 индуцирует
диффеоморфизм ψ̂h : S2 × S1, действующий тождественно в фундаментальной
группе. Согласно предложению 0.4 работы [9], один из диффеоморфизмов ψ̂h,
v̂ψ̂h изотопен тождественному отображению, где диффеоморфизм v̂ определя-
ется следующим образом. Для любого Θ ∈ R обозначим через RΘ : S2 → S2

отображение поворота на угол Θ вокруг оси, проходящей через точки (0, 0, 1)
и (0, 0,−1). Пусть λ ∈ R и ṽλ : S2 × R → S2 × R – диффеоморфизм такой, что
ṽλ(s, r) = (R2π(r−λ), r) на Kλ = S2 × [λ, λ+ 1) и ṽλ совпадает с тождественным
отображением вне Kλ. Тогда v̂ = pS2×S1 ṽλ(pS2×S1

∣∣
Kλ

)−1 : S2 × S1 → S2 × S1 –
искомый диффеоморфизм.

Таким образом, диффеоморфизм ψ̂l3/4 можно считать изотопным тождест-
венному (в противном случае l3/4 можно соединить с диффеоморфизмом ν1l3/4

гладкой дугой {νtl3/4} ⊂ Eg(S3), где νt(S) = S, νt(N) = N и νt на S2 × R
определяется формулой

νt(s, r) =


(s, r), (s, r) ∈ S2 × (−∞, λ],
(R2π(r−λ)t, r), (s, r) ∈ Kλ,

(R2πt, r), (s, r) ∈ S2 × [λ+ 1,+∞),

для t ∈ [0, 1] и λ > r+l3/4
). В силу леммы о фрагментации (см. [5]), существу-

ют гладко изотопные тождественному диффеоморфизмы ŵ1, . . . , ŵq : S2×S1 →
S2 × S1 такие, что ψ̂l3/4 = ŵ1 · · · ŵq и для каждого i = 1, . . . , q существует
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Рис. 14. Иллюстрация к пункту (I)

носитель Ui изотопии {ŵi,t} между тождественным отображением и ŵi, кото-
рый обладает следующим свойством: существует значение λi ∈ [r+l3/4

+ 2(i− 1),

r+l3/4
+ 2i) такое, что компонента связности множества p−1

S2×S1(Ui) является
подмножеством Kλi

. Пусть wi,t : S3 → S3 – диффеоморфизм, совпадающий
с

(
pS2×S1

∣∣
Kλi

)−1
ŵ−1

i,t pS2×S1 на Kλi
и с тождественным отображением вне Kλi

.

Положим µt = w−1
q,t · · ·w−1

1,tψl3/4 : S3 → S3. Тогда после перепараметризации
дуга {µtgµ

−1
t } является искомой.

Абсолютно такая же идея перехода к факторпространству используется в
пункте (I) при укладывании ручной сепаратрисы на координатную ось. На
рис. 14 изображена h-инвариантная дуга ℓ для некоторого диффеоморфизма
h ∈ Eg(S3), показана ее проекция ℓ̂ в многообразие S2×S1. Затем к узлу ℓ̂ при-
менен гладко изотопный тождественному диффеоморфизм ŵ : S2×S1 → S2×S1

такой, что носитель U изотопии {ŵt} между тождественным отображением и ŵ
обладает следующим свойством: существует значение λ ∈ [r+h , r

+
h + 2) такое,

что компонента связности множества p−1
S2×S1(U) является подмножеством Kλ.

Далее показана дуга ℓw, совпадающая с ℓ на множестве D−h и инвариантная
относительно диффеоморфизма wh, где w : S3 → S3 – диффеоморфизм, сов-
падающий с

(
pS2×S1

∣∣
Kλ

)−1
ŵ−1pS2×S1 на Kλ и с тождественным отображением

вне Kλ.

3. Топологическая классификация

В этом разделе мы предъявляем полную топологическую классификацию
диффеоморфизмов из класса MS(M3). При этом идейно она является разви-
тием методов, изложенных в п. 2.1. Основной принцип состоит в представлении
динамики диффеоморфизма f ∈ MS(M3) в виде “источник–сток”, где под “ис-
точником” и “стоком” понимаются инвариантные замкнутые множества, одно
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Рис. 15. Диффеоморфизм “источник–сток” (a) и его обобщение (b)

Рис. 16. Схема диффеоморфизма f ∈ MS(S3)

из которых, A, является аттрактором, а другое, R, – репеллером8, при этом
множество V = Mn \ (A ∪R) состоит из блуждающих точек, движущихся под
действием диффеоморфизма от источника к стоку (см. рис. 15). При выбо-
ре подходящей для топологического инварианта пары A, R основное внима-
ние уделяется двум вещам: пространство блуждающих орбит V̂ = V/f вместе
с вложенными в него проекциями сепаратрис седловых точек должно подда-
ваться каноническому описанию, а сопрягающий гомеоморфизм на многооб-
разии V должен модифицироваться до гомеоморфизма, продолжающегося на
аттрактор и репеллер. Для диффеоморфизмов из класса Пикстона таким ат-
трактором является множество clWu

σ , репеллером – источник α, а множество V
совпадает с Wu

α \α. В общем случае такой выбор описан в следующем пункте.

3.1. Необходимые и достаточные условия топологической сопря-
женности. Предположим, что f ∈ MS(M3). Представим динамику f в виде
“источник–сток” следующим образом. Положим Af = Wu

Ω0∪Ω1
, Rf = W s

Ω2∪Ω3
и

Vf = M3 \ (Af ∪Rf ). Тогда множество Af (Rf ) является связным аттрактором
(репеллером) диффеоморфизма f с топологической размерностью, меньшей

8Компактное множество A ⊂ Mn называется аттрактором диффеоморфизма f : Mn →
Mn, если существует окрестность U множества A такая, что f(U) ⊂ intU и A =

⋂
n∈N f

n(U).
Окрестность U при этом называется захватывающей. Множество R ⊂ Mn называется ре-
пеллером диффеоморфизма f , если оно является аттрактором для f−1.
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Рис. 17. Объединение проекций в V̂f двумерных сепаратрис

или равной единице, а множество Vf является связным 3-многообразием. Бо-
лее того, факторпространство V̂f = Vf/f является замкнутым связным ориен-
тируемым 3-многообразием, на котором естественная проекция pf : Vf → V̂f

индуцирует эпиморфизм ηf : π1(V̂f ) → Z. Положим L̂s
f = pf (W s

Ω1
\ Af ) и

L̂u
f = pf (Wu

Ω2
\Rf ).

Определение 3.1. Набор Sf = (V̂f , ηf , L̂
s
f , L̂

u
f ) называется схемой диффео-

морфизма f ∈ MS(M3).

Каждая компонента линейной связности множества L̂s
f (L̂u

f ) является проек-
цией относительно pf устойчивого (неустойчивого) двумерного многообразия
седловой орбиты и гомеоморфна двумерному тору или бутылке Клейна с пус-
тым, конечным или счетным множеством выколотых точек, равномощным мно-
жеству гетероклинических орбит на этом многообразии. На рис. 16 изображен
фазовый портрет и схема диффеоморфизма f ∈ MS(S3) (в виде фундаменталь-
ной области с неотождествленными границами). При этом предполагается, что
неблуждающее множество диффеоморфизма f неподвижно, периодические ор-
биты пронумерованы так, как показано на рисунке, и Ŵ s

j = pf (W s
Oj

), j = 5, 6, 7.

На рис. 17 отдельно изображено объединение L̂s
f = Ŵ s

5 ∪ Ŵ s
6 ∪ Ŵ s

7 , где Ŵ s
7 –

непроколотый тор, Ŵ s
6 – тор с конечным числом выколотых точек, Ŵ s

5 – тор
со счетным числом выколотых точек.

Заметим, что в примере на рис. 16 множество L̂u
f пусто, а множество L̂s

f

состоит из одной компоненты связности. В общем случае каждое из мно-
жеств L̂s

f , L̂u
f состоит из конечного числа компонент связности, подобных изоб-

раженным на рис. 17. Кроме того, множества L̂s
f , L̂u

f имеют трансверсальное
(непустое в общем случае) пересечение. На рис. 18 простейший случай такого
пересечения изображен на примере схемы диффеоморфизма f ∈ MS(S3), блуж-
дающее множество которого содержит некомпактную гетероклиническую кри-
вую. Для этого диффеоморфизма захватывающая окрестность Mf аттрактора
Af = clWu

σ является заполненным тором, фундаментальная областьMf\intMf
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Рис. 18. Cхема диффеоморфизма f ∈ MS(S3)

действия f на Vf гомеоморфна T2 × [−1, 1] и пространство V̂f является трех-
мерным тором. Оно получается из многообразия C на рис. 18 отождествлени-
ем верхнего и нижнего колец, а также внешнего и внутреннего. После такой
склейки из кольца K̂s получается тор L̂s

f , а из прямоугольника K̂u – тор L̂u
f .

В силу утверждения 1.7, необходимым условием топологической сопряжен-
ности диффеоморфизмов f, f ′ ∈ MS(M3) является эквивалентность их схем
в смысле следующего определения.

Определение 3.2. Схемы Sf и Sf ′ диффеоморфизмов f, f ′ ∈ MS(M3) на-
зываются эквивалентными, если существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ со
следующими свойствами:

1) ηf = ηf ′ ϕ̂∗;
2) ϕ̂(L̂s

f ) = L̂s
f ′ и ϕ̂(L̂u

f ) = L̂u
f ′ .

Теорема 3.1. Диффеоморфизмы Морса–Смейла f, f ′ ∈ MS(M3) топологи-
чески сопряжены тогда и только тогда, когда их схемы эквивалентны.

Идея доказательства достаточности условий теоремы 3.1 аналогична идее,
использованной для класса Пикстона и состоит в том, что гомеоморфизм ϕ :
Vf → Vf , являющийся поднятием гомеоморфизма ϕ̂ и в общем случае не про-
должающийся на множество Af ∪Rf , можно модифицировать на объединении
линеаризующих окрестностей Nσ так, чтобы он переводил двумерные лине-
аризующие слоения диффеоморфизма f в аналогичные слоения диффеомор-
физма f ′. Разница состоит в том, что для диффеоморфизма f ∈ MS(M3),
в отличие от диффеоморфизмов класса Пикстона, линеаризующие окрестности
различных седловых точек могут пересекаться, что приводит к необходимости
согласования линеаризующих слоений на таких пересечениях. Таким образом,
основным техническим моментом является построение согласованной системы
окрестностей, чему и посвящен следующий пункт.

3.2. Динамический порядок. Характеристические многообразия и
пространства. Согласованная система окрестностей. Следуя С. Смей-
лу [71], введем на множестве периодических орбит отношение ≺:

Op ≺ Or ⇔ W s
Op
∩Wu

Or
̸= ∅.
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Рис. 19. Фазовый портрет диффеоморфизма Морса–Смейла f : S3→ S3

с динамически упорядоченным множеством периодических орбит

В силу конечности периодических орбит и трансверсальности пересечения их
инвариантных многообразий, отношение ≺ является отношением частичного
порядка. Более того, отношение ≺ можно доопределить до отношения порядка,
например, следующим образом.

Определение 3.3. Нумерацию периодических орбит O1, . . . ,Okf
диффео-

морфизма f ∈ MS(Mn) назовем динамической, если она удовлетворяет следу-
ющим условиям:

1) если Oi ≺ Oj , то i 6 j;
2) если qOi

< qOj
, то i < j.

На рис. 19 представлен фазовый портрет диффеоморфизма Морса–Смейла
f : S3 → S3 с динамическим порядком периодических орбит, в предположении,
что неблуждающее множество Ωf состоит из неподвижных точек. Нетрудно
убедиться, что динамическая нумерация периодических орбит существует для
любого диффеоморфизма f ∈ MS(Mn). Для этого достаточно заметить, что из
условия Oi ≺ Oj следует, что qOi

6 qOj
. Действительно, поскольку пересечение

W s
Oi
∩Wu

Oj
является трансверсальным, то из условия W s

Oi
∩Wu

Oj
̸= ∅ следует,

что dimW s
Oi

+ dimWu
Oj
− n > 0. Тогда n− qOi + qOj − n > 0 и, следовательно,

qOi
6 qOj

.
Если орбиты диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) динамически упорядочены, то

для каждой периодической орбиты Oi положим mi = mOi
, qi = qOi

, νi = νOi
,
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W s
i = W s

Oi
и Wu

i = Wu
Oi

. Для построения согласованной системы окрестно-
стей используется последовательность представлений динамики диффеомор-
физма f в виде “источник–сток”, связанная с динамическим порядком орбит.
Именно, для i = 1, . . . , kf − 1 положим

Ai =
i⋃

j=1

Wu
j , Ri =

kf⋃
j=i+1

W s
j , Vi = Mn \ (Ai ∪Ri).

Тогда множество Ai (Ri) является аттрактором (репеллером) диффеоморфиз-
ма f и Vi = W s

Ai∩Ωf
\Ai = Wu

Ri∩Ωf
\Ri. Положим V̂i = Vi/f и обозначим через

pi : Vi → V̂i естественную проекцию. Будем называть многообразие Vi характе-
ристическим многообразием и его пространство орбит V̂i характеристическим
пространством. Введенные понятия существенно используются далее при ре-
шении проблемы реализации диффеоморфизмов класса MS(M3), а также при
построении для них глобальных функций Ляпунова.

В силу утверждения 1.3, у любой седловой орбиты Oi, i = k0 + 1, . . . , k2,
существует линеаризующая окрестность NOi

с парой линеаризующих слое-
ний F s

Oi
, Fu

Oi
. Для любой седловой орбиты Oi положим Ni = NOi

, Fu
i = Fu

Oi
и

F s
i = F s

Oi
. Для любой точки x ∈ Ni обозначим через Fu

i,x (F s
i,x) единственный

слой слоения Fu
i (F s

i ), проходящий через точку x.

Определение 3.4. Пусть f ∈ MS(M3). Набор Nf линеаризующих окрест-
ностей Nk0+1, . . . , Nk2 всех орбит диффеоморфизма f назовем согласованным и
линеаризующие слоения в них согласованными, если выполняются следующие
условия:

1) если W s
i1
∩Wu

i2
= ∅ для i1 < i2, то Ni1 ∩Ni2 = ∅;

2) если W s
i1
∩Wu

i2
̸= ∅ и qi1 = qi2 , то (F s

i2,x∩Ni1) ⊂ F s
i1,x и (Fu

i1,x∩Ni2) ⊂ Fu
i2,x

для x ∈ (Ni1 ∩Ni2);
3) если множество H = W s

Ω1
∩Wu

Ω2
непусто, то существует его f -инвариант-

ная окрестность N(H) ⊂M3, оснащенная f -инвариантным слоением G, состо-
ящим из двумерных дисков, трансверсальных H и таких, что для любой точки
x ∈ (Ni1∩Ni2∩N(H)), qi1< qi2 , имеют место включения (F s

i1,x∩Gx∩Ni2) ⊂ F s
i2,x

и (Fu
i2,x∩Gx∩Ni1) ⊂ Fu

i1,x, где Gx – слой слоения G, проходящий через точку x.

Согласованная система окрестностей является модификацией допустимой
системы трубчатых семейств, построенной в работах [52], [55] и обладающей
свойствами 1), 2). Условие 3) является техническим дополнением к опреде-
лению, данному Ж. Палисом и С. Смейлом, и существенно используется при
построении сопрягающего гомеоморфизма в доказательстве теоремы 3.1 и вы-
делении множества абстрактных схем в п. 3.3. На рис. 20 изображена рас-
слоенная окрестность точки A, принадлежащей гетероклинической кривой из
пересечения W s

i1
∩ Wu

i2
для диффеоморфизмов Морса–Смейла, заданных на

3-многообразиях. В нижней части рисунка приведены фазовые портреты диф-
феоморфизмов S3 с гетероклиническими кривыми.

Теорема 3.2. Для любого диффеоморфизма f ∈ MS(M3) существует со-
гласованная система окрестностей.

Доказательство теоремы 3.2 состоит в последовательном построении согла-
сованных слоений по следующему плану.
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Рис. 20. Расслоенная окрестность точки на гетероклинической кривой

1. Индукцией по i = k0 + 1, . . . , k1, с помощью перехода к пространству
орбит V̂i, построим двумерное слоение F s

i , удовлетворяющее свойству 2) опре-
деления 3.4. Для i = k0 + 1 оно является прообразом расслоения трубчатой
окрестности N̂u

i многообразия pi(Wu
i ) на двумерные диски. Для i > k0 + 1

расслоение в трубчатой окрестности N̂u
i модифицируется так, что любая ком-

понента связности пересечения pi(F s
i )∩ N̂u

i для k0 +1, . . . , i− 1 лежит на диске
расслоения.

2. Аналогичным образом (переходом к диффеоморфизму f−1) строится
двумерное слоение Fu

i , удовлетворяющее свойству 2) определения 3.4 для i =
k1 + 1, . . . , k2.

3. В пространстве V̂f рассматривается проекция Ĥ гетероклинических кри-
вых, которая совпадает с пересечением L̂s

f ∩ L̂u
f . По построению множество Ĥ

является компактным, и в некоторой его окрестности N(Ĥ) существует сло-

6 УМН, т. 68, вып. 1
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Рис. 21. Слои слоений F̂ s
1,+1, F̂u

1,+1, Ĝ s
1,+1

ение Ĝ, состоящее из двумерных дисков, трансверсальных Ĥ и двумерным
слоениям, построенным в пунктах 1 и 2. Тогда слоение G является прообразом
слоения Ĝ.

4. Индукцией по i = k1 + 1, . . . , k2, с помощью перехода к пространству
орбит V̂i−1, построим одномерное слоение F s

i , удовлетворяющее свойствам 2)
и 3) определения 3.4. Оно является прообразом расслоения трубчатой окрест-
ности N̂u

i многообразия pi−1(Wu
i ) на одномерные диски, модифицированно-

го так, что любая компонента связности пересечения pi−1(G ∩ F s
j ) ∩ N̂u

i для
j = k0 + 1, . . . , k1 и пересечения pi−1(F s

j ) ∩ N̂u
i для j = k1 + 1, . . . , i − 1 лежит

на диске расслоения.
5. Аналогичным образом (переходом к диффеоморфизму f−1) строится од-

номерное слоение Fu
i , удовлетворяющее свойствам 2), 3) определения 3.4 для

i = k1 + 1, . . . , k2.

3.3. Реализация по абстрактной схеме. Решение проблемы реализации
базируется в первую очередь на возможности канонического описания мно-
жеств L̂s

f , L̂u
f в схеме Sf диффеоморфизма f ∈ MS(M3).

Напомним, что a1,ν : R3 → R3 – канонический диффеоморфизм, заданный
формулой a1,ν(x1, x2, x3) = (ν · 2x1, ν · x2/2, x3/2) и as

1,ν = a1,ν

∣∣
W s

O

– канони-

ческое сжатие. При этом пространство орбит канонического сжатия Ŵ s
1,ν =

(W s
O \ O)/as

1,ν является двумерным тором для ν = +1 и бутылкой Клейна
для ν = −1. Множество N1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1(x
2
2 + x2

3) < 1} являет-
ся a1,ν-инвариантным, и N̂ s

1,ν = (N s
1 )/a1,ν – трубчатая окрестность поверх-

ности Ŵ s
1,ν , где N s

1 = N1 \ Wu
O. Естественная проекция p

N̂ s
1,ν

: N s
1 → N̂ s

1,ν

является накрытием и индуцирует эпиморфизм η
N̂ s

1,ν
: π1(N̂ s

1,ν) → Z.
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Обозначим через F̂ s
1,ν , F̂u

1,ν пару трансверсальных слоений на N̂ s
1,ν , слои

которых являются проекциями относительно p
N̂ s

1,ν
слоев слоений F s

1 , Fu
1 со-

ответственно (см. левую часть рис. 21). Пусть X ⊂ Ŵ s
1,ν – не более чем счетное

множество и Z – объединение всех слоев слоения F̂u
1,ν , проходящих через точки

множества X. Положим

Ŵ s
1,ν,X = Ŵ s

1,ν \X, N̂ s
1,ν,X = N̂ s

1,ν \ Z,

F̂ s
1,ν,X = F̂ s

1,ν \ Z, F̂u
1,ν,X = F̂u

1,ν \ Z.

Определение 3.5. Пусть V̂ – замкнутое 3-многообразие, оснащенное отоб-
ражением η, состоящим из эпиморфизмов в группу Z на фундаментальных
группах всех компонент связности пространства V̂ . Компактное множество
L̂s ⊂ V̂ назовем s-ламинацией, если оно состоит из конечного числа ns компо-
нент линейной связности Ŵ s

1 , . . . , Ŵ
s
ns

таких, что каждая компонента является
гладким подмногообразием, компонента Ŵ s

1 является замкнутой поверхностью,
(cl Ŵ s

i \ Ŵ s
i ) ⊂

⋃i−1
j=1 Ŵ

s
j для i > 1 и, кроме того, для каждого i = 1, . . . , ns

существуют трубчатая окрестность N(Ŵ s
i ) поверхности Ŵ s

i , числа ms
i ∈ N,

νs
i ∈ {−1,+1}, множество Xs

i ⊂ Ŵ s
1,νs

i
и гомеоморфизм µ̂s

i : N(Ŵ s
i ) → N̂ s

1,νs
i ,Xs

i

со следующими свойствами:
1) µ̂s

i (Ŵ
s
i ) = Ŵ s

1,νs
i ,Xs

i
;

2) η([c]) = ms
i · ηN̂ s

1,νs
i

(µ̂s
i ([c])) для любой замкнутой кривой c ⊂ N(Ŵ s

i );

3) для j < i и любого слоя D слоения F̂ s
1,νs

i ,Xs
i

множество µ̂s
j(N(Ŵ s

j ) ∩
(µ̂s

i )
−1(D)) либо пусто, либо является подмножеством слоя слоения F̂ s

1,νs
j ,Xs

j
.

Заметим, что s-ламинация является ламинацией в смысле классического
определения9. Следующее предложение непосредственно вытекает из утвер-
ждения 1.1 и теоремы 3.2.

Предложение 3.1. Множество L̂s
f в схеме Sf любого диффеоморфизма

f ∈ MS(M3) является s-ламинацией.

Используя каноническое описание s-ламинации, можно ввести операцию пе-
рестройки многообразия V̂ вдоль s-ламинации L̂s, обобщающую перестройку
вдоль тора и выявляющую тонкое свойство вложения ламинации L̂s

f в много-
образие V̂f . Для этого рассмотрим каноническое растяжение au

1,ν = a1,ν

∣∣
W u

O

.

Его пространство орбит Ŵ u
1,ν = (Wu

O \O)/au
1,ν является парой узлов для ν = +1

и одним узлом для ν = −1. Множество N̂ u
1,ν = (N u

1 )/a1,ν является труб-
чатой окрестностью многообразия Ŵ u

1,ν , где N u
1 = N1 \ W s

O. Естественная

9Пусть X есть n-мерное многообразие (n > 2) и его подмножество Y ⊂ X представляет
собой объединение,

⋃
j∈J Lj , попарно непересекающихся m-мерных (1 6 m 6 n − 1) связ-

ных многообразий Lj (слоев). Говорят, что семейство L = {Lj , j ∈ J} является m-мерной
ламинацией с носителем Y = supp L , если для любой точки x ∈ Y существует окрестность
Ux ⊂ X и гомеоморфизм ψ : Ux → Rn такой, что любая компонента связности пересечения
Ux ∩Lj (если это пересечение непусто) отображается посредством ψ в m-мерную гиперплос-
кость {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xm+1 = cm+1, . . . , xn = cn}.

6*
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проекция p
N̂ u

1,ν
: N u

1 → N̂ u
1,ν является накрытием, которое индуцирует отоб-

ражение η
N̂ u

1,ν
, состоящее из нетривиальных гомоморфизмов в группу Z на

фундаментальной группе каждой компоненты связности многообразия N̂ u
1,ν .

Обозначим через Ĝ s
1,ν слоение N̂ s

1,ν , чьи слои являются проекциями в силу p
N̂ u

1,ν

слоев слоения F s
1 (см. рис. 21). Определим диффеоморфизм ζ1,ν : N̂ s

1,ν \Ŵ s
1,ν →

N̂ u
1,ν \ Ŵ u

1,ν формулой ζ1,ν = p
N̂ u

1,ν
(p

N̂ s
1,ν

∣∣
N̂ s

1,ν\Ŵ s
1,ν

)−1.

Пусть L̂s =
⋃ns

i=1 Ŵ
s
i есть s-ламинация на многообразии V̂ . Поскольку по-

верхность Ŵ s
1 является замкнутой, то гомеоморфизм µs

1 можно считать диф-
феоморфизмом. Перестройку многообразия V̂ вдоль поверхности Ŵ s

1 посредст-
вом диффеоморфизма ζ

Ŵ s
1

= ζ1,νµ
s
1

∣∣
N(Ŵ s

1 )\Ŵ s
1

назовем перестройкой вдоль пер-

вой поверхности s-ламинации. Для i = 1, . . . , ns−1 положим W̌ s
i = p

Ŵ s
1
(Ŵ s

i+1∪
(Ŵ u

1,ν ∩ Gs
i )), где Gs

i – объединение слоев D слоения Ĝ s
1,ν таких, что p

Ŵ s
1
(L̂s \

Ŵ s
1 ) ∩ p

Ŵ s
1
(D) ̸= ∅. Положим Ľs =

⋃ns−1
i=1 W̌ s

i . По построению множество Ľs

вновь является s-ламинацией на многообразии V̂
Ŵ s

1
, назовем эту ламинацию

производной от s-ламинации L̂s. Мы говорим, что многообразие V̂L̂s получено
из многообразия V̂ перестройкой вдоль s-ламинации L̂s, если оно получается
из V̂ последовательными перестройками вдоль первых поверхностей производ-
ных ламинаций. Применяя те же рассуждения, что и при перестройке вдоль
тора, получаем следующий факт.

Предложение 3.2. Для любого диффеоморфизма f ∈ MS(M3) каждая ком-
понента связности многообразия V̂L̂s диффеоморфна S2 × S1 .

Аналогичным образом определяются u-ламинация на многообразии V̂ и мно-
гообразие V̂L̂u , полученное перестройкой многообразия V̂ вдоль u-ламина-
ции L̂u, и устанавливаются аналогичные предложениям 3.1, 3.2 факты. Оказы-
вается, что выполнение необходимых свойств, описанных в этих предложени-
ях, является достаточным условием, выделяющим множество S абстрактных
схем.

Определение 3.6. Набор S = (V̂ , η, L̂s, L̂u) называется абстрактной схе-
мой, если:

1) V̂ является замкнутым 3-многообразием, чья фундаментальная группа
допускает эпиморфизм η : π1(V̂ ) → Z;

2) L̂s и L̂u – трансверсальные s-ламинация и u-ламинация соответственно
на многообразии V̂ ;

3) каждая компонента связности многообразия, полученного перестройкой
многообразия V̂ вдоль s-ламинации L̂s (u-ламинации L̂u), диффеоморф-
на S2 × S1.

Теорема 3.3. Для любой абстрактной схемы S ∈ S существует диффео-
морфизм f ∈ MS(M3), схема которого эквивалентна схеме S .
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Существование эпиморфизма η на многообразии V̂ приводит к существо-
ванию гладкого связного некомпактного 3-многообразия без края V , накры-
вающего пространство V̂ , и диффеоморфизма fV : V → V , являющегося по-
ложительной образующей группы скольжений10 G(V, p : V → V̂ , V̂ ). Даль-
нейшее доказательство теоремы 3.3, как и в реализации диффеоморфизмов
класса Пикстона, состоит в последовательном вклеивании ns гиперболических
седловых орбит индекса Морса 1 и nu гиперболических седловых орбит ин-
декса Морса 1 в многообразие V . Свойство 3) абстрактной схемы позволяет
компактифицировать полученное многообразие конечным числом гиперболи-
ческих стоковых и источниковых орбит, число которых совпадает с числом
компонент связности многообразий V̂L̂s и V̂L̂u соответственно.

4. Взаимосвязь динамики с топологией объемлющего многообразия

В этом разделе устанавливаются некоторые соотношения, связывающие то-
пологию объемлющего многообразия M3 с количеством седловых и узловых
периодических точек диффеоморфизма f ∈ MS(M3).

4.1. Классификация 3-многообразий, допускающих диффеомор-
физмы Морса–Смейла без гетероклинических кривых. Обозначим че-
рез MS∗(M3) класс диффеоморфизмов Морса–Смейла без гетероклинических
кривых на 3-многообразиях. Классификационная теорема для фазовых про-
странств диффеоморфизмов этого класса имеет следующий вид.

Теорема 4.1. Пусть f – диффеоморфизм из класса MS∗(M3) такой, что Ωf

состоит из rf седловых и lf узловых точек. Тогда gf = (rf−lf +2)/2 является
целым неотрицательным числом и справедливы следующие утверждения:

1) если gf = 0, то M3 – 3-сфера;
2) если gf > 0, то M3 – связная сумма gf копий S2 × S1 .
Обратно, для любых неотрицательных целых чисел r , l, g таких, что число

g = (r − l + 2)/2 является целым и неотрицательным, существует диффео-
морфизм f ∈ MS∗(M3) со следующими свойствами:

a) M3 – 3-сфера, если g = 0, и M3 – связная сумма g копий S2 × S1 , если
g > 0;

b) неблуждающее множество диффеоморфизма f состоит из r седловых
и l узловых точек.

Непосредственным следствием теоремы 4.1 является следующий факт.

Следствие 4.1. Если объемлющее 3-многообразие диффеоморфизма Мор-
са–Смейла f отлично от S3 и связной суммы конечного числа копий S2 × S1 ,
то блуждающее множество f обязательно содержит гетероклинические
кривые.

Опишем идею доказательства теоремы 4.1.

10Группой скольжений накрытия p : X̄ → X называется группа всех гомеоморфизмов
h̄ : X̄ → X̄, для которых ph̄ = p. Эта группа обозначается G(X̄, p,X).
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Рис. 22. Иллюстрация к доказательству прямого утверждения теоремы 4.1

Прямое утверждение. Для доказательства прямого утверждения дос-
таточно рассмотреть диффеоморфизмы подкласса MS∗∗(M3) ⊂ MS∗(M3),
неблуждающее множество которых состоит только из неподвижных точек та-
ких, что среди них есть хотя бы одно седло с индексом Морса 2 и все сепаратри-
сы седловых точек инвариантны относительно f [если rf = 0, то f ∈ MS∗(M3)
является диффеоморфизмом “источник–сток” и многообразие M3 гомеоморф-
но сфере S3 (см., например, [34; теорема 2.2.1]), тогда lf = 2, gf = 0, так что
теорема верна; если rf ̸= 0, то существует целое ненулевое число q такое, что
fq ∈ MS∗∗(M3)]. Доказательство проводится индукцией по числу rf > 0 сед-
ловых точек диффеоморфизма f ∈ MS∗∗(M3). Рассмотрим случай rf > 0 и
предположим, что лемма доказана для rf ′ < rf .

Поскольку у диффеоморфизма f ∈ MS∗∗(M3) отсутствуют гетероклиниче-
ские кривые, сепаратрисы седловых точек с разным индексом Морса не пе-
ресекаются. Тогда, в силу конечности неблуждающего множества Ωf , среди
седловых точек, принадлежащих Ω2 ̸= ∅, имеется хотя бы одна точка p0, чья
двумерная неустойчивая сепаратриса не участвует в гетероклинических пере-
сечениях. Согласно пункту 3) утверждения 1.1, существует сток ω ∈ Ωf такой,
что сепаратриса Wu

p0
\ p0 содержится в W s

ω. Положим Σ = Wu
p0
∪ ω. Согласно

утверждению 1.4, Σ – топологически вложенная в M3 сфера, гладкая всюду,
кроме, быть может, одной точки ω. Согласно лемме 2.1, существует окрест-
ность K сферы Σ, диффеоморфная S2× [0, 1] (см. рис. 22). Тогда Σ – аттрактор
и, не уменьшая общности, можно считать, что f(K) ⊂ intK.

Удалив область intK из многообразия M3, мы получим компактное много-
образие, имеющее две граничных компоненты S1 и S2. Обозначим через M1

компактное многообразие без границы, полученное из M3 \ intK приклеива-
нием к его границе двух замкнутых 3-шаров B1 и B2. Нетрудно построить
диффеоморфизм Морса–Смейла f1 : M1 → M1 такой, что f1 совпадает с f на
M3 \ f−1(K) и имеет ровно две притягивающие неподвижные точки ω1 ∈ B1,
ω2 ∈ B2 и не имеет никаких других периодических точек в B1 ∪ B2. Тогда
диффеоморфизм f1 имеет то же число неподвижных точек, что и диффеомор-
физм f , и число его неподвижных седловых точек равно rf1 = rf − 1, а число
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Рис. 23. Иллюстрация к случаю b)

стоков и источников равно lf1 = lf + 1. Далее рассмотрим две возможности:
a) M3 \K не связно и b) M3 \K связно.

В случае a) многообразие M1 является непересекающимся объединением
двух многообразий M̃1 и M̌1, а M3 есть связная сумма M̃1 # M̌1. Обозна-
чим через f̃1 и f̌1 ограничения диффеоморфизма f1 на многообразия M̃1 и M̌1

соответственно. Так как rf̃1
< rf и rf̌1

< rf , то из предположения индукции

следует, что многообразия M̃1 и M̌1 являются связными суммами соответствен-
но gf̃1

= (rf̃1
−lf̃1

+2)/2 и gf̌1
= (rf̌1

−lf̌1
+2)/2 копий S2×S1 (под многообразием,

состоящим из 0 копий S2 × S1, понимается многообразие S3). Как следствие,
M3 – связная сумма

rf̃1
− lf̃1

+ 2

2
+
rf̌1

− lf̌1
+ 2

2
=
rf1 − lf1 + 4

2
=
rf − lf + 2

2

копий S2 × S1. Таким образом, теорема верна в этом случае.
В случае b) многообразие M1 связно и, следовательно, M3 = M1 # M∗,

где M∗ диффеоморфно S2×S1 (см., например, [43]). На рис. 23 дано пояснение
этого факта, где схематично показано многообразие M3, в котором изображе-
на не разделяющая его сфера Σ с трубчатой окрестностью K, ограниченной
сферами S1, S2. Тогда существует заполненный цилиндр H, пересекающийся
с каждой сферой S1, S2 в точности по одному двумерному диску. В многообра-
зии M1 шары B1, B2 приклеиваются к сферам S1, S2, и объединение B1∪H∪B2

является 3-шаром в M1. Еще один 3-шар B выделен серым цветом в многооб-
разии S2 × S1. При этом многообразие S2 × S1 \B гомеоморфно K ∪H. Тогда
связная сумма M1 # (S2 × S1), получаемая посредством именно этих 3-шаров,
гомеоморфна многообразию M3.

Как и выше, мы обозначаем через rf1 число седел и через lf1 число стоков
и источников диффеоморфизма f1. Так как rf1 = rf − 1, то из предположения
индукции следует, что M1 является либо S3, если (rf1 − lf1 + 2)/2 = 0, либо
связной суммой (rf1 − lf1 + 2)/2 копий S2 × S1. Тогда M3 – связная сумма
(rf1 − lf1 + 2)/2 + 1 = (rf − lf + 2)/2 копий S2 × S1, так что теорема верна и
в этом случае.
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Рис. 24. Построение векторного поля X на сфере S3

Обратное утверждение. При доказательстве обратного утверждения тео-
ремы 4.1 для любых неотрицательных целых чисел r, l, g таких, что число
g = (r − l + 2)/2 является целым и неотрицательным, строится градиентопо-
добное векторное поле X на многообразии M3 со следующими свойствами:

a) M3 является 3-сферой, если g = 0, и связной суммой g копий S2×S1, если
g > 0;

b) неблуждающее множество потока X состоит из r седловых и l узловых
состояний равновесия.

Тогда искомый диффеоморфизм будет сдвигом на единицу времени потока,
порожденного построенным векторным полем.

a) В случае сферы выполнено равенство l = r + 2. Обозначим через X0

векторное поле на 3-шаре B, направленное наружу трансверсально к S и име-
ющее единственный источник внутри (и не имеющий замкнутых траекторий).
Обозначим через X1 векторное поле Морса–Смейла на компактном 3-шаре B,
трансверсальное границе шара S = ∂B и имеющее точно один сток, r источни-
ков и r седел с двумерными неустойчивыми многообразиями (без замкнутых
траекторий). Склеивая по границе две копии шара B: одну – оснащенную
полем X0, и другую – оснащенную полем X1, мы получим 3-сферу S3, осна-
щенную векторным полем Морса–Смейла без гетероклинических пересечений
и замкнутых траекторий, имеющим точно l источников и стоков и r седел
(см. рис. 24, где поток X построен для значения r = 4).

b) В случае, когда многообразие M3 является связной суммой g > 0 копий
S2×S1, оно получается склеиванием двух копий ручечных тел Bg рода g посред-
ством изотопного тождественному диффеоморфизма его границы Sg = ∂Bg

(см., например, [23]). Представим число r в виде суммы r = r1 + r2, где rj > g,
j = 1, 2. Для j = 1, 2 построим векторные поля Xr1 , Xr2 на Bg как на рис. 25
(здесь векторные поля Xr1 и Xr2 изображены для значений g = 3, r1 = 5,
r2 = 4).

Склеивая по границе две копии ручечного тела Bg: одну – оснащенную по-
лем Xr1 , а другую – оснащенную полем Xr2 , мы получим связную сумму g
копий S2 × S1, оснащенную векторным полем Морса–Смейла без гетероклини-
ческих пересечений и замкнутых траекторий, имеющим точно l источников и
стоков и r седел.
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Рис. 25. Построение векторного поля X на связной сумме g > 0 копий
S2 × S1

4.2. Разбиение Хегора объемлющего 3-многообразия градиентопо-
добного диффеоморфизма. Обозначим через MS0(Mn) ⊂ MS(Mn) под-
класс градиентоподобных диффеоморфизмов. Согласно утверждению 1.4, за-
мыкание cl ℓ любой одномерной неустойчивой сепаратрисы ℓ седловой точки σ
диффеоморфизма f ∈ MS0(Mn) гомеоморфно отрезку, который состоит из
этой сепаратрисы и двух точек: σ и некоторого стока ω. Пусть Lω – объеди-
нение неустойчивых одномерных сепаратрис седловых точек, которые содер-
жат ω в своих замыканиях. Поскольку W s

ω гомеоморфно Rn (см. п. 2) утвер-
ждения 1.1) и множество Fω = Lω ∪ ω является объединением простых дуг
с единственной общей точкой ω, то по аналогии с пучком дуг в Rn мы на-
зовем Fω пучком одномерных неустойчивых сепаратрис и дадим следующее
определение.

Определение 4.1. Пучок сепаратрис Fω назовем ручным, если существует
гомеоморфизм ψω : W s

ω → Rn такой, что ψω(Fω) – пучок лучей в Rn. В против-
ном случае пучок сепаратрис назовем диким.

Если α – источник диффеоморфизма f , то аналогично определяется ручной
(дикий) пучок Fα одномерных устойчивых сепаратрис. На рис. 26 изображен
фазовый портрет диффеоморфизма на S3. Дикость пучка сепаратрис Fω в этом
случае доказана Г. Дебруннером и Р. Фоксом [20]. Такой тип пучков из n > 1
дуг они в своей работе назвали умеренно диким, посколько извлечение из пучка
любой дуги делает его ручным.

Основным результатом этого пункта является следующая теорема.

Теорема 4.2. Если все пучки одномерных сепаратрис диффеоморфизма f ∈
MS0(M3) являются ручными, то объемлющее многообразие M3 допускает
разбиение Хегора рода gf .

Идея доказательства теоремы состоит в следующем. Ручность одномерных
пучков сепаратрис диффеоморфизма f позволяет построить для аттрактора
Af = Wu

Ω0∪Ω1
связную захватывающую окрестность MAf

, которая является
гладким ручечным телом некоторого рода gAf

, составленным из множеств B
и C, где B – объединение |Ω0| (здесь |X| – мощность множества X) трехмерных
шаров, содержащих стоки, а C – объединение |Ω1| трехмерных шаров, содержа-
щих седла индекса 1; каждая компонента связности множества C пересекает B
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Рис. 26. Градиентоподобный диффеоморфизм на S3 с умеренно диким
пучком сепаратрис

в точности по двум двумерным дискам, принадлежащим пересечению ∂B∩∂C,
иMAf

\Af диффеоморфно многообразию SgAf
×(0, 1], где SgAf

– ориентируемая
поверхность рода gAf

(см. рис. 27).

Рис. 27. Захватывающие окрестности одномерных аттрактора и репеллера

По построению среди компонент связности множества C имеется gAf
шаров,

после удаления которых из множества MAf
получается связное многообразие.

Дальнейшее удаление оставшихся |Ω1|−gAf
шаров приводит к многообразию B.

Отсюда следует, что 1 + |Ω1| − gAf
= |Ω0| и, значит, gAf

= 1 + |Ω1| − |Ω0|.
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Аналогично, переходом к диффеоморфизму f−1, строится окрестность MRf

репеллера Rf , которая является ручечным телом рода gRf
= 1+|Ω2|−|Ω3| и для

которойMRf
\Rf диффеоморфно SgRf

×(0, 1], где SgRf
– ориентируемая поверх-

ность рода gRf
. Поскольку множество Af является аттрактором, то существует

натуральное число n0 ∈ N такое, что fn0(MAf
) ⊂ intMAf

. Тогда пространство
K = MAf

\ int fn0(MAf
) диффеоморфно SgAf

× [0, 1] (см. [33; теорема 3.3]). По
построению K – фундаментальная область ограничения диффеоморфизма fn0

на Vf . Тогда Vf диффеоморфно SgAf
× R. Проведя аналогичные рассужде-

ния для диффеоморфизма f−1, получим, что характеристическое многообра-
зие Vf диффеоморфно SgRf

× R. Отсюда следует, что gAf
= gRf

. Положим
g = gAf

= gRf
. Тогда

2g = gAf
+ gRf

= 1 + |Ω1| − |Ω0|+ 1 + |Ω2| − |Ω3|
= 2 + |Ω1 + Ω2| − |Ω0 + Ω3| = 2 + rf − lf = 2gf ,

и, следовательно, g = gf .
Выберем натуральное число n1 ∈ N такое, что fn1(MAf

) ∩MRf
= ∅. Тогда

многообразиеK = M3\(fn1(MAf
)∪MRf

) диффеоморфно Sgf
×[0, 1]. Поскольку

многообразия fn1(MAf
) и MRf

являются ручечными телами рода gf , то M3 =
fn1(MAf

) ∪ (MRf
∪K) разбиение рода gf для многообразия M3.

5. Существование энергетической функции

Поскольку неблуждающее множество диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) конеч-
но, естественно искать его функцию Ляпунова в классе функций Морса, что
приводит к следующему определению.

Определение 5.1. Функция Морса ψ : Mn → R называется функцией Ля-
пунова для f ∈ MS(Mn), если:

1) ψ(f(x)) < ψ(x) для любого x /∈ Ωf ;
2) ψ(f(x)) = ψ(x) для любого x ∈ Ωf .

Как показывает следующее утверждение, динамика диффеоморфизма f ∈
MS(Mn) тесно связана со свойствами функции Ляпунова.

Утверждение 5.1 [61; предложение]. Пусть ψ : Mn → R – функция Ляпу-
нова для диффеоморфизма f ∈ MS(Mn). Тогда:

1) −ψ является гладкой функцией Ляпунова для f−1 ;
2) если p – периодическая точка диффеоморфизма f , то ψ(x) < ψ(p) для

любого x ∈Wu
p \ p и ψ(x) > ψ(p) для любого x ∈W s

p \ p;
3) если p – периодическая точка диффеоморфизма f , то p – критическая

точка функции ψ ;
4) индекс критической точки11 p равен dimWu

p .

11Индексом критической точки p функции Морса ψ : Mn → R называется число отрица-

тельных собственных значений матрицы Гесса
∂2ψ

∂xi ∂xj
(p). Согласно лемме Морса (см., на-

пример, [46]), в некоторой окрестности V (p) невырожденной критической точки p функции ψ
существуют локальные координаты, называемые координатами Морса, x1, . . . , xn (xj(p) = 0
для всех j = 1, . . . , n), в которых функция ψ имеет вид ψ(x) = ψ(p)− x2

1 − · · · − x2
q + x2

q+1 +

· · ·+ x2
n, где q – индекс ψ в точке p.
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Рис. 28. Аргументы Д. Пикстона

В силу утверждения 5.1, любая периодическая точка p является максиму-
мом ограничения функции Ляпунова ψ на Wu

p и минимумом ограничения ψ
на W s

p . При этом, если экстремум невырожден, то инвариантное многообразие
трансверсально ко всем регулярным множествам уровня ψ в некоторой окрест-
ности точки p. Это локальное свойство полезно для построения (глобальной)
функции Ляпунова.

Определение 5.2. Функция Ляпунова ψ : Mn → R для диффеоморфизма
f ∈ MS(Mn) называется функцией Морса–Ляпунова, если каждая периодиче-
ская точка p является невырожденным максимумом (соответственно миниму-
мом) ограничения ψ на неустойчивое (соответственно устойчивое) многообра-
зие Wu

p (соответственно W s
p ).

Определение 5.3. Функция Морса–Ляпунова ψ : Mn → R для диффео-
морфизма f ∈ MS(Mn) называется энергетической функцией, если множество
ее критических точек совпадает с неблуждающим множеством Ωf .

Следствием гиперболичности любой периодической орбиты O диффеомор-
физма f ∈ MS(Mn) является существование функции Морса–Ляпунова в неко-
торой ее окрестности (см., например, [34; лемма 2.2.1]). Глобальную функцию
Морса–Ляпунова для f можно построить с помощью перехода к надстройке
с дальнейшим применением результатов работы [44] о существовании энерге-
тической функции у потока Морса–Смейла. Д. Пикстон [61] показал, постро-
ив “пример Пикстона”, что для n = 3 построенная таким образом функция
не является в общем случае энергетической, опровергнув тем самым гипоте-
зу М. Шуба [67] и Ф. Такенса [72] о существовании энергетической функции
у любого диффеоморфизма Морса–Смейла.

Приведем аргументы Д. Пикстона (см. рис. 28 для дальнейших пояснений).
Для этого предположим, что диффеоморфизм Пикстона f обладает энергети-
ческой функцией ψ. Тогда, в силу п. 2) утверждения 5.1, max{ψ(ω1), ψ(ω2)} <
ψ(σ) < ψ(α). В силу п. 4) утверждения 5.1 и леммы Морса, любая линия
уровня ψ−1(c) для c ∈ (ψ(σ), ψ(α)) является двумерной сферой. Поскольку
σ – невырожденный минимум функции ψ

∣∣
W s

σ
, то существуют двумерный диск



КАСКАДЫ МОРСА–СМЕЙЛА НА 3-МНОГООБРАЗИЯХ 173

Рис. 29. Диффеоморфизм из класса P1

Dσ ⊂ W s
σ , содержащий σ, и значение c0 ∈ (ψ(σ), ψ(α)) такие, что множество

dc = {x ∈ Dσ : ψ(x) 6 c} является двумерным диском и ψ−1(c) ∩ Dσ = ∂dc

для любого c ∈ (ψ(σ), c0). В силу свойства 1) определения функции Ляпуно-
ва, f(dc0) ⊂ int dc0 и, следовательно, K = dc0 \ int f(dc0) – фундаментальная
область ограничения f на W s

σ \ σ. Выберем значение c∗ ∈ (ψ(σ), c0) такое,
что dc∗ ⊂ int f(dc0), тогда ψ(x) > c∗ для любого x ∈ K, а в силу свойства 1)
определения функции Ляпунова, ψ(x) > c∗ для любого x ∈ f−k(K), k ∈ N. Та-
ким образом, сфера ψ−1(c∗) пересекает W s

σ по единственной окружности, что
противоречит утверждению 1.5.

5.1. Квазиэнергетическая функция. Как уже было отмечено выше,
диффеоморфизмы класса Пикстона P в общем случае не обладают энерге-
тической функцией, в связи с этим дадим следующее определение.

Определение 5.4. Назовем функцию Морса–Ляпунова ψ : Mn → R ква-
зиэнергетической для диффеоморфизма Морса–Смейла f : Mn → Mn, если
она имеет наименьшее возможное число критических точек среди всех функций
Морса–Ляпунова для f .

Для диффеоморфизма Пикстона отсутствие энергетической функции свя-
зано с отсутствием какого-либо f−1-сжимаемого 3-шара B (f−1(B) ⊂ intB)
в Wu

α , граница которого пересекалась бы с W s
σ по единственной окружности.

С другой стороны, в примере Пикстона существует заполненный тор с описан-
ными свойствами, дополнение до которого также является заполненным тором
(см. рис. 29). Обозначим через P1 множество диффеоморфизмов f ∈ P, для
которых существует f−1-сжимаемый заполненный торQ− ⊂Wu

α , граница кото-
рого пересекается с W s

σ по единственной окружности и является поверхностью
Хегора для S3. Положим Q+ = S3 \ intQ−.

Теорема 5.1. Каждая квазиэнергетическая функция диффеоморфизма
f ∈ P1 имеет в точности шесть критических точек.
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Рис. 30. Построение квазиэнергетической функции для диффеомор-
физма f ∈P1

Опишем схему построения квазиэнергетической функции для диффеомор-
физма f ∈ P1.

1. Построим энергетическую функцию ψp : Up → R в окрестности каждой
неподвижной точки p диффеоморфизма f так, что ψp(p) = dimWu

p .
2. Из определения класса P1 следует, что множество Q+ является f -сжи-

маемым заполненным тором таким, что пересечение W s
σ ∩Q+ состоит из един-

ственного 2-диска Dσ. Выберем окрестность N(D+) диска Dσ так, что Q+ \
N(Dσ) = Pω1 ∪ Pω2 , где ∂Pωi

, i = 1, 2, – ручечное тело рода i − 1 такое, что
ωi ∈ f(Pωi) ⊂ intPωi ⊂ W s

ωi
и ∂Pωi трансверсальна к регулярной части крити-

ческого уровня C = ψ−1
σ (1) функции ψσ. Тогда существует ε ∈ (0, 1/2) такое,

что ∂Pωi
трансверсально пересекает по одной окружности каждое множество

уровня функции ψσ со значением, принадлежащим интервалу [1− ε, 1 + ε] (см.
рис. 30).

Для каждого i = 1, 2 выберем ручечное тело P̃ωi рода i − 1 со следующими
свойствами:

a) f(Pωi
) ⊂ P̃ωi

⊂ intPωi
;

b) ∂P̃ωi
трансверсально пересекает по одной окружности каждое множество

уровня функции ψσ со значением, принадлежащим интервалу [1−ε, 1+ε];
c) Pωi

\ int P̃ωi
диффеоморфно ∂Pωi

× [−ε, ε] (далее мы отождествляем эти
многообразия так, что Pωi

= ∂Pωi
× {ε}).

3. Для t ∈ [−ε, ε] положим

Pi,t = P̃ωi
∪ ∂Pωi

× [−ε, t], Ht = {x ∈ Uσ : ψσ(x) 6 1 + t},
Qt = P1,t ∪ P2,t ∪Ht, Eε = (Qε \ intQ−ε) ∩ (Hε \ intH−ε)

(см. рис. 30).
Не уменьшая общности, можно считать, что ε выбрано столь малым, что

для любого t ∈ [−ε, ε] поверхность ∂Pi,t, i = 1, 2, трансверсально пересекает
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множества ∂Ht по одному двумерному диску и f−1(Eε)∩Hε = ∅ (это возможно,
так как если ψσ – функция Ляпунова для f

∣∣
Uσ

, то ψσ(f−1(ψ−1
σ (1) \ σ)) > 1 и,

следовательно, (H0 \σ) ⊂ int f−1(H0 \σ)). Тогда на множестве K = Qε \ intQ−ε

соотношение ψK(x) = 1+ tx, где x ∈ Qtx , определяет энергетическую функцию
для f .

4. Поскольку P1,−ε есть 3-шар такой, что ω1 ∈ f(P1,−ε) ⊂ intP1,−ε ⊂ W s
ω1

,
то существует энергетическая функция ψP1,−ε

: P1,−ε → R диффеоморфизма f ,
которая принимает значение 1−ε на множестве ∂P1,−ε и совпадает с ψω1 в неко-
торой окрестности стока ω1. Существование такой функции следует из воз-
можности замены некоторой уже построенной линии уровня S энергетической
функции в многообразии, диффеоморфном S × R, на любую несжимаемую
поверхность S′. Технически оно достигается последовательными модификаци-
ями поверхности S, уменьшающими число компонент связности в пересечении
S′ ∩ (

⋃
k∈Z f

k(S)), k ∈ Z, теоретически – опирается на гипотезу кольца в слу-
чае, когда S есть 2-сфера, и теорему Ф. Вальдхаузена, когда S – поверхность
положительного рода12.

Поскольку P2,−ε – заполненный тор такой, что ω2 ∈ f(P2,−ε) ⊂ intP2,−ε ⊂
W s

ω2
, то существует 3-шар Bω2 такой, что f(P2,−ε) ⊂ Bω2 ⊂ intP2,−ε. Такой шар

можно построить следующим образом. Выберем меридианный диск D в то-
ре P2,−ε так, что ω2 /∈ D. Не уменьшая общности, можно считать, что D транс-
версален к G =

⋃
k∈Z f

k(∂P2,−ε) и пересечение D∩G не содержит кривых, гомо-
топных нулю на торе fk(∂P2,−ε). Тогда существует кривая c ⊂ (D∩fk(∂P2,−ε)),
ограничивающая 2-диск ec в D, внутренность которого не содержит никаких
кривых из множества D ∩ G. Существуют два случая: (a) ec ⊂ fk(P2,−ε) и
(b) int ec ∩ fk(P2,−ε) = ∅.

В случае (a) диск ec является меридианным диском в fk(P2,−ε) и, сле-
довательно, d = f−k(ec) является меридианным диском в P2,−ε таким, что
f(P2,−ε)∩ d = ∅. Действительно, по построению int ec ∩G = ∅, следовательно,
int d ∩ G = ∅. Таким образом, мы можем найти требуемый 3-шар Bω2 внутри
открытого 3-шара intP2,−ε \ d.

В случае (b) существует трубчатая окрестность V (ec) ⊂ intP2,−ε диска ec

такая, что G ∩ intV (ec) = ∅ и Bk = fk(P2,−ε) ∪ V (ec) есть 3-шар. Тогда
fk(P2,−ε) ⊂ Bk ⊂ int fk−1(P2,−ε). Таким образом, Bω2 = f1−k(Bk) – требуе-
мый 3-шар.

12Гладкая поверхность F , вложенная в многообразие X, называется сжимаемой в X
в одном из следующих двух случаев:

1) существуют нестягиваемая простая замкнутая кривая c ⊂ intF и гладко вложеннный
2-диск D ⊂ intX такой, что D ∩ F = ∂D = c;

2) существует 3-шар B ⊂ intX такой, что F = ∂B.
Поверхность F называется несжимаемой в X, если она не является сжимаемой в X.
Гипотеза кольца для n = 3 (см. [47]). Пусть S2

1 , S2
2 – непересекающиеся 2-сферы,

ручно вложенные в 3-сферу S3 . Тогда замыкание области в S3 , ограниченной сферами S2
1

и S2
2 , является трехмерным кольцом.
Теорема Вальдхаузена (см. [75; предложение 3.1]). Пусть G – ориентируемая поверх-

ность (возможно, с непустым краем ∂G), которая не является 2-сферой. Тогда для любой
собственно вложенной (∂X ∩ F = ∂F ) несжимаемой поверхности F в G × [0, 1] такой,
что ∂F ⊂ G× {1}, существует поверхность F1 ⊂ G× {1}, гомеоморфная F и такая, что
∂F = ∂F1 и F ∪ F1 ограничивает область ∆ в G × [0, 1], замыкание которой гомеоморфно
F × [0, 1].
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Как и выше, существует энергетическая функция ψBω2
: Bω2 → R диффео-

морфизма f , которая принимает значение 1/2 на множестве ∂Bω2 и совпадает
с ψω2 в некоторой окрестности стока ω2.

5. Известно, что заполненный тор может быть получен из 3-шара отождеств-
лением пары непересекающихся 2-дисков на его границе. Так как с точностью
до изотопии существует единственный 3-шар во внутренности заполненного
тора, то на многообразии R = P2,−ε \ intBω2 существует функция Морса ψR

только с одной критической точкой индекса 1 и такая, что ψR(∂Bω2) = 1/2,
ψR(∂P2,−ε) = 1− ε.

6. Определим гладкую функцию ψ+ : Qε → R формулой

ψ+(x) =


ψK(x), x ∈ K;
ψP1,−ε(x), x ∈ P1,−ε;
ψBω2

(x), x ∈ Bω2 ;
ψR(x), x ∈ R.

Тогда ψ+ – функция Морса–Ляпунова для f
∣∣
Qε

с одной дополнительной кри-
тической точкой.

7. По построению Q−ε – заполненный тор такой, что α ∈ f−1(Q−ε ) ⊂ intQ−ε ⊂
Wu

α . Поскольку α – сток для f−1, то, как в предыдущем пункте, существует
функция Морса–Ляпунова ψQ−ε

для f−1 только с одной критической точкой
индекса 1 и такая, что ψQ−ε

(∂Q−ε ) = 2− ε и ψQ−ε
(α) = 3.

Определим гладкую функцию ψ− : Q−ε → R формулой ψ−(x) = 3 − ψQ−ε
(x).

Тогда ψ− – функция Морса–Ляпунова для f
∣∣
Q−ε

с одной дополнительной кри-
тической точкой.

Наконец, функция ψ : S3 → R такая, что ψ
∣∣
Q+

ε
= ψ+ и ψ

∣∣
Q−ε

= ψ−, является
искомой квазиэнергетической функцией для диффеоморфизма f .

5.2. Самоиндексирующаяся энергетическая функция.

Определение 5.5. Энергетическая функция ψ для диффеоморфизма f ∈
MS(Mn) называется самоиндексирующейся, если ψ(p) = dimWu

p для любой
точки p ∈ Perf .13

Нетрудно убедиться, что если диффеоморфизм Морса–Смейла f : M3 →M3

имеет самоиндексирующуюся энергетическую функцию, то он является гради-
ентоподобным. Действительно, предположив, что диффеоморфизм f не яв-
ляется градиентоподобным и обладает самоиндексирующейся энергетической
функцией ψ : M3 → R, мы найдем точки x, y ∈ Perf (x ̸= y) такие, что
Wu

x ∩ W s
y ̸= ∅ и dimW s

x > dimW s
y . Положим dimWu

x = k, dimWu
y = m и

пусть z ∈Wu
x ∩W s

y . Так как n−k = dimW s
x > dimW s

y = n−m, то k 6 m. В си-
лу утверждения 5.1, ϕ(z) < ϕ(x) = dimWu

x = k, ϕ(z) > ϕ(y) = dimWu
y = m,

следовательно, k > m. Получили противоречие.
Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия существова-

ния самоиндексирующейся энергетической функции в терминах специального
разбиения Хегора многообразия M3. Нам также понадобится следующее опре-
деление.

13Функция с аналогичными свойствами была построена С. Смейлом для градиентоподоб-
ных векторных полей в работе [69].
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Определение 5.6. Пусть D – подмножество M3 и Sg – замкнутая ориенти-
руемая двумерная поверхность рода g. ТогдаD называется (f, Sg)-сжимаемым
произведением, если существует диффеоморфизм q : Sg × [0, 1] → D такой, что
q−1(Sg × {t}) ограничивает f -сжимаемое ручечное тело для любого t ∈ [0, 1].

Теорема 5.2. Градиентоподобный диффеоморфизм f : M3 → M3 имеет
самоиндексирующуюся энергетическую функцию тогда и только тогда, ког-
да M3 представляется в виде объединения трех множеств с попарно непере-
секающимися внутренностями, M3 = P+ ∪N ∪ P− , где:

1) P+ , P− – ручечные тела рода gf такие, что Af ⊂ f(P+) ⊂ intP+ ,
Rf ⊂ P− ⊂ int f−1(P−);

2) для каждой седловой точки σ1 ∈ Σ1 (соответственно σ2 ∈ Σ2) пересе-
чение W s

σ1
∩ P+ (соответственно Wu

σ2
∩ P−) состоит в точности из одного

двумерного замкнутого диска;
3) N есть (f, Sgf

)-сжимаемое произведение.

5.3. Динамически упорядоченная энергетическая функция. В этом
пункте для диффеоморфизмов класса MS(Mn) мы вводим понятие динами-
чески упорядоченной энергетической функции, тесно связанной с динамикой
диффеоморфизма, и исследуем условия ее существования. При этом ключевую
роль будут играть характеристические многообразия Vi, введенные в п. 3.2.

Определение 5.7. Пусть орбиты диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) имеют ди-
намическую нумерацию: O1, . . . ,Okf

. Функцию Морса–Ляпунова ψ для диф-
феоморфизма f назовем динамически упорядоченной, если ψ(Oi) = i для i ∈
{1, . . . , kf}.

Для лучшего понимания трехмерной ситуации полезно прокомментировать
результат Д. Пикстона [61] о существовании энергетической функции у любо-
го диффеоморфизма Морса–Смейла на поверхности. Конструкция основана
на том, что для любого каскада f ∈ MS(M2) каждая компонента связности
характеристического многообразия Vi, i = 1, . . . , kf − 1, гомеоморфна S1 × R
и для i = k0 + 1, . . . , k1 содержит нестягиваемую окружность, пересекающую-
ся с любой устойчивой сепаратрисой седловой точки из орбиты Oi не более
чем по одной точке. Это позволяет свести построение глобальной энергети-
ческой функции к индуктивному по i процессу слияния локальных функций
Морса–Ляпунова. В связи с вышесказанным мы дадим следующее опреде-
ление.

Определение 5.8. Пусть f ∈ MS(M3). Двумерное устойчивое (неустойчи-
вое) многообразие седловой орбиты Oi, i ∈ {k0 +1, . . . , k1} (i ∈ {k1 +1, . . . , k2}),
назовем просто вложенным, если каждая компонента связности многообра-
зия Vi (Vi−1) содержит несжимаемую замкнутую ориентируемую поверхность,
пересекающуюся с W s

i (Wu
i ) не более чем по одной замкнутой кривой.

С использованием аргументов Д. Пикстона устанавливается, что простое
вложение двумерных многообразий седловых орбит является необходимым ус-
ловием существования динамически упорядоченной энергетической функции ψ
для диффеоморфизма f ∈ MS(M3). Действительно, в этом случае существует
ε > 0 такое, что компоненты связности линии уровня ψ−1(i+ε) (соответственно

7 УМН, т. 68, вып. 1
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Рис. 31. Неправильно вложенное двумерное многообразие седловой точки

ψ−1(i+ 1− ε)) являются поверхностями, удовлетворяющими условиям опреде-
ления 5.8.

Примером непростого вложения двумерного многобразия седловой точки яв-
ляется пример Пикстона, где O1 = ω1, O2 = ω2, O3 = σ, O4 = α. Здесь
характеристическое пространство V3 совпадает с многообразием Wu

α \α и, сле-
довательно, оно гомеоморфно S2 × R. В силу теоремы Вальдхаузена, любая
несжимаемая поверхность в S2×R является сферой. С другой стороны, любая
такая сфера в V3 пересекает W s

σ более чем по одной компоненте связности (см.
рис. 31) и, следовательно, многообразие W s

σ не является просто вложенным.

Теорема 5.3. Если любое характеристическое многообразие диффеомор-
физма f ∈ MS(M3) гомеоморфно прямому произведению ориентируемой за-
мкнутой поверхности на прямую и двумерное многообразие любой седловой
орбиты является просто вложенным, то f обладает динамически упорядо-
ченной энергетической функцией.

В условиях теоремы 5.3 ситуация подобна двумерному случаю и индукцией
по i построение по существу сводится к слиянию локальных энергетических
функций, подобно тому, как это было сделано в п. 5.1 (см. рис. 30).

Следующее утверждение является обобщением теоремы 4.2 на случай про-
извольного диффеоморфизма f ∈ MS(M3).

Предложение 5.1. Если диффеоморфизм f из класса MS(M3) обладает
динамически упорядоченной энергетической функцией ψ , то объемлющее мно-
гообразие M3 допускает разбиение Хегора gf

14 .

Заметим, что требование гомеоморфности характеристического многообра-
зия прямому произведению не является необходимым условием существова-
ния энергетической функции. Так, на рис. 32 изображено ручечное тело P+

рода 1, состоящее из 3-шара B+ и 1-ручки C+. На P+ определен диффео-
морфизм на образ F+, неблуждающее множество которого состоит из двух

14Поверхностью Хегора рода gf является множество уровня ψ−1(k1 + 1/2).
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Рис. 32. Построение диффеоморфизма с характеристическим много-
образием, не являющимся прямым произведением

неподвижных гиперболических точек: стока ω и седла σ+ с локальным устой-
чивым многообразием ∆+. При этом образом шара B+ является шар B̃+, а
образом ручки C+ является трубчатая окрестность дуги L+. Можно дока-
зать, что W+ = P+ \ intF+(P+) не гомеоморфно T2 × [0, 1]. В силу того, что
узелки на дуге L+ обладают симметрией относительно средней сферы кольца
B+ \ intB+, можно склеить P+ с его копией P−, на которой задан диффео-
морфизм F− = (F+)−1, так, что получится многообразие S2 × S1 и гради-
ентоподобный диффеоморфизм f на нем. При этом одно из характеристиче-
ских пространств диффеоморфизма f гомеоморфно пространству W+/F+ и,
следовательно, соответствующее характеристическое многообразие не является
прямым. Заметим, что двумерные многообразия седловых точек построенно-
го диффеоморфизма просто вложены в соответствующие характеристические
многообразия. Более того, для него нетрудно построить энергетическую функ-
цию.

В классе MS∗(S3) диффеоморфизмов Морса–Смейла без гетероклинических
кривых, заданных на сфере S3, благодаря соотношениям, установленным в тео-
реме 4.1, можно доказать, что условие простой вложенности двумерных мно-
гообразий седловых орбит диффеоморфизма f ∈ MS∗(S3) приводит к тому,
что любая компонента связности любого характеристического многообразия f
гомеоморфна S2 × R. Откуда получаем следующий критерий.

Теорема 5.4. Диффеоморфизм Морса–Смейла f : S3 → S3 без гетерокли-
нических кривых обладает динамически упорядоченной энергетической функ-
цией тогда и только тогда, когда для любого i ∈ {k0 + 1, . . . , k1} (i ∈ {k1 +
1, . . . , k2}) каждая компонента связности многообразия Vi (Vi−1) содержит
несжимаемую двумерную сферу, пересекающуюся с W s

i (Wu
i ) не более чем по

одной замкнутой кривой.

В частности, из теоремы 5.4 следует, что диффеоморфизм f : S3 → S3, фа-
зовый портрет которого изображен на рис. 26, обладает динамически упоря-

7*
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доченной энергетической функцией. При этом пучок одномерных сепаратрис
диффеоморфизма f , содержащих сток ω в своем замыкании, не является руч-
ным, а представляет собой умеренно дикий пучок Дебруннера–Фокса.

6. Включение в топологический поток

Проблема включения каскада Морса–Смейла в топологический поток восхо-
дит к работе Дж. Палиса [52]. Им были установлены следующие необходимые
условия включения диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) в поток Xt:

1) неблуждающее множество Ωf совпадает с множеством неподвижных то-
чек Fixf ;

2) ограничение диффеоморфизма f на каждое инвариантное многообразие
любой неподвижной точки p ∈ Ωf сохраняет его ориентацию;

3) если для различных седловых точек p, q ∈ Ωf пересечение W s
p ∩ Wu

q

непусто, то оно не содержит компактных компонент связности.
Поясним несложное доказательство необходимости этих условий. Для этого

предположим, что диффеоморфизм f является сдвигом на единицу времени
потока Xt. Если Ωf содержит периодическую точку периода m > 0, то она
принадлежит замкнутой орбите γ потока Xt. Тогда все точки этой орбиты
являются периодическими точками периода m для f , что невозможно в силу
конечности Ωf , и, следовательно, справедливо условие 1). Условие 2) следует
из факта совпадения неблуждающих множеств, Ωf = ΩXt , и инвариантных
многообразий неподвижных точек для потока и диффеоморфизма. Последнее
означает, что ограничение диффеоморфизма f на каждое инвариантное много-
образие любой неподвижной точки p ∈ Ωf изотопно тождественному отображе-
нию и, следовательно, сохраняет его ориентацию. Условие 3) следует из того,
что каждая компонента связности пересечения W s

p ∩Wu
q для различных седло-

вых точек p, q ∈ Ωf является объединением траекторий потока Xt. В частно-
сти, из условия 3) следует, что любой включающийся в поток диффеоморфизм
Морса–Смейла является градиентоподобным.

В дальнейшем условия 1)–3) будем называть условиями Палиса. В рабо-
те [52] также показано, что при n = 2 эти условия являются достаточными.
Доказательство базируется на том, что пучки сепаратрис диффеоморфизма
f ∈ MS0(M2) обладают даже более сильным, чем ручность (см. определе-
ние 4.1), свойством вложения, описанным в следующем определении.

Определение 6.1. Пусть ω – неподвижный сток диффеоморфизма f ∈
MS0(Mn). Пучок одномерных неустойчивых сепаратрис Fω называется три-
виально вложенным, если существует гомеоморфизм ψω : W s

ω → Rn такой, что
f
∣∣
W s

ω
= ψ−1

ω as
n,+1ψω

∣∣
W s

ω
и ψω(Fα) – пучок прямолинейных лучей.

Аналогично определяется тривиально вложенный пучок одномерных устой-
чивых сепаратрис Fα для источниковой точки α.

Тривиальность вложения любого пучка Fω на поверхности объясняется тем,
что пространство орбит (W s

ω \ω)/f гомеоморфно двумерному тору, а проекция
в него пучка Fω является объединением попарно непересекающихся нестяги-
ваемых окружностей. Топология тора позволяет перевести такое объединение
в семейство кривых вида {x}×S1 (см., например, [65]). Это обстоятельство дает
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Рис. 33. Фазовые портреты диффеоморфизмов из класса MS(S3), не
включающихся ни в какие топологические потоки: a) диффеоморфизм,
для которого все пучки одномерных сепаратрис являются ручными, но
пучок Fω не является тривиальным; b) диффеоморфизм, все пучки од-
номерных сепаратрис которого являются тривиальными

возможность включить диффеоморфизм f
∣∣
W s

ω
в линейный поток так, что сепа-

ратрисы пучка Fω становятся траекториями потока. В силу утверждения 1.1,
M2 = Ω1 ∪

(⋃
ω∈Ω0

W s
ω

)
∪

(⋃
α∈Ω2

Fα

)
. Тогда поток на бассейнах стоков можно

модифицировать так, чтобы он продолжался на тривиальные пучки устойчи-
вых сепаратрис, тем самым доказав результат Дж. Палиса.

В размерности 3 существуют нетривиальные вложения пучков одномерных
сепаратрис; такой эффект, как мы уже видели, наблюдается у диффеоморфиз-
ма Пикстона (см. рис. 4) и у диффеоморфизма Дебруннера–Фокса (см. рис. 26).
Однако, как будет следовать из леммы 6.1 ниже, тривиальность всех пучков
одномерных сепаратрис является необходимым условием включения диффео-
морфизма f ∈ MS(M3) в поток. Заметим, что в силу результатов работы
К. Куперберг [38], дикая дуга может быть траекторией некоторого топологи-
ческого потока на 3-многообразии.

Лемма 6.1. Пусть диффеоморфизм f из класса MS(M3) включается в то-
пологический поток. Тогда все пучки его одномерных сепаратрис являются
тривиальными.

Сюрпризом оказался тот факт, что добавление к списку Палиса условия
тривиальности всех пучков одномерных сепаратрис седловых точек диффео-
морфизма f ∈ MS(M3) не приводит к достаточным условиям его включения
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Рис. 34. Схемы диффеоморфизмов, фазовые портреты которых пред-
ставлены на рис. 33

в топологический поток. Иллюстрирующий этот факт пример приведен на
рис. 33, где изображены фазовые портреты диффеоморфизмов, не включаю-
щихся ни в какие топологические потоки.

В действительности, ключом к решению проблемы Палиса о включении
диффеоморфизма Морса–Смейла f : M3 → M3 в поток является схема диф-
феоморфизма f (см. определение 3.1) и число gf = (|Ω1 ∪Ω2|− |Ω0 ∪Ω3|+2)/2,
введенное в разделе 4.

Обозначим через Sgf
ориентируемую замкнутую поверхность рода gf . Поло-

жим V̂gf
= Sgf

×S1. Множество λ̂ = cλ̂×S1, где cλ̂ – простая гладкая замкнутая
кривая на поверхности Sgf

, назовем тривиальным тором на многообразии V̂gf
.

Определение 6.2. Схему Sf диффеоморфизма f ∈ MS(M3) назовем три-
виальной, если существует гомеоморфизм ψ̂f : V̂f → V̂gf

такой, что каждая
компонента связности множеств ψ̂f (L̂s

f ) и ψ̂f (L̂u
f ) является тривиальным то-

ром на многообразии V̂gf
.

На рис. 34 изображены схемы диффеоморфизмов, фазовые портреты кото-
рых представлены на рис. 33. Нетрудно показать, что обе изображенные схемы
не являются тривиальными.

Основной результат настоящего пункта заключается в следующей теореме.

Теорема 6.1. Диффеоморфизм f ∈ MS(M3) включается в топологический
поток тогда и только тогда, когда его схема является тривиальной.

Доказательство леммы 6.1 и доказательство необходимости условий теоре-
мы 6.1 проводятся по единой схеме. Для определенности покажем, как из
условия включения диффеоморфизма f ∈ MS(M3) в топологический поток Xt

следует, что схема Sf является тривиальной.
Обозначим через Y t ограничение потокаXt на множество Vf . Из построения

множества Vf следует, что для любой точки x ∈ Vf имеют место включения
limt→+∞ Y t(x) ∈ Af и limt→−∞ Y t(x) ∈ Rf . Таким образом, для любых точек
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p, q ∈ Vf существуют окрестности Up, Uq ⊂ Vf и константа T > 0 такие, что
Y t(Up) ∩ Uq = ∅ для любого t, |t| > T . Это означает, согласно определению,
данному в [22; с. 545], что поток Y t является дисперсивным. Тогда из теоремы 3
работы [22] следует, что поток Y t является параллелизуемым, т. е. существуют
множество Σf ⊂ Vf и гомеоморфизм ξf : Vf → Σf ×R такие, что

⋃
t∈R Y

t(Σf ) =
Vf и ξf (Y t(z)) = (z, t) для любых z ∈ Σf , t ∈ R.

Из [36] следует, что топологическая размерность Σf равна двум. Действи-
тельно, согласно теореме III.4 в [36], справедливо неравенство dimVf 6 dim Σf +
dim R и, следовательно, dim Σf > 2. Поскольку Σf ⊂ Vf , то dim Σf 6 3. Пред-
положив, что dim Σf = 3, из теоремы IV.3 в [36] получаем, что в множестве Σf

лежит открытый 3-шар U . Тогда ξ−1
f (U × R) – четырехмерное подмножество

трехмерного многообразия Vf , что противоречит тому, что dimVf = 3. Таким
образом, dim Σf = 2. Тогда, в силу [76], Σf является многообразием без края
(в [76; теорема 2] доказано, что если декартово произведение A×B топологиче-
ских пространств A и B является n-многообразием и dimA = 1, 2, то A является
многообразием и не имеет края, если его не имеет многообразие A×B). Таким
образом, Σf – замкнутая ориентируемая поверхность. Обозначим через ρf род
этой поверхности. Покажем, что ρf = gf .

По построению поверхность Σf делит многообразие на две части, замыкания
которых обозначим через PAf

, PRf
, полагая, что Af ⊂ intPAf

, Rf ⊂ intPRf
.

Поскольку PAf
есть 3-многообразие с краем Σf , то χ(Σf ) = 2χ(PAf

) (см., на-
пример, [21; следствие 8.7]). Так как χ(Σf ) = 2−2ρf , то χ(PAf

) = 1−ρf . С дру-
гой стороны, диффеоморфизм f изотопен тождественному отображению и, сле-
довательно, по формуле Лефшеца, эйлерова характеристика χ(PAf

) совпадает
с суммой индексов неподвижных точек p ∈ Fixf , где индекс p равен (−1)dim W u

p .
Следовательно, χ(Af ) = |Ω0|−|Ω1|. Таким образом, |Ω0|−|Ω1| = 1−ρf . Из ана-
логичных рассуждений для аттрактора получаем, что |Ω3|−|Ω2| = 1−ρf . Скла-
дывая два последних равенства, приходим к равенству |Ω0|−|Ω1|+ |Ω3|−|Ω2| =
2− 2ρf , откуда следует, что ρf = (|Ω1 ∪Ω2|− |Ω0 ∪Ω3|+2)/2 и, значит, ρf = gf .

Поскольку каждая двумерная сепаратриса λ диффеоморфизма f гомеоморф-
на S1 × R и является объединением траекторий потока Y t, то существует про-
стая замкнутая кривая γλ ⊂ Σf такая, что ξf (λ) = γλ × R. Тогда существует
гомеоморфизм hf : Σf → Sgf

такой, что cλ = hf (γλ) – простая гладкая замкну-
тая кривая для любой двумерной сепаратрисы λ. Определим поток At

gf
на

многообразии Vgf
= Sgf

× R формулой At
gf

(s, r) = (s, r + t) и гомеоморфизм
ψf : Vf → Vgf

соотношением ψf (Y t(z)) = At
gf

(hf (z)), z ∈ Σf , t ∈ R. По построе-
нию гомеоморфизм ψf сопрягает потоки Y t и At

gf
, а следовательно, и их сдвиги

на единицу времени. При этом ψf (λ) = cλ ×R. По построению V̂gf
= Vgf

/A1
gf

.
Обозначим через pgf

: Vgf
→ V̂gf

естественную проекцию. Тогда, в силу утвер-
ждения 1.7, гомеоморфизм ψ̂f = pgf

ψfp
−1
f : V̂f → V̂gf

удовлетворяет условию
определения 6.2. Таким образом, схема Sf является тривиальной.

Доказательство достаточности условий теоремы состоит в построении гради-
ентоподобного потока X̃t по тривиальной схеме Sf диффеоморфизма f . Идей-
но конструкция является обобщением реализации диффеоморфизмов класса
Пикстона. При этом диффеоморфизм f̃ , являющийся сдвигом на единицу вре-
мени построенного потока X̃t, имеет схему Sf̃ , эквивалентную схеме Sf . Тог-
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да, согласно теореме 3.1, диффеоморфизмы f и f̃ топологически сопряжены
посредством некоторого гомеоморфизма h : M3 → M3 такого, что hf = f̃h.
Отсюда следует, что диффеоморфизм f включается в топологический поток
Xt = h−1X̃th.

Авторы выражают глубокую благодарность Д. В. Аносову за постоянное
внимание к данной тематике и поддержку.
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Boston, MA, 1985, vi+205 pp.
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