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1. 基本的性質

1.1 歴史的背景

C を有限体 Fq 上定義された非特異射影曲線と

する．K := Fq(C)を C 上の有理関数体とし，A

を K のアデール環とする．Langlands プログラ

ムはGLn(A)のL2(GLn(A)/GLn(K))上の表現

を研究するものである．A. Weil の考察により，

GLn(A)/GLn(K)は C 上の階数 nのベクトル束

にレベル構造を付加したもののモジュライ・スタッ

クの点の集合と思える．Bunn(C)でC上の階数 n

のベクトル束のモジュライ・スタックを表すことに

すると，特に L2(GLn(A)/GLn(K))の球函数部

分はBunn(C)上の函数のなす空間と思える．1970

年代，V. Drinfeldは幾何学的Langlandsプログラ

ムを立ち上げたが，そこではA. Grothendieckの

function-sheaf dictionaryに従って Bunn(C)上

の函数が構成可能層の茎での Frobenius写像の跡

と見なされている．この考え方に基づいてGLn(A)

の場合のLanglands相互律の証明が得られている．

幾何学的 Langlandsプログラムの大切なポイント

として，函数に対する自然な操作 (例えば積分) は

全て構成可能層 (の複体) に対する幾何学的操作

に翻訳できる一方で，幾何学的操作には函数の世

界では得られない非自明なもの (例えばGoresky-

MacPherson拡大や消滅輪体) が含まれる，とい

う事が挙げられる．

GLn(A)/GLn(K)上の保型的 Hecke固有函数

の例として Eisenstein級数がある．対応する層は

BunB(C)からBunn(C)への順像を用いて定義さ

れる．ここでBunB(C)はC 上の階数 nのベクト

ル束に (完全)旗構造を入れたもの達のモジュライ・

スタックである．射 ϖ : BunB(C) → Bunn(C)

は固有ではないので順像も自己双対ではないが，

この事が Eisenstein級数の満たす函数等式の複雑

さに反映されている．V. Drinfeldは 1980年代初

頭ϖの相対コンパクト化を発見し，それとは独立

に G. Laumonは 1980年代後半に別のϖの相対

コンパクト化を発見した. 前者の利点は GLn の

代りに任意の簡約群Gで考えても意味がある事に

あり，後者の利点は非特異性にある．(実は後者は

前者の特異点の small resolutionになっている．)

本稿では Laumonによるコンパクト化空間に関

する研究のうちのごく一部分を扱う．底曲線 C が

射影直線Cの場合，Bunn(C)は階数 nの自明束

からなる開部分スタックを持つ．この部分スタッ

ク上での ϖ のファイバーは非特異射影多様体を

なすが，それが我々の議論における主人公である．

以下では基礎体は複素数体 Cとする．
1.2 局所 Laumon空間と大域 Laumon空間

C上の座標 zを一つ固定し，v(z) = v−2zで定

まるC上への C∗の作用を考える．固定点集合は

CC∗
= {0,∞}となる．

n次元ベクトル空間W を考え，w1, . . . , wn を

その基底とする．附随するGLnの極大トーラスを

T ⊂ G = GLn ⊂ Aut(W )と記す．更にその 2n
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重被覆 T̃ を考え，以下の様にW に作用させる：

T̃ ∋ t = (t1, . . . , tn)について t(wi) = t2iwi．G

の旗多様体を Bと記す．

(n − 1)組の非負整数 d = (d1, . . . , dn−1)に対

し，Laumonの quasiflagの空間Qdを本稿では大

域 Laumon空間と呼ぶことにする．これは局所自

由部分層による旗

0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wn−1 ⊂ W =W ⊗ OC

であって rank(Wk) = kかつ deg(Wk) = −dk と
なるもの達のモジュライ・スタックであった．詳

細は文献 9)の 4.2節を参照して欲しい．

Qdは次元 2d1 + . . .+2dn−1 +dimBの非特異

射影多様体であることが知られている．詳しくは

文献 8)の 2.10節を参照されたい．

Qdの局所閉部分多様体Qd ⊂ Qd (∞ ∈ Cに基

点を持つ quasiflagの空間．本稿では局所Laumon

空間と呼ぶ．) も考える．Qdがパラメトライズす

るのは旗

0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wn−1 ⊂ W =W ⊗ OC

であって，Wi ⊂ Wが∞ ∈ Cの近傍で部分ベク

トル束であり，更に∞でのWiのファイバーが部

分ベクトル空間 Span⟨w1, . . . , wi⟩ ⊂W と一致す

るもの達である．

Qdは次元 2d1+ · · ·+2dn−1の非特異準射影多

様体である事が知られている．

1.3 固定点集合

群G×C∗は Qdに自然に作用し，群 T̃ ×C∗は

Qdに自然に作用する．Qd上の T̃ ×C∗作用の固

定点集合は有限である．その記述の仕方を参考文

献 5)の 2.11節に従って説明する．

d̃ を非負整数の組 (dij)1≤j≤i≤n−1 であって∑i
j=1 dij = di かつ j ≤ k ≤ i なら dkj ≥ dij

となるものとする．各 d̃には次の記述で与えられ

るQd 上の T̃ × C∗ 固定点が対応する．

W1 = OC(−d11 · 0)w1,

W2 = OC(−d21 · 0)w1 ⊕ OC(−d22 · 0)w2,

· · · · · · · · · ,

Wn−1 = OC(−dn−1,1 · 0)w1

⊕OC(−dn−1,2 · 0)w2

⊕ · · · ⊕ OC(−dn−1,n−1 · 0)wn−1.

この固定点を以降では [d̃]と記すことにする．

1.4 対応

1 ≤ i ≤ n − 1 なる自然数 i と非負整数の組

d = (d1, . . . , dn−1)に対し，d+i := (d1, . . . , di+

1, . . . , dn−1)と定義する．対応 Ed,i ⊂ Qd × Qd+i

を次の条件を満たす旗の対 (W•,W
′
•)達のなす部

分多様体として定義する：j ̸= iならWj = W′
j，

及びW′
i ⊂ Wi．つまり Ed,i は局所自由層の旗

0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂ Wi−1 ⊂ W′
i

⊂ Wi ⊂ Wi+1 ⊂ · · · ⊂ Wn−1 ⊂ W
(1)

であって，k ̸= iなら rank(Wk) = k, deg(Wk) =

−dk 及び rank(W′
i) = i, deg(W′

i) = −di − 1 を

満たすもの達のモジュライ空間である．詳しくは

文献 5)の 3.1節を参照して欲しい.

文献 8)の 2.10節より，Ed,iは次元 2d1 + · · ·+
2dn−1 + dimB+ 1 の非特異射影多様体である．

以下 p 及び q で自然な射影 Ed,i → Qd 及び

Ed,i → Qd+i を記す．また射 r : Ed,i → C を次の

様に定義する：

(0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wi−1 ⊂ W′
i

⊂ Wi ⊂ Wi+1 ⊂ · · · ⊂ Wn−1 ⊂ W)

7−→ supp(Wi/W
′
i).

対応 Ed,iには，(1)で表される点でのファイバー

が Γ(C,Wi/W
′
i)で与えられる自然な直線束Liが

附随する．

最後に，転置してできる対応を TEd,i ⊂ Qd+i ×
Qd と記すことにする．

Qd ⊂ Qd に制限することで，対応 Ed,i ⊂
Qd × Qd+i とその上の直線束 Li 及び自然な射

p : Ed,i → Qd，q : Ed,i → Qd+i，r : Ed,i →
C−{∞}が得られる．転置対応TEd,i ⊂ Qd+i×Qd

も定義できる．TEd,iは次元 2d1+ · · ·+2dn−1+1

の非特異準射影多様体である．
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1.5 箙による記述

箙によるQdの記述法は有用で，例えばDrinfeld

コンパクト化の正規性の証明に役立つ．

以下の様な手鋸箙 Qを考えよう：

V1

A1

�� B1 //

q1

��

V2

A2

�� B2 //

q2

��

· · ·

W0

p1

=={{{{{{{{
W1

p2

;;xxxxxxxxx
W2

p3

::uuuuuuuuuu
· · ·

· · ·
Bn−3 // Vn−2

An−2

�� Bn−2 //

qn−2

��

Vn−1

An−1

��

qn−1

��
· · ·

pn−2

<<xxxxxxxxx
Wn−2

pn−1

::vvvvvvvvv
Wn−1

線形写像達に課す関係式は Ak+1Bk − BkAk +

pk+1qk = 0 (k = 1, . . . , n−2)である．dimW0 =

· · · = dimWn−1 = 1 かつ dimVk = dk (k =

1, . . . , n− 1) の場合に，これらの関係式を満たす

線形写像達 (A•, B•, p•, q•)の集合を Md と記す．

Ms
d ⊂ Md を次の安定条件を満たすもの達からな

る部分集合とする：A•とB•の作用で保たれかつ

p•(W•)を含むような次数付き真部分空間V ′
• ⊂ V•

は存在しない．群Gd :=
∏n

k=1GL(Vk)は自然に

Md に作用する．この作用はMs
d 上で自由であり，

商Ms
d/Gd は代数多様体の構造を持ち Qd に同型

である．詳しくは文献 6)及び 11)を見て欲しい．

2. 同変K 群への量子ループ代数の作用

この節の内容は文献 1) と 13) に従う. 直線束

Li による捩りが入った対応 Ed,i は局所 Laumon

空間の局所化同変 K 群の直和上の作用素と思え

る．この作用素達は量子ループ代数Uv(Lsln) (の

Drinfeld new realization)の作用を生成する. こ

れは中島啓による箙多様体の同変K群への量子ア

フィン代数の作用の構成10) に非常に良く似ている.

得られた作用を有限部分Uv(sln) ⊂ Uv(Lsln) に

制限すれば，考えている加群は普遍 Verma 加群

に一致する. 局所化同変K 群の固定点に対応した

基底はUv(sln)上の普遍 Verma加群のGelfand-

Tsetlin基底に他ならない．同変K 群の代りに通

常の同変コホモロジー群を考えれば，同じ対応達

から Yangian Y (sln)の作用が得られる
4)．

2.1 同変K 群

′M で局所 Laumon空間の (T̃ × C∗)同変 (複

素化)K 群の直和を記す：

′M :=
⊕
d

K T̃×C∗
(Qd).

これは 1点の同変K 群

K T̃×C∗
(pt) = C[T × C∗] = C[x1, . . . , xn, v]

上の加群になる. ′M の局所化とは

M := ′M
⊗

KT̃×C∗ (pt)

Frac(K T̃×C∗
(pt))

のことである．M には自然な次数付け

M =
⊕
d

Md,

Md := K T̃×C∗
(Qd)

⊗
KT̃×C∗ (pt)

Frac(K T̃×C∗
(pt))

が入る．

2.2 M 上のUv(Lsln)の作用

0 ≤ i ≤ n なる自然数 i に対し Wi で Qd ×
C 上の tautological な i 次元ベクトル束を記す．

Künneth 公式により

K T̃×C∗
(Qd ×C) =

K T̃×C∗
(Qd)⊗ 1⊕K T̃×C∗

(Qd)⊗ τ

となる．ここで τ ∈ K T̃×C∗
(C) は O(1) の同変

K 群での類である．

この分解より外積 Λj(Wi) を

Λj(Wi) = Λj
(j)(Wi)⊗ 1 + Λj

(j−1)(Wi)⊗ τ

と表せる．ここでΛj
(j)(Wi)とΛj

(j−1)(Wi)は共に

K T̃×C∗
(Qd)の元である．

次に 0 ≤ m ≤ nなる自然数mに対してQd の

同変K 群に係数を持つ級数 bm(z) を次の様に定

義する：
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bm(z) := 1 +∑
1≤j≤m

(−z)−j
(
Λj
(j)(Wm)− vΛj

(j−1)(Wm)
)
.

特に b0(z) := 1と約束する．

v で T̃ × C∗ : (t, v) 7→ v の指標を記す．対応

Ed,k 上の同変直線束 L′
k := vkLk を考える．L

′
k

と Lk は直線束としては同型であり，L
′
k の同変

構造は Lk の同変構造を指標 vk で捩ったもので

ある.

更に作用素

ek,r := t−1
k+1v

dk+1−dk+1−kp∗((L
′
k)

⊗r ⊗ q∗)

及び

fk,r := −t−1
k vdk−dk−1−1+kq∗(Lk⊗(L′

k)
⊗r⊗p∗)

を考える. ek,r : Md → Md−k 及び fk,r : Md →
Md+k に注意する.

そして次の様なM 上の作用素の級数を考える：

x+k (z) :=
∞∑

r=−∞
ek,rz

−r : Md →Md−k[[z
±1]],

x−k (z) :=
∞∑

r=−∞
fk,rz

−r : Md →Md+k[[z
±1]].

また以下の級数も考える：

ψ+
k (z) |Md

=
∞∑
r=0

ψ+
k,rz

−r

:= t−1
k+1tkv

dk+1−2dk+dk−1−1
(
bk(zv

−k−2)−1

bk(zv
−k)−1bk−1(zv

−k)bk+1(zv
−k−2)

)+
,

ψ−
k (z) |Md

=
−∞∑
r=0

ψ−
k,rz

−r

:= t−1
k+1tkv

dk+1−2dk+dk−1−1
(
bk(zv

−k−2)−1

bk(zv
−k)−1bk−1(zv

−k)bk+1(zv
−k−2)

)−
.

ここで ()
+
, ()

−
は各々 z = ∞, 0 での展開を意味

する. ψ±
k (z) |Md

∈Md[[z
∓1]] に注意する．

定理 2.3. 上で定義された M 上の作用素

ψ±
k (z), x

±
k (z) はUv(Lsln)の関係式を満たす. つ

まりこれらの作用素はM 上のUv(Lsln) の作用

を導く.

定義 2.4. 非負整数の組 d̃ = (dij)1≤j≤i≤n−1

に対してウェイトの組 (sij)1≤j≤i≤n−1 を sij :=

t2jv
−2dij で定める．

命題 2.5. a) 作用素 fi,r, ei,rの固定点基底 {[d̃]}
に関する行列要素は以下の通り．ある j ≤ iに

対し d′i,j = di,j + 1なら

fi,r[d̃,d̃′] =− t−1
i vdi−di−1−1+i(1− v2)−1

× si,j(si,jv
i)r

×
∏

j ̸=k≤i

(1− si,js
−1
i,k )

−1

×
∏

k≤i−1

(1− si,js
−1
i−1,k),

ある j ≤ iに対し d′i,j = di,j − 1なら

ei,r[d̃,d̃′] = t−1
i+1v

di+1−di+1−i(1− v2)−1

× (si,jv
i+2)r

×
∏

j ̸=k≤i

(1− si,ks
−1
i,j )

−1

×
∏

k≤i+1

(1− si+1,ks
−1
i,j ),

その他の ei,r, fi,r の行列要素は全て 0．

b) 各 {[d̃]}は ψ±
i (z)の固有ベクトルであり，そ

の固有値は

t−1
i+1tiv

di+1−2di+di−1−1

×
∏
j≤i

(1− z−1vi+2si,j)
−1(1− z−1visi,j)

−1

×
∏

j≤i+1

(1− z−1vi+2si+1,j)

×
∏

j≤i−1

(1− z−1visi−1,j).

3. 差分方程式， q-Whittaker 函数とMac-

donald多項式

3.1 q差分戸田方程式

以下ではトーラスの座標として q = v2 及び

zi = t2i (i = 1, . . . , n) を用いる．正則函数環

C[Qd] の指標は (C∗ × T ) 上の有理函数 Jd(q, z)

で表される．自然数 i = 1, . . . , n − 1 に対し
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ωi を SLn ⊂ G = GLn の極大トーラスの基

本指標とする. 不定元 Q1, . . . ,Qn−1 を用意し，

Qd := Qd1
1 · · ·Qdn−1

n−1 と定める．そして形式的級数

J(q, z,Q) :=
∑
d

QdJd,

J(q, z,Q) := J(q, z,Q)
n−1∏
i=1

Q
logωi/ log q
i

を導入する．また k = 1, . . . , nに対し差分作用素

Tk(F (q, z,Q1, . . . ,Qn−1))

:= F (q, z,Q1, . . . ,Qk−2, q
−1Qk−1,

qQk,Qk+1, . . . ,Qn−1)

を考える．但し Q0 := Qn−1 と約束する．

以下の定理は，文献 1)において，局所 Laumon

空間の局所化同変K 群とUv(sln)の普遍 Verma

加群とが同一視できることの結果として示された．

定理 3.2. 作用素Sを

S := T1 +T2(1−Q1) + · · ·+Tn(1−Qn−1)

で定義すると

SJ(q, z,Q) = (z1 + · · ·+ zn)J(q, z,Q).

3.3 q-Whittaker函数

上で導入した不定元 Qを (n− 1)次元トーラス

Ť 上の座標と見なし，更に Ť を SLn ⊂ G = GLn

の極大トーラスの双対と思うことにする．SLn

のウェイト λ ∈ Λ について，qλ は Ť の元と

見なすことができる．実際，単純ルートを使っ

て λ を λ = a1α1 + · · · + an−1αn−1 と表せば，

qλ = Qa1
1 · · ·Qan−1

n−1 となる．こうして差分作用素

Sを格子 qΛ ⊂ Ť 上の函数に作用させることがで

きる．次の命題は文献 7)で示された．

命題 3.4. 以下の性質を満たす z ∈ T の C(q)値
多項式 Ψλ(q, z)が唯一存在する．

a) λがドミナントでなければ Ψλ(q, z) = 0，

b) Ψ0(q, z) = 1，

c) {Ψλ(q, z) | λ ∈ Λ} をまとめて一つの z ∈ T

の函数 Ψ(q, z) : Λ → C(q)と見なすと

SΨ(q, z) = (z1 + · · ·+ zn)Ψ(q, z)，

d) 多項式 Ψλ(q, z)は対称．

3.5 大域 Laumon空間上の直線束の大域切断

Qd の点 (0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wn−1 ⊂ W ⊗ OC)

に対し次数 (−di)の可逆部分層 ΛiWi ⊂ ΛiW ⊗
OC を考える (i = 1, . . . , n − 1)．この部分層

は PΓ(C,ΛiW (di)) の点と思えるので，射影射

π : Qd →
∏n−1

i=1 PΓ(C,ΛiW (di))を得る．実はπ

の像は，CからBへの次数dの写像の空間のDrin-

feldコンパクト化になる．SLnの基本指標ωiを思

い出そう．ウェイトλ = l1ω1+· · ·+ln−1ωn−1に対

しQd上の直線束O(λ)をπ∗(O(l1)⊠· · ·⊠O(ln−1))

で定義する．ψλ(q, z)
dを O(λ)の同変 Euler指標

χ(Qd,O(λ)) とする．これは (C∗ × T ) 上の有理

函数と思える．実は dが増大すると ψλ(q, z)
d の

q 展開の係数が安定するので，極限をとって函数

ψλ(q, z)を定義することができる．次に述べるの

は文献 2)で定理 3.2から導かれた定理である．

定理 3.6. ψλ(q, z) = Ψλ(q, z).

3.7 Macdonald 差分作用素

この副節では 3.1節の t類似を考える．ここで

変数 tは Laumon空間の de Rham複体の次数を

数えるものである．まず

Jα(q, t, z) = [H•(Qd,Ω
•
Qd

)]

:=
∑
i,j

(−1)i+jtj [Hi(Qd,Ω
j
Qd

)]

と置く．ここで [Hi(Qd,Ω
j
Qd

)] は Hi(Qd,Ω
j
Qd

)

の (C∗ ×T )加群としての指標，つまり q ∈ C∗と

z ∈ T の函数，を意味する．更に既に導入してあ

る不定元 Qを用いて

J(q, t, z,Q) :=
∑
d

QdJd(q, t, z),

J(q, t, z,Q) := J(q, t, z,Q)
n−1∏
i=1

Q
log(ωi)/ log q
i

と置く．次の定理は文献 3)で直接計算により証明

された．尚，文献 12)は局所 Laumon空間の局所

化同変コホモロジー上の U(sln)の作用を用いて，

数理科学 NO. 595, JANUARY 2013 5



次の定理のコホモロジー版の公式を導出している．

定理 3.8. 作用素 Dを

D :=
n∑

i=1

∏
j<i

1− q−1ti−j−1Qj · · ·Qi−1

1− ti−jQj · · ·Qi−1

×
∏
k>i

1− qtk−i+1Qi · · ·Qk−1

1− tk−iQi · · ·Qk−1
T−1
i .

と定義すると，

DJ(q, t, z,Q) = (z1 + · · ·+ zn)J(q, t, z,Q)．

3.9 Macdonald多項式

Macdonald多項式Pλ(q, t, z)はドミナントウェ

イト λと 2変数 q, tに依存する z ∈ T の対称多項

式であった．次に述べる定理は文献 3)において定

理 3.8から導かれたものである．

定理 3.10. a) ウェイト λ ∈ Λ はドミナントで

ないと仮定する．j, k ∈ Nを固定する．この時
十分大きい dに対して次が成立する．

Hk(Qd,Ω
j
Qd

⊗ O(λ)) = 0.

b) 任意の λ ∈ Λ について極限

lim
d→∞

[H•(Qd,Ω
•
Qd

⊗ O(λ))]

が存在する．この極限をHλ(q, t, z)と記す．主

張 a) より λ がドミナントでなければ Hλ = 0

である事に注意する．

c)

H0(q, t, z) =
(1 + t)(1 + t+ t2) · · ·

(1− tn−1)2(1− tn−2)4 · · ·
· · · (1 + t+ · · ·+ tn−1)

· · · (1− t3)2n−6(1− t2)2n−4

× 1

(1− tn)(1− t)n−2
.

d) λ =
∑
liωi がドミナントウェイトなら

Hλ = PλH0

∏
1≤i≤j≤n−1

(tj−i+1; q)li+···+lj

(tj−iq; q)li+···+lj

.

つまり Hλ は明示的に書ける因子を除いてMac-

donald多項式 Pλ と一致する．
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