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Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅ9 ñåíòÿáðÿ 2008 ã. îòêðûëñÿ ïÿòûé ñåçîí ðàáîòû Ìåæóíèâåð-ñèòåòñêîãî ñåìèíàðà `Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîéñðåäû�. Îðãàíèçàòîðàì ïðèÿòíî îòìåòèòü, ÷òî çà âðåìÿ ïðîøåä-øåå îò ïåðâîãî çàñåäàíèÿ ñåìèíàðà ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ è ïðåäñòàâè-òåëüñòâî ó÷åáíûõ çàâåäåíèé âîçðîñëî. Â ðàáîòå ñåìèíàðà ïðèíèìà-þò ó÷àñòèå ðóêîâîäèòåëè íàó÷íûõ øêîë ïðî�åññîðà Ï.Å.Òîâñòèê,Ì.À. Íàðáóò, Ñ.Ì. Áàóýð , Ñ.Á. Ôèëèïïîâ (ÑÏá�Ó, ìàò-ìåõ), Þ.Ì.Äàëü (ÑÏá�Ó, ÏÌ-ÏÓ), À.È. Áîðîâêîâ, Á.À.Ñìîëüíèêîâ (ÑÏá�-ÒÓ), Â.Í. Åìåëüÿíîâ (Á�ÒÓ), Ï.È. Áåãóí (ËÝÒÈ), Â.È. Ñëèâêåð(�èïðîñòðîéìîñò) è èõ ó÷åíèêè. Ñåìèíàð îáçàâåëñÿ ñâîé ñòðàíè-öåé â Èíòåðíåòå (www.seminar.student.su) è ãðóïïîé â Êîíòàêòå(http://vkontakte.ru/
lub969133), à 25 ìàðòà 2008 ã. ñîñòîÿëîñü þáè-ëåéíîå 50-å çàñåäàíèå.ñåìèíàðà.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñáîðíèê òðóäîâ ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûåìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû� àäðåñîâàí, â îñíîâíîì, ìî-ëîäûì ó÷åíûì, ìû ñî÷ëè öåëåñîîáðàçíûì, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî âû-ïóñêà, â êîòîðîì áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ ïðî�. Ë.Í. ßñíèöêî-ãî (Ï�Ó), îòêðûâàòü Òðóäû ñåìèíàðà ðàáîòàìè âåäóùèõ ó÷åíûõ-ìåõàíèêîâ. Â ÷åòâåðòûé âûïóñê âêëþ÷åíà ñòàòüÿ ïðî�. Ï.Å. Òîâ-ñòèêà (ÑÏá�Ó) è Ò.Ï. Òîâñòèê (ÈÏÌ �ÀÍ), ïîñâÿùåííàþ âîç-ìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ äâóìåðíûõ ìîäåëåé òèïà Êèðõãî�à-Ëÿâà èÒèìîøåíêî-�åéññíåðà ê àíèçîòðîïíûì ïëàñòèíàì. Ýòà ñòàòüÿ ðàç-âèâàåò èäåè, èçëîæåííûå Ï.Å. Òîâñòèêîì â äîêëàäå �Íåêëàññè÷å-ñêèå ìîäåëè áàëîê, ïëàñòèí è îáîëî÷åê� íà çàñåäíèè ñåìèíàðà 6íîÿáðÿ 2007 ã.. À.Ë. Ñìèðíîâ è Å.Ô. Æèãàëêî



ÄÂÓÕÌÅ�ÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÏËÀÑÒÈÍÈÇ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÌÀÒÅ�ÈÀËÀÏ. Å. Òîâñòèê, Ò. Ï. ÒîâñòèêÂ ñòàòüå äàåòñÿ âûâîä äâóõìåðíîé ïðèáëèæåííîé ìîäåëè ïëàñòè-íû èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ êîñîé àíèçîòðîïèåé ïðè ïëîñêîì íà-ïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ãèïîòåç Êèðõãî�à�Ëÿâà ëèáî Òèìîøåíêî��åéññíåðà î ñîõðàíåíèè ïðÿìîëèíåéíîñòè íîð-ìàëüíîãî äî äå�îðìàöèè âîëîêíà íå äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëü-òàòîâ ïðè ñðàâíåíèè ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì òðåõìåðíûõ óðàâ-íåíèé òåîðèè óïðóãîñòè. �àçëè÷èå íàáëþäàåòñÿ óæå â ãëàâíîì ÷ëåíåàñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà òîí-êîñòåííîñòè, ðàâíîãî îòíîøåíèþ òîëùèíû ïëàñòèíû ê äëèíå âîëíû äå-�îðìàöèè.1. Ââåäåíèå.Âûâîäó äâóõìåðíûõ ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé ïëàñòèí è îáîëî-÷åê èç òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè ïîñâÿùåíû ìíî-ãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, èç êîòîðûõ íàçîâåì ìîíîãðà�èè [1�3℄.Íèæå äëÿ çàäà÷ ñòàòèêè è ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáñóæäàþòñÿ ìîäå-ëè Êèðõãî�à�Ëÿâà (ÊË) è Òèìîøåíêî��åéññíåðà (Ò�) â ñðàâíåíèèñ òðåõìåðíîé òåîðèåé óïðóãîñòè. Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãîìàòåðèàëà óêàçàííàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [4, 5℄. Çäåñü îñíîâíîåâíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñëó÷àþ àíèçîòðîïèè îáùåãî âèäà. Ïðè ñðàâíå-íèè äâóõìåðíûõ ìîäåëåé ñ ðåçóëüòàòàìè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøå-íèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíåøíÿÿ íàãðóçêà, àâìåñòå ñ íåé è ðåøåíèå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè ïîòàíãåíöèàëüíûì êîîðäèíàòàì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñè-ñòåìû è â òî æå âðåìÿ ââåñòè ìàëûé ïàðàìåòð, ðàâíûé îòíîøåíèþòîëùèíû ïëàñòèíû ê äëèíå âîëíû òàíãåíöèàëüíîé äå�îðìàöèè.�àññìîòðåíèå îãðàíè÷åíî ñëó÷àåì ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòî-ÿíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé ÊË è Ò� â ñëó÷àå�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07.01.00250a.

 Ï. Å. Òîâñòèê, Ò. Ï. Òîâñòèê, 2008



Äâóõìåðíûå ìîäåëè ïëàñòèí èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà 5àíèçîòðîïèè îáùåãî âèäà (â îòëè÷èå îò òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè(ñì. [4, 5℄)) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíûì, èáî äàæå â ãëàâíûõ àñèìïòî-òè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèÿõ ìîäåëè ÊË è Ò� äàþò îøèáî÷íûå ýêâèâà-ëåíòíûå óïðóãèå ìîäóëè. Ïðåäëîæåíû óòî÷íåííûå êèíåìàòè÷åñêèåãèïîòåçû, îáîáùàþùèå ìîäåëü Ò�, ïðèíÿòèå êîòîðûõ äàåò â ãëàâ-íûõ ÷ëåíàõ ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî äâóõìåðíîé è òðåõìåðíîéìîäåëÿì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà ïëàñòèíà, àðìèðîâàí-íàÿ ñèñòåìîé íàêëîííûõ ìàëîðàñòÿæèìûõ íèòåé.2. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè�àññìîòðèì çàäà÷ó î äå�îðìàöèè (èëè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ)ïëàñòèíû �1 < x < 1; �h=2 6 z 6 h=2 èç àíèçîòðîïíîãî ìà-òåðèàëà, íàõîäÿùåéñÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-íèÿ (èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î áàëêå). Ëèöåâûå ïëîñêîñòè ñ÷è-òàåì ñâîáîäíûìè, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êðàÿõ íå ðàññìàòðèâàåì.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè ïîñëå îòäåëåíèÿçàâèñÿùåãî îò âðåìåíè t ìíîæèòåëÿ ei!t (! � ÷àñòîòà êîëåáàíèé)èìåþò âèä � �11�x + � �13�z + �!2u+ f1(x; z) = 0;� �13�x + � �33�z + �!2w + f3(x; z) = 0; (1)�11 = E11"11 +H1"13 +E13"33;�13 = H1"11 +G13"13 +H3"33;�33 = E13"11 +H3"13 +E33"33; (2)"11 = �u�x; "13 = �u�z + �w�x ; "33 = �w�z ; (3)ãäå u(x; z); w(x; z) � ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèÿ, �jk(x; z); "jk(x; z) �íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè.



6 Ï. Å. Òîâñòèê, Ò. Ï. ÒîâñòèêÇäåñü E11; E13; E33; G13; H1; H3 (4)� ìîäóëè óïðóãîñòè, ïðè÷åì äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà H1 =H3 = 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè2� = E11"211 +G13"213 +E33"233 +2E13"11"33 +2H1"11"13 +2H3"13"33ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ èìåþò âèä�13 = �33 = 0 ïðè z = �h=2: (5)3. Óðàâíåíèÿ Êèðõãî�à�Ëÿâà äëÿ àíèçîòðîïíîéïëàñòèíû.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ìîäåëü ÊË. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçàìèÊèðõãî�à íîðìàëüíîå äî äå�îðìàöèè âîëîêíî îñòàåòñÿ ïîñëå äå-�îðìàöèè ïðÿìîëèíåéíûì è íîðìàëüíûì ê äå�îðìèðîâàííîé ñðå-äèííîé ëèíèè, è íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,÷òî äàåò"13 = �u�z + �w�x = 0 èëè u = u0(x) � z dwdx è �33 = 0: (6)Â ñâÿçè ñ àíèçîòðîïèåé îáùåãî âèäà èçãèáíûå è ïðîäîëüíûå äå-�îðìàöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, ïîýòîìó ââåäåíî ñëàãàåìîå u0(x).Â ñèëó (6) ïåðâîå è òðåòüå ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ äå-�îðìàöèè "33 äàþò�11 = E�11�du0dx � z d2w�x2� ; E�11 = E11 � E213E33 :Ïðîèíòåãðèðóåì îáà óðàâíåíèÿ (1) ïî z â ïðåäåëàõ �h2 6 z 6 h2 ,äàëåå óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå (1) íà z è òàêæå ïðîèíòåãðèðóåì.



Äâóõìåðíûå ìîäåëè ïëàñòèí èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà 7Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìdP1dx + �h!2u0 + F1(x) = 0;dQ1dx + �h!2w + F3(x) = 0;dM1dx �Q1 � J!2 dwdx +m1(x) = 0; J = �h312 ; (7)ãäå ââåäåíû ïðîäîëüíîå óñèëèå P1(x), ïåðåðåçûâàþùåå óñèëèåQ1(x), è èçãèáàþùèé ìîìåíò M1(x):P1 = Z h=2�h=2 �11 dz = E�11hdu0dx ;Q1 = Z h=2�h=2 �13 dz;M1 = Z h=2�h=2 z�11 dz = �D1 d2wdx2 ; D1 = E�11h312 ; (8)à òàêæå âíåøíèå èíòåãðàëüíûå ñèëû è ìîìåíòFk(x) = Z h=2�h=2 fk(x; z) dz; k = 1; 3; m1(x) = Z h=2�h=2 zf1(x; z) dz:Ïðè âûâîäå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (7) èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâîZ h=2�h=2 z � �13�z dz = � Z h=2�h=2 �13 dz = �Q1;ïîëó÷àþùååñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõóñëîâèé (5).Ñèñòåìó óðàâíåíèé (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåE�11hd2u0dx2 + �h!2u0 + F1(x) = 0;�D1 d4wdx4 + �h!2w + F3(x) � J!2 d2wdx2 + dm1dx = 0: (9)



8 Ï. Å. Òîâñòèê, Ò. Ï. ÒîâñòèêÓðàâíåíèÿ (9) ñóòü óðàâíåíèÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êîëå-áàíèé áàëêè Áåðíóëëè. Â óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé âêëþ-÷åíû îáû÷íî íå ó÷èòûâàåìûå ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ (ñèëû èíåð-öèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåìåíòà è âíåøíèé ðàñïðåäåëåííûéìîìåíò). Âèäèì, ÷òî ìîäåëü ÊË íå ó÷èòûâàåò íå òîëüêî àíèçîòðî-ïèþ îáùåãî âèäà, íî è îðòîòðîïèþ ìàòåðèàëà áàëêè. Â ðàìêàõ ýòîéìîäåëè ïðîäîëüíûå è èçãèáíûå êîëåáàíèÿ íåçàâèñèìû.4. Óðàâíåíèÿ Òèìîøåíêî��åéññíåðà (Ò�) äëÿàíèçîòðîïíîé ïëàñòèíûÂ îòëè÷èå îò ìîäåëè ÊË ýòà ìîäåëü ââîäèò â ðàññìîòðåíèå óãîëñäâèãà 
 ìåæäó íîðìàëüþ ê äå�îðìèðîâàííîé ñðåäèííîé ïîâåðõ-íîñòè è íîðìàëüíûì äî äå�îðìàöèè âîëîêíîì, êîòîðîå ïî ïðåä-ïîëîæåíèþ îñòàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì è ïîñëå äå�îðìàöèè. Ñîîòíî-øåíèÿ (6) çàìåíÿþòñÿ íà"13 = 
 èëè u = u0 + 'z; ' = �dwdx + 
 è �33 = 0; (10)ãäå ' � óãîë ïîâîðîòà íîðìàëüíîãî äî äå�îðìàöèè âîëîêíà. Â ñèëóðàâåíñòâà �33 = 0 èñêëþ÷àåì èç ñîîòíîøåíèé (2) äå�îðìàöèþ "33.Òîãäà�11 = E�11 �du0dx + z d'dx�+H�1
; �13 = H�1 �du0dx + z d'dx�+G�13
;ãäå H�1 = H1 � H3E13E33 ; G�13 = G13 � H23E33 :Óðàâíåíèÿ (1) èíòåãðèðóåì ïî òîëùèíå ïëàñòèíû ïî òîé æåñõåìå, ÷òî è äëÿ ìîäåëè ÊË. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèédP1dx + �h!2u0 + F1(x) = 0;dQ1dx + �h!2w + F3(x) = 0;dM1dx �Q1 + J!2'+m1(x) = 0; (11)



Äâóõìåðíûå ìîäåëè ïëàñòèí èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà 9îòëè÷àþùóþñÿ îò ñèñòåìû (7) ëèøü èíåðöèîííûì ÷ëåíîì â òðå-òüåì óðàâíåíèè. Îäíàêî òåïåðüP1 = E�11hdu0dx +H�1h
; Q1 = H�1hdu0dx +G�13h
; M1 = D1 d'dx ; (12)à îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è â (8).Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (11) ïðåîáðàçóåì ê âèäóKhd2u0dx2 + �h!2(G�13u0 �H�1w) +G�13F1 �H�1F3 = 0; (13)Khd
dx + �h!2(E�11w �H�1u0) +E�11F3 �H�1F1 = 0; (14)ãäå K = E�11G�13 � (H�1 )2. Òîãäà òðåòüå óðàâíåíèå (11) ïîñëå äè�-�åðåíöèðîâàíèÿ ïî x è èñêëþ÷åíèÿ óãëîâ ' è 
 çàïèøåòñÿ â âèäå�D1 d4wdx4 + �h!2w + F3 + dm1dx ���D1E�11�K + J�!2 d2wdx2 + D1H�1�K !2 d2u0dx2 � J�!4K (E�11w �H�1u0)��D1Kh d2(E�11F3 �H�1F1)dx2 � J!2Kh (E�11F3 �H�1F1) = 0: (15)Ìîäåëü Ò� ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (13), (15) îòíîñèòåëü-íî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé u è w, ñâÿçàííîé ÷åðåç ñèëû èíåðöèè. Âñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå (ïðè ! = 0) ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî èíòåãðèðî-âàòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.5. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(3)Ïîñòðîèì òåïåðü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(3), íå ïðèáå-ãàÿ ê ãèïîòåçàì î ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå ïëàñòè-íû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäàñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðåäïîëîæåíèèî ìàëîñòè òîëùèíû ïëàñòèíû ïî îòíîøåíèþ ê äëèíå âîëíû ïðî-äîëüíîé äå�îðìàöèè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âíåøíÿÿ íàãðóçêà ìåíÿ-åòñÿ â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó:fj(x; z) = fj(z)eirx; j = 1; 3;



10 Ï. Å. Òîâñòèê, Ò. Ï. Òîâñòèêè áóäåì èñêàòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäåfu; w; �jk ; "jkg(x; z) = fu; w; �jk ; "jkg(z)eirx:Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé 4-ãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåì ýòó ñèñòåìó ê âèäó, óäîáíîìóäëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì ðàñòÿ-æåíèå ìàñøòàáà z = hz1; jz1j 6 1=2:i��̂11 + �̂013 + �h2!2u+ h2f1(z) = 0;i��̂13 + �̂033 + �h2!2w + h2f3(z) = 0; (16)�̂11 = E11i�u+H1 (u0 + i�w) +E13w0;�̂13 = H1i�u+G13 (u0 + i�w) +H3w0;�̂33 = E13i�u+H3 (u0 + i�w) +E33w0; (17)ãäå �̂jk = h�jk , ( )0 = d( )=dz1, � = rh = 2�h=L � ìàëûé ïàðà-ìåòð, ïðîïîðöèîíàëüíûé îòíîøåíèþ òîëùèíû h ïëàñòèíû ê äëèíåL âîëíû äå�îðìàöèè.Èìåþò ìåñòî ïîðÿäêîâûå ñîîòíîøåíèÿ:u = O(w); �11 = O(E�2w); �13 = O(E�3w); �33 = O(E�4w);ãäå E � îáùèé ïîðÿäîê óïðóãèõ ìîäóëåé (4).�åøåíèå ñèñòåìû (16), (17) èùåì â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïîñòåïåíÿì ïàðàìåòðà �. Ïðèâåäåì ñîîòíîøåíèÿ (17) ê âèäó, óäîá-íîìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èòåðàöèé. �àçðåøèì âòîðîå è òðåòüåñîîòíîøåíèÿ (17) îòíîñèòåëüíî u0 è w0 è ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ñîîò-íîøåíèå (17). Òîãäà ñèñòåìà (16), (17) çàïèøåòñÿ â âèäå, â êîòîðîìïðàâûå ÷àñòè ìàëû:u0 = �i�w +K1i�u+ E33�̂13 �H3�̂33� ;w0 = K2i�u+ G13�̂33 �H3�̂13� ; � = E33G13 �H23 ;�̂013 = �i��̂11 � �h2!2u� h2f1(z);�̂033 = �i��̂13 � �h2!2w � h2f3(z); (18)



Äâóõìåðíûå ìîäåëè ïëàñòèí èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà 11ãäå �̂11 = K3i�u�K1�̂13 �K2�̂33; K3 = E11 +H1K1 +E13K2;K1 = E13H3 �E33H1� ; K2 = H1H3 �E13G13� : (19)Ïðè÷åì äëÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) íåîáõîäèìî ïîòðå-áîâàòü, ÷òîáû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé òðåòüåãî è ÷åòâåð-òîãî óðàâíåíèé (18) áûëè ðàâíû íóëþ:Z 1=2�1=2 �i��̂11 + �h2!2u+ hf1(z)� dz == Z 1=2�1=2 �i��̂13 + �h2!2w + hf3(z)� dz = 0: (20)�àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.6. �åçóëüòàòû àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.Çàäà÷à ñòàòèêè�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó î ïðîãèáå ïîä äåéñòâè-åì ðàâíîìåðíîé ïî òîëùèíå ïåðèîäè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïîëîæèì! = 0; f1 = 0; f3 = f03 = 
onst:Ïðèâåäåì ïåðâûå ñëàãàåìûå â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåøåíèè ñèñòå-ìû (18):u = ���z + �2K124 +O(�3)�w0;w = �1 + �2K2z22 +O(�3)�w0;�̂11 = ��2K3z + i�3K1K3 12z2 � 112 +O(E�4)�w0;�̂13 = �K3�3(�1 + 4z2)� i48 + K1�z12 �+O(E�5)�w0:



12 Ï. Å. Òîâñòèê, Ò. Ï. ÒîâñòèêÈç óñëîâèÿ (20) íàõîäèì ïðîãèá w0:�K3�412 + K4�61440 �w0 = f3h2; K4 = K3�4K21 + 3�K2 � 4E33K3� �� :(21)Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîãèáà, ïîëó÷àþùè-åñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç ìîäåëåé ÊË è Ò�:E�11�412 w0 = f3h2; (22)E�11�412 w0 = f3h2�1 + (E�11)2�212K � : (23)�ëàâíûå ïî � ÷ëåíû âûðàæåíèé (21), (22) è (23) ñîâïàäàþò ëèøüïðè H1 = H3 = 0. Ýòî ãîâîðèò î íåïðèåìëåìîñòè ãèïîòåç ÊË è Ò�â ñëó÷àå àíèçîòðîïèè îáùåãî âèäà.7. ×àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèéÏóñòü òåïåðü f1 = f3 = 0. Ïðèâåäåì óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòîòûêîëåáàíèé !, âûòåêàþùåå èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (15):K3�412 + K4�61440 � ��1 + �2 �K224 + 112�+O(�4)����2�2 � E33120� +O(�2)� ; (24)ãäå � = �h2!2.Ìîäåëè ÊË è Ò� ïðèâîäÿò ñîîòâåòñòâåííî ê óðàâíåíèÿìE�11�412 = ��1 + �212� ;E�11�412 � ��1 + �212 + �2(E�11)212K + �2E�11(H�1 )2�12K(K�2 � �G�13)�++�2E�1112K + �3(H�1 )212K(K�2 � �G�13) = 0: (25)



Äâóõìåðíûå ìîäåëè ïëàñòèí èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà 13Óðàâíåíèå (25) ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòíîãîïàðàìåòðà �, èáî â ñèñòåìå (13), (15) èçãèáíûå è ïðîäîëüíûå êîëå-áàíèÿ ñâÿçàíû.8. Óòî÷íåííûå êèíåìàòè÷åñêèå ãèïîòåçû�àññìîòðåííûå ïðèìåðû ãîâîðÿò î íåïðèåìëåìîñòè ãèïîòåç êàêÊË, òàê è Ò� â ñëó÷àå àíèçîòðîïèè îáùåãî âèäà, èáî ïðè èõ ïðèìå-íåíèè ðàçëè÷èÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè èìåþò ìåñòî óæåâ ãëàâíûõ ïî � ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó çäåñü ââîäÿòñÿ ãèïîòåçû, ïî-çâîëÿþùèå óñòðàíèòü ýòè ðàçëè÷èÿ.Âìåñòî (10) ïîëîæèì"13 = 
 + 
1z èëè u = u0 + 'z + 
1�z22 � h224� ;' = 
 � dwdx è �33 = 0;Òîãäà�11 = E�11�du0dx + z d'dx + d
1dx �z22 � h224��+H�1 (
 + 
1z);�13 = H�1 �du0dx + z d'dx + d
1dx �z22 � h224��+G�13(
 + 
1z):Èç óñëîâèé �13 = 0 ïðè z = �1=2 íàõîäèì
1 = �H�1G�13 d'dx :Ñèñòåìà (11) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä, ïðè÷åì âåëè÷èíû P1 è Q1 èìå-þò ïðåæíèå çíà÷åíèÿ (12), à âåëè÷èíà M1 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéM1 = D�1 d'dx ; (26)ãäå D�1 = K3h312 , K3 = E�11� (H�1 )2G�13 , à K3 çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (19).Óðàâíåíèÿ (13) è (14) íå èçìåíÿþòñÿ, à êîý��èöèåíò D1 â óðàâíå-íèè (15) ñëåäóåò çàìåíèòü íà D�1 . Ôîðìóëû (23) è (25) ïðèíèìàþò



14 Ï. Å. Òîâñòèê, Ò. Ï. Òîâñòèêñîîòâåòñòâåííî âèäK3�412 w0 = f3h2�1 + E�11K3�212K � ; (27)K3�412 ���1 + �212 + �2E�11K312K + df�2K3(H�1 )2�12K(K�2 � �G�13)�++�2E�1112K + �3(H�1 )212K(K�2 � �G�13) = 0: (28)�ëàâíûå ïî � ñëàãàåìûå â âûðàæåíèÿõ (21) è (27), à òàêæå ââûðàæåíèÿõ (24) è (28) ñîâïàäàþò. Íà ñîâïàäåíèå ìëàäøèõ ïî �ñëàãàåìûõ ðàññ÷èòûâàòü íå ïðèõîäèòñÿ, èáî, êàê ïîêàçàíî â [5℄,îíè íå ñîâïàäàþò äàæå äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû.Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå àíèçîòðîïèè îáùåãî âèäà äëÿ ïîñòðîå-íèÿ äâóõìåðíîé ìîäåëè, äàþùåé â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïðàâèëü-íûå ðåçóëüòàòû, ñëåäóåò îòêàçàòüñÿ îò ãèïîòåçû î ñîõðàíåíèè ïðÿ-ìîëèíåéíîñòè íîðìàëüíîãî äî äå�îðìàöèè âîëîêíà.9. Ïëàñòèíà, àðìèðîâàííàÿ ìàëîðàñòÿæèìûìèíèòÿìè�àññìîòðèì ïëàñòèíó èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííî-ãî îñðåäíåíèåì èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, àðìèðîâàííîãî ñèñòåìîéìàëîðàñòÿæèìûõ íèòåé, íàêëîíåííûõ ïîä óãëîì � ê îñè x. Ïëîò-íîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿ-åòñÿ �îðìóëîé� = 12 E(1� Æ)1� �2 �"211 + 2�"11"22 + "222 + 1� �2 "212�++12ÆEn("11 
os2 �+ "12 sin� 
os�+ "22 sin2 �)2;ãäå E; � � ìîäóëü Þíãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ìàòðèöû, En �ìîäóëü Þíãà íèòåé, Æ � äîëÿ îáúåìà, çàíÿòîãî íèòÿìè.Íàïðÿæåíèÿ �ij ïîëó÷àåì ïî �îðìóëå�ij = ���"ij :



Äâóõìåðíûå ìîäåëè ïëàñòèí èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà 15Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ìîäóëè óïðóãîñòè (4) àíèçîòðîïíîãî ìàòåðè-àëà:E11 = E(1� Æ)1� �2 +EnÆ 
os4 �; E13 = E�(1� Æ)1� �2 + EnÆ sin2 � 
os2 �;E33 = E(1� Æ)1� �2 +EnÆ sin4 �; G13 = E(1� Æ)2(1 + �) +EnÆ sin2 � 
os2 �;H1 = EnÆ sin� 
os3 �; H3 = EnÆ sin3 � 
os�:Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñðàâíèì êîý��èöèåíòû èçãèáíûõ æåñòêî-ñòåé èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà è àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðè ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà � (òàáëèöà). ÂîçüìåìE = 1; � = 0:3; En = 100; Æ = 0:1:Êîý��èöèåíò èçãèáíîé æåñòêîñòè� E�11 K30Æ 10.900 10.90015Æ 8.872 3.82330Æ 3.672 1.64645Æ 1.247 1.01460Æ 0.901 0.90175Æ 0.946 0.93990Æ 0.981 0.981Â òàáëèöå äëÿ ðÿäà óãëîâ íàêëîíà íèòåé � ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿêîý��èöèåíòîâ èçãèáíîé æåñòêîñòè. Êîý��èöèåíò E�11 âõîäèò â�îðìóëó (8) è äàåò æåñòêîñòü ïî ìîäåëÿì ÊË è Ò�. Êîý��èöèåíòK3 âõîäèò â àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû (21), (24) è â �îðìóëó (26)è îïðåäåëÿåò æåñòêîñòü ïî óëó÷øåííîé êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.Ïðè � = 0Æ è ïðè � = 90Æ çíà÷åíèÿ E�11 è K3 ñîâïàäàþò, èáî â ýòèõñëó÷àÿõ ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ îðòîòðîïíûì.�åçóëüòàòû òàáëèöû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ àíèçîòðîïíîãî ìàòå-ðèàëà îáùåãî âèäà ãèïîòåçà î ñîõðàíåíèè ïðÿìîëèíåéíîñòè íîð-ìàëüíîãî äî äå�îðìàöèè âîëîêíà íå äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðå-çóëüòàòîâ.
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ludingthe shear // ZAMM. 2007. 87. N 2. P. 160�171.



Ô�ÀÊÒÀËÜÍÎÅ ÒÂÅ�ÄÎÅ ÒÅËÎÂ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈÁ. À. Ñìîëüíèêîâ
Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü òâåðäîãî òåëà � �ðàêòàëüíîå òâåð-äîå òåëî (ÔÒÒ), ïîçâîëÿþùàÿ èññëåäîâàòü äèíàìèêó ýâîëþöèîííîãîïðîöåññà ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåé äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.Ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÔÒÒ, ñîäåðæàùàÿ íåëèíåéíûå äèñ-ñèïàòèâíûå ñëàãàåìûå, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäÿò òðåòüè ïðîèçâîäíûåîò êîîðäèíàò ïî âðåìåíè. Ïðåäëàãàåìîå îïèñàíèå ýâîëþöèîííîé äèíà-ìèêè ÔÒÒ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé èóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë.1. Îáñóæäåíèå ïðîáëåìûÏî÷òè çà 400-ëåòíþþ èñòîðèþ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè (åñëèîòñ÷èòûâàòü åå îò îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò �àëèëåÿ è Êåïëåðà) âíåé ñëîæèëàñü äîâîëüíî ÷åòêàÿ êëàññè�èêàöèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-ñòåì, èõ ýëåìåíòîâ, ñâÿçåé è ïðî÷. Â ðàìêàõ ýòîé êëàññè�èêàöèèâàæíîå çíà÷åíèå èìååò ðàçäåëåíèå íà ñèñòåìû êîíñåðâàòèâíûå èäèññèïàòèâíûå, òàê êàê îíî çà÷àñòóþ ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòüïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû áåç ïðîâåäåíèÿ äåòàëüíîãî àíàëèçàåå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. �àçóìååòñÿ, ïðîâåäåíèå ãðàíèöû ìåæ-äó êîíñåðâàòèâíûìè è äèññèïàòèâíûìè ñèñòåìàìè äàëåêî íå îäíî-çíà÷íàÿ ïðîöåäóðà, ñòðîãî êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì â ïðèðîäå è òåõ-íèêå íå ñóùåñòâóåò. Íàèáîëåå áëèçêî ê êîíñåðâàòèâíûì ñèñòåìàìïðèáëèæàþòñÿ îáúåêòû íåáåñíîé ìåõàíèêè, â �çåìíîé� æå ìåõàíèêåñèëû òðåíèÿ íàñòîëüêî âåëèêè è âåçäåñóùè, ÷òî ïðåíåáðåãàòü èìèóìåñòíî òîëüêî íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ èíòåðâàëàõ äèíàìè-÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå êîíñåðâàòèâíûå ìîäåëèòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ è êîíñòðóêöèé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êàêÄîêëàä íà ñåìèíàðå 5 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.
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18 Á. À. Ñìîëüíèêîââ ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðåòè÷åñêîé è òåõíè÷åñêîé ìåõàíèêå,òàê è âî ìíîãèõ íàó÷íî-èíæåíåðíûõ ðàçðàáîòêàõ è èññëåäîâàíè-ÿõ [4℄. Â òåõ çàäà÷àõ, ãäå íåîáõîäèì ó÷åò äèññèïàòèâíûõ ý��åê-òîâ, îáóñëîâëåííûõ ñèëàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè íóëåâîé, ïåðâîéèëè âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìà-òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ äèññèïàòèâ-íàÿ �óíêöèÿ �ýëåÿ, âûðàæàþùàÿ ìîùíîñòü äèññèïàòèâíûõ ñèëïîâåðõíîñòíîãî òðåíèÿ. Îäíàêî, êðîìå õîðîøî èçó÷åííîãî è ñðàâ-íèòåëüíî ëåãêî çàäàâàåìîãî ïîâåðõíîñòíîãî òðåíèÿ â ðåàëüíûõ ìå-õàíè÷åñêèõ òåëàõ, ñóùåñòâóåò è âíóòðåííÿÿ äèññèïàöèÿ ýíåðãèè,îáóñëîâëåííàÿ ïåðåìåííûìè âíóòðåííèìè äå�îðìàöèÿìè è íàïðÿ-æåíèÿìè. Â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà óäåëÿåòñÿ äî-ñòàòî÷íî ñåðüåçíîå âíèìàíèå ÿâëåíèþ âíóòðåííåãî ìåõàíè÷åñêîãîãèñòåðåçèñà è åãî âîçäåéñòâèþ íà ïðîöåññ óïðóãèõ êîëåáàíèé òå-ëà [1℄. Â îáùåé æå ìåõàíèêå ìîäåëü òâåðäîãî òåëà, ïîñòðîåííàÿ Ýé-ëåðîì, ëèøåíà óïðóãîäå�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ, à ïîòîìó ëèøåíàè ñïîñîáíîñòè äèññèïèðîâàòü ýíåðãèþ äâèæåíèÿ òåëà. Â �çåìíîé�ìåõàíèêå ýòà óùåðáíîñòü ìîäåëè Ýéëåðà ïðàêòè÷åñêè íå çàìåòíà,îäíàêî â íåáåñíîé ìåõàíèêå ñèòóàöèÿ ðåçêî èçìåíÿåòñÿ. Â óñëîâèÿõïîëíîãî îòñóòñòâèÿ ïîâåðõíîñòíîãî òðåíèÿ ñèëû âíóòðåííåãî (îáú-åìíîãî) òðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì äèññèïàòèâíûì �àêòîðîì,è èìåííî îíè îïðåäåëÿþò ýâîëþöèîííî íåîáðàòèìûé õàðàêòåð âðà-ùàòåëüíûõ äâèæåíèé èñêóññòâåííûõ è åñòåñòâåííûõ íåáåñíûõ òåë.�àçóìååòñÿ, äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíîãî ýâîëþöèîííîãî ïîâåäåíèÿòâåðäîãî òåëà ìîæíî ñíàáäèòü åãî íàáîðîì âíóòðåííèõ äèññèïàòèâ-íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (íàïðèìåð, äèññèïàòèâíûõ îñöèëëÿòîðîâ),êàê ýòî ñäåëàíî â ðÿäå ðàáîò Ô. Ë. ×åðíîóñüêî è äð. [2, 3℄. Îäíàêîïðè ýòîì âîçðàñòàåò ðàçìåðíîñòü çàäà÷è è ñóùåñòâåííî óñëîæíÿ-åòñÿ åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáñóæäàåòñÿè äåìîíñòðèðóåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ýâîëþöèîííîé ìà-òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òâåðäîãî òåëà, íå òðåáóþùèé ââåäåíèÿ äî-ïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, õîòÿ è íåñêîëüêî ïîâûøàþùèé ååïîðÿäîê.Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ïîäîáíîãî äèññèïàòèâíîãîòâåðäîãî òåëà, ðàññìîòðèì ìåõàíèçì îáúåìíîé äèññèïàöèè ïðè êî-ëåáàíèÿõ óïðóãîâÿçêîãî òåëà. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì óïðóãèå ñìå-ùåíèÿ èëè äå�îðìàöèè íîñÿò, êàê èçâåñòíî, ãèñòåðåçèñíûé õàðàê-



Ôðàêòàëüíîå òâåðäîå òåëî â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè 19òåð, ïðè÷åì �àìïëèòóäû� ýòîãî ãèñòåðåçèñà èìåþò ïðèìåðíî òîò æåìàñøòàá, ÷òî è àìïëèòóäà óïðóãèõ êîëåáàíèé. Ââèäó ýòîãî ïðîöåññäèññèïàöèè ýíåðãèè êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî,è êîëåáàíèÿ çàòóõàþò çà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ èëè ñîòåí ïåðèîäîâíèçøåé ÷àñòîòû. Òàêîé ãèñòåðåçèñ ìîæíî íàçâàòü áûñòðûì, óïðó-ãèì èëè ìàêðîñêîïè÷åñêèì.Íàðÿäó ñ óïðóãèì ãèñòåðåçèñîì â ðåàëüíîì òâåðäîì òåëå ñóùå-ñòâóåò è íåóïðóãèé ìèêðîñêîïè÷åñêèé ãèñòåðåçèñ, îáóñëîâëåííûéâðàùàòåëüíî-ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì òåëà, ïðè êîòîðîì âíóò-ðè íåãî âîçíèêàåò ñëàáîâûðàæåííîå ïîëå ïåðåìåííûõ âíóòðåííèõóñèëèé èëè íàïðÿæåíèé. Âûçâàííûå ýòèì ïîëåì ìèêðîïåðåìåùå-íèÿ (èëè ìèêðîäå�îðìàöèè) íåîáÿçàòåëüíî áóäóò óïðóãèìè, îäíà-êî îíè â ëþáîì ñëó÷àå ðàññåèâàþò ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ äâèæå-íèÿ òåëà. �àçóìååòñÿ, ìîùíîñòü òàêîãî ìèêðîãèñòåðåçèñà áóäåò íàíåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì ìîùíîñòü îáû÷íîãî ìàêðîãèñòåðå-çèñà, òàê ÷òî ïðîöåññ äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè äâèæåíèÿ òåëà îêà-çûâàåòñÿ âåñüìà ïðîäîëæèòåëüíûì, ÷òî è íàáëþäàåòñÿ â çàäà÷àõíåáåñíîé ìåõàíèêè. Ïðåäåëüíûì ðåæèìîì òàêîé ýâîëþöèè áóäåòðåæèì ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã åãî ìàêñèìàëüíîãîìîìåíòà èíåðöèè, òàê êàê â ýòîì ðåæèìå âñå âíóòðåííèå óñèëèÿè íàïðÿæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ïîñòîÿííûìè è äèññèïàöèÿ ýíåðãèè ïðå-êðàùàåòñÿ. Ýòèì âíóòðåííÿÿ äèññèïàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò âíåøíåé,ïîñêîëüêó âíåøíÿÿ, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê ïîëíîìó ïðåêðàùå-íèþ âñÿêèõ äâèæåíèé. Â ñèëó ñêàçàííîãî ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëå-äóþùóþ êîíöåïöèþ äèññèïàòèâíîãî òåëà (ÄÒ): ýòî îáû÷íîå òâåð-äîå òåëî, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé ýéëåðîâñêîé ìîäåëèòîëüêî â îäíîì îòíîøåíèè � îíî îáëàäàåò âíóòðåííåé (îáúåìíîé)äèññèïàöèåé ýíåðãèè. Ôèçè÷åñêè òàêîå òåëî ìîæíî ïðåäñòàâèòüðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè � ýòî ìîæåò áûòü æåñòêàÿ ìèêðîïîðèñòàÿñòðóêòóðà, ïîðû êîòîðîé çàïîëíåíû ñûïó÷åé èëè æèäêîé äèññèïà-òèâíîé ñðåäîé, èãðàþùåé ðîëü âíóòðåííåãî äèññèïàòîðà. Äðóãèìâàðèàíòîì ÄÒ ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëü �ðàêòàëüíîãî òâåðäîãî òåëà(ÔÒÒ). Åãî âíóòðåííèå ýëåìåíòû, èãðàþùèå ðîëü âíóòðåííèõ äèñ-ñèïàòîðîâ,. èìåþò �ðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó [6℄. Íàêîíåö, â ñïëîø-íîì òâåðäîì òåëå ðîëü âíóòðåííèõ äèññèïàòîðîâ èãðàþò àòîìíî-ìîëåêóëÿðíûå ñòðóêòóðû, íà òåïëîâûå ìèêðîäâèæåíèÿ êîòîðûõíàêëàäûâàþòñÿ äèññèïàòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå, îáóñëîâëåííûå ïî-



20 Á. À. Ñìîëüíèêîâëåì ãðàâèòàöèîííî-èíåðöèîííûõ óñêîðåíèé òî÷åê òåëà.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåé-ñòâèå ìåõàíè÷åñêèõ äâèæåíèé ñîâåðøåííî ðàçíûõ ìàñøòàáîâ: íà-íîìàñøòàáíûå (òåïëîâûå) äâèæåíèÿ àòîìíî-ìîëåêóëÿðíûõ ñòðóê-òóð îêàçûâàþò òîðìîçÿùåå âîçäåéñòâèå íà ìàêðîìàñøòàáíûå äâè-æåíèÿ íåñóùåãî òâåðäîãî òåëà. Àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ íàáëþäàåòñÿïðè íåóïðóãîì óäàðå òâåðäûõ òåë, êîãäà ÷àñòü èõ êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè ïåðåõîäèò â òåïëîâûå êîëåáàíèÿ ìîëåêóë.2. Ýâîëþöèîííàÿ äèíàìèêà ìàòåìàòè÷åñêîãîìàÿòíèêàÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ÄÒ ìîæíî ïðèâåñòè îáûêíîâåííûé �èçè-÷åñêèé èëè ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, ñîâåðøàþùèé êîëåáàíèÿ âóñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ âíåøíåãî òðåíèÿ (òðåíèÿ â ïîäâåñå èëè â îêðó-æàþùåé âîçäóøíîé ñðåäå). Ïðè êà÷àíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿò-íèêà â åãî íèòè âîçíèêàþò ïåðåìåííûå óñèëèÿ îò äåéñòâèÿ öåíòðî-áåæíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ñèë. Ýòè ïåðåìåííûå ìèêðîóñèëèÿ âû-çûâàþò ñòîëü æå ìàëûå ïåðåìåííûå óäëèíåíèÿ è óêîðî÷åíèÿ ñàìîéíèòè, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïðîäîëüíûå ìèêðîäâèæåíèÿ êà÷àþùåãîñÿãðóçà. Îáðàçóþùàÿñÿ ïðè ýòîì êîðèîëèñîâà ñèëà è îáåñïå÷èâàåòýâîëþöèîííîå çàòóõàíèå êà÷àíèé ìàÿòíèêà [5℄.Èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òðåõ âîçìîæíûõ �èçè÷åñêèõ ìîäåëåéäèññèïàòèâíîãî ïðîöåññà çäåñü íàèáîëåå åñòåñòâåííîé ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ ìîäåëü óïðóãîãî ìèêðîãèñòåðåçèñà â íèòè (ñòåðæíå) ìàÿòíèêà.Ôîðìàëüíî äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ãèñòåðåçèñà ìîæíî áûëî áû ââå-ñòè ñâîþ ñòåïåíü ñâîáîäû, êàê ýòî ÷àñòî è äåëàåòñÿ. Îäíàêî ýòîòïóòü íå ó÷èòûâàåò ìèêðîìàñøòàáíîé ñïåöè�èêè ýòîé ñòåïåíè ñâî-áîäû, ÷òî óñëîæíÿåò âåñü ïîñëåäóþùåé àíàëèç. Ñïåöè�èêà ñîñòîèòâ òîì, ÷òî ìèêðîäâèæåíèÿ ãðóçà ìàÿòíèêà ïî ýòîé ñòåïåíè ñâîáî-äû �àêòè÷åñêè íå âíîñÿò íèêàêîãî âêëàäà â áàëàíñ èíåðöèîííî-ãðàâèòàöèîííûõ è óïðóãèõ ñèë, íî âìåñòå ñ òåì íåïðåðûâíî ðàññå-èâàþò ýíåðãèþ åãî ìàêðîñêîïè÷åñêèõ êîëåáàíèé.Îãðàíè÷èâàÿñü ïîýòîìó ó÷åòîì òîëüêî ýòîãî �àêòîðà, âûðàçèììîùíîñòü äèññèïàöèè êàê êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ îò ìèêðîñêîðî-ñòè ïåðåìåùåíèÿ ãðóçà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñàìî ìèêðîïåðåìåùåíèå ïðî-



Ôðàêòàëüíîå òâåðäîå òåëî â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè 21ïîðöèîíàëüíî íàòÿæåíèþ N íèòè ìàÿòíèêà, à åãî ìèêðîñêîðîñòüïðîïîðöèîíàëüíà _N , çàïèøåì äèññèïàòèâíóþ �óíêöèþ S â âèäåS = 12bl _N2; (1)ãäå b � êîý��èöèåíò äèññèïàöèè, à l � äëèíà íèòè. Òîãäà óðàâ-íåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ ó÷åòîì âíóòðåííåé äèññèïàöèè â åãîíèòè è ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî (ðýëååâñêîãî) òðåíèÿ ñëåäóþùåå:�'+ k2 sin' = � 1ml2 �S� _' ; k2 = gl ; (2)ãäå ' � óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè, à k � ÷àñòîòà ìàëûõêîëåáàíèé. Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òîN = m(l _'2 + g 
os');_N = m _'(2l �'� g sin'); (3)ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ S â âèäåS = 12m2bl3 _'2(2 �'� k2 sin')2; (4)è òîãäà ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ìàÿòíèêà ïðèìåò âèä�'+mbl _'(2 �'� k2 sin')2:+ k2 sin' = 0: (5)Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äèññèïàòèâíîå ñëàãàåìîå âõîäèò ñþäàíåëèíåéíî, èìåÿ òðåòèé ïîðÿäîê ìàëîñòè (âíåøíåå òðåíèå îáû÷íîèìååò ïåðâûé ïîðÿäîê). Â îòëè÷èå îò çàäà÷ êîíñåðâàòèâíîé äèíà-ìèêè óðàâíåíèå (5) ñîäåðæèò b �'2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿäèññèïàöèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, íî òàêæå îòâòîðûõ è äàæå (êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå) îò òðåòüèõ.Äîìíîæàÿ óðàâíåíèå (5) íà _', íåòðóäíî ïîëó÷èòü ýíåðãåòè÷å-ñêîå ñîîòíîøåíèå d(T +�)dt = �2S; (6)àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèþ äëÿ äèññèïàòèâíûõ �óíêöèé ïîâåðõ-íîñòíîãî (ðýëååâñêîãî) òðåíèÿ (çäåñü T � êèíåòè÷åñêàÿ, à � �



22 Á. À. Ñìîëüíèêîâïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà). Èç (6) íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñî-ãëàñíî (4) ïðè t ! 1 ìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå ïîëíîñòüþ çà-òóõàåò, õîòÿ çàêîí ýòîãî çàòóõàíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàòóõàíèÿ ïðèâíåøíåì òðåíèè. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, âîñïîëüçóåìñÿ àïïðîêñèìà-öèåé �óíêöèè S, ðàññìàòðèâàÿ åå íà íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè ïðèb = 0. Èñêëþ÷àÿ èç íåå �' ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ �' = �k2 sin',ïîëó÷èì S � 12�ml2 _'2 sin2 '+ k2 sin'; (7)ãäå � = 9mblk4. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (7) â (2) ïðèäåì ê áîëåå ïðî-ñòîìó óðàâíåíèþ �'+ � _' sin2 '+ k2 sin' = 0; (8)êîòîðîå äëÿ ìàëûõ àìïëèòóä êîëåáàíèé ïðèìåò âèä�'+ � _''2 + k2' = 0: (9)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåì ìåòîäâàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èç ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîãîóðàâíåíèÿ, èìåþùåãî �îðìów = Aeikt + �Ae�ikt: (10)Çäåñü A � êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà, à �A � åå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæå-íèå. Ïîëàãàÿ, ÷òî â âîçìóùåííîì äâèæåíèè A è �A åñòü ìåäëåííîèçìåíÿþùèåñÿ �óíêöèè âðåìåíè è ñëåäóÿ ìåòîäó Ëàãðàíæà ïîñëåñòàíäàðòíûõ âûêëàäîê è äîïóùåíèé, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñè-ñòåìå:( _Aeikt � _�Ae�ikt = �� �Aeikt � �Ae�ikt� �Aeikt + �Ae�ikt�2 ;_Aeikt + _�Ae�ikt = 0; (11)èç êîòîðîé íàõîäèì_A = �12�e�ikt �A3e3ikt + 2jAj2Aeikt + jAj2 �Ae�ikt��jAj2Aeikt � 2jAj2 �Ae�ikt � �A3e�3ikt� : (12)



Ôðàêòàëüíîå òâåðäîå òåëî â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè 23Ïðîèçâîäÿ óñðåäíåíèå ïðàâîé ÷àñòè ïî �áûñòðîìó� âðåìåíè ñó÷åòîì òîãî, ÷òîk2� Z 2�k0 Aeniktdt = � 0; ïðè n 6= 0;hAi; ïðè n = 0; (13)ãäå hAi � ñðåäíåå çíà÷åíèå A íà èíòåðâàëå 0 6 t 6 2�k , ïîëó÷èìäëÿ hAi ñëåäóþùåå íåñëîæíîå óðàâíåíèå:_A = �12�jAj2A; (14)â êîòîðîì óæå îïóùåíû óãëîâûå ñêîáêè. Ïðèñîåäèíÿÿ ê íåìóêîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå è ðàññìàòðèâàÿ èõ ñîâìåñòíî,ïðèäåì ê îêîí÷àòåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ jAj2:j _Aj�2 = ��jAj4: (15)Èíòåðãðèðóÿ åãî, íàõîäèì çàêîí çàòóõàíèÿ àìïëèòóä, ò.å. çàêîíýâîëþöèîííîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà:jAj2 = 1jA0j�2 + �t : (16)Âèäíî, ÷òî ýâîëþöèîííîå çàòóõàíèå àìïëèòóä ïðîèñõîäèò ìåä-ëåííåå, ÷åì â ñëó÷àå âÿçêîãî âíåøíåãî òðåíèÿ, êîãäà àìïëèòóäûóáûâàþò ïî ýêñïîíåíòå. �àçóìååòñÿ, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ áîëåå âûñî-êèì ïîðÿäêîì ìàëîñòè âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Íà �àçîâîé ïëîñêîñòè('; _'=k) âìåñòî õîðîøî èçâåñòíîé ëîãàðè�ìè÷åñêîé ñïèðàëè ïîëó-÷èì òðàåêòîðèþ âèäà jAj = A0p1 + k�; (17)ãäå k � êîý��èöèåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé �, à � = ar
tg ( _'=k)��à-çîâûé óãîë, ïðîïîðöèîíàëüíûé âðåìåíè t. Íåòðóäíî âèäåòü (ðèñ.1), ÷òî ñêðó÷èâàíèå ýòîé ñïèðàëè ê íà÷àëó êîîðäèíàò (A = 0)ïðîèñõîäèò ãîðàçäî ìåäëåííåå, ÷åì ó ëîãàðè�ìè÷åñêîé ñïèðàëè,



24 Á. À. Ñìîëüíèêîâ

�èñ. 1. Ýâîëþöèîííàÿ ñïèðàëü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìÿòíèêà.òàê êàê îíà âëÿåòñÿ ýêâèàíãóëÿðíîé, ò.å. ïåðåñåêàåò ëþáîé ðàäèóñ-âåêòîð ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì, òîãäà êàê �ýâîëþöèîííàÿ� ñïèðàëü(17) ñ óìåíüøåíèåì ðàäèóñà ïåðåñåêàåò åãî ïîä óãëîì, ñòðåìÿùèì-ñÿ ê �=2.3. Ýâîëþöèÿ òðàåêòîðèè ñ�åðè÷åñêîãî ìàÿòíèêàÎãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ýâîëþöèîííûõ äâèæåíèé ñ�åðè÷åñêîãîìàÿòíèêà (ÑÌ) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì óðîâíå åãî íà÷àëüíîé ìåõà-íè÷åñêîé ýíåðãèè, êîãäà åãî íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿâ íåïîäâèæíîì áàçèñå Oxyz (ðèñ. 2) ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè�x+ k2x = 0; �y + k2y = 0; k2 = gl : (18)Çäåñü x; y � ïðîåêöèè àïåêñà ÑÌ íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü,l � äëèíà ìàÿòíèêà, m � ìàññà åãî êîíöåâîãî ãðóçà. Êàê è âû-øå, ó÷òåì âíóòðåííþþ äèññèïàöèþ òîëüêî â íèòè ìàÿòíèêà, ñ÷è-òàÿ, ÷òî âíåøíåå òðåíèå ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò. Äëÿ äèññèïàòèâ-íîé �óíêöèè S ïðèìåì ïðåæíåå ñîîòíîøåíèå (1), â êîòîðîì äëÿ N
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�èñ. 2. Ñõåìà ñ�åðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.è _N ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿN = ml � _x2 + _y2 � k2(x2 + y2 � l2)� ;_N = 2ml � _x�x+ _y�y � k2(x _x + y _y)� : (19)Òîãäà äëÿ S ïîëó÷èì �îðìóëóS = 2mb � _x�x+ _y�y � k2(x _x+ y _y)�2 ; (20)ïîñëå ÷åãî ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ÑÌ ïðèìóòâèä8>>><>>>: �x+ k2x = ��S� _x = �4mb ��x� k2x� � _x�x+ _y�y � k2(x _x+ y _y)� ;�y + k2y = ��S� _y = �4mb ��y � k2y� � _x�x+ _y�y � k2(x _x+ y _y)� :(21)



26 Á. À. ÑìîëüíèêîâÊàê è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, çäåñü âìåñòî èíòåãðàëàýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6). Îäíàêî çäåñü îíî íå îçíà÷à-åò ïðåêðàùåíèÿ êîëåáàíèé ÑÌ, òàê êàê �óíêöèÿ S, êàê íåòðóäíîâèäåòü èç (20), îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ðàâíîìåðíîì êðóãîâîì äâè-æåíèè àïåêñà. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ìîìåíòàêîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ÑÌ îòíîñèòåëüíî îñè z. Ôîðìàëüíî ýòîò èí-òåãðàë âûòåêàåò èç ñèñòåìû (21), åñëè äîìíîæèòü åå ïåðâîå è âòî-ðîå óðàâíåíèÿ íà y è x ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ÷åãî âû÷åñòü èõ äðóãèç äðóãà, ïîëó÷èâ ñîîòíîøåíèå(x _y � _xy)� = �4mb (x _y � _xy)� � _x�x+ _y�y � k2(x _x + y _y)�2 :Îòñþäà è ñëåäóåò èñêîìûé èíòåãðàë(x _y � _xy) = L = 
onst: (22)Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ (21) ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü, åñ-ëè ïîñòðîèòü �óíêöèþ S íà íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè (18). Òîãäàîíà ïðèìåò âèä S = 8mbk4 (x _x + y _y)2 ; (23)à óïðîùåííûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ òàêîâû:( �x+ k2x = ��x ( _x�x+ _y�y) ;�y + k2y = ��y ( _x�x+ _y�y) ; (24)ãäå � = 16mbk4 � ïðèâåäåííûé äèññèïàòèâíûé êîý��èöèåíò. Âèä-íî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå êà÷àíèé ìàÿòíèêà â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-êîñòè xz èëè yz èç (24) ñëåäóåò óðàâíåíèå (9). Àíàëîãè÷íî ýòî-ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìà (24) òàêæå äîïóñêàåò ïîñòðîåíèå àíàëèòè-÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì ê êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîéw = x+ iy, çàìåíèì (24) îäíèì óðàâíåíèåì�w + k2w = ��2w (w _�w + �w _w) (25)è, êàê è âûøå, áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ êîí-ñòàíò â íåâîçìóùåííîì ðåøåíèè:w = Aeikt +Be�ikt: (26)



Ôðàêòàëüíîå òâåðäîå òåëî â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè 27Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð ìåòîäà Ëàãðàíæà ïðè-äåì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ìåäëåííî èçìåíÿþùèõñÿïåðåìåííûõ A(t) è B(t):_Aeikt + _Be�ikt = 0;_Aeikt � _Be�ikt = �F; (27)ãäå F = wik (w _�w + �w _w) = � �AjBj2eikt �BjAj2e�ikt� ;ïðè÷åì çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè îïóùåíû òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ñî-äåðæàò ìíîæèòåëü einkt, n 6= �1, òàê êàê îíè îáðàòÿòñÿ â íóëüïðè îïåðàöèè óñðåäíåíèÿ F ïî �áûñòðîìó âðåìåíè� íà èíòåðâàëå2�=k. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (27) äëÿ óæå óñðåäíåííûõ �ìåäëåííûõïåðåìåííûõ� A è B ïðèâåäåòñÿ ê âèäó_A = ��2AjBj2; _B = ��2BjAj2èëè ê âåùåñòâåííîé �îðìåddt jAj2 = ��jAj2jBj2; ddt jBj2 = ��jAj2jBj2:Èç ýòîé ñèñòåìû âûòåêàåò èíòåãðàëjAj2 � jBj2 = 
onst = Lk ; (28)ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, èíòåãðàë ìîìåíòà(22), çàïèñàííûé â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîëüçóÿñü èì, ëåãêîïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ (28). Òàê, äëÿ ïåðâîãî èç íèõ, èñêëþ-÷èâ jBj2 è ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èìjAj2 = jA0j2 H1� (1�H)e��Lt=k ; H = LkjA0j2 ; (29)ãäå A0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå A(t). Èç (29) âèäíî, ÷òî ïðè t ! 1èìååì jAj2 ! Lk , à, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (28) jBj ! 0. Ó÷èòû-âàÿ, ÷òî â íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè (18) òðàåêòîðèÿ àïåêñà ÑÌ



28 Á. À. Ñìîëüíèêîâïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a è b, êîòîðûå ñâÿçàíû ñêîíñòàíòàìè A è B ñîîòíîøåíèÿìèa = jAj+ jBj; b = ��jAj � jBj��; (30)âèäèì, ÷òî â âîçìóùåííîì äâèæåíèè ïðîöåññ ýâîëþöèè çàâåðøà-åòñÿ ïðåâðàùåíèåì ýëëèïñà â îêðóæíîñòü ðàäèóñà a = b è ïëî-ùàäüþ, ðàâíîé ïëîùàäè èñõîäíîãî ýëëèïñà, ïðîïîðöèîíàëüíîé L.Êîíêðåòíàÿ êàðòèíà ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà, ïîñòðîåííàÿ ïî ðå-çóëüòàòàì êîìïüþòåðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (21), ïðåäñòàâ-ëåíà íà ðèñ. 3.

�èñ. 3. Ýâîëþöèîííàÿ òðàåêòîðèÿ àïåêñà ñ�åðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.4. Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ýéëåðîâà äâèæåíèÿÝéëåðîâî äâèæåíèå ñâîáîäíîãî àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà äàâíîÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè è òåî-ðèè óñòîé÷èâîñòè, à â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ íàõîäèò è ïðàêòè÷å-ñêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ äèíàìèêè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Îä-



Ôðàêòàëüíîå òâåðäîå òåëî â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè 29íàêî èìåííî ýòè çàäà÷è âïåðâûå è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè íåäîñòà-òî÷íîñòü è äàæå íåêîððåêòíîñòü ýéëåðîâûõ âðàùåíèé òâåðäûõ òåë,òàê êàê äàæå âåñüìà ñëàáàÿ âíóòðåííÿÿ äèññèïàöèÿ ìîæåò ïðèíöè-ïèàëüíî ìåíÿòü ñóæäåíèå îá èõ óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè.Ïîýòîìó äëÿ êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ êîñìè÷åñêîé ìå-õàíèêè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äèññèïàòèâíûå ìîäåëè òâåðäûõòåë è îòâå÷àþùèå èì ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèññèïàòèâíîãî òåëà(ÄÒ) ðàññìîòðèì ïîëå âíóòðåííèõ óñêîðåíèé, îáóñëîâëåííûõ åãîâðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì: w = G � r; (31)ãäå r = [x; y; z℄T � ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ÄÒ, à G =�"+ �!2 � òåíçîð åãî óãëîâûõ óñêîðåíèé, èìåþùèé âèäG = 266664 �!22 � !23 !1!2 � _!3 !3!1 + _!2!1!2 + _!3 �!23 � !21 !3!2 � _!1!3!1 � _!2 !3!1 + _!2 �!21 � !22 377775 : (32)Çäåñü !1; !2; !3 � ïðîåêöèè âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà ! íàåãî ãëàâíûå îñè èíåðöèè, à �" = _�!. Åñëè âðàùåíèå ÄÒ ïðîèñõî-äèò â ïîëå ñèë òÿæåñòè, òî ê óñêîðåíèÿì w íåîáõîäèìî äîáàâèòü èãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå g. Îòâëåêàÿñü â äàííîé çàäà÷å îò ýòîãî�àêòîðà, ïîñòðîèì ïîëå ìåòàóñêîðåíèés = _w; (33)ò.å. ïîëå îòíîñèòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ îò àáñîëþòíûõ óñêîðåíèé w,òàê êàê èìåííî îíè îïðåäåëÿþò ïîëå âíóòðåííèõ ìèêðîñìåùåíèéè ìèêðîñêîðîñòåé òî÷åê ÄÒ, íà êîòîðûõ è ïðîèñõîäèò äèññèïàöèÿåãî ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Ìîùíîñòü äèññèïàöèè â îòäåëüíîé òî÷-êå ÄÒ áóäåì çàäàâàòü êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé îò îòíîñèòåëüíûõìèêðîñêîðîñòåé, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü áóäåì ñ÷èòàòü ïðîïîðöèî-íàëüíûìè ìåòàóñêîðåíèÿì â äàííîé òî÷êå. Òîãäà ïîëíàÿ ìîùíîñòüäèññèïàöèè âûðàçèòñÿ äèññèïàòèâíîé �óíêöèåéS = 12 ZV sTBsds; (34)



30 Á. À. Ñìîëüíèêîâêîòîðàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò èãðàòü ðîëü ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèèäëÿ âíóòðåííèõ äèññèïàòèâíûõ ìîìåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåðýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà ÄÒ. Çàìåíÿÿ â (34) çíà÷åíèÿ ìåòàóñêîðå-íèé s èõ âûðàæåíèÿìè (31) è (33), ïðèäåì ê ñëåäóþùåé çàïèñè:S = 12 ZV rT _GTB _GrdV = �2 ZV rTDRdV == �2 �D11 Z x2�dV +D22 Z y2�dV +D33 Z z2�dV � ; (35)ãäå ìàòðèöà äèññèïàòèâíûõ êîý��èöèåíòîâ B = �E, à ìàòðèöà Dåñòü D = _GT _G; (36)ïðè÷åì_G = 266664 �2(!2 _!2 + !3 _!3) !1 _!2 + !2 _!1 � �!3 !1 _!3 + !3 _!1 + �!2!1 _!2 + !2 _!1 + �!3 �2(!3 _!3 + !1 _!1) !2 _!3 + !3 _!2 � �!1!1 _!3 + !3 _!1 � �!2 !2 _!3 + !3 _!2 + �!1 �2(!1 _!1 + !2 _!2) 377775 :(37)Òàêæå çäåñü ïðèíÿòî, ÷òî � � ñêàëÿðíûé êîý��èöèåíò äèññè-ïàöèè, à ÷åðåç � îáîçíà÷åíà ý��åêòèâíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ÄÒ.Â âûðàæåíèå (35) âõîäÿò òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöûD, äëÿ êîòîðûõ èç (36) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:D11 = 4(!2 _!3)2 +(�!3 +!1 _!2+!2 _!3)2 +(��!3+!1 _!3+!3 _!1)2: (38)Âûðàæåíèÿ äëÿ D22; D33 ïîëó÷àþòñÿ èç D11 ïîñðåäñòâîì öèêëè-÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ (1 ! 2 ! 3 ! 1). ×òî êàñàåòñÿèíòåãðàëîâ, ñòîÿùèõ ïðè Dkk, òî îíè òàêîâû:Z x2�dV = 12(A2 +A3 �A1); Z y2�dV = 12(A3 +A1 �A2);Z z2�dV = 12(A1 +A2 �A3); (39)



Ôðàêòàëüíîå òâåðäîå òåëî â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè 31ãäå Ak; (k = 1; 2; 3) � ìîìåíòû èíåðöèè ÄÒ îòíîñèòåëüíî åãî ãëàâ-íûõ îñåé.Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ äèññèïàòèâíîé �óíêöèè, ïðåä-ñòàâèì åå â âèäå ñóììû S = S1 + S2 + S3;ãäåS1 = �2A1 [4!1 _!2(!1 _!1 + !2 _!2) + 4!3 _!3(!1 _!1 � !2 _!2)++2�!2(!1 _!3 + !3 _!1)� 2�!3(!1 _!2 + !2 _!1) + �!21 + (!2 _!3 + !3 _!2)2� ;(40)à S2; S3 ïîëó÷àþòñÿ îòñþäà öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ.Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü S â ïðàâûå ÷àñòè ýéëåðîâûõ óðàâ-íåíèé: A1 _!1 + (A3 �A2)!2!3 = � �S�!1 ;A2 _!2 + (A1 �A3)!3!1 = � �S�!2 ;A3 _!3 + (A3 �A1)!1!2 = � �S�!3 : (41)
Äëÿ êîíêðåòíîñòè âûïèøåì ÿâíî ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòå-ìû:A1 _!1 + (A3 �A2)!2!3 = �� �!1(4A1 _!21 +A2 _!23 +A3 _!22)++ _!21 [!3 _!3(2A3 + 2A1 �A2) + !2 _!2(2A1 + 2A2 �A3)℄ +(A2 �A1) _!2�!3 + (A1 �A3) _!3�!2g : (42)Îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ îòñþäà ïîñðåäñòâîì öèêëè÷åñêîé ïåðå-ñòàíîâêè èíäåêñîâ. Âèäíî, ÷òî îò îáû÷íûõ óðàâíåíèé äèíàìèêèïîëó÷åííûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ íàëè÷èåì òðå-òüèõ ïðîèçâîäíûõ îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíèõàðàêòåðèçóþò èìåííî äèññèïàòèâíûå ñèëû, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî



32 Á. À. Ñìîëüíèêîâýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ê êëàññó óðàâíåíèé ñ ìà-ëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Ýòà îñîáåííîñòü çàìåò-íî óñëîæíÿåò àíàëèç è ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ýâîëþöèîííûõ ïðîöåññîâ.Òåì íå ìåíåå è áåç ïðîâåäåíèÿ äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñêà-çàòü, ÷òî ïðåäåëüíûì ðåæèìîì ýòèõ ïðîöåññîâ âñåãäà áóäåò ðåæèìïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ ÄÒ âîêðóã ãëàâíîé îñè ñ íàèáîëüøèì ìî-ìåíòîì èíåðöèè, êîãäà _!k = 0; à ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ äîñòèãàåò ñâîåãîíàèìåíüøåãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ.�àññìîòðåííûå ïðèìåðû íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò ðîëü âíóò-ðåííåé ìèêðîäèññèïàöèè â äèíàìè÷åñêîì ïîâåäåíèè òâåðäûõ òåë èåå âëèÿíèå íà ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå çàäà÷ íà óñòîé÷èâîñòü òåõ èëèèíûõ ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ.Ëèòåðàòóðà1. �àññåÿíèå ýíåðãèè ïðè êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ ñèñòåì/ �åä. �.Ñ. Ïèñàðåíêî.Êèåâ, 1963. 376 ñ.2. ×åðíîóñüêî Ô.Ë. Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ ïîëîñòÿìè, ñîäåðæàùèìèâÿçêóþ æèäêîñòü. Ì.: ÂÖ ÀÍ ÑÑÑ�, 1968. 230 ñ.3.Ìîèñååâ Í.Í., �óìÿíöåâ Â.Â. Äèíàìèêà òåëà ñ ïîëîñòÿìè, ñîäåðæàùèìèæèäêîñòü. Ì.: Íàóêà, 1965. 440 ñ.4. Ëóðüå À.È. Àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1961. 824 ñ.5. Ñìîëüíèêîâ Á.À.. Ýâîëþöèîííàÿ äèíàìèêà ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì // Òåî-ðèÿ ìåõàíèçìîâ è ìàøèí. 2008. � 1(11). Ò. 6. Ñ. 41-47.6. Ôåäåð Å. Ôðàêòàëû. Ì.: Ìèð, 1991. 262 ñ.



ÂËÈßÍÈÅ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÕ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉÂ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈ ÍÀ ËÎÊÀËÜÍÓÞ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÎ�ÒÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊÀ. Â. Ìèõååâ
�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü îðòîòðîïíîé îáîëî÷êè íà óïðóãîì îñíîâà-íèè, ó÷èòûâàþùàÿ ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â îñíîâàíèè. Â êà÷å-ñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ áåðåòñÿ ñ�åðà ñ èçîòðîïíûì çàïîëíèòåëåì.Ñðàâíèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ìîäåëÿõ ñ ó÷åòîìè áåç ó÷åòà íàïðÿæåíèé çàïîëíèòåëÿ.1. ÂâåäåíèåÏóñòü ó íàñ èìååòñÿ îðòîòðîïíàÿ îáîëî÷êà íà óïðóãîì èçî-òðîïíîì îñíîâàíèè, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä äåéñòâèåì áåçìîìåíòíûõíà÷àëüíûõ óñèëèé (T 01 ; T 02 ; S0). Ââåäåì ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ �:(T 01 ; T 02 ; S0) = ��(t1; t2; t3). Ïðîãèá w áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäåäâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè, õàðàêòåðèçóåìîé âîëíîâûìè ÷èñ-ëàìè p, q: w = w0e(px+qy)i=R:Çäåñü R � õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè,(x; y) = (�A; �B), A, B � êîý��èöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé�îðìû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, (�, �) � êîîðäèíàòíûåëèíèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, íàïðàâëåíèÿ êîòîðûõ ñîâ-ïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè ãëàâíûõ êðèâèçí. �ëàâíûå ðàäèóñû êðè-âèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå (x; y) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííîR1, R2. �åàêöèþ îñíîâàíèÿ P ïðèìåì â âèäå, óêàçàííîì â [1℄:P = �33(0) = �
33rwR ; (1)�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07.01.00250a.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 17 îêòÿáðÿ 2006 ã.

 À. Â. Ìèõååâ, 2008



34 À. Â. Ìèõååâãäå
33 = G0 4(1� �0)3� 4�0 + �0 13� 28�0 + 16�202(3� 4�0)2 � �033 5� 20�0 + 16�202(3� 4�0)2 : (2)Óïðóãîå îñíîâàíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîäóëåì Þíãà E0, ìîäó-ëåì ñäâèãà G0 è êîý��èöèåíòîì Ïóàññîíà �0; �0ij , �ij � êîìïî-íåíòû òåíçîðîâ ïðåäâàðèòåëüíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî íàïðÿæåíèéñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíà �0 çàâèñèò îò âîëíîîáðàçîâàíèÿ ïðè äå-�îðìàöèè îñíîâàíèÿ è �11, �22. Òîëùèíà îáîëî÷êè ðàâíà h, ìî-äóëè Þíãà ìàòåðèàëà îáîëî÷êè âäîëü íàïðàâëåíèé � è � ðàâíûñîîòâåòñòâåííî E1 è E2, ìîäóëü ñäâèãà â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè� G12, ìîäóëè ñäâèãà â òðàíñâåðñàëüíîì íàïðàâëåíèè � G13, G23.Êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà �12, �21 ñâÿçàíû ñ E1, E2 ñîîòíîøåíèåìE1�21 = E2�12. Ââåäåì íîâóþ íîðìèðîâêó ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ:�0 = �RE1h2 . Ïîäñòàâëÿÿ �óíêöèþ ïðîãèáà w(x; y), à òàêæå äîïîëíè-òåëüíî ââåäåííóþ �óíêöèþ íàãðóæåíèÿ è �óíêöèè óãëîâ ïîâîðîòàâ óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè ([2℄), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåÿâíîåâûðàæåíèå �óíêöèè íàãðóæåíèÿ �0(s; '; !; x; y):�0 = 1fT (') � fR(')s2f(') + s212n� g1(s; ') 
os2 '+ g2(s; ') sin2 'g3(s; ') + !̂s� ;(3)ãäå !̂ = 
33E1h3=2� . Îïðåäåëèì íîâûå ïàðàìåòðû: n� = 1��12�21, h� �áåçðàçìåðíàÿ òîëùèíà îáîëî÷êè, �i = RRi (i = 1; 2) � áåçðàçìåðíûåïàðàìåòðû êðèâèçíû, ïàðàìåòðû 
1, 
2 ðàâíû îòíîøåíèÿì óïðóãèõõàðàêòåðèñòèê îáîëî÷êè: 
1 = E2E1 , 
2 = G12E1 . Âîëíîâûå ÷èñëà s, 'ñâÿçàíû ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè p, q ïîäñòàíîâêàìè:p = s 
os'h1=2� ; q = s sin'h1=2� : (4)



Âëèÿíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé... 35Êîý��èöèåíòû a1, a2 îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó ñäâèãà:fR(') = (�2 
os2 '+ �1 sin2 ')2;fT (') = t1 
os2 '+ 2t3 
os' sin'+ t2 sin2 ';f(') = sin4 '+ 
os4 '
1 +� 1
2 � �12
1 � 
1�12� sin2 ' 
os2 ';g1(s; ') = 
1
2a2n�s2 sin4 '+ 
2a2n�s2 
os4 '++ 
1a2(1� 2
2�12)n�s2 
os2 ' sin2 '+ (2
2n� + 
1�12) sin2 '+ 
os2 ';g2(s; ') = 
1
2a1n�s2 sin4 '+ 
2a1n�s2 
os4 '++ 
1a1(1� 2
2�12)n�s2 
os2 ' sin2 '+ (2
2n� + 
1�12) 
os2 '+ 
1 sin2 ';g3(s; ') = 
1
2a1a2n�s4 sin4 '+ 
2a1a2n�s4 
os4 '++ 
1a1a2(1� 2
2�12)n�s4 
os2 ' sin2 '+ (
1a2 + 
2a1n�)s2 sin2 '++ (a1 + 
2a2n�)s2 
os2 '+ 1:Äëÿ îðòîòðîïíîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ çàïîëíèòåëåì âûðà-æåíèå ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ (3) ïðèíèìàåò ÿâíóþ �îðìó:�0 = ssfT (') + � � fR(')s2f(') + s212n� g1(s; ') 
os2 '+ g2(s; ') sin2 'g3(s; ') + !s� ;(5)ãäå � = E0
0h1=2� ; ! = E0a0E1h3=2� ; 
0 = 4(1� �0)(3� 4�0)2 
;a0 = 2 (1� �0)(1 + �0) (3� 4�0) ; 
 = 2(1� �12�21)(1� 2�0)(E1(1 + �21) +E2(1 + �12)) :2. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçàÇíà÷åíèå ïàðàìåòðà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïîëó÷àåì ìèíèìè-çàöèåé �óíêöèè íàãðóæåíèÿ (5) ïî âîëíîâûì ÷èñëàì s; '. Â êà-÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíóþ ñ�åðè÷å-ñêóþ îáîëî÷êó ðàäèóñà R = 1 ñ óïðóãèì çàïîëíèòåëåì, ïîäâåðã-íóòóþ îäíîðîäíîìó ñæàòèþ (t1 = t2 = 1, t3 = 0). Êîý��èöèåíòûÏóàññîíà ó ìàòåðèàëà îáîëî÷êè � � = 0:3, ó îñíîâàíèÿ � �0 = 0:4.



36 À. Â. ÌèõååâÍà ðèñ. 1 è â òàáëèöå ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ êðè-òè÷åñêîé íàãðóçêè îò îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ e = E0E1ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â îñíîâàíèè (ãðà�èê, çà-äàííûé ñïëîøíîé ëèíèåé, â òàáëèöå � Í) è áåç ó÷åòà òàêîâûõ (íàãðà�èêå � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, â òàáëèöå � ÁÍ) ïðè îòíîñèòåëüíîéòîëùèíå îáîëî÷êè h� = 0:01.
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�èñ. 1. �ðà�èê çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè �0� îò îòíîñè-òåëüíîé æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ e = E0=E1 ïðè h� = 0:01 ñ ó÷åòîì ïðåäâàðè-òåëüíûõ íàïðÿæåíèé â çàïîëíèòåëå (Í) è áåç ó÷åòà òàêîâûõ (ÁÍ).Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè îñíîâàíèÿðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ìîäåëÿìè ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííîé.×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü èõ îòëè÷èå, îïðåäåëèì îòíîñèòåëüíîåïðèðàùåíèå ïàðàìåòðîâ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ñëåäóþùèì îáðà-çîì: �R = �02� � �01��02� � 100%:Çäåñü �01� � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïîëó÷åííîåâ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé çàïîëíèòåëÿ, �02�� çíà÷åíèå àíàëîãè÷íîãî ïàðàìåòðà â ìîäåëè áåç ó÷åòà òàêîâûõ.�ðà�è÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü �R(e) ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2.



Âëèÿíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé... 37Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè �01�, �02�è âîëíîîáðàçîâàíèÿ p; qH ÁÍe �01� p = q �02� p = q0:0001 0:634 13:013 0:635 13:0210:0005 0:756 13:666 0:765 13:7110:001 0:899 14:420 0:918 14:5190:005 1:792 18:793 1:934 19:4290:01 2:595 22:197 2:939 23:5280:05 5:888 32:931 8:357 39:1570:1 7:822 37:894 13:234 49:2193. Çàêëþ÷åíèåÊàê âèäíî èç ðèñ. 2 è òàáëèöû, ñ óâåëè÷åíèåì æåñòêîñòè îñíî-âàíèÿ e âåëè÷èíà �R(e) òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ.
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�èñ. 2. �ðà�èê çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðîâêðèòè÷åñêîé íàãðóçêè �OTH îò îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè îñíîâàíèÿe = E0=E1.Òàê, ïðè e = 0:001 çíà÷åíèÿ îáåèõ íàãðóçîê âåñüìà áëèçêè �îíè îòëè÷àþòñÿ âñåãî ëèøü íà �R(0:001) = 0:1%, à ïðè e = 0:1,êîãäà æåñòêîñòü çàïîëíèòåëÿ â 10 ðàç ìåíüøå æåñòêîñòè ìàòåðèàëà



38 À. Â. Ìèõååâîáîëî÷êè, �01� ìåíüøå �02� óæå íà 40%.Ëèòåðàòóðà1. Òîâñòèê Ï.Å. Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïëàñòèí è ïîëîãèõ îáîëî÷åê íàóïðóãîì îñíîâàíèè //Èçâåñòèÿ �ÀÍ. 2005. Âûï. 1. Ñ. 147�160.2. Ìèõååâ À.Â. Âëèÿíèå ñäâèãà íà ëîêàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ïîëîãèõ îðòî-òðîïíûõ îáîëî÷åê íà óïðóãîì îñíîâàíèè// Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðá. óí-òà. Ñåð .Ìà-òåì., ìåõàí., àñòðîí. 2007. Âûï. 3. Ñ. 137�143.



�ÀÑ×ÅÒ ×ÀÑÒÎÒ È ÔÎ�Ì ÑÂÎÁÎÄÍÛÕÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÊÎÍÑÎËÜÍÎÉ ÁÀËÊÈÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎ�ÈÈ Ñ. Ï. ÒÈÌÎØÅÍÊÎÂ. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. Òóëêèíà
Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêèÑ. Ï. Òèìîøåíêî, äàí âûâîä ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ, âûïîëíåí ðàñ÷åò÷àñòîò è �îðì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåíûâ âèäå òàáëèö è ãðà�èêîâ.1. Èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêèïî òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî íåîáõîäèì, ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷å-ñêîé òåîðèåé, äîïîëíèòåëüíûé ó÷åò èíåðöèîííûõ íàãðóçîê ïðè ïî-âîðîòå ýëåìåíòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, à òàêæå äå�îðìàöèé ñäâèãà.�àññìîòðèì áàëêó äëèíû l ñ çàùåìëåííûì ëåâûì è ñâîáîäíûìïðàâûì êîíöîì, îñü êîòîðîé ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñèì-ìåòðèè xOy (ðèñ. 1) è íàïðàâëåíà ïî îñè Ox. Ïîëîæèòåëüíûå íà-ïðàâëåíèÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M è ïîïåðå÷íîé ñèëû Q â ñå÷å-íèÿõ x è x+ dx, à òàêæå ðàñïðåäåëåííîé íà îñè èíåðöèîííîé ïîïå-ðå÷íîé íàãðóçêè q(x; t) è ðàñïðåäåëåííîãî èíåðöèîííîãî ìîìåíòàm(x; t) ïðè ïîâîðîòå ýëåìåíòà ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàëîãî ýëåìåíòà áàëêè èìåþò âèä�M�x �Q+m(x; t) = 0; (1:1)�Q�x = q(x; t); (1:2)îòëè÷àþùèéñÿ îò óðàâíåíèé Ñ. Ï. Òèìîøåíêî [1℄ òîëüêî çíàêàìèíåêîòîðûõ ñëàãàåìûõ âñëåäñòâèå ïðèíÿòîãî ïðîòèâîïîëîæíîãî íà-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 25 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

 Â. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. Òóëêèíà, 2008



40 Â.ß. Ïàâèëàéíåí, À.Í. Òóëêèíà

�èñ. 1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò, äåéñòâóþùèå íàãðóçêèïðàâëåíèÿ îñè Oy (ðèñ. 1). Åñëè y = y(x; t) � óðàâíåíèå èçîãíóòîéîñè áàëêè, òî q(x; t) è m(x; t) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìèq(x; t) = ��F �2y�t2 ; m(x; t) = ��J �3y�t2�x; (1:3)â êîòîðûõ �; F; J � ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ,ïëîùàäü è ìîìåíò èíåðöèè åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.2. Êëàñè÷åñêîå ðåøåíèå Áåðíóëëè�Ýéëåðà è ó÷åòèíåðöèè ïîâîðîòà â òåîðèè Ñ. Ï. ÒèìîøåíêîÂ êëàññè÷åñêîé òåîðèè èçãèáà ìîìåíò M è êðèâèçíà èçîãíóòîéîñè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìM = EJ �2y�x2 : (2:1)



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî. 41Äè��åðåíöèðóÿ (1.1) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1.2),(1.3), ïîëó÷àåìóðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿEJ �4y�x4 + �F �2y�t2 � �J �4y�t2�x2 = 0: (2:2)Ïðè èçó÷åíèè íîðìàëüíûõ �îðì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðèìå-íåíèåì ê �óíêöèè y(x; t) ìåòîäà Ôóðüå y(x; t) = X(x) sin!t è ââå-äåíèåì áåçðàçìåðíîãî àðãóìåíòà � = x=l (0 6 � 6 1) óðàâíåíèå(2.2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó�4X��4 � �FEJ !2l4X + �E!2l2�2X��2 = 0 (2:3)è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå êàê áåç ó÷åòà èíåðöèîííîé íàãðóçêèîò ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ, òàê è ñ åãî ó÷åòîì.Â òîì è äðóãîì ñëó÷àÿõ ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷-íûì óñëîâèÿì X(0; t) = �X�� ����=0 = 0; (2:4)M(1; t) = Q(1; t) = 0: (2:5)Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå Áåðíóëëè�Ýéëåðà èìååì óðàâíåíèå�4X��4 � �FEJ !2l4X = 0; (2:6)ðåøåíèå êîòîðîãî äàåòñÿ çäåñü â êðàòêîì èçëîæåíèè, ÷òî íåîáõî-äèìî äëÿ ïîêàçà åãî ïðèìåíèÿ è îáîáùåíèÿ â äàëüíåéøèõ çàäà÷àõ.Åñëè îáîçíà÷èòü �FEJ !2l4 = k4; (2:7)òî äëÿ (2.6) èìååò ìåñòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå�4 � k4 = 0; (2:8)êîðíè êîòîðîãî �1;2 = �k; �3;4 = �{k, à îáùåå ðåøåíèåX(�) = A1 
osh k� +B1 sinh k� + C1 
os k� +D1 sin k�: (2:9)



42 Â.ß. Ïàâèëàéíåí, À.Í. ÒóëêèíàÈç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.4) ñëåäóåò C1 = �A1; D1 = �B1, òîãäà(2.9) ïðèìåò âèäX(�) = A1(
osh k� � 
os k�) +B1(sinh k� � sin k�): (2:10)Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.5)X 00(1) = k2[A1(
osh k + 
os k) + B1(sinh k + sin k)℄ = 0; (2:11)X 000(1) = k3[A1(sinh k � sin k) +B1(
osh k + 
os k)℄ = 0: (2:12)Èç (2.11), (2.12) ñëåäóåò ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå(
osh k + 
os k)2 � (sinh k � sin k)2 = 0èëè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå, èçâåñòíîå â ëèòåðàòóðå [1℄:1 + 
osh k 
os k = 0: (2:13)Çíà÷åíèÿ k èç óðàâíåíèÿ (2.13) ìîæíî íàéòè ÷èñëåííûì ìåòîäîì,ïîñëå ÷åãî èç (2.7) îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòð ñîáñòâåííûõ êðóãîâûõ ÷àñ-òîò: !i = k2il2 sEJ�F ; i = 1; 2; 3:::; (2:14)ãäå i � íîìåðà êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.13) è ñîîòâåòñòâóþùåéñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿèç (2.10), ãäå, ñîãëàñíî (2.11) èëè (2.12), ñëåäóåò ïðèíÿòüB1 = �A1 
osh k + 
os ksinh k + sin k èëè B1 = �A1 sinh k � sin k
osh k + 
os k(ðàâåíñòâî ýòèõ çíà÷åíèé B1 âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ÷àñòîòíîãîóðàâíåíèÿ (2.13)).Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ�îðìóëîéX(�) = A1 �
osh k� � 
os k� � sinh k � sin k
osh k + 
os k (sinh k� � sin k�)� ; (2:15)



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî. 43ãäå A1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàçìåðíîñòè äëèíû (â äàëüíåé-øåì A1 = 1).Ïðè ó÷åòå èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷åíèé èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ óðàâ-íåíèÿ (2.2), (2.3), èç êîòîðûõ ñëåäóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-íèå �4 + k4��2 � k4 = 0: (2:16)Â (2.16) � = 112 (hl )2 � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðè �2 = � ïîëó÷àåìðåøåíèå �1;2 = �k4�2 �rk8�24 + k4; (2:17)è êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (2.16) ÿâëÿþòñÿ �1;2 = �p�1 = �
1 ïðè�1 > 0 è �3;4 = �{pj �2 j = �{
2 ïðè �2 < 0.Êàê è â ñëó÷àå Áåðíóëëè�Ýéëåðà (�îðìóëà (2.9)), ðåøåíèåX(�)îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéX(�) = A1 
osh 
1� +B1 sinh 
1� + C1 
os 
2� +D1 sin 
2�: (2:18)Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.4) ïîëó÷àåì C1 = �A1; D1 = �
1
2B1, è(2.18) ïðèìåò âèäX(�) = A1(
osh 
1� � 
os 
2�) +B1(sinh 
1� � 
1
2 sin 
2�): (2:19)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ (2.5), êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðåøåíèå(2.19) ïðè � = 1: M(1) = EJl2 �2X��2 �����=1 = 0; (2:20)Q(1) = �EJl3 �3X��3 + �J!2l �X�� ������=1 = 0: (2:21)Óñëîâèÿ (2.20) è (2.21) ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàìA1(
21 
osh 
1 + 
22 
os 
2) +B1(
21 sinh 
1 + 
1
2 sin 
2) = 0; (2:22)A1�
31 sinh 
1 � 
32 sin 
2 + �!2l2E (
1 sinh 
1 + 
2 sin 
2)�+
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31 
osh 
1 + 
1
22 
os 
2 + �!2l2E (
1 
osh 
1 � 
1 
os 
2)� = 0;(2:23)èç êîòîðûõ ñëåäóåò ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå(
21 
osh 
1 + 
22 
os 
2)�
31 
osh 
1 + 
1
22 
os 
2++�!2l2E (
1 
osh 
1 � 
1 
os 
2)	� 
1(
1 sinh 
1+ 
2 sin 
2)�
31 sinh 
1��
32 sin 
2 + �!2l2E (
1 sinh 
1 + 
2 sin 
2)	 = 0: (2:24)Â ñèëó âûòåêàþùåãî èç (2.7), (2.16) ðàâåíñòâà �!2l2E = k4�, è ïîñëåâûïîëíåíèÿ ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê óðàâíåíèå (2.24) çà-ïèøåòñÿ â âèäå(
51+
31k4�)(
osh2 
1�sinh2 
1)+(
1
42�
1
22k4�)(
os2 
2+sin2 
2)++[2
31
22 � 
1(
21 � 
22)k4�℄ 
osh 
1 
os 
2++
21
2(
22 � 
21 � 2k4�) sinh 
1 sin 
2 = 0 (2:25)èëè, â îêîí÷àòåëüíîé �îðìå,
51 + 
1
42 + 
1(
21 � 
22)k4�+ [2
31
22 � 
1(
21 � 
22)k4�℄ 
osh 
1 
os 
2++
21
2(
22 � 
21 � 2k4�) sinh 
1 sin 
2 = 0: (2:26)Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.26) ñîäåðæèò, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé,÷àñòîòíîå óðàâíåíèå (2.13), ñîîòâåòñòâóùåå êëàññè÷åñêîìó ðåøå-íèþ Áåðíóëëè�Ýéëåðà, íå ó÷èòûâàþùåãî èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷å-íèé. Ïðè îòñóòñòâèè â (2.16) è (2.26) âåëè÷èíû k4�, à òàêæå ðàâåí-ñòâà 
1 = 
2 = k, èìåþùåãî ìåñòî äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, èç(2.26) ñðàçó ñëåäóåò ðàâåíñòâî 2k5 + 2k5 
osh k 
os k = 0, ò.å. óðàâ-íåíèå (2.13).3. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ áàëêè ñ ó÷åòîìèíåðöèîííûõ íàãðóçîê ïðè ïîâîðîòå ñå÷åíèéè äå�îðìàöèé ñäâèãàÏðè ó÷åòå èíåðöèîííûõ íàãðóçîê è äå�îðìàöèé ñäâèãà óðàâ-íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà áàëêè (1.1), (1.2) ñîõðàíÿþò ñâîé âèä,



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî. 45à óãîë ïîâîðîòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêîçàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû�y�x =  + 
; (3:1)ãäå 
 � óãîë ñäâèãà, à  � óãîë ïîâîðîòà, îïðåäåëÿþùèé âåëè÷èíóèçãèáàþùåãî ìîìåíòà (êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèåóãëó 
, ìîìåíòà íå âûçûâàþò). Òîãäà ñâÿçü ìîìåíòà M è óãëà ïî-âîðîòà  ïðåäñòàâèìà �îðìóëîéM = EJ � �x ; (3:2)à ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîïåðå÷íîé ñèëîé Q è óãëîì ñäâèãà 
, ïîëó-÷åííîå ïî �îðìóëå Ä. È. Æóðàâñêîãî, áóäåò èìåòü âèänQF = � = �G
 = �G��y�x �  � ; (3:3)îòêóäà ñëåäóåò Q = �GFn ��y�x �  � : (3:4)Çäåñü G � ìîäóëü ñäâèãà, n � êîý��èöèåíò �îðìû ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ, èìåþùèé çíà÷åíèå n = 3=2 â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíèêà [4℄.Çíàê ¾ìèíóñ¿ â �îðìóëå (3.3) íåîáõîäèì äëÿ ñîáëþäåíèÿ ðàâåíñòâàçíàêîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ �îðìóëû (3.4), òàê êàê ïðè ïîëî-æèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîïåðå÷íîé ñèëû Q (ðèñ. 1) óãîë ñäâèãà âïëîñêîñòè xOy áóäåò îòðèöàòåëüíûì.Òàêîé æå âèä èìååò àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà â ðàáîòå [3℄.Ñ ó÷åòîì (3.2), (3.4), à òàêæå (1.3), óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1.1),(1.2), ñâÿçûâàþùèå ñòàòè÷åñêèå âåëè÷èíû M , Q ñ �óíêöèåé ïðî-ãèáà y = y(x; t) è óãëà ïîâîðîòà  =  (x; t), ïðèìóò âèäEJ �2 �x2 + GFn ��y�x �  �� �J �3y�t2�x = 0; (3:5)�GFn ��2y�x2 � � �x�+ �F �2y�t2 = 0 (3:6)



46 Â.ß. Ïàâèëàéíåí, À.Í. Òóëêèíàè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùå-íèÿõ ñ èñêîìûìè �óíêöèÿìè y(x; t) è  (x; t).�åøåíèå ñèñòåìû (3.5), (3.6) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì: y(0; t) =  (0; t) = 0; (3:7)M(l; t) = Q(l; t) = 0: (3:8)Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû (3.5), (3.6) �óíêöèþ  (x; t), ïîëó÷àåì ðàç-ðåøàþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �óíêöèè y(x; t):�4y�x4 � � �E + n�G � �4y�x2�t2 + �FEJ �2y�t2 = 0; (3:9)à ïðè èñêëþ÷åíèè èç (3.5), (3.6) �óíêöèè y(x; t) � ðàçðåøàþùååóðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî óãëà ïîâîðîòà  (x; t):�4 �x4 � � �E + n�G � �4 �x2�t2 + �FEJ �2 �t2 = 0; (3:10)â êîòîðîì îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî  (x; t) òî÷íî ñîâ-ïàäàåò ñ îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíî y(x; t) â (3.9).×òî êàñàåòñÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèÿ (3.9),òî ïðè íåó÷åòå óãëà ñäâèãà (
 ! 0 ïðè G!1) �óíêöèÿ  (x; t) íåââîäèòñÿ, à óðàâíåíèå (3.9) ïåðåõîäèò â ïðèâåäåííîå âûøå óðàâíå-íèå (2.2), äàííîå Ñ. Ï. Òèìîøåíêî [1℄.Îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèé (3.9), (3.10) íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òîïðè âûâîäå ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.5), (3.6) Ñ. Ï. Òè-ìîøåíêî ïðèíèìàåò â (3.5) èíåðöèîííûé ìîìåíò m(x; t) â âèäåm(x; t) = ��J �2 �t2 ;íå ïðèâîäÿ â [1℄ íèêàêèõ îáúÿñíåíèé èëè ññûëîê ïî ïîâîäó òàêîéçàìåíû. Ïðè ýòîì â óðàâíåíèè (3.9) ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé÷ëåí âèäà n�2EG �4y�t4 , ñîäåðæàùèé ÷åòâåðòóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìå-íè t. Àíàëîãè÷íîå ñëàãàåìîå îòíîñèòåëüíî  (x; t) ïîÿâëÿåòñÿ òàêæåâ óðàâíåíèè (3.10). Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ âûøå åäèíñòâåííàÿçàìåíà âèäà ñëàãàåìîãî m(x; t) â èñõîäíîì óðàâíåíèè ðàâíîâåñèÿ



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî. 47(1.1) êà÷åñòâåííî ìåíÿåò òèï ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèÿ (3.9) (à òàê-æå (3.10)), ïåðåâîäÿ åãî, êàê óêàçàíî â ðàáîòå Â. Â. Íîâîæèëîâà èË. È. Ñëåïÿíà [2℄, èç óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ñòàöèîíàðíûé ïðî-öåññ, ê óðàâíåíèþ ¾âîëíîâîãî¿ òèïà. Îáñòîÿòåëüíûé àíàëèç ïðè-÷èí ïåðåõîäà ê äðóãîìó òèïó ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèÿ òðåáóåò äî-ïîëíèòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, âûõîäÿùåãî çà ðàìêè äàííîé ðàáî-òû. Ïîýòîìó ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèéêîíñîëüíîé áàëêè áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â äàëüíåéøåì íà îñíîâåóðàâíåíèé (3.9), (3.10), êîòîðûå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ôóðüå,ïðèìóò âèä:�4X��4 + � �E + n�G �!2l2 �2X��2 � �FEJ !2l4X = 0; (3:11)�4	��4 + � �E + n�G �!2l2 �2	��2 � �FEJ !2l4	 = 0 (3:12)(â (3.12) 	(�) � àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå óãëà  (�; t) = 	(�) sin!t) èèìåþò îäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ�4 + � �E + n�G �!2l2�2 � �FEJ !2l4 = 0: (3:13)Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ !2 èç (3.13) ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû (2.7)ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä�4 + �1 + nEG �k4��2 � k4 = 0;è ïðè �2 = � íàõîäèì�1;2 = ��1 + nEG � k4�2 �s�1 + nEG �2 k8�24 + k4:Êîðíè óðàâíåíèÿ (3.13) �1;2 = �p�1 = �
1 ïðè �1 > 0 è �3;4 == �{pj �2 j = �{
2 ïðè �2 < 0.Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìîé �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé(3.11), (3.12), êàê è ðàíåå, áóäóò �óíêöèè
osh 
1�; sinh 
1�; 
os 
2�; sin 
2�;



48 Â.ß. Ïàâèëàéíåí, À.Í. Òóëêèíàà èõ îáùèìè ðåøåíèÿìè �X(�) = A1 
osh 
1� + B1 sinh 
1� + C1 
os 
2� +D1 sin 
2� (3:14)	(�) = A2 
osh 
1� + B2 sinh 
1� + C2 
os 
2� +D2 sin 
2� (3:14)0ãäå A1; B1; C1; D1; A2; B2; C2; D2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Èçãðàíè÷íûõ óñëîâèé X(0) = 	(0) = 0 ñëåäóåò C1 = �A1; C2 = �A2.Ñèñòåìó (3.5), (3.6) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ôóðüå ìîæíî çà-ïèñàòü â âèäå d2	d�2 = a21	+ a22 dXd� ; (3:15)d2Xd�2 = a11X + a12 d	d� : (3:16)ãäå aij (i; j = 1; 2) � ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòûa11 = �n�!2l2G ; a12 = l; a21 = FGl2nEJ ; a22 = � FGlnEJ � �!2lE : (3:17)Ïîñëå ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ�óíäàìåíòàëüíûõ �óíêöèÿõ â (3.15), (3.16) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿäëÿ ïîñòîÿííûõ A2; B2; D1; D2 ÷åðåç äâå ïîñòîÿííûå A1; B1:A2 = 
21 � a11
1l B1; B2 = 
21 � a11
1l A1;D1 = �
21 � a11
22 + a11 
2
1B1; D2 = 
22 + a11
2l A1: (3:18)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ (3:14); (3:140) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìèX(�) = A1(
osh 
1� � 
os 
2�) +B1 sinh 
1���
21 � a11
22 + a11 
2
1B1 sin 
2�; (3:19)	(�) = 
21 � a11
1l B1(
osh 
1� � 
os 
2�) + 
21 � a11
1l A1 sinh 
1�+
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22 + a11
2l A1 sin 
2�; (3:20)÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ñîñòàâëåíèþ óðàâíåíèÿ ÷àñòîò, èñïîëüçóÿäâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîì ïðàâîì êîíöå êîíñîëè:M = EJl d	d� �����=1 = 0; (3:21)Q = �EJl2 d2	d�2 + �J!2l dXd� ������=1 = 0: (3:22)Èç (3.21) ïîëó÷àåì
21 � a11
1l B1(
1 sinh 
1 + 
2 sin 
2) + 
21 � a11
1l 
1A1 
osh 
1++
22 + a11
1l 
2A1 
os 
2 = 0èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé � ïåðâîå óðàâíåíèå[(
21 � a11) 
osh 
1 + (
22 + a11) 
os 
2℄A1++
21 � a11
1 (
1 sinh 
1 + 
2 sin 
2)B1 = 0: (3:23)Àíàëîãè÷íî èç (3.22) èìååì ðàâåíñòâîEJl2 n
21 � a11
1l B1(
21 
osh 
1 + 
22 
os 
2) + 
21 � a11
1l A1
21 sinh 
1��
22 + a11
2l A1
22 sin 
2o+ �J!2l nA1(
1 sinh 
1 + 
2 sin 
2)++B1(
1 
osh 
1 � 
21 � a11
22 + a11 
22
1 
os 
2)o = 0;êîòîðîå äàåò âòîðîå óðàâíåíèån(
21 � a11)
1 sinh 
1 � (
22 + a11)
2 sin 
2+



50 Â.ß. Ïàâèëàéíåí, À.Í. Òóëêèíà+�!2l2E (
1 sinh 
1+
2 sin 
2)oA1+n
21 � a11
1 (
21 
osh 
1+
22 
os 
2)++�!2l2E (
1 
osh 
1 � 
21 � a11
22 + a11 
22
1 
os 
2)oB1 = 0: (3:24)Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ (3.23), (3.24) â âèäå�11A1 + �12B1 = 0; (3:25)�21A1 + �22B1 = 0: (3:26)ãäå �ij (i; j = 1; 2) � ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé â(3.23), (3.24), èç (3.25), (3.26) ñëåäóåò óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ÷àñòîò: �11�22 � �12�21 = 0:Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ñòðîãèõ è äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëå-íèé ïîëó÷àåìn(
21 � a11)
1h
21 + �!2l2� 1E + nG�io(
osh2 
1 � sinh2 
1)++
21 � a11
1 
22n
22 � �!2l2� 1E + nG�o(
os2 
2 + sin2 
2)++n
21 � a11
1 h(
21 � a11)
22 + (
22 + a11)
21i���!2l2E h (
21 � a11)2
22 � (
22 + a11)2
21(
22 + a11)
1 io 
osh 
1 
os 
2++n(
21 � a11)
2h
22 � 
21 � 2�!2l2� 1E + nG�io sinh 
1 sin 
2 = 0: (3:27)Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíûé âèä ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿA+B + C 
osh 
1 
os 
2 +D sinh 
1 sin 
2 = 0; (3:28)êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ðàâíûA = (
21 � a11)
1n
21 + �!2l2� 1E + nG�o;
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21 � a11
1 
22n
22 � �!2l2� 1E + nG�o;C = 
21 � a11
1 n(
21 � a11)
22 + (
22 + a11)
21o���!2l2E n (
21 � a11)2
22 � (
22 + a11)2
21(
22 + a11)
1 o;D = (
21 � a11)
2n
22 � 
21 � 2�!2l2� 1E + nG�o: (3:29)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.28) â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ó÷å-òà òîëüêî èíåðöèîííîãî ìîìåíòà ïðè ïîâîðîòå ñå÷åíèÿ èëè â êëàñ-ñè÷åñêîì ñëó÷àå Áåðíóëëè�Ýéëåðà ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùèå÷àñòîòíûå óðàâíåíèÿ.4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÍà îñíîâå ïîëó÷åííûõ â �2 è �3 ðåøåíèé âûïîëíåí ðàñ÷åò äëÿäåâÿòè ãåîìåòðè÷åñêèõ âàðèàíòîâ áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷-íîãî ñå÷åíèÿ F = bh ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè äëèíû l = 15; 20;25 ñì è âûñîòû h = 1:2; 1:0; 0:8 ñì. Ïàðàìåòðû ãèáêîñòè � = lqFJäëÿ óêàçàííûõ âàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû ãèáêîñòè �h, ñì l = 15, ñì l = 20, ñì l = 25, ñì1.2 43.30 57.74 72.171.0 51.96 69.28 86.600.8 64.95 86.60 108.30Äëÿ êàæäîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà âû÷èñëåíû ïåðâûå äå-âÿòü ñîáñòâåííûõ êðóãîâûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé êîíñîëüíûõ áàëîê âòðåõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è:(1) êëàññè÷åñêèé âàðèàíò (Áåðíóëëè�Ýéëåðà),(2) ó÷åò èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷åíèé,



52 Â.ß. Ïàâèëàéíåí, À.Í. Òóëêèíà(3) îáùèé ñëó÷àé ïðè ó÷åòå èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷åíèé è äå�îð-ìàöèé ñäâèãà.�åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2, òàáë. 3, òàáë. 4, â êîòî-ðûõ äëÿ ïðèíÿòîãî ïàðàìåòðà äëèíû l äàíû êðóãîâûå ÷àñòîòû !1,!2,...,!9 ïðè âûñîòàõ ñå÷åíèÿ h = 1:2; 1:0; 0:8. Äëÿ âàðèàíòîâ (2), (3)ñïðàâà îò ñòîëáöîâ ÷àñòîò ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùåå óìåíüøåíèå÷àñòîòû â ïðîöåíòàõ (ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì).Èç ñîäåðæàíèÿ òàáëèö ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðèíÿòûõ ãåîìåòðè÷åñ-êèõ âàðèàíòîâ êîíñîëåé ñíèæåíèå ÷àñòîò ïðè ó÷åòå òîëüêî èíåðöèèïîâîðîòà ñå÷åíèÿ ìåíüøå, ÷åì ïðè ó÷åòå äå�îðìàöèé ñäâèãà. Äëÿíà÷àëüíûõ ÷àñòîò !1, !2 ñíèæåíèå ñîñòàâëÿåò îò äîëåé ïðîöåíòà äîäâóõ-òðåõ ïðîöåíòîâ, ÷òî îòìå÷åíî Ñ. Ï. Òèìîøåíêî äëÿ çàäà÷è îêîëåáàíèÿõ äâóõøàðíèðíîé áàëêè â ðàáîòå [1℄.Ïðè ãèáêîñòÿõ 43:3 6 � 6 64:95 (òàáë.2) ñ ðîñòîì íîìåðà ÷àñòî-òû ýòî óìåíüøåíèå ìîæåò äîñòèãàòü äåñÿòêîâ ïðîöåíòîâ.Íàèáîëüøåå ñíèæåíèå ÷àñòîòû (â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ)èìååò ìåñòî ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðàõ l = 15 ñì, h = 1:2 ñì è ñî-ñòàâëÿåò ïðè ó÷åòå èíåðöèè ïîâîðîòà 14:88%, â îáùåì ñëó÷àå (ïðèäîïîëíèòåëüíîì ó÷åòå ñäâèãà) 40:91%. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà� ñíèæåíèå ìåíüøå è â ñëó÷àå � = 108:3 ñîñòàâëÿåò äëÿ ÷àñòîòû!9 ñîîòâåòñòâåííî 2:91 è 12:23%.Äàííûå òàáë. 3 (l = 20 ñì) è 4 (l = 25 ñì) òàêæå ïîäòâåðæäàþòñíèæåíèå âåëè÷èíû !i â èíòåðâàëå 64:95 6 � 6 108:3.�ðà�èêè ñïåêòðîâ ÷àñòîò (ðèñ. 2, ðèñ. 3, ðèñ. 4) ïîêàçûâàþòèõ ãåîìåòðè÷åñêîå ïîäîáèå, à òàêæå êà÷åñòâåííîå ñîãëàñîâàíèå èõâçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ è õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äëÿ âñåõ òðåõ âèäîâçàäà÷. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ñïåêòðîâ ÷àñòîò !n(n =1; 2; :::; 9) äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà l = 15 ñì, h = 1:2 ñì, � =43:3.Âåðõíèé ãðà�èê ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ, ñðåäíèé� ñëó÷àþ ó÷åòà èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷åíèé, íèæíèé � îáùåìó ñëó-÷àþ ó÷åòà èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷åíèé è äå�îðìàöèé ñäâèãà.�ðà�èêè íà ðèñ. 3 è ðèñ. 4 èëëþñòðèðóþò àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-òàòû äëÿ âàðèàíòîâ l = 20 ñì, h = 1:0 ñì, � = 69:28 è l = 25 ñì,h = 0:8 ñì, � = 108:3, ÷òî îòðàæàåò âëèÿíèå óâåëè÷åíèÿ ãèáêîñòèêîíñîëè íà èçìåíåíèå ñïåêòðà ÷àñòîò.Íà ðèñ. 5 è ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû �îðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé
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Òàáëèöà 2. Ñîáñòâåííûå êðóãîâûå ÷àñòîòû ïðè l = 15 ñì!i, 1/ñåê h, ñì (1) (2) â % (3) â %1.2 2782.0 2779.3 0.10 2771.3 0.39!1 1.0 2318.3 2316.8 0.07 2312.1 0.270.8 1854.7 1853.9 0.04 1851.5 0.171.2 17434.5 17329.2 0.60 16938.4 2.85!2 1.0 14528.8 14467.6 0.42 14238.0 2.000.8 11623.0 11591.6 0.27 11472.6 1.291.2 48817.2 48033.5 1.61 45306.0 7.19!3 1.0 40681.0 40224.1 1.12 38581.1 5.160.8 32544.8 32309.4 0.72 31439.2 3.401.2 95662.1 92718.5 3.08 83389.1 12.83!4 1.0 79718.4 77990.8 2.17 72189.9 9.440.8 63774.8 62879.8 1.40 59718.9 6.361.2 158136.4 150326.6 4.94 128168.2 18.95!5 1.0 131780.3 127157.6 3.51 112888.0 14.340.8 105424.2 103012.2 2.29 94975.3 9.911.2 236228.3 219404.6 7.12 177048.8 25.05!6 1.0 196856.9 186799.4 5.11 207441.2 19.470.8 157485.6 152192.1 3.36 135704.4 13.831.2 329938.8 298419.0 9.55 228237.3 30.82!7 1.0 274949.0 255897.2 6.93 207441.2 24.550.8 219959.2 209833.1 4.60 180541.4 17.921.2 439267.6 385843.4 12.16 280589.6 36.12!8 1.0 366056.3 333382.4 8.93 258355.2 29.420.8 292845.1 275291.0 5.99 228338.5 22.031.2 564214.8 480237.2 14.88 333422.0 40.91!9 1.0 470179.0 418187.9 11.06 310424.5 33.980.8 376143.2 347889.1 7.51 278187.6 26.04
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Òàáëèöà 3. Ñîáñòâåííûå êðóãîâûå ÷àñòîòû ïðè l = 20 ñì!i, 1/ñåê h, ñì (1) (2) â % (3) â %1.2 1564.9 1564.0 0.05 1561.5 0.22!1 1.0 1304.1 1303.6 0.04 1302.1 0.150.8 1043.3 1043.0 0.02 1042.2 0.101.2 9806.9 9773.4 0.34 9647.0 1.63!2 1.0 8172.4 8153.0 0.24 8079.2 1.140.8 6537.9 6528.0 0.15 6489.9 0.731.2 27459.6 27209.1 0.91 26294.6 4.24!3 1.0 22883.0 22737.4 0.64 22195.6 3.000.8 18306.4 18231.6 0.41 17948.7 1.951.2 53809.9 52859.5 1.77 49583.3 7.85!4 1.0 44841.6 44287.2 1.24 42306.5 5.650.8 35873.3 35587.5 0.80 34535.1 3.731.2 88951.7 86399.0 2.87 78202.5 12.08!5 1.0 74126.4 72629.6 2.02 67554.6 8.870.8 59301.1 58526.4 1.31 55771.6 5.951.2 132878.4 127299.5 4.20 110775.0 16.63!6 1.0 110732.0 107440.9 2.97 96940.4 12.450.8 88585.6 86873.3 1.93 81034.3 8.521.2 185590.6 174968.6 5.72 146130.6 21.26!7 1.0 154658.8 148349.0 4.08 129527.9 16.250.8 123727.0 120424.5 2.67 109684.9 11.351.2 247088.0 228770.3 7.41 183350.5 25.80!8 1.0 205906.7 194941.5 5.33 164502.6 20.110.8 164725.3 158947.5 3.51 141110.3 14.34.2 317370.8 288052.0 9.24 221757.2 30.13!9 1.0 264475.7 246779.5 6.69 201197.2 23.930.8 211580.5 202187.0 4.44 174753.8 17.41
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Òàáëèöà 4. Ñîáñòâåííûå êðóãîâûå ÷àñòîòû ïðè l = 25 ñì!i, 1/ñåê h, ñì (1) (2) â % (3) â %1.2 1001.5 1001.2 0.03 1000.1 0.14!1 1.0 834.6 834.4 0.02 833.8 0.100.8 667.7 667.6 0.02 667.3 0.061.2 6276.4 6262.7 0.22 6210.4 1.05!2 1.0 5230.4 5222.4 0.15 5192.0 0.730.8 4184.3 4180.2 0.10 4164.5 0.471.2 17574.2 17471.0 0.59 17085.9 2.78!3 1.0 14645.1 14585.3 0.41 14359.0 1.950.8 11716.1 11685.4 0.26 11568.0 1.261.2 34438.4 34045.4 1.14 32632.2 5.24!4 1.0 28698.6 28470.0 0.80 27628.1 3.730.8 22958.9 22841.3 0.51 22399.6 2.441.2 56929.1 55867.2 1.87 52230.0 8.25!5 1.0 47440.9 46821.1 1.31 44617.3 5.950.8 37952.7 37633.1 0.84 36459.8 3.931.2 85042.2 82704.7 2.75 75141.4 11.64!6 1.0 70868.5 69498.7 1.93 64827.4 8.520.8 56694.8 55986.1 1.25 53456.2 5.711.2 118778.0 114290.7 3.78 100662.6 15.25!7 1.0 98981.6 96339.6 2.67 87747.9 11.350.8 79185.3 77813.0 1.73 73070.9 7.721.2 158136.3 150327.2 4.94 128168.5 18.95!8 1.0 131780.3 127158.0 3.51 112888.3 14.340.8 105424.2 103012.4 2.29 94975.5 9.911.2 203117.3 190495.0 6.21 157136.2 22.64!9 1.0 169264.4 161749.6 4.44 139803.0 17.410.8 135411.6 131470.6 2.91 118847.8 12.23
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�èñ. 2. �ðà�èêè ÷àñòîò äëÿ l = 15, h = 1; 2êîíñîëè ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè l = 20; 0 ñì, h = 1; 0 ñìäëÿ äâóõ ïåðâûõ !1; !2 è äâóõ ïîñëåäíèõ !8; !9 ÷àñòîò ñîîòâåò-ñòâåííî.Ôîðìû äàíû äëÿ êëàññè÷åñêîãî è îáùåãî ñëó÷àåâ. Íà ãðà�èêàõñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ, à ïóíêòèð-íàÿ � îáùåìó ñëó÷àþ ó÷åòà èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷åíèé è äå�îðìà-öèé ñäâèãà.
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�èñ. 3. �ðà�èêè ÷àñòîò äëÿ l = 20, h = 1:0

�èñ. 4. �ðà�èêè ÷àñòîò äëÿ l = 25, h = 0:8
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�èñ. 5. Ïåðâàÿ (ñëåâà) è âòîðàÿ (ñïðàâà)�îðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.
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�èñ. 6. Âîñüìàÿ (ñëåâà) è äåâÿòàÿ (ñïðàâà)�îðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî. 595. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿÏîëó÷åííûå â ðàáîòå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è èõ ÷èñëåííàÿðåàëèçàöèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ãèáêîñòè êîíñîëüíîé áàë-êè ïðåäñòàâëåíû ñðàâíèòåëüíûìè ãðà�èêàìè ñïåêòðîâ ñîáñòâåí-íûõ êðóãîâûõ ÷àñòîò è �îðì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé â ñëó÷àÿõ òåî-ðèè Áåðíóëëè�Ýéëåðà, à òàêæå òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî ïðè ó÷å-òå èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷åíèé è äå�îðìàöèé ñäâèãà. Äëÿ ðàñ÷åòîâèñïîëüçîâàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé ïàêåò Maple, ïîêàçàâùèé, â ÷àñòíî-ñòè, ïîëíîå îòñóòñòâèå ñáîåâ ïðè ðåøåíèè ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ.Ëèòåðàòóðà1. Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Êîëåáàíèÿ â èíæåíåðíîì äåëå. Ì., Ôèçìàòãèç, 1959.2. Íîâîæèëîâ Â.Â., Ñëåïÿí Ë.È. Î ïðèíöèïå Ñåí-Âåíàíà â äèíàìèêåñòåðæíåé. Ì., ÏÌÌ, 1965, Òîì 29, Âûï. 2, Ñ. 261�2813. Ïîíîìàðåâ Ñ.Ä., Áèäåðìàí Â.Ë., Ëèõàðåâ Ê.Ê., Ìàêóøèí Â.Ì., Ìà-ëèíèí Í.Í., Ôåîäîñüåâ Â.Í. �àñ÷åòû íà ïðî÷íîñòü â ìàøèíîñòðîåíèè. Ì.,Ìàøãèç, 1959, Òîì III, Ñ. 320.4. �àñòåâ Â.À. Êðàòêèé êóðñ ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ. Ì., Ôèçìàòãèç,1959. Ñ. 424.



ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÎÍÍÎÅ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛÏ�ÅÄÎÏÅ�ÀÖÈÎÍÍÎ�Î Ï�Î�ÍÎÇÈ�ÎÂÀÍÈßÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÒ�ÓÊÒÓ� Â �Å�ÍÈÎËÎ�ÈÈ.Å. À. ËåáåäåâàÏîñòðîåíû êîìïüþòåðíûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå ðåàëüíóþ ãåîìåò-ðèþ è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòðóêòóð îáëàñòåé òåëà, ïðî-âåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ èõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ èíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. �àçðàáîòàíû áèîìåõàíè÷å-ñêèé ìåòîä ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåêîí-ñòðóêòèâíûõ îïåðàöèé íà îñíîâå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è êëè-íè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è íîâîå èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ïðåä-îïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóð â ãåðíèîëîãèè.1. ÂâåäåíèåÏðîáëåìà ëå÷åíèÿ ãðûæ áðþøíîé ñòåíêè äî ñèõ ïîð ïðèâëåêà-åò âíèìàíèå õèðóðãîâ âñåãî ìèðà. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü áîëüøîéðàñïðîñòðàíåííîñòüþ äàííîé ïàòîëîãèè è ÷àñòè÷íîé íåóäîâëåòâî-ðåííîñòüþ ðåçóëüòàòàìè îïåðàöèé, êîòîðûå îáóñëîâëåíû óâåëè÷å-íèåì ÷èñëà ëþäåé ïîæèëîãî è ñòàð÷åñêîãî âîçðàñòà ñ ïðèñóùèìèèì õðîíè÷åñêèìè çàáîëåâàíèÿìè, ïðèâîäÿùèìè ê ïåðèîäè÷åñêîìóïîâûøåíèþ âíóòðèáðþøíîãî äàâëåíèÿ, à òàêæå áîëåçíÿìè îáìåíàâåùåñòâ, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ðàñõîæäåíèþ �óòëÿðà ìûøö ïåðåäíåéáðþøíîé ñòåíêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñøèðåíèå îáúåìà îïåðàòèâ-íûõ âìåøàòåëüñòâ íà îðãàíàõ áðþøíîé ïîëîñòè óæå ñàìî ïî ñå-áå ïðèâåëî ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó ãðûæ â îáëàñòè ïîñëåîïåðàöè-îííîãî ðóáöà âñëåäñòâèå êàê íàðóøåíèÿ àíàòîìî-�èçèîëîãè÷åñêîéöåëîñòíîñòè áðþøíîé ñòåíêè, òàê è âîçìîæíûõ äå�åêòîâ îïåðà-òèâíîé òåõíèêè [1, 2℄. Íàëè÷èå ãðûæ íàðóøàåò îáùåå ñîñòîÿíèåáîëüíûõ, ïîíèæàåò èõ òðóäîñïîñîáíîñòü è íåðåäêî ïðèâîäèò ê òÿ-æåëûì îñëîæíåíèÿì, ñàìûì ãðîçíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óùåì-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 23 îêòÿáðÿ 2007 ã.

 Å. À. Ëåáåäåâà, 2008



Èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ñèñòåìû ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. 61ëåíèå. Ïîñëåîïåðàöèîííàÿ ëåòàëüíîñòü ïðè ýòîì íåîòëîæíîì ñî-ñòîÿíèè ñîñòàâëÿåò îò 3 äî 12 %, à äëÿ áîëüíûõ ñòàðøå 60 ëåò îíàâîçðàñòàåò äî 16�20 % [1, 3℄.Äëÿ õèðóðãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ãðûæ æèâîòà â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíû ìíîãî÷èñëåííûå ìåòîäèêè � îò ïðîñòûõñïîñîáîâ çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ òêàíåé áîëüíîãî äî ñëîæíûõ ðåêîí-ñòðóêòèâíûõ îïåðàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì áèîëîãè÷åñêèõ è èñêóñ-ñòâåííûõ ìàòåðèàëîâ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò êëèíè÷åñêèé îïûò,íè îäèí èç ïðåäëîæåííûõ ñïîñîáîâ íå ãàðàíòèðóåò îò ðåöèäèâîâ,÷òî ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü â ðÿäå ñëó÷àåâ î íåñîâåðøåíñòâå èñ-ïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ ëå÷åíèÿ.Ïðè õèðóðãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû è õà-ðàêòåðà âîçäåéñòâèÿ íà ïàòîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðè îáåñïå÷å-íèè ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ïîâðåæäåíèÿ íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòüèí�îðìàöèåé î åå ãèñòîëîãè÷åñêèõ, ïàòîëîãî-�èçèîëîãè÷åñêèõ,ìîð�îëîãè÷åñêèõ, ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè-êàõ è î ïðîöåññàõ ðåêîíñòðóêöèè ñòðóêòóð êàê ñëåäñòâèÿ ðàçëè÷-íûõ ðåæèìîâ âîçäåéñòâèÿ íà áèîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðè îïðå-äåëåííîì �èçèîëîãè÷åñêîì ñîñòîÿíèè îðãàíèçìà ïàöèåíòà â öå-ëîì. Îñíîâíûì ïðèíöèïîì îïåðàòèâíîãî ëå÷åíèÿ ãðûæ â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíûé, äè��åðåíöèðîâàííûé ïîä-õîä ê âûáîðó ìåòîäîâ ñå÷åíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî: 1) ñóùå-ñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ �îðì è ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèéïîðàæåíèé îäíèõ è òåõ æå ìûøå÷íî-àïîíåâðîòè÷åñêèõ ñòðóêòóðáðþøíîé ñòåíêè; 2) îäèí è òîò æå ïàòîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ïðîòåêà-åò ïî-ðàçíîìó â ðàçëè÷íûõ îðãàíèçìàõ; 3) äèàãíîñòè÷åñêèå ìåòîäûîòðàæàþò òîëüêî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì ðåêîíñòðóèðóåìûå ñòðóêòó-ðû íàõîäÿòñÿ äî è ïîñëå îïåðàöèè; 4) ÷àñòî òåõíîëîãèþ ïðîâåäåíèÿðåêîíñòðóêöèè ñòðóêòóð áðþøíîé ñòåíêè ïðèõîäèòñÿ ìåíÿòü ïðÿ-ìî âî âðåìÿ îïåðàöèè â ñâÿçè ñ âûÿâëåíèåì íîâûõ äèàãíîñòè÷åñêèõïðèçíàêîâ ïîñëå âñêðûòèÿ äå�åêòà. Îòñóòñòâèå íåîáõîäèìûõ çíà-íèé î ïîâåäåíèè ìûøå÷íî-àïîíåâðîòè÷åñêèõ ñòðóêòóð è âîçíèêà-þùåãî â íèõ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáúÿñíÿåòòîò �àêò, ÷òî â ãåðíèîëîãèè èç-çà îòñóòñòâèÿ íåîáõîäèìîãî èí�îð-ìàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ñëîæèëîñü îá-ùåãî ìíåíèÿ î òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ îïåðàöèé, íå èçó÷åíûóñëîâèÿ ìèíèìàëüíîé òðàâìàòèçàöèè áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïî



62 Å. À. Ëåáåäåâàñóòè, îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ "âñëåïóþ�. Ñîçäàíèå íîâûõ íàäåæíûõîïåðàòèâíûõ ìåòîäèê íåâîçìîæíî áåç ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ïðåä-îïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ îïåðàöèé. Öåëü èñ-ñëåäîâàíèÿ � ïîâûøåíèå ý��åêòèâíîñòè ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðî-ãíîçèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåêîíñòðóêòèâíûõ îïåðàöèé ïóòåì ñî-âåðøåíñòâîâàíèÿ èí�îðìàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿïîñòàâëåííîé öåëè áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è: 1) ïîñòðîåíûêîìïüþòåðíûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå ðåàëüíóþ ãåîìåòðèþ è ìå-õàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòðóêòóð áðþøíîé ñòåíêè è ïàõîâîéîáëàñòè; 2) ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè-÷åñêèõ ñâîéñòâ ñòðóêòóð ïåðåäíåé áðþøíîé ñòåíêè è ïàõîâîé îá-ëàñòè; 3) ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ, âîçíèêàþùåãî â ñòðóêòóðàõ áðþøíîé ñòåíêè è ïàõî-âîé îáëàñòè ïðè ðàçâèòèè ïàòîëîãèè è ïîñëå ðåêîíñòðóêöèè; 4)ðàçðàáîòàí áèîìåõàíè÷åñêèé ìåòîä ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçè-ðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåêîíñòðóêòèâíûõ îïåðàöèé â ãåðíèîëîãèèíà îñíîâå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è êëèíè÷åñêèõ èññëå-äîâàíèé; 5) óñîâåðøåíñòâîâàíî èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ñè-ñòåìû ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìûøå÷íî-àïîíåâðîòè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ãåðíèîëîãèè.2. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÂ ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿè ìåõàíèêè òâåðäîãî äå�îðìèðîâàííîãî òåëà. Êîìïüþòåðíûå ìî-äåëè äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿïðè õèðóðãè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ íà ðàññìàòðèâàåìûå áèîëîãè-÷åñêèå ñòðóêòóðû áûëè ðåàëèçîâàíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäóëÿêîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà COSMOSWorks, èíòåãðèðîâàííîãî âñèñòåìó ïðîñòðàíñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ SolidWorks. Äëÿ ñîçäà-íèÿ èí�îðìàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû ïðåäîïåðàöèîí-íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ áûëè: 1) âûäåëåíû îñíîâîïîëàãàþùèå áèî-ìåõàíè÷åñêèå ïðèçíàêè ñòðóêòóð; 2) ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëü-íûå èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñòðóêòóð �óòëÿðîâ ìûøöáðþøíîé ñòåíêè; 3) ïîñòðîåíû êîìïüþòåðíûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþ-ùèå ðåàëüíóþ ãåîìåòðèþ è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòðóê-



Èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ñèñòåìû ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. 63òóð, è ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ âîçíèêàþùåãî â ýòèõ ñòðóêòóðàõíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ðàçâèòèè ïàòîëîãèèè ïîñëå ðåêîíñòðóêöèè; 4) ðàçðàáîòàí ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî-âåäåíèÿ ðåêîíñòðóèðîâàííûõ ïîñëå ãåðíèîïëàñòèêè ñòðóêòóð ïðèçàäàííûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ.3. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿÑòðîåíèå è �óíêöèîíèðîâàíèå ìûøå÷íûõ ñòðóêòóð áðþøíîéñòåíêè è ïàõîâîé îáëàñòè èçó÷åíû íà îñíîâàíèè èìåþùèõñÿ â ëè-òåðàòóðå ñâåäåíèé. Ïðîàíàëèçèðîâàíû: 1) äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ãåî-ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóð; 2) õàðàêòåð ïàòîëîãè÷åñêèõ èç-ìåíåíèé â ñòðóêòóðàõ è ñïîñîáû èõ êîððåêöèè; 3) âîçìîæíîñòü äè-àãíîñòèêè ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóð,íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé. Êîððåêöèÿ ãðûæåâîãî äå-�åêòà � ýòî ïåðåñòðîéêà êîíñòðóêöèè ìûøå÷íûõ ñòðóêòóð áðþø-íîé ñòåíêè èëè ïàõîâîé îáëàñòè â çîíå ïàòîëîãè÷åñêîãî èçìåíå-íèÿ, íàïðàâëåííàÿ íà �îðìèðîâàíèå íîâîé áðþøíîé ñòåíêè â ýòîéçîíå èëè íîâîãî ïàõîâîãî êàíàëà, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûõ êíîðìàëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Ñòðóêòóðû áðþøíîé ñòåíêè è ïàõîâîéîáëàñòè ìîãóò èìåòü ðàçíóþ òîëùèíó, âûñîòó, ãèáêîñòü, ïîäâèæ-íîñòü, ðàäèóñ ïàòîëîãè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ, âûðàæåííîñòü ïàòîëîãè-÷åñêèõ èçìåíåíèé. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû ñóäèòü î âîçäåéñòâèèíà êîððåêòèðóåìûå ñòðóêòóðû, íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìà-íèå òðè îñíîâíûõ �àêòîðà: ðåàëüíóþ êîíñòðóêöèþ ïàòîëîãè÷åñêèèçìåíåííûõ ñòðóêòóð, ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òêàíåé ñòðóê-òóð è çíà÷åíèÿ äîïóñêàåìûõ íàïðÿæåíèé. �åîìåòðè÷åñêèå ïàðà-ìåòðû êîððåêòèðóåìûõ ñòðóêòóð ìîæíî îïðåäåëèòü â êëèíè÷åñêèõóñëîâèÿõ íà êîìïüþòåðíûõ òîìîãðàììàõ áðþøíîé ïîëîñòè èëè íàãåðíèîðåíòãåíîãðàììàõ. Â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóþò ñòàòèñòè÷åñêèäîñòîâåðíûå ñâåäåíèÿ î ìîäóëå íîðìàëüíîé óïðóãîñòè íåêîòîðûõñòðóêòóð áðþøíîé ñòåíêè, ïàõîâîé îáëàñòè è êàêèå-ëèáî ñâåäå-íèÿ î ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïàòîëîãè÷åñêè èçìåíåííûõ ñòðóê-òóð. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ñâåäåíèé áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåí-òàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ìîäóëåé íîðìàëüíîé óïðóãîñòè è äîïóñêàå-ìûõ íàïðÿæåíèé ðàçëè÷íûõ òêàíåé. Àíàëèç ïîêàçàë âîçìîæíîñòü



64 Å. À. Ëåáåäåâàðàññìàòðèâàòü ìàòåðèàë òêàíåé êàê îäíîðîäíûé, èçîòðîïíûé èóïðóãèé.Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû íà îáðàçöàõ, âû-ðåçàííûõ ïðè ïîìîùè øòàìïà èç èññå÷åííûõ âî âðåìÿ õèðóðãè-÷åñêèõ îïåðàöèé ñòðóêòóð. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ æèçíåñïîñîáíîñòè îá-ðàçöû ñðàçó ïîñëå èññå÷åíèÿ ïîìåùàëèñü â ñïåöèàëüíûé ðàñòâîð èñîäåðæàëèñü â íåì äî íà÷àëà èñïûòàíèé [4℄. Äëèíà îáðàçöà 10 ìì,øèðèíà 2 ìì; òîëùèíà âàðüèðîâàëàñü â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëî-æåíèÿ ìåñòà, èç êîòîðîãî áûë âûðåçàí îáðàçåö. Èññëåäîâàíèÿ îá-ðàçöîâ ïðîâîäèëè íà óñòàíîâêå, ðàçðàáîòàííîé ñîâìåñòíî ñ ñîòðóä-íèêàìè ÈÒÌÎ, â ëàáîðàòîðèè êà�åäðû õèðóðãè÷åñêèõ áîëåçíåé� 2 ÑÏá. �ÌÀ èì. È. È. Ìå÷íèêîâà. Îáðàçöû òêàíåé ïàöèåíòîâáûëè ðàçäåëåíû íà 3 ãðóïïû. Ïåðâóþ è âòîðóþ ãðóïïû ñîñòàâè-ëè îáðàçöû áåëîé ëèíèè æèâîòà (ðèñ.1). Â ïåðâîé ãðóïïå îáðàç-öû ïàöèåíòîâ, êîòîðûå íå èìåëè ïàòîëîãèè ñî ñòîðîíû áðþøíîéñòåíêè, âî âòîðîé òåõ, êîòîðûå áûëè îïåðèðîâàíû ïî ïîâîäó ãðûæïåðåäíåé áðþøíîé ñòåíêè. Â òðåòüþ ãðóïïó âîøëè îáðàçöû àïî-íåâðîòè÷åñêèõ �óòëÿðîâ ïðÿìûõ ìûøö ïàöèåíòîâ, êîòîðûå èìåëèíàðóøåíèÿ ñî ñòîðîíû áðþøíîé ñòåíêè.Ìîäóëü íîðìàëüíîé óïðóãîñòè ñòðóêòóð áåëîé ëèíèè â íîðìåðàâåí 2:48� 0:13ÌÏà. Ìîäóëü íîðìàëüíîé óïðóãîñòè ñòðóêòóð áå-ëîé ëèíèè ïðè ïàòîëîãè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ðàâåí 1:61 � 0:21 ÌÏà.Ìîäóëü íîðìàëüíîé óïðóãîñòè ñòðóêòóð àïîíåâðîòè÷åñêèõ �óòëÿ-ðîâ ìûøö ïðè ïàòîëîãè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ðàâåí 1:37 � 0:65 ÌÏà.�åøåíèå çàäà÷ áèîìåõàíèêè äëÿ òåë ñëîæíîé �îðìû è íåîäíî-ðîäíîé ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåí-íûõ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îä-íèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé è äå-�îðìàöèé â ñòðóêòóðàõ ñëîæíîé êîí�èãóðàöèè. Êîìïüþòåðíûåìîäåëè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, âîçíèêà-þùèõ â ñòðóêòóðàõ ïðè ðåêîíñòðóêòèâíîé ãåðíèîïëàñòèêå, ðåà-ëèçóþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäóëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëè-çà COSMOSWorks, èíòåãðèðîâàííîãî â ñèñòåìó ïðîñòðàíñòâåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ SolidWorks [5℄.Â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì COSMOSWorks âûïîëíÿþòñÿ:1) èìèòàöèÿ ïðîöåññà èññëåäîâàíèÿ îáúåêòà ïðè ðàçíîîáðàçíûõ âà-ðèàíòàõ åãî ãåîìåòðèè è óñëîâèé íàãðóæåíèÿ; 2) íàãëÿäíîå ãðà�è-



Èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ñèñòåìû ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. 65÷åñêîå îòîáðàæåíèå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåíèé è ïåðå-ìåùåíèé îáúåêòà.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà ñõåìà ïàòîëîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â áåëîéëèíèè æèâîòà: 1 � áðþøèíà; 2 � ïðÿìûå ìûøöû; 3 � àïîíåâðîçûïðÿìûõ ìûøö; 4 � ïîäêîæíî-æèðîâàÿ êëåò÷àòêà; 5 � êîæà; 6 �áåëàÿ ëèíèÿ æèâîòà; 7 � ïàòîëîãè÷åñêîå îòâåðñòèå.

�èñ. 1. Ñõåìà ïàòîëîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â áåëîé ëèíèè æèâîòà.Íà âêëåéêå íà ðèñ. 1 è 2 ïðèâåäåíû ýïþðû íàïðÿæåíèé è ïåðå-ìåùåíèé â ñòðóêòóðàõ áðþøíîé ñòåíêè ïðè èññëåäîâàíèè ðàçâèòèÿïàòîëîãè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ â áåëîé ëèíèè æèâîòà.Îöåíêà ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíà ïðè ñðàâíåíèè çíà-÷åíèé ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â ãèáêèõ ýëåìåíòàõ êîíñòðóê-öèé, ïîëó÷åííûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ìåòîäîì ïðè èñïîëüçîâàíèèïðîãðàììû COSMOSWorks è àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì. Àíàëèòè÷å-ñêèé ðàñ÷åò ïðîèçâåäåí äëÿ òîíêîñòåííîãî öèëèíäðà ñ òîëùèíîéh è ìîäóëåì íîðìàëüíîé óïðóãîñòè E, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâè-åì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ p. �àçíîñòü ðåçóëüòàòîâ ýêñòðåìàëüíûõçíà÷åíèé íàïðÿæåíèé ïî áåçìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî÷åê è òðåõ-ìåðíîãî òåëà ñîñòàâèëà 30 %. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ âíåøíèõâîçäåéñòâèé è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ òêàíåé íà íàïðÿæåíèÿ è ïåðå-ìåùåíèÿ â ñòðóêòóðàõ ïåðåäíåé áðþøíîé ñòåíêè ÷åëîâåêà â íîð-ìå, ïðè ðàçâèòèè ïàòîëîãè÷åñêèõ îáðàçîâàíèé â áåëîé ëèíèè æè-



66 Å. À. Ëåáåäåâàâîòà, ïðè èçìåíåíèè �îðìû ïàòîëîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â áåëîéëèíèè, ïðè óùåìëåíèè ãðûæåâûõ âîðîò, ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ðàçëè÷-íûõ âèäîâ ãåðíèîïëàñòèêè áåëîé ëèíèè [6℄, â ñòðóêòóðàõ ïàõîâîéîáëàñòè ïðè ðàçâèòèè êîñûõ è ïðÿìûõ ãðûæ ðàçëè÷íîé ñòåïåíè.Ïðè óùåìëåíèè ãðûæè ðàçðóøàþòñÿ òêàíè â çîíå ãðûæåâûõ âîðîò.Ñ óâåëè÷åíèåì æåñòêîñòè ñðåäèííîãî øâà ïðè ãåðíèîïëàñòèêå áå-ëîé ëèíèè íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ â ñòðóêòóðàõ óìåíüøàþòñÿ.Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé áèîìåõàíè÷åñêèé àíàëèç öåëåñîîáðàçíî-ñòè ïðèìåíåíèÿ ãåðíèîïëàñòèêè áåëîé ëèíèè æèâîòà ñ èñïîëüçîâà-íèåì ñåò÷àòûõ èìïëàíòàòîâ è ãåðíèîïëàñòèêè áåëîé ëèíèè æèâîòàñ ïðèìåíåíèåì ñîáñòâåííûõ òêàíåé: ïðèìåíåíèå èìïëàíòàòà ïîçâî-ëÿåò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèåâ îáëàñòè øâà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñíèçèòü âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâå-íèÿ ðåöèäèâà. Èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé ïðè ãåð-íèîïëàñòèêå ñ ðàçëè÷íûì ðàñïîëîæåíèåì ñåò÷àòîãî èìïëàíòàòà ïîîòíîøåíèþ ê àïîíåâðîòè÷åñêèì �óòëÿðàì ìûøö ïðîâåäåíû â çà-âèñèìîñòè îò ìîäóëÿ óïðóãîñòè øâà (ðóáöà) ãðûæåâîãî äå�åêòà[7℄. �åçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2 (1 � ïîä àïîíåâðîòè÷åñêèìè�óòëÿðàìè, 2 � âíóòðè àïîíåâðîòè÷åñêèõ �óòëÿðîâ, 3 � íàä àïî-íåâðîòè÷åñêèìè �óòëÿðàìè ìûøö). Íàèáîëåå îïòèìàëüíûì, ïðèðàâíûõ ïðî÷èõ ïàðàìåòðàõ, ÿâëÿåòñÿ òðåòèé âàðèàíò.
�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé îò ìîäóëÿ óïðó-ãîñòè øâà ãðûæåâîãî äå�åêòà ïðè ãåðíèîïëàñòèêå ñ ðàçëè÷íûìðàñïîëîæåíèåì ñåò÷àòîãî èìïëàíòàòà.Äàëåå áûë ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé è ìå-õàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ òêàíåé íà íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ â ñòðóê-



Èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ñèñòåìû ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. 67òóðàõ ïàõîâîé îáëàñòè â íîðìå, ïðè ðàçâèòèè ïàòîëîãè÷åñêîãî ðàñ-øèðåíèÿ ïàõîâîãî êàíàëà, ïðè êîñîé è ïðÿìîé ïàõîâûõ ãðûæàõðàçëè÷íîé ñòåïåíè âûðàæåííîñòè. Ïðè ãåðíèîïëàñòèêå ïàõîâîãîêàíàëà íåîáõîäèìî âîññòàíîâëåíèå çàäíåé ñòåíêè ïàõîâîãî êàíàëàè íîðìàëüíûõ ðàçìåðîâ ãëóáîêîãî ïàõîâîãî êîëüöà. Ïðè àíàëèçåïîâåäåíèÿ ìîäåëè âàðüèðîâàíèå çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ äàëî âîç-ìîæíîñòü îïðåäåëèòü ðîëü êàæäîãî èç íèõ íà ïðîÿâëåíèå ñèíäðîìàè, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî åãî âàðèàíòîâ è ñî÷åòà-íèé ñ äðóãèìè ñèìïòîìàìè.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåò-ðîâ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìûøå÷íî-àïîíåâðîòè÷åñêèõ ñòðóê-òóð íà ðåçóëüòàò êîððåêöèè ãðûæåâîãî äå�åêòà ïðåäîïðåäåëÿ-þò íåîáõîäèìîñòü, à ââîäèìûå ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòè âû÷èñëå-íèé � âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ìåòîäà ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíî-çèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåêîíñòðóêòèâíûõ ãåðíèîïëàñòèê [8℄. Ñî-ñòàâíîé áèîìåõàíè÷åñêîé ÷àñòüþ íîâîãî èí�îðìàöèîííîãî îáåñ-ïå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàáëèöû, ñîäåðæàùèå ñâåäåíèÿ î ìåõàíè÷åñêèõñâîéñòâàõ áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð â íîðìå è ïàòîëîãèè, êîìïüþ-òåðíûå ìîäåëè ðåêîíñòðóèðîâàííûõ ïåðåäíåé áðþøíîé ñòåíêè èïàõà, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðàììà SolidWorks, ïðîãðàììà äëÿ ðàñ-÷åòà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõýëåìåíòîâ COSMOSWorks, àëãîðèòìû ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé èïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ îïåðàöèé ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè ñèñòåìû ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿ-íèÿ ñòðóêòóð [9℄.Îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõðàçìåðîâ âûïîëíÿåòñÿ ïî êîìïüþòåðíûì òîìîãðàììàì â âû÷èñëè-òåëüíîì êîìïëåêñå òîìîãðà�à. Èí�îðìàöèÿ î ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàç-ìåðàõ ñòðóêòóð, ïðåäñòàâëåííûõ ê êîððåêöèè, ïåðåäàåòñÿ â ñèñòå-ìó ïðåäîïåðàöèîííîé äèàãíîñòèêè ðåçóëüòàòîâ ðåêîíñòðóêòèâíûõãåðíèîïëàñòèê. Ïî áàçå äàííûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîäáèðàþò-ñÿ ñâîéñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè êëèíè÷åñêèìè äàííûìèïàöèåíòà ïî ðàçðàáîòàííîìó â ðàáîòå àëãîðèòìó. Îñíîâíûìè êðè-òåðèÿìè ÿâëÿþòñÿ: 1) ïîë ïàöèåíòà; 2) âîçðàñò; 3) òåëîñëîæåíèå; 4)ñðîê çàáîëåâàíèÿ. Ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîìáèíàöèÿì ýòèõ êðèòå-ðèåâ îïðåäåëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà èññëåäóåìîé òêàíè. Âû-áèðàåòñÿ ìîäåëü ãåðíèîïëàñòèêè è ïðîâîäèòñÿ àíàëèç. Åñëè íàïðÿ-



68 Å. À. Ëåáåäåâàæåíèÿ â ñòðóêòóðàõ ïðåâûøàþò äîïóñòèìûå, òî ïðîèçâîäèòñÿ ïî-âòîðíûé âûáîð ìîäåëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçðàáîòàííûì àëãîðèò-ìîì äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíà òåõíîëîãèÿ õèðóðãè÷åñêîãîâìåøàòåëüñòâà, îáåñïå÷èâàþùàÿ îïòèìàëüíûé ðåçóëüòàò îïåðàöèèäëÿ äàííîãî ïàöèåíòà. �åçóëüòàòû ïðîãíîçà âûâîäÿòñÿ íà ïå÷àòà-þùåå óñòðîéñòâî èëè íà íàêîïèòåëü èí�îðìàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàìïðîâåäåííîãî ïðîãíîçà ñîñòàâëÿþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó òåõ-íîëîãèè õèðóðãè÷åñêîãî âìåøàòåëüñòâà. Ïîëó÷åííûé ïðîãíîç íåÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì è òðåáóåò çàêëþ÷åíèÿ âðà÷à-õèðóðãà.4. Çàêëþ÷åíèåÓñîâåðøåíñòâîâàíèå èí�îðìàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ ñèñòåìûïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóð ïîçâîëèëî ó÷åñòü èíäèâèäó-àëüíûå îñîáåííîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ñòðóêòóð áðþøíîéñòåíêè è ïàòîëîãèè êîíêðåòíîãî ïàöèåíòà, îïðåäåëèòü âåëè÷èíóìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ è òåõíîëîãèþ îïåðàòèâíîãî âìåøàòåëü-ñòâà, íåîáõîäèìîãî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ áðþøíîé ñòåíêè èëè ïà-õà, ïðè ñîõðàíåíèè èõ �óíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ è òåì ñàìûì îñó-ùåñòâèòü ïðåäîïåðàöèîííîå ïðîãíîçèðîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðåêîí-ñòðóêòèâíûõ îïåðàöèè è ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóð â ãåðíèîëîãèè.Ëèòåðàòóðà1. Æåáðîâñêèé Â.Â. Õèðóðãèÿ ãðûæ æèâîòà. Ì.: ÌÈÀ, 2005.2. Òèìîøèí À.Ä., Þðàñîâ À.Â. Õèðóðãè÷åñêîå ëå÷åíèå ïàõîâûõ è ïîñëå-îïåðàöèîííûõ ãðûæ áðþøíîé ñòåíêè. Ì.: Òðèàäà�Õ, 2003.3. Îðîõîâñêèé Â.È. Îñíîâíûå ãðûæåñå÷åíèÿ., ÌÓÍÖÝÕ, ÊÈÒÈÑ, 2000.4. Ôûí Þ.×. Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. Òðóäû 14 ìåæäóíà-ðîäíîãî êîíãðåññà IUTAM. Ì.: Ìèð, 1997. Ñ. 100�1355. Àëÿìîâñêèé À.À. SolidWorks. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå â èíæåíåð-íîé ïðàêòèêå. ÑÏá.: ÁÕÂ-Ïåòåðáóðã, 2005.6. Áåãóí Ï.È., Å.À. Ëåáåäåâà Å.À. Áèîìåõàíè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿ-íèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ãåðíèîëîãèè. Áèîìåõàíèêà-2006. Òåç. äîêë. VIIIÂñåðîññ. êîí�. ïî áèîìåõàíèêå. Í.Íîâãîðîä, 2006. Ñ. 174�1757. Ëåáåäåâà Å.À. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð âãåðíèîëîãèè// Èçâåñòèÿ Ò�ÒÓ. Ñåð. ¾Ìåäèöèíñêèå èí�îðìàöèîííûå ñèñòå-ìû¿. 2006. � 11. Ñ.90�948. Áåãóí Ï.È., Ëàçàðåâ Ñ.Ì., Ëåáåäåâà Å.À. Èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷å-íèå èññëåäîâàíèé è êîððåêöèè â ãåðíèîëîãèè// Èí�îðìàöèîííî-óïðàâëÿþùèåñèñòåìû. Ñåð. ¾Óïðàâëåíèå â ìåäèöèíå è áèîëîãèè¿. 2006. � 2 (21). Ñ. 47�52.



Èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ñèñòåìû ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. 699. Ëåáåäåâà Å.À. Ïðåäîïåðàöèîííîå ïðîãíîçèðîâàíèå ðåçóëüòàòîâ îïåðàöèèâ ãåðíèîëîãèè. Ôèçèêà è ðàäèîýëåêòðîíèêà â ìåäèöèíå è ýêîëîãèè. Ô�ÝÌÝ-2008. Äîêëàäû VIII ìåæäóíàð. íàó÷.-òåõí. êîí�. Âëàäèìèð, 2008. Ñ. 290�292.



ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÈÇ�ÈÁ ×ÅÒÂÅ�ÒÈ ÊÎËÜÖÀÏ�È ÄÅÉÑÒÂÈÈ �Î�ÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÉ ÑÈËÛÌ.Ñ.Ñàéêîâà
�àññìàòðèâàåòñÿ ñèëüíûé èçãèá ÷åòâåðòè êðóãîâîãî êîëüöà, îäèíêîíåö êîòîðîãî æåñòêî çàùåìëåí, à íà äðóãîì äåéñòâóåò ãîðèçîíòàëüíàÿñèëà, íå ìåíÿþùàÿ ñâîåãî íàïðàâëåíèÿ â ïðîöåññå äå�îðìàöèè. Ìåòî-äîì ýëëèïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷åíû ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷èè ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íà îñíîâåíàéäåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå ÷èñëåííûì ìåòîäîì êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèö èãðà�èêîâ.1. ÂâåäåíèåÓïðóãèå ãèáêèå ýëåìåíòû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñîâðåìåííîéòåõíèêå. Îñîáåííîñòüþ ñèëüíîãî èçãèáà òîíêèõ ñòåðæíåé ÿâëÿþò-ñÿ áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ, ñðàâíèìûå ñ äëèíîé ñòåðæíÿ, êîòîðûåñóùåñòâåííî íåëèíåéíî çàâèñÿò îò âíåøíèõ óñèëèé. Ïðè ýòîì äå-�îðìàöèè îñòàþòñÿ ìàëûìè è ìàòåðèàë ðàáîòàåò â îáëàñòè óïðóãî-ñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè ëèíåéíîéòåîðèè. Òî÷íàÿ òåîðèÿ ñèëüíîãî ïëîñêîãî èçãèáà òîíêèõ óïðóãèõñòåðæíåé áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Â. Ç. Âëàñîâà, Â.Â. Íîâîæèëîâà,Å.Ï. Ïîïîâà, Â.À. Ñâåòëèöêîãî [1, 2, 3, 4℄. Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèèñèëüíîãî èçãèáà ïëîñêèõ êðèâîëèíåéíûõ ñòåðæíåé ïðèíèìàþòñÿñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:a) ïîïåðå÷íûå íîðìàëüíûå ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, ïëîñêèå äî äå�îð-ìàöèè, îñòàþòñÿ íîðìàëüíûìè è ïëîñêèìè ïîñëå äå�îðìà-öèè;b) ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé èðàäèóñîì êðèâèçíû îñè ñòåðæíÿ;Äîêëàä íà ñåìèíàðå 25 îêòÿáðÿ 2007 ã.

 M.C.Ñàéêîâà, 2007



Íåëèíåéíûé èçãèá ÷åòâåðòè êîëüöà ïðè äåéñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû 71
) 
òåðæåíü ðàáîòàåò â îáëàñòè óïðóãèõ äå�îðìàöèé: äå�îðìà-öèè ìàëû, à íàïðÿæåíèÿ íå ïðåâûøàþò ïðåäåëà ïðîïîðöèî-íàëüíîñòè; ïðè ýòîì íà ïåðåìåùåíèÿ íå íàêëàäûâàåòñÿ îãðà-íè÷åíèé;d) îñåâàÿ ëèíèÿ ñòåðæíÿ ñ÷èòàåòñÿ íåðàñòÿæèìîé.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âûâîä îñíîâíûõñîîòíîøåíèé�àññìîòðèì ñèëüíûé èçãèá ñòåðæíÿ â âèäå ÷åòâåðòè äóãè êîëü-öà íà÷àëüíîé êðèâèçíû 1=a, èìåþùåãî âèä òîíêîé ïîëîñêè ñ ïðÿìî-óãîëüíûì ñå÷åíèåì òîëùèíû h è øèðèíû b, ÷òî ïðè h� b îáåñïå-÷èâàåò èçãèá è âîçìîæíóþ ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè îñè.Äëèíà ñòåðæíÿ ðàâíà s1, à ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè B(s)îñè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ êî-îðäèíàòîé s â èíòåðâàëå 0 � s 6 s1, ãäå s � äëèíà äóãè, îòñ÷èòûâà-åìàÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè 0. Ñòåðæåíü íàãðóæåí ñîñðåäîòî÷åííîéñèëîé P1 íà êîíöå s = s1. �àñïðåäåëåííûå ñèëîâàÿ è ìîìåíòíàÿíàãðóçêè îòñóòñòâóþò. Â òî÷êå çàäåëêè s = 0 äåéñòâóþò ñèëà ðå-àêöèè P0, ðàâíàÿ ïî âåëè÷èíå P1, è ìîìåíò ðåàêöèè M0, êîòîðûéÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì (ðèñ. 1).Ââåäåì ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìèêàñàòåëüíîé ê óïðóãîé ëèíèè �!e t è íîðìàëè �!e n. Ïðîäîëüíàÿ ñè-ëà N è âíóòðåííèé èçãèáàþùèé ìîìåíò M â ïðîèçâîëüíîé òî÷êåB(s) (ðèñ. 1) ñâÿçàíû ñ äå�îðìàöèåé " è èçìåíåíèåì êðèâèçíû {â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå îñè ñòåðæíÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:N = EF"; M = EJ{; (1)ãäå F = bh � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, J = bh3=12 � ìîìåíò èíåðöèè. Äëÿêðèâèçíû óïðóãîé ëèíèè 1=� ïðèíèìàåòñÿ òî÷íîå âûðàæåíèå{ = 1� � 1a; 1� = d�ds ; (2)ãäå � � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè.
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�èñ. 1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò. Äåéñòâóþùèå íàãðóçêè.Êîîðäèíàòû òî÷êè B(s) îñè ñòåðæíÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò xOy, ñâÿçàííîé ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé ñòåðæíÿ 0 (ðèñ. 1),ïîñëå äå�îðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèx(s) = sZ0 
os �ds; y(s) = sZ0 sin �ds: (3)Ñîñòàâèì óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ äëÿ äå�îðìèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ. �àññìîòðèì ìàëûé ýëåìåíò ñòåðæíÿ äëèíû ds (ðèñ. 2).
�èñ. 2. Ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ óñèëèé N , Q è ìîìåíòà Mâ ñå÷åíèÿõ s è s+ ds ñòåðæíÿ.Áóäåì ïðåíåáðåãàòü ðàñòÿæåíèåì ñòåðæíÿ [3℄.



Íåëèíåéíûé èçãèá ÷åòâåðòè êîëüöà ïðè äåéñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû 73Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà ñòåðæíÿ (óðàâíå-íèÿ Êèðõãî�à�Êëåáøà), âûâåäåííûå â ïðåäïîëîæåíèè íåðàñòÿæè-ìîñòè îñè, â ñëó÷àå ïëîñêîãî ïîïåðå÷íîãî èçãèáà [4℄ èìåþò âèädNds �Qd�ds = 0; dQds �N d�ds = 0; dMds +Q = 0: (4)Îòíåñåì èíäåêñ 0 ê âåëè÷èíàì â íà÷àëüíîé òî÷êå s = 0, à èíäåêñ 1� ê çíà÷åíèÿì â êîíöåâîé òî÷êå s = s1. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ýòîìñëó÷àå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:s = 0 : �0 = 0; N0 = �P1; Q0 = 0;s = s1 : N1 = �P1 
os �1; Q1 = P1 sin �1; M1 = 0: (5)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äëÿ âíóòðåííèõ óñèëèé èç ïåðâûõ äâóõ óðàâ-íåíèé ñèñòåìû (4) êàê �óíêöèþ îò �(s). Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèäN(s) = �C1 
os �(s) + C2 sin �(s);Q(s) = C1 sin �(s) + C2 
os �(s): (6)Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ C1, C2 îïðåäåëèì, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæå-íèÿ äëÿ óñèëèé (6) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5):C1 = P1; C2 = 0:Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû (6) ïðèíèìàþò âèäN(s) = �P1 
os �(s); Q(s) = P1 sin �(s): (7)Ïîäñòàâëÿÿ ïîïåðå÷íóþ ñèëó â óðàâíåíèå ìîìåíòîâ (4), èìååìdMds = �P1 sin �(s): (8)Âûðàæàÿ ìîìåíò ÷åðåç óãîë ïîâîðîòà, ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ëèíèè ñòåðæíÿ:d2�ds2 = � P1EJ sin �(s): (9)



74 Ì.Ñ. ÑàéêîâàÂîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ýëëèïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ [3℄ äëÿ ðåøåíèÿíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (9). Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:k2 = P1EJ ; (10)è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (9) â âèäåd�d�ds� = �k2 sin �d�: (11)Ñëåäóÿ [3℄, óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (11) íà d�=ds è ïðî èí-òåãðèðóåì, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâîsin � = 2 sin �2 
os �2 :Ïåðâûé èíòåãðàë (11) èìååò âèä�d�ds�2 = 4k2�C � sin2 �2� : (12)Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (12) íåîòðèöàòåëüíà, òî ìîæíîâûäåëèòü 3 ñëó÷àÿ.1. Ñëó÷àé ïåðåãèáíîé �îðìû èçãèáà, êîãäà â íåêîòîðîé òî÷êåA óïðóãîé ëèíèè óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé �(s) ïðèíèìàåò ýêñòðå-ìàëüíîå çíà÷åíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî1� ����A = d�ds ����A = 0:Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî C = sin2 (�A=2). Òàêèì îáðàçîì,�sin2 (�=2)�max 6 C < 1è ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèåC = m2; ãäå 0 6 m < 1:2. Ñëó÷àé áåñïåðåãèáíîé �îðìû èçãèáà (òî÷êè ïåðåãèáà îòñóò-ñòâóþò), òîãäà 1 < C <1



Íåëèíåéíûé èçãèá ÷åòâåðòè êîëüöà ïðè äåéñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû 75è ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèåC = 1m2 ; ãäå 0 < m < 1:3. Â ïåðåõîäíîì ñëó÷àå C = 1:Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ áåñïåðåãèáíàÿ�îðìà èçãèáà ñòåðæíÿ (ðèñ. 1). Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (12) ïðèóêàçàííîì ïðåäïîëîæåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëü-íàÿ �óíêöèÿ  (�) ïî ñîîòíîøåíèþsin �2 = sin (13)òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà íåïðåðûâíî âîçðàñòàëà ñ óâåëè÷åíèåìêîîðäèíàòû s: d ds > 0 ïðè � �=2 6  < +1;è óðàâíåíèå (12) ïðèâîäèòñÿ ê âèäód�ds = � 2mkq1�m2 sin2  ; (14)ãäå âìåñòî äâîéíîãî çíàêà ñòàâèòñÿ çíàê êðèâèçíû îñè ñòåðæíÿ(çíàê ïîñòîÿíåí, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, òî÷êè ïåðå-ãèáà îòñóòñòâóþò). Èíòåãðèðóÿ (14) ñ ó÷åòîì (13), ïîëó÷èì ðåøå-íèå ks = m (F ( )� F ( 0)) ; (15)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèåF ( ) = Z  0 d p1�m2 sin2  :Âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíû � è  , ïîëó÷èì èç ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (13) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî �0 = 0:� = 2 : (16)



76 Ì.Ñ. ÑàéêîâàÈç �îðìóë (1), (2), (14) ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííèé èçãèáàþùèé ìî-ìåíò M ñâÿçàí ñ �óíêöèåé  ñîîòíîøåíèåìM = EJ �� 2mkq1�m2 sin2  � 1a� : (17)Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëû (13), (14), (17) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5), ïî-ëó÷èì ñèñòåìó  0 = 0; ks1 = mF (( 1)� F ( 0));2mkq1�m2 sin2  1 � 1a = 0; (18)èç êîòîðîé ÷èñëåííûì ìåòîäîì îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ m,  1.Êîîðäèíàòû óïðóãîé ëèíèè x(s); y(s) â ñèñòåìå êîîðäèíàò xOyíàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå (3) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (13), (16), (18):x = Z s0 
os �ds = 2km (E( )� 1) +�1� 2m2� s;y = Z s0 sin �ds = 2km �1�q1�m2 sin2  � ; (19)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå E( ) = R  0 p1�m2 sin2  d : Îïðåäåëèâêîîðäèíàòû èçîãíóòîé îñè ïîñëå èçãèáà, ìîæíî íàéòè ñìåùåíèÿêàæäîé òî÷êè íà îñè ñòåðæíÿ. Íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå îïðåäåëÿ-åòñÿ ïî èçâåñòíîé �îðìóëå� = �N + �M : (20)Çäåñü �N = Nbh; �M = �6Mbh2 ; (21)ãäå �N � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå â ñå÷åíèè îñåâîå íàïðÿæåíèå,�M � íàïðÿæåíèå èçãèáà ïðè z = �h=2 ñîîòâåòñòâåííî.Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ â öåëîì. Âçàäåëêå äåéñòâóåò ìîìåíò M0, âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî�îðìóëå (17): M0 = EJ � 2mk � 1a� :



Íåëèíåéíûé èçãèá ÷åòâåðòè êîëüöà ïðè äåéñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû 77Ñ äðóãîé ñòîðîíû, M0 = P1y1;ãäå âåëè÷èíû P1, y1 íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (10), (18), (19).P1 = k2EJ; y1 = 2ak �mak2m ;è, ñëåäîâàòåëüíî, M0 = EJ �2ak �mam � :Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ â öåëîì âûïîëíåíî.3. Âàðèàöèîííûé âûâîä ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèéÏîêàæåì, êàê óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (9) ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìî-ùüþ âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿâîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ñòàöèîíàðíîñòè ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîéýíåðãèè ñèñòåìû Æ� = 0:Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (ëàãðàíæèàí) ñèñòåìû èìååò âèä[3℄ � = U �A; (22)ãäå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè (U) â äàííîì ñëó÷àå � ýòîýíåðãèÿ äå�îðìàöèè èçãèáà ñòåðæíÿU = EJ2 Z s10 {2ds = EJ2 Z s10 �d�ds � 1a�2 ds; (23)à ðàáîòà (A) âñåõ âíåøíèõ ñèë è ìîìåíòîâ, ïðèëîæåííûõ ê ñòåðæ-íþ, íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïåðåìåùåíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìó-ëå A = P1ux1 = P1Z s10 
os �ds: (24)×åðåç ux1 îáîçíà÷åíî ãîðèçîíòàëüíîå ñìåùåíèå êîíöà ñòåðæíÿs = s1 â íàïðàâëåíèè îñè Ox. Ýòî ñìåùåíèå ñîãëàñíî �îðìóëå (3)îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:ux1 � ux(s1) = Z s10 
os �ds� a:



78 Ì.Ñ. ÑàéêîâàÍàéäåì âàðèàöèþ U è A â âûðàæåíèè (22):ÆU = ÆEJ2 Z s10 �d�ds � 1a�2 ds == EJ Z s10 � dds �d�ds � 1a� Æ�ds+EJ ��d�ds � 1a� Æ��s10 ;ÆA = ÆP1Z s10 
os �ds = �P1Z s10 sin Æ�ds:Èç òðåáîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ýíåðãèè Æ� = 0 è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèè Æ� ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿEJ d2�ds2 + P1 sin � = 0;êîòîðîå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ (9).4. Ïðèìåð ðàñ÷åòàÏðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòà áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå èñõîäíûåäàííûå:a = 40 ñì; h = 0;2 ñì; b = 1 ñì; E = 2100000 êãñ/ñì2:Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ m;  1; �1; ux1 è uy1, âû÷èñëåí-íûå ïî �îðìóëàì (18)�(19) ïðè ðàçëè÷íîé âåëè÷èíå ïðèëîæåííîéñèëû P . Òàì æå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé êîíöåâîé òî÷êèñòåðæíÿ s = s1, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû î÷åðòàíèÿ îñåâîé ëèíèè ñòåðæíÿ ïîñëåèçãèáà. Äëèíû âñåõ êðèâûõ îäèíàêîâû è ðàâíû äëèíå îñè íåèçîãíó-òîãî ñòåðæíÿ s1 = �a=2. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 0 ñîîòâåòñòâóåò �îðìåîñè äî äå�îðìàöèè. Íîìåðà êðèâûõ íà ðèñ. 3�7 ñîîòâåòñòâóþò íî-ìåðàì íàãðóæåíèÿ â òàáëèöàõ.Â òàáë. 2 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ óñèëèé N;Q è èçãè-áàþùåãî ìîìåíòà M â ñå÷åíèÿõ s = s1, s = 0, à òàêæå ìàêñèìàëü-íûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé �N è �M ïðè z = h=2 îò ñæàòèÿ è èçãèáà(21), êîòîðûå âîçíèêàþò â ñå÷åíèè s = 0, ïðè ðàçëè÷íîé âåëè÷èíåïðèëîæåííîé ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû P .



Íåëèíåéíûé èçãèá ÷åòâåðòè êîëüöà ïðè äåéñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû 79Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è óãëà ïîâîðîòà íà êîíöå ñòåðæíÿÍîìåð P; m  1, �1, ux1; ñì ux1; ñì uy1; uy1; ñìíàãðó- êã
 ðàä ðàä ÌÊÝ ñì ÌÊÝæåíèÿ0 0,00 0,00 0,79 1,57 0,00 0,00 0,00 0,001 0,05 0,45 0,86 1,63 �1,86 �1,86 1,13 1,132 0,15 0,70 0,88 1,75 �5,94 �5,92 3,22 3,213 0,25 0,81 0,94 1,88 �10,38 �10,37 4,98 4,984 0,35 0,87 1,01 2,01 �15,00 �15,00 6,29 6,295 0,45 0,89 1,07 2,14 �19,58 �19,58 7,11 7,11Òàáëèöà 2. Âåëè÷èíû óñèëèé, ìîìåíòîâ è íàïðÿæåíèéâ êîíöåâûõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿÍîìåð P; N0; N1; Q1; M0; �N1; �M1;íàãðó- êãñ êãñ êãñ êãñ êãñ�ñì êãñ=ñì2 êãñ=ñì2æåíèÿ0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,001 0,05 �0,05 2,06 0,05 2,06 �0,25 �308,442 0,15 �0,15 6,48 0,15 6,48 �0,75 �972,403 0,25 �0,25 11,24 0,24 11,24 �1,25 �1686,574 0,35 �0,35 16,20 0,32 16,20 �1,75 �2430,055 0,45 �0,45 21,20 0,38 21,20 �2,25 �3179,99Óêàçàííûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëåíû ïî àíàëèòè÷åñêèì �îðìóëàì(7), (17), (21).Êàê âèäíî èç òàáë. 2, íàïðÿæåíèÿ îò ïðîäîëüíîé ñèëû �N íåçíà-÷èòåëüíû ïî ñðàâíåíèþ ñ íàïðÿæåíèÿìè èçãèáà �M . Ýòî âåðíî âñþ-äó, êðîìå ìàëîé îáëàñòè ó êîíöåâîé òî÷êè 1, òàê êàê ïðè s = s1âûïîëíÿåòñÿ: �N = N1=bh, �M = 0. Íàïðÿæåíèÿ â êàæäîì ñå÷åíèèíå ïðåâûøàþò ïðåäåëà òåêó÷åñòè (äëÿ ñòàëè).Íà ðèñ. 4�6 èçîáðàæåíû êðèâûå ïðîäîëüíîé ñèëû N , ïîïåðå÷-íîé ñèëû Q è èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõèçãèáàþùåé ñèëû P . Íà ðèñ. 7 ïîñòðîåí ãðà�èê íàïðÿæåíèÿ � íà
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�èñ. 3. Îñü ñòåðæíÿ ïîñëå äå�îðìàöèè.ðàññòîÿíèè îò îñè z = h=2 , âû÷èñëåííîãî ïî �îðìóëå (21).Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî íîðìàëüíàÿ ñèëà N îáðàùàåòñÿ â íîëü èìåíÿåò çíàê â ñå÷åíèè, êîòîðîå ñîãëàñíî �îðìóëå (7) ñîîòâåòñòâóåòóãëó íàêëîíà � = �=2. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (4) ñëåäóåò,÷òî â ýòîì ñå÷åíèè dQ=ds = 0 è ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà ïðèíèìàåòýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå (ðèñ. 5).5. Çàêëþ÷åíèåÂ èññëåäîâàíèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:1. ìåòîäîì ýëëèïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ [3℄ èññëåäîâàí ñèëüíûéíåëèíåéíûé èçãèá ÷åòâåðòè äóãè êðóãîâîãî êîëüöà ïðè äåé-ñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû íà ñâîáîäíîì êîíöå;2. ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå, êîòîðûåïîçâîëÿþò íàõîäèòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê èçîãíóòîé îñè ñòåðæ-íÿ, óñèëèÿ è ìîìåíòû â êàæäîì ñå÷åíèè, à òàêæå ñîîòâåòñòâó-þùèå íàïðÿæåíèÿ;
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�èñ. 4. �ðà�èê óñèëèÿ N ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñèëû P .

�èñ. 5. �ðà�èê ïåðåðåçûâàþùåé ñèëû Q ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ P .
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�èñ. 6. �ðà�èê âíóòðåííåãî ìîìåíòà M ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ P .

�èñ. 7. �ðà�èê íàïðÿæåíèÿ � ïðè z = h2 .



Íåëèíåéíûé èçãèá ÷åòâåðòè êîëüöà ïðè äåéñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû 833. íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ âûïîëíåíû ðàñ÷åòû, ðåçóëü-òàòû êîòîðûõ ïðîèëëþñòðèðîâàíû â âèäå òàáëèö è ãðà�èêîâ;äîïîëíèòåëüíî áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ; 
ëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò ìåòîä äàåò ðåçóëü-òàòû, âåñüìà áëèçêèå ê àíàëèòè÷åñêèì (ïîãðåøíîñòü çíà÷è-òåëüíî ìåíüøå îäíîãî ïðîöåíòà).Ëèòåðàòóðà1. Âëàñîâ Ë.Ì. Òîíêîñòåííûå óïðóãèå ñòåðæíè. Ì., 1955.2. Íîâîæèëîâ Â.Â. Îñíîâû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ë.;Ì.: Î�ÈÇ�îñòåõòåîðèçäàò, 1948.3. Ïîïîâ Å.Ï. Òåîðèÿ è ðàñ÷åò ãèáêèõ óïðóãèõ ñòåðæíåé. Ì.: Íàóêà, 1986.4. Ñâåòëèöêèé Â.À. Ìåõàíèêà ñòåðæíåé. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1987.



ÏÎËÅ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉ È ÏÅ�ÅÌÅÙÅÍÈÉÂ ÈÍÒ�ÀÎÊÓËß�ÍÛÕ ËÈÍÇÀÕ (ÈÎË)Ä. À. Ìîðùèíèíà�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿîïòè÷åñêîãî äèñêà èíòðàîêóëÿðíîé ëèíçû, çàãðóæåííîãî ñàìîóðàâíî-âåøåííûìè ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè è ìîìåíòàìè. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâ-íåíèå âûâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â äèñ-êå, ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïîëóïëîñêîñòè. Íà îñíîâå íåëè-íåéíîé òåîðèè èçãèáà òîíêèõ êðèâîëèíåéíûõ ñòåðæíåé èññëåäóåòñÿíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïîðíûõ ýëåìåíòîâ ÈÎË.1. ÂâåäåíèåÊàòàðàêòà � îäíî èç íàèáîëåå îïàñíûõ ãëàçíûõ çàáîëåâàíèé.Ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè î�òàëüìîëîãèè ïîêàçàëè, ÷òî âìèðå íàñ÷èòûâàåòñÿ ñâûøå 45 ìëí ñëåïûõ ëþäåé, ïðè ýòîì îñíîâ-íîé ïðè÷èíîé ïîòåðè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êàòàðàêòà. ×èñëî îñëåïøèõâñëåäñòâèå ýòîãî íåäóãà ñîñòàâëÿåò áîëåå 20 ìëí ÷åëîâåê.Òåðìèí �êàòàðàêòà� (îò ãðå÷. katarrh�aktes) îçíà÷àåò ïîìóòíå-íèå õðóñòàëèêà ãëàçíîãî ÿáëîêà [1℄. Õðóñòàëèê âçðîñëîãî ÷åëîâåêàïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîçðà÷íóþ, äâîÿêîâûïóêëóþ ëèíçó äèàìåò-ðîì 9�10 ìì. Â ãëàçó îí ðàñïîëàãàåòñÿ çà ðàäóæêîé, â óãëóáëåíèèíà ïåðåäíåé ÷àñòè ñòåêëîâèäíîãî òåëà, è âûïîëíÿåò îïòè÷åñêóþ�óíêöèþ � �îêóñèðóåò èçîáðàæåíèå íà ñåò÷àòêó. Ñî âðåìåíåìïðîèñõîäèò ïîìóòíåíèå õðóñòàëèêà, ïðåïÿòñòâóþùåå ïðîõîæäåíèþñâåòà è �îðìèðîâàíèþ èçîáðàæåíèÿ íà ñåò÷àòêå, â ðåçóëüòàòå ÷åãîâîçíèêàåò êàòàðàêòà.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ëå÷åíèÿ êàòàðàê-òû ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ïîìóòíåâøåãî åñòåñòâåííîãî õðóñòàëèêà èñêóñ-ñòâåííûì, òàê íàçûâàåìîé èíòðàîêóëÿðíîé ëèíçîé (ÈÎË), ñîñòîÿ-ùåé èç äâóõ ÷àñòåé: îïòè÷åñêîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé öåíòðàëü-íóþ ëèíçó, êîòîðàÿ �îêóñèðóåò èçîáðàæåíèå íà ñåò÷àòêó, è îïîð-�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 06-01-00171à.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 4 äåêàáðÿ 2007 ã.
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Ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â èíòðàîêóëÿðíûõ ëèíçàõ (ÈÎË) 85íûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ãàïòèêîé [2℄. Êàê ïðàâèëî, îïòè÷åñêàÿ÷àñòü èçãîòàâëèâàåòñÿ èç ïîëèìåòèëìåòàêðèëàòà, àêðèëà, ñèëèêî-íà, à ãàïòèêà � èç ïîëèïðîïèëåíà, àêðèëà èëè ñèëèêîíà.Èñêóññòâåííûå õðóñòàëèêè ïðèìåíÿþòñÿ ñ 1949 ã., è íà ñåãî-äíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìîäåëåé, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿïî ñïîñîáó �èêñàöèè â ãëàçó è ïî êîíñòðóêöèè îïîðíûõ ýëåìåíòîâ[3, 4℄. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâðåìåííûå èíòðàîêóëÿð-íûå ëèíçû, èìåþùèå ãàïòèêó â âèäå Ñ-îáðàçíîé ïåòëè (ðèñ. 1).
�èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èíòðàîêóëÿðíîéëèíçû ñ Ñ-îáðàçíîé ãàïòèêîé.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òåëà îïòè÷åñêóþ÷àñòü èíòðàîêóëÿðíîé ëèíçû ìîæíî ñ÷èòàòü èçîòðîïíûì äèñêîì;îïîðíûå ýëåìåíòû åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê òîíêèå êðèâîëè-íåéíûå ñòåðæíè, æåñòêî çàêðåïëåííûå íà êîíòóðå äèñêà è àáñî-ëþòíî ñâîáîäíûå íà äðóãîì êîíöå.Â ðåçóëüòàòå èìïëàíòàöèè èíòðàîêóëÿðíîé ëèíçû â êàïñóëóõðóñòàëèêà îïîðíûå ýëåìåíòû îêàçûâàþòñÿ èçîãíóòûìè, â ìåñòàõèõ ñîåäèíåíèÿ ñ îïòè÷åñêèì äèñêîì âîçíèêàþò ðåàêöèè âçàèìîäåé-ñòâèÿ � ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû è ìîìåíòû. Â ñâÿçè ñ ýòèì îöåíêàíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èíòðàîêóëÿðíîé ëèíçûñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîëÿ íàïðÿæåíèé â äèñêå è â âû÷èñëåíèèïðîãèáîâ îïîðíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìàò-ðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, à âî âòîðîì� íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ èçãèáà òîíêèõ êðèâîëèíåéíûõ ñòåðæíåé.



86 Ä. À. Ìîðùèíèíà2. Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â äèñêå ÈÎË�àññìîòðèì â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x y èçîòðîïíûéóïðóãèé äèñê ðàäèóñà R, íà êîíòóðå êîòîðîãî äåéñòâóþò ñîñðåäî-òî÷åííûå ñèëû P , ïðèëîæåííûå â òî÷êàõ z1 = R, z2 = �R (ðèñ. 2).
�èñ. 2. Äèñê ïîä äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë P.Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êåäèñêà z = x+ iy îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè �. Â. Êîëîñîâà [5℄:�xx+�yy = 2 h� (z) + � (z)i ; �yy��xx+2i�xy = 2 [�z�0 (z) + 	 (z)℄ ;(1)E(1 + �) (u+ iv) = k' (z)� z' (z)�  (z) ; (2)ãäå ' (z) = R � (z) dz;  (z) = R 	(z) dz; k = (3� �) = (1 + �); E è �� ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü Þíãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèà-ëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåí äèñê.Ñîãëàñíî [6℄, ðåãóëÿðíûå �óíêöèè � (z) è 	(z) èìåþò âèä� (z) = � P2� � 1z1 � z � 1z2 � z � �z1 � �z22R2 � ;	(z) = P2� ( 1z1 � z � 1z2 � z + �z1(z1 � z)2 � �z2(z2 � z)2) :



Ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â èíòðàîêóëÿðíûõ ëèíçàõ (ÈÎË) 87Ïîëàãàÿ â äàííûõ çàâèñèìîñòÿõ z1 = �z1 = R, z2 = �z2 = �R, ïîëó-÷àåì � (z) = � P2� � 2RR2 � z2 � 1R� ;	(z) = P2� ( 2RR2 � z2 + 2R �R2 + z2�(R2 � z2)2 ) : (3)Âíåñÿ âûðàæåíèÿ (3) â �îðìóëû (1), ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðå-îáðàçîâàíèé íàõîäèì êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ:�xx = � P2� 264 4 (R� x)3�(R � x)2 + y2�2 + 4 (R+ x)3�(R+ x)2 + y2�2 � 2R375 ;�yy = P2� 264� 4y2 (R� x)�(R� x)2 + y2�2 � 4y2 (R+ x)�(R+ x)2 + y2�2 + 2R375 ;�xy = Py2� 264 4 (R� x)2�(R� x)2 + y2�2 � 4 (R+ x)2�(R+ x)2 + y2�2375 :Â áåçðàçìåðíîì âèäå ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:�0xx = �xx�R2P = 12 � (1� x0)3�(1� x0)2 + y20�2 � (1 + x0)3�(1 + x0)2 + y20�2 ;�0yy = �yy�R2P = 12 � (1� x0) y20�(1� x0)2 + y20�2 � (1 + x0) y20�(1 + x0)2 + y20�2 ;�0xy = �xy�R2P = y0 264 (1� x0)2�(1� x0)2 + y20�2 � (1 + x0)2�(1 + x0)2 + y20�2375 : (4)Çäåñü è íèæå x0 = x=R ; y0 = y=R � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû.



88 Ä. À. Ìîðùèíèíà�ðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé �0xx = �0xx (y0) ; �0yy =�0yy (y0) ; �0xy = �0xy (y0) â äèñêå â ñå÷åíèÿõ x0 = (0; 0:25; 0:5; 0:75)ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 êðèâûìè 1�4 ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì òåïåðü äèñê, çàãðóæåííûé ñàìîóðàâíîâåøåííûìèñîñðåäîòî÷åííûìè ìîìåíòàìè M â òî÷êàõ z1 = R, z2 = �R(ðèñ. 4à). Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïî-ëó÷èòü íà îñíîâå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, êîãäà íà äèñêäåéñòâóþò ÷åòûðå ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû P , ïðèëîæåííûå â òî÷êàõz01 = R, z02 = �R, z11 = Rei�, z12 = Rei(���), ãäå �� 1 (ðèñ. 4á).Êîìïëåêñíûå �óíêöèè � (z) è	(z) äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷èèìåþò âèä� (z) = �0 (z) + �1 (z) = � P2� � 1z01 � z � 1z02 � z � �z01 � �z022R2 �++ P2� � 1z11 � z � 1z12 � z � �z11 � �z122R2 � ;	(z) = 	0 (z) + 	1 (z) = P2� ( 1z01 � z � 1z02 � z + �z01(z01 � z)2�� �z02(z02 � z)2)� P2� ( 1z11 � z � 1z12 � z + �z11(z11 � z)2 � �z12(z12 � z)2) :Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ z01 , z02 , z11 , z12 è îñó-ùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè � ! 0 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òîlim�!0PR� = lim�!0PR sin� = limh!0Ph =M = 
onst, ïîëó÷àåì� (z) = Mi2� ( 1(R+ z)2 � 1(R� z)2) ;	(z) = Mi2� ( 1(R� z)2 � 1(R+ z)2++3R2 � 4Rz + z2(R� z)4 � 3R2 + 4Rz + z2(R+ z)4 ) : (5)
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�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â äèñêå, çàãðóæåííîìñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè.
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�èñ. 4. Äèñê ïîä äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííûõ ìîìåíòîâM .Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ áåçðàç-ìåðíûõ íàïðÿæåíèé ��xx ; ��yy ; ��xy:��xx = �xx2�R2=M = h24 (1 + x0)3 y0 � 24 (1 + x0) y30++48x0 (1 + x0)3 y0 � 48x0 (1 + x0) y30 � 8 (1 + x0)4 y0++48 (1 + x0)2 y30 � 8y50 + 24 (1 + x0)3 x20y0 � 8x0y50��24 (1 + x0)x20y30 � 8 (1 + x0)3 y30 + 8 (1 + x0) y50��8 (1 + x0)4 x0y0 + 48 (1 + x0)2 x0y30i =�(1 + x0)2 + y20�4++ h24 (1� x0)3 y0 � 24 (1� x0) y30� 48x0 (1� x0)3 y0++48x0 (1� x0) y30 � 8 (1� x0)4 y0 + 48 (1� x0)2 y30 � 8y50++24 (1� x0)3 x20y0 � 24 (1� x0)x20y30 � 8 (1� x0)3 y30++8 (1� x0) y50 + 8x0 (1� x0)4 y0 � 48x0 (1� x0)2 y30++ 8x0y50� =�(1� x0)2 + y20�4 ;��yy = �yy2�R2=M = h16x0 (1� x0)3 y0 � 16x0 (1� x0) y30 ��8 (1� x0)3 y0 + 8 (1� x0) y30 � 8 �x20 + y20� (1� x0)3 y0++ 8 �x20 + y20� (1� x0) y30� =�(1� x0)2 + y20�4 � h8 (1 + x0)3 y0��8 (1 + x0) y30 + 16x0 (1 + x0)3 y0 � 8 �x20 + y20� (1 + x0) y30++8 �x20 + y20� (1 + x0)3 y0 �16x0 (1 + x0) y30� =�(1 + x0)2 + y20�4 ;



Ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â èíòðàîêóëÿðíûõ ëèíçàõ (ÈÎË) 91��xy = �xy2�R2=M = �4 �1 + x20� (1� x0)4 + 4 �1 + x20� y40��24 �1 + x20� (1� x0)2 y20 � 8x0 (1� x0)4 + 16 (1� x0)3 y20��8x0y40 + 48x0 (1� x0)2 y20 � 16x0 (1� x0)3 y20��16 (1� x0) y40 � 16x0 (1� x0) y40�=�(1� x0)2 + y20�4���4 �1 + x20� (1 + x0)4 � 24 �1 + x20� (1 + x0)2 y20+8x0y40++4 �1 + x20� y40 + 8x0 (1 + x0)4 � 48x0 (1 + x0)2 y20++16 (1 + x0)3 y20 � 16 (1 + x0) y40 + 16x0 (1 + x0)3 y20��16x0 (1 + x0) y40�=�(1 + x0)2 + y20�4 : (6)
�ðà�èêè ��xx = ��xx (y0) ; ��yy = ��yy (y0) ; ��xy = ��xy (y0) ïðè x0 =(0; 0:25; 0:5; 0:75) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5 ñîîòâåòñòâåííî êðèâûìè1�4.3. Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé â ïîëÿðíûõêîîðäèíàòàõÂâåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r ; '. Òîãäà, ñîãëàñíî [6℄,�îðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå äèñêà z = x+ iy = rei' èìåþò ñëåäóþùèé âèä:�rr + �'' = 4Re� (z) ; �'' � �rr +2i�r' = 2 [�z�0 (z) + 	 (z)℄ e2i' ;(7)ãäå êîìïëåêñíûå �óíêöèè � (z) è 	(z) âûðàæàþòñÿ çàâèñèìîñòÿìè(3) â ñëó÷àå, êîãäà äèñê çàãðóæåí ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè P ,è ñîîòíîøåíèÿìè (5), êîãäà íà äèñê äåéñòâóþò ñîñðåäîòî÷åííûåìîìåíòû M .Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâà (7) âûðàæåíèÿ äëÿ � (z) è 	(z) ñîãëàñ-íî �îðìóëàì (3) è (5), èìååì:� äëÿ äèñêà, çàãðóæåííîãî ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè P :�rr = �P� h 2R3 � 2Rr2 
os 2'R4 � 2R2r2 
os 2'+ r4 + 2 �R3 �Rr2� (R4 
os 2'��2R2r2 + r4 
os 2')= �R4 � 2R2r2 
os 2'+ r4�2 � 1Ri;
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�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â äèñêå, íà êîòîðûéäåéñòâóþò ñîñðåäîòî÷åííûå ìîìåíòû.
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os 2'R4�2R2r2 
os 2'+r4 � 2 �R3 �Rr2� �R4 
os 2'�� 2R2r2 + r4 
os 2'� = �R4 � 2R2r2 
os 2'+ r4�2 � 1R� ;�r' = P� 2R �R2 � r2� �R4 � r4� sin 2'(R4 � 2R2r2 
os 2'+ r4)2 ;� â ñëó÷àå äèñêà, íà êîòîðûé äåéñòâóþò ñîñðåäîòî÷åííûå ìî-ìåíòû M :�rr = M2� h 1(R2+r2+2Rr 
os')2 �2r2 sin 2'�R2 sin 2'+ 2Rr sin'��� 1(R2+r2�2Rr 
os')2 �2r2 sin 2'�R2 sin 2'� 2Rr sin'�++ 1(R2+r2+2Rr 
os')3 ���2R3r + 6Rr3� sin'+ 2r4 sin 2'�++ 1(R2+r2�2Rr 
os')3 ���2R3r + 6Rr3� sin'� 2r4 sin 2'��� 1(R2+r2�2Rr 
os')4 ��12R5r + 12R3r3� sin'� �3R6 + 3R2r4++ 16R4r2� sin 2'+ �4R5r + 4R3r3� sin 3'� R4r2 sin 4'�++ 1(R2+r2+2Rr 
os')4 ���12R5r� 12R3r3� sin'� �3R6 + 3R2r4++ 16R4r2� sin 2'� �4R5r + 4R3r3� sin 3'� R4r2 sin 4'�i;�'' = M2� h 1(R2+r2+2Rr 
os')2 �R2 sin 2'+ 2r2 sin 2'+ 6Rr sin'�++ 1(R2+r2�2Rr 
os')2 ��R2 sin 2'� 2r2 sin 2'+ 6Rr sin'��� 1(R2+r2+2Rr 
os')3 ���2R3r + 6Rr3� sin'+ 2r4 sin 2'��� 1(R2+r2�2Rr 
os')3 ���2R3r + 6Rr3� sin'� 2r4 sin 2'�++ 1(R2+r2�2Rr 
os')4 ��12R5r + 12R3r3� sin'� �3R6 + 3R2r4++ 16R4r2� sin 2'+ �4R5r + 4R3r3� sin 3'� R4r2 sin 4'��� 1(R2+r2+2Rr 
os')4 ���12R5r� 12R3r3� sin'� �3R6 + 3R2r4++16R4r2� sin 2'� �4R5r + 4R3r3� sin 3'� R4r2 sin 4'�i;



94 Ä. À. Ìîðùèíèíà�r' = M2� h 1(R2+r2�2Rr 
os')2 �R2 
os 2'� 2Rr 
os'+ r2��� 1(R2+r2+2Rr 
os')2 �R2 
os 2'+ 2Rr 
os'+ r2��� 1(R2+r2�2Rr 
os')3 ��2R3r + 6R3r3� 
os'� 2r4 
os 2' �6R2r2� ++ 1(R2+r2+2Rr 
os')3 ��2R3r + 6R3r3� 
os'+ 2r4 
os 2' +6R2r2� ++ 1(R2+r2�2Rr 
os')4 ���12R5r � 36R3r3 � 8Rr5� 
os'+ �3R6 ++9R2r4 + 16R4r2� 
os 2'� �4R5r + 4R3r3� 
os 3'+R4r2 
os 4'++18R4r2 + 16R2r4 +r6�� 1(R2+r2+2Rr 
os')4 ��12R5r + 36R3r3++8Rr5� 
os'+ �3R6 + 9R2r4 + 16R4r2� 
os 2'+ �4R5r++ 4R3r3� 
os 3'+R4r2 
os 4'+ 18R4r2 + 16R2r4+r6� i:Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ äèñêà ñ àíàëî-ãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïîëóïëîñêîñòè y 6 0 [6, 7℄. �àññìîòðèìäâà ñëó÷àÿ.1. Äèñê ðàäèóñà R, çàãðóæåííûé ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè P ,ïðèëîæåííûìè â òî÷êàõ z1 = 0 ; z2 = �2Ri, è ïîëóïëîñêîñòü, íàêîòîðóþ â íà÷àëå êîîðäèíàò äåéñòâóåò íîðìàëüíàÿ ê ãðàíèöå ñî-ñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà P (ðèñ. 6).
�èñ. 6. Äèñê è ïîëóïëîñêîñòü, çàãðóæåííûå ñîñðåäîòî÷åí-íûìè ñèëàìè P.



Ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â èíòðàîêóëÿðíûõ ëèíçàõ (ÈÎË) 952. Äèñê ðàäèóñà R, íà êîòîðûé â òî÷êàõ z1 = 0 ; z2 = �2Riäåéñòâóþò ñàìîóðàâíîâåøåííûå ñîñðåäîòî÷åííûå ìîìåíòû M , èïîëóïëîñêîñòü, íàãðóæåííóþ â íà÷àëå êîîðäèíàò ñîñðåäîòî÷åííûììîìåíòîì M (ðèñ. 7).
�èñ. 7. Äèñê è ïîëóïëîñêîñòü, çàãðóæåííûå ñîñðåäîòî÷åí-íûìè ìîìåíòàìè M .�ðà�èêè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé �0yy = �R�yy= (2P ) è ��yy =2�R2�yy=M â äèñêå è ïîëóïëîñêîñòè â îäèíàêîâûõ ñå÷åíèÿõ y=R =(�0:25;�0:5;�0:75;�1) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8 (à, á), 9 (à, á) êðè-âûìè 1�4 ñîîòâåòñòâåííî.

�èñ. 8. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé �0yy â äèñêå (à) è ïîëóïëîñêî-ñòè (á), íà êîòîðûå äåéñòâóþò ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû.
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�èñ. 9. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ��yy â äèñêå (à) è ïîëóïëîñêî-ñòè (á), íà êîòîðûå äåéñòâóþò ñîñðåäîòî÷åííûå ìîìåíòû.4. Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ ãàïòèêè ÈÎË�àññìîòðèì òîíêèé êðèâîëèíåéíûé óïðóãèé ñòåðæåíü OL äëè-íîé l, æåñòêî çàêðåïëåííûé ñ îäíîãî êîíöà è çàãðóæåííûé ñîñðå-äîòî÷åííîé ñèëîé P íà äðóãîì êîíöå (ðèñ. 10).

�èñ. 10. Êðèâîëèíåéíûé ñòåðæåíü, çàãðóæåííûéñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé P.Ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x0y0) òàê, ÷òîáû îñüx0 ñîâïàëà ñ íàïðàâëåíèåì ñèëû P â íà÷àëå êîîðäèíàò, à îñü y0



Ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â èíòðàîêóëÿðíûõ ëèíçàõ (ÈÎË) 97äîïîëíÿëà ñèñòåìó äî ïðàâîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïåðâîíà÷àëü-íîì (íåäå�îðìèðîâàííîì) ñîñòîÿíèè ñòåðæåíü èìåë �îðìó äóãèîêðóæíîñòè ðàäèóñà R0.Ñîãëàñíî [8℄, íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçãèáàòàêîãî ñòåðæíÿ èìååò âèäd2�ds2 = � PE �J sin �; (8)ãäå � � óãîë, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ âíåêîòîðîé òî÷êå ñòåðæíÿ, ñ îñüþ x0; s � äëèíà äóãè, îòñ÷èòû-âàåìàÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò ê L; J � ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ;E � = E= �1� �2�.Ââåäÿ áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð � = lpP= (E �J), ïîñëå îäíî-êðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåìl2�d�ds�2 = 4�2�C1 � sin2 �2� ; (C1 = 
onst) : (9)Èññëåäóåì äâà ñëó÷àÿ: ïåðåãèáíàÿ è áåñïåðåãèáíàÿ �îðìà ðàâ-íîâåñèÿ óïðóãîé ëèíèè ñòåðæíÿ.A. Ñëó÷àé ïåðåãèáíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåí-íûå k è  , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì: C1 = k2, sin �2 = k sin .Òîãäà óðàâíåíèå (9) ñ ó÷åòîì äàííûõ çàâèñèìîñòåé ìîæíî ïåðåïè-ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: l d�ds = 2�k 
os (10)èëè l d ds = �q1� k2 sin2  :Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì� sl = F ( )� F ( 0) ;ãäå F ( ) è F ( 0) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëåF ( ) =  Z0 d'p1� k2 sin2 '



98 Ä. À. Ìîðùèíèíàè ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî ðîäà ñ ìîäóëåìk è àìïëèòóäîé  [9℄.Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå �îðìó óïðóãîé ëèíèè âïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x0y0):x0 � x00l = 2� [E ( )�E ( 0)℄� sl ; y0 � y00l = 2k� (
os 0 � 
os ) ;(11)ãäå E ( ) è E ( 0) � ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà, êîòî-ðûå èìåþò âèä E ( ) =  Z0 q1� k2 sin2 'd':Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà  â òî÷êàõ O è L. Ïîñêîëüêóêðèâèçíà â òî÷êå O èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê (1=�0 < 0), òî èí-òåðâàë èçìåíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé àìïëèòóäû ñëåäóþùèé: � 6  0 <3�=2. Â òî÷êå O óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê îñè x0 �0 = 0 , òîãäà 0 = �.Âû÷èñëèì òåïåðü çíà÷åíèå  L. Ïîëàãàÿ â (10) d�=ds = 0, èìååì
os L = 0, îòêóäà íàõîäèì  L = 3�=2.Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ � è  â òî÷êå L â óðàâíåíèå(10), ïîëó÷àåì k = p2Æ2. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå â (11) âûðàæåíèÿäëÿ k è  , îïðåäåëèì êîîðäèíàòû êîíöåâîé òî÷êè ñòåðæíÿ L âñèñòåìå (x0y0): x0Ll = 2�E ��2�� 1 ; y0Ll = �p2� :Ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â îïîðíûõ ýëåìåíòàõ îïðåäåëÿþòñÿ�îðìóëîé �m =M=W; (12)ãäå W � ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, M � èçãèáà-þùèé ìîìåíò â òî÷êå ñîåäèíåíèÿ ãàïòèêè ñ äèñêîì, êîòîðûé óäî-âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþM = 2k 
os � P l � E0JR èëè M = �p2� P l � E�JR :



Ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â èíòðàîêóëÿðíûõ ëèíçàõ (ÈÎË) 99Á. Ñëó÷àé áåñïåðåãèáíîãî ðàâíîâåñèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëå-äóåò ïîëîæèòü â óðàâíåíèè (9) C1 = 1=k2, sin (�=2) = sin , ïðèýòîì îíî ïðèìåò âèäl d�ds = 2�k q1� k2 sin2  èëè l d ds = �kq1� k2 sin2  : (13)Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî èç âûðàæåíèé (13) ïîëó÷àåì� sl = kF ( )� kF ( 0) : (14)Ñîîòíîøåíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè �îðìó óïðóãîé ëèíèè â ïî-äâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x0y0), ñîãëàñíî [8℄, ÿâëÿþòñÿx0 � x00l = 2k� [E ( )�E ( 0)℄�� 2k2 � 1� sl ;y0 � y00l = 2k� �q1� k2 sin2  0 �q1� k2 sin2  � : (15)Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ  0 = �. Âû÷èñëèì çíà÷åíèåïàðàìåòðà  â òî÷êå L. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå Lêðèâèçíà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé: (d�=ds)jL = 1=R0. Ïîäñòàâëÿÿäàííîå âûðàæåíèå â (13) è (14), èìååìlR = 2�k q1� k2 sin2  L; � = kF ( L)� kF ( 0) :Îòêóäà, èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð �, íàõîäèì(F ( L)� F ( 0))q1� k2 sin2  L = l2R0 :Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ïîëó÷àåìF (')q1� k2 sin2 ' = l2R0 : (16)Çàâèñèìîñòü (16) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ïàð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ' è k, êàæäîé èç êîòîðûõ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñâîè êîîðäèíàòûòî÷êè L, âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëàì (15).



100 Ä. À. ÌîðùèíèíàÈçãèáàþùèé ìîìåíò M â ñëó÷àå áåñïåðåãèáíîé �îðìû ðàâíî-âåñèÿ óïðóãîé ëèíèè ñòåðæíÿ òàêîâ:M = 2k�q1� k2 sin2  0P l � E �JR0 èëè M = 2k�P l � E �JR0 :Ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â îïîðíûõ ýëåìåíòàõ îïðåäåëÿþòñÿâûðàæåíèåì (12).5. Çàêëþ÷åíèåÂ ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ ãàïòèêè èíòðàîêóëÿðíîé ëèíçû ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ,ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿâ êîíöåâûõ ñå÷åíèÿõ îïîðíûõ ýëåìåíòîâ.Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ ãðà�èêîâ ðåøåíèé íà ðèñ. 8, 9,ðàçëè÷èÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â äèñêå èïîëóïëîñêîñòè, óâåëè÷èâàþòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò òî÷êè ïðèëî-æåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû èëè ìîìåíòà. Äåéñòâèòåëüíî, êðèâûå1 è 2 íà ðèñ. 8 ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî 5%, òîãäà êàê êðèâûå 3è 4 ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 9ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî 5% èìååò ìåñòîâ ïåðâûõ òðåõ ñå÷åíèÿõ (êðèâûå 1�3).Àâòîð áëàãîäàðèò Þðèÿ Ìèõàéëîâè÷à Äàëÿ çà ïðîÿâëåííîåâíèìàíèå è ïîìîùü â ðàáîòå.Ëèòåðàòóðà1. �îðáàíü À. È., Äæàëèàøâèëè Î. À. Ìèêðîõèðóðãèÿ ãëàçà: îøèáêè èîñëîæíåíèÿ. ÑÏá.: ��èïïîêðàò�, 1993. 272 ñ.2. Ôåäîðîâ Ñ. Í., Åãîðîâà Ý. Â. Îøèáêè è îñëîæíåíèÿ ïðè èìïëàíòàöèèèñêóññòâåííîãî õðóñòàëèêà. Ì., 1992. 243 ñ.3. Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè êàòàðàêòàëüíîé è ðå�ðàêöèîííîé õèðóðãèè2007 // Ñáîðíèê íàó÷íûõ ñòàòåé ïî ìàòåðèàëàì VIII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè/ Ïîä ðåä. Õ.Ï. Òàõ÷èäè. Ì., 2007. 205 ñ.4. Ëàçåðíàÿ ðå�ðàêöèîííàÿ è èíòðàîêóëÿðíàÿ õèðóðãèÿ // Âñåñîþçíàÿ íà-ó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ: Òåçèñû äîêëàäîâ. ÑÏá., 2007. 200 ñ.5.Êîëîñîâ �. Â. Ïðèìåíåíèå êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ê òåîðèè óïðóãîñòè.Ë.; Ì., 1935. 224 ñ.



Ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â èíòðàîêóëÿðíûõ ëèíçàõ (ÈÎË) 1016. Ìóñõåëèøâèëè Í. È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-ðèè óïðóãîñòè. Ì., 1966. 707 ñ.7. Õàí Õ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: �Ìèð�, 1988. 343 ñ.8. Ïîíîìàðåâ Ñ. Ä.è äð. �àñ÷åòû íà ïðî÷íîñòü â ìàøèíîñòðîåíèè. Ì.:Ìàøãèç, 1956. Ò. I. 884 ñ.9. ßíêå Å., Ýìäå Ô., Ë¼ø Ô. Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè. Ì.: Íàóêà, 1968.342 ñ.



ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÎÁÎËÎ×ÅÊ Â�ÀÙÅÍÈßÑ ÍÈÇÊÎÉ ÑÄÂÈ�ÎÂÎÉ ÆÅÑÒÊÎÑÒÜÞÏ�È ÎÑÅÂÎÌ ÑÆÀÒÈÈÂ. Þ. Àíèñèìîâ
Îöåíåíî âëèÿíèå ñäâèãà íà âîçìîæíîñòü ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îáî-ëî÷êîé âðàùåíèÿ â ðåçóëüòàòå åå îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè, êîãäàíàãðóçêà äîñòèãàåò ïðåäåëüíîé òî÷êè íà êðèâîé íàãðóçêà � ïðîãèá.Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû, îïèñûâàþùèå çàâèñèìîñòü êðè-òè÷åñêîé íàãðóçêè îáîëî÷êè îò ñäâèãîâîãî ïàðàìåòðà, óãëà êîíóñíîñòèè êðèâèçíû. �àññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êîéâðàùåíèÿ â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äâóõ âèäîâïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî òîòèëè èíîé âèä ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.1. Ââåäåíèå�àññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíóþ îáîëî÷êó âðàùåíèÿíåîòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû ïîä äåéñòâèåì îñåâîãî ñæà-òèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñæèìàþùåå óñèëèå ïðèëîæåíî ê òîðöàìîáîëî÷êè, îäèí êðàé êîòîðîé çàêðåïëåí, à äðóãîé ñâîáîäíî ñêîëü-çèò ïî îïîðíîé ïëîñêîñòè. Ïîäàòëèâîñòü îáîëî÷êè ïîïåðå÷íîìóñäâèãó áóäåì îïðåäåëÿòü êàê îòíîøåíèå ìîäóëåé ñäâèãà â ïðîäîëü-íîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèÿõ, ò. å. êàê G=G0. Ñ ðîñòîì âåëè÷èíûñæèìàþùåãî óñèëèÿ îáîëî÷êà óêîðà÷èâàåòñÿ ïî îñè. Â íåêîòîðîéòî÷êå âåëè÷èíà ñæèìàþùåãî óñèëèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ïðåäåëüíîãîçíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì îáîëî÷êà ïðîâàëèâàåòñÿ âáëèçè ñêîëüçÿùå-ãî êðàÿ è òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Áóäåì èñêàòü âåëè÷èíó ïðåäåëüíîéíàãðóçêè.Îñåñèììåòðè÷íîå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáî-ëî÷êè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé 4-ãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ (ïî-�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07.01.00250a.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 12 �åâðàëÿ 2008 ã.

 Â. Þ. Àíèñèìîâ, 2008



Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê ñ íèçêîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ 103ñëå ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì) ìîæåò áûòü çàïèñàíà âñõåìàòè÷íîì âåêòîðíîì âèäå [1℄,�x0 = F(x; s0; C; �; �; �; r0; �0); x = fU; "2; M1; �g; ()0 = d()ds0 ;� = 4s h212(1� �2)R2 ; � = 2�2(1 + �)GkG0 : (1)Çäåñü äè��åðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî êîîðäèíàòå, õàðàêòåðè-çóþùåé äëèíó äóãè îáðàçóþùåé. Îñíîâíûìè íåèçâåñòíûìè â ñèñòå-ìå ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå �óíêöèè, îïðåäåëÿþùèå íàïðÿæåííî � äå�îð-ìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè ïîñëå äå�îðìàöèè: U � ïðîåêöèÿâíóòðåííèõ óñèëèé íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå; "2 � äå�îðìàöèÿðàñòÿæåíèÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè;M1 � èçãèáàþùèé ìîìåíò;� � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê îáîëî÷êå è îñüþ âðàùåíèÿ. Ïàðàìåò-ðàìè äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: ïàðàìåòð íàãðóçêè C, ñâÿçàííûé ñâåëè÷èíîé îñåâîãî ñæèìàþùåãî óñèëèÿ P ; ìàëûé ïàðàìåòð �, ñâÿ-çàííûé ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé îáîëî÷êè; ñäâèãîâûé ïàðàìåòð�, õàðàêòåðèçóþùèé ïîäàòëèâîñòü îáîëî÷êè ñäâèãó; êîý��èöèåíòÏóàññîíà � è �óíêöèè r0, �0, îïèñûâàþùèå �îðìó îáîëî÷êè äîäå�îðìàöèè.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà âàðèàíòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ðèñ. 1).Ïåðâûé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñêîëüçÿùèé êðàé ÿâëÿåòñÿøàðíèðíî îïåðòûì. Âòîðîé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñêîëüçÿùèéêðàé çàêðåïëåí íà ïîâîðîò.Ïðè �! 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ. Îíàèìååò ìåäëåííî è áûñòðî èçìåíÿþùèåñÿ ðåøåíèÿ. Ìåäëåííî èçìå-íÿþùååñÿ áåçìîìåíòíîå ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåò äå�îðìàöèþ îáî-ëî÷êè âäàëè îò êðàåâ è ìîæåò áûòü íàéäåíî â ÿâíîì âèäå:� = �0 +O(C�2); M1 = O(�C�);U = �C 
os �0r0 sin �0 ; "2 = O(C�): (2)Áûñòðî èçìåíÿþùååñÿ ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåò äå�îðìàöèþ îáî-ëî÷êè âáëèçè ñêîëüçÿùåãî êðàÿ. Ýòî ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â
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�èñ. 1. Âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.âèäåx = x0(�) + �x1(�) +O(�2); C = C0 + �C1 +O(�2); _() = d()d� ;� = (s0 � s2)=�;ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñè-ñòåì íóëåâîãî è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèé. Ñèñòåìà íóëåâîãî ïðèáëè-æåíèÿ èìååò âèä_U0 = "02;_"02 = 
os �0 � 
os 
;_M01 = U0 sin �0 + C0 
os �0;_�0(1 + �U0 
os �0 � �C0 sin �0) =M01 � �"02 sin �0: (3)



Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê ñ íèçêîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ 105Íàéäåííîå ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íàñêîëüçÿùåì êðàþ è ïåðåõîäèòü â áåçìîìåíòíîå ðåøåíèå (2) ïðèóäàëåíèè îò íåãî.2. Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêàÏðåäåëüíàÿ íàãðóçêà îïðåäåëÿåòñÿ äå�îðìàöèÿìè îáîëî÷êèâáëèçè ñêîëüçÿùåãî êðàÿ è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà [1℄ â âèäåC = C0 + �C1; C1 = f0 + f�� + fkk10(s2):Âåëè÷èíà C0 ìîæåò áûòü íàéäåíà â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî èíòå-ãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ (3) è çàâèñèò òîëüêî îòóãëà êîíóñíîñòè îáîëî÷êè 
 è ñäâèãîâîãî ïàðàìåòðà �. Ïîïðàâêàïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ C1 ó÷èòûâàåò çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíîé íà-ãðóçêè îò êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà � è êðèâèçíû îáîëî÷êè k1 íàñêîëüçÿùåì êðàþ s2. Âåëè÷èíû f0, f� è fk çàâèñÿò òîëüêî îò ðå-øåíèÿ ñèñòåìû íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ è ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî�îðìóëàìf0 = j1 � j22 ; f� = j7 + 2j6 � j3; fk = j4 + j5;ji = Ji(x0; C0; �; 
)J0(x0; C0; �; 
) ; i = 1; ::; 7:Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âåëè÷èíû ïðåäåëüíîé íàãðóç-êè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû íóëåâîãî ïðèáëè-æåíèÿ (3) è íå òðåáóåò èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëè-æåíèÿ.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ïðåäåëüíîé íà-ãðóçêè îò óãëà êîíóñíîñòè îáîëî÷êè è îò åå ïîäàòëèâîñòè ñäâèãó,ðàññ÷èòàííàÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñêîëüçÿùåãî øàðíèðíî îïåðòîãî êðàÿ.Èç ãðà�èêà íà ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ÷åì ñëàáåå îáîëî÷êà íà ñäâèã,òåì íèæå âåëè÷èíà åå ïðåäåëüíîé íàãðóçêè. Âëèÿíèå ñäâèãà íà âå-ëè÷èíó ïðåäåëüíîé íàãðóçêè ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì óãëà êîíóñíîñòèîáîëî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò ñäâèãà íàèáîëåå àêòóàëåí äëÿ íåïî-ëîãèõ è áëèçêèõ ê öèëèíäðè÷åñêèì îáîëî÷åê.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ïðåäåëüíîé íàãðóçêè îò óãëàêîíóñíîñòè îáîëî÷êè è îò ïîäàòëèâîñòè îáîëî÷êè ñäâèãó.3. Áè�óðêàöèîííûé êðèòåðèéÍåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõîáîëî÷êà ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèèåùå äî äîñòèæåíèÿ íàãðóçêîé ñâîåãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ [2℄. Ïðî-ñòåéøèé áè�óðêàöèîííûé êðèòåðèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí óæå âðàìêàõ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è è èìååò âèä [1℄C0 < (2� � sin 
) sin2 
: (4)Åñëè óñëîâèå (4) íàðóøàåòñÿ, òî èìååò ìåñòî �îðìà ðàâíîâåñèÿ,îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé, ò. å. ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ.Ïîëó÷åííûé áè�óðêàöèîííûé êðèòåðèé ïîçâîëÿåò â îáëàñòèïàðàìåòðîâ �, 
 ïðîèçâåñòè ðàçäåëåíèå çîí ïî âèäàì ïîòåðè óñòîé-÷èâîñòè. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, ïîëîãèå è îòíîñèòåëüíî æåñòêèå íà ñäâèãîáîëî÷êè ìåíåå ñêëîííû ê áè�óðêàöèè, ÷åì îáîëî÷êè ñ áîëüøèìóãëîì êîíóñíîñòè è ñ áîëüøîé ïîäàòëèâîñòüþ ñäâèãó.Êðèòåðèé (4) íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ îêîí÷àòåëüíûì, òàê êàê ïî-ëó÷åí áåç ó÷åòà âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ òîãî ÷òîáûïîëó÷èòü óñëîâèå áè�óðêàöèè ñ ó÷åòîì âîëí â îêðóæíîì íàïðàâ-ëåíèè, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà îñåñèììåòðè÷íî
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�èñ. 3. �àçäåëåíèå çîí ïî âèäàì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.äå�îðìèðîâàííàÿ îáîëî÷êà â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè ïðèíèìàåòíåîñåñèììåòðè÷íóþ �îðìó. Â èòîãå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñèñòåìàóðàâíåíèé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ èïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ïðèíèìàåò âèä�ex0 = L(ex; x0; m; GG0 ; hR; P ); ()0 = d()ds : (5)Âåêòîð íåèçâåñòíûõ ex ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ìàëûõ âàðèàöèé,îòëè÷àþùèõ îñåñèììåòðè÷íîå íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîå ñî-ñòîÿíèå îò íåîñåñèììåòðè÷íîãî. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ äàííàÿ ñè-ñòåìà ñîäåðæèò îñåñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå x0 = fU; "2; M1; �g, êî-ëè÷åñòâî âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè m, ïîäàòëèâîñòü ñäâèãóG=G0, îòíîñèòåëüíóþ òîëùèíó îáîëî÷êè h=R è ïàðàìåòð íàãðóç-êè P .Íàëè÷èå íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé óñòîé÷èâîñòè(5), óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñâèäåòåëüñòâóåò î áè-�óðêàöèè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêèñ ó÷åòîì âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííî
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�èñ. 4. �àçäåëåíèå çîí ïî âèäàì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñó÷åòîì âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè.÷èñëåííî èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé îñåñèììåòðè÷íîé äå-�îðìàöèè (1) è ñèñòåìó óðàâíåíèé óñòîé÷èâîñòè (5), ïîêà íå áóäåòäîñòèãíóòà îäíà èç êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê (ïðåäåëüíàÿ èëè áè�óð-êàöèîííàÿ).Íà ðèñ. 4 ðàçäåëåíèå çîí ïî âèäàì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîñòðî-åíî ñ ó÷åòîì âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè.�ðàíèöà 1 ïðîâåäåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè óñòîé÷èâî-ñòè (5), ãðàíèöà 2 ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå ïîëó÷åííîé ãðàíèöå, ïîñòðî-åííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì (4). Èç ãðà�èêà íà ðèñ. 4 âèäíî,÷òî ó÷åò âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìóñóæåíèþ çîíû îñåñèììåòðè÷íîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåïîëî-ãèõ îáîëî÷åê.4. Çàêëþ÷åíèåÂ ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ñ ó÷åòîì ñäâèãà ïîïåðå÷íûõ âîëîêîí,áûëà èññëåäîâàíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî � èçîòðîï-íûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, èñïûòûâàþùèõ îñåñèììåòðè÷íóþ äå�îð-ìàöèþ ïîðÿäêà � (âåëè÷èíà � ïðîïîðöèîíàëüíà êîðíþ êâàäðàòíî-



Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê ñ íèçêîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ 109ìó îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûïîêàçûâàþò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò æåñòêîñòè îáîëî÷êè íà ñäâèã âïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, îáîëî÷êà ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòüîñåñèììåòðè÷íûì èëè íåîñåñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Ïîòåðÿ óñòîé-÷èâîñòè â ðåçóëüòàòå îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè, êîãäà íàãðóç-êà äîñòèãàåò ïðåäåëüíîé òî÷êè íà êðèâîé íàãðóçêà-ïðîãèá, õàðàê-òåðíà äëÿ èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê è äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõîáîëî÷åê ñî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ïîäàòëèâîñòüþ ñäâèãó. Ïðèáîëåå ñèëüíîé àíèçîòðîïèè (ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ G=G0) áè�óð-êàöèÿ ìîæåò ïðåäøåñòâîâàòü âûâîðà÷èâàíèþ. Êðîìå òîãî, âèä, ïîêîòîðîìó îáîëî÷êà ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü, çàâèñèò îò óãëàíàêëîíà îáðàçóþùåé (óãëà êîíóñíîñòè). Îáîëî÷êè ñ áîëüøèìè óã-ëàìè êîíóñíîñòè (áëèçêèå ê öèëèíäðè÷åñêèì) áîëåå ïîäâåðæåíûáè�óðêàöèè, ÷åì ïîëîãèå îáîëî÷êè.Ëèòåðàòóðà1. Àíèñèìîâ Â. Þ. Óñòîé÷èâîñòü òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé îáîëî÷êèâðàùåíèÿ ïðè îñåâîì ñæàòèè // Âåñòí. Ñ.Ïåòåðá. óí-òà. 2006. � 1. Ñ. 68�78.2. Òîâñòèê Ï. Å. Óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ îáîëî÷åê. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.Ì.: Íàóêà, 1995. 320 ñ.



Ê ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÞ ÌÎÄÅËÈ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ�ÅØÅÒ×ÀÒÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ ÄÈÑÊÀÇ�ÈÒÅËÜÍÎ�Î ÍÅ�ÂÀÀ. À. �îìàíîâà
Ïðåäñòàâëåíû ìîäåëè äå�îðìàöèè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè äèñêàçðèòåëüíîãî íåðâà. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ðåøåò÷àòàÿ ïëàñòèíêà ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ êàê ÷àñòü ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçà. Ñðàâíèâàþòñÿ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîãèá ïëàñòèíêè ñ ó÷åòîìâëèÿíèÿ ñêëåðû è áåç íåãî. Ïðîâîäèòñÿ òàêæå ñðàâíåíèå ïðîãèáîâ ïëà-ñòèíêè ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîé êðèâèçíû ïëàñòèíêè è áåç ó÷åòà íà÷àëüíîéêðèâèçíû. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ðåøåò÷àòàÿ ïëàñòèíêà ìîäåëèðóåò-ñÿ êàê ïîëîãàÿ îáîëî÷êà. Ïîêàçàíî, êàêîå âëèÿíèå íà �îðìó ïðîãèáàîêàçûâàåò ó÷åò íà÷àëüíîé êðèâèçíû îáîëî÷êè ïðè âíåøíåì äàâëåíèèíà ïîëîãóþ îáîëî÷êó.1. ÂâåäåíèåÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþðîëè ìåõàíè÷åñêîãî �àêòîðà â ðàçâèòèè ãëàóêîìû. Â äàííîé ðàáî-òå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçíûå àñïåêòûïîâåäåíèÿ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà (LaminaCribrosa �LC). LC � ýòî íåáîëüøîé ó÷àñòîê ñêëåðû (íàðóæíîé îáî-ëî÷êè ãëàçà), íàõîäÿùèéñÿ íåäàëåêî îò çàäíåãî ïîëþñà (ðèñ. 1).Â ýòîì ìåñòå ñêëåðà ñòàíîâèòñÿ áîëåå òîíêîé è îñëàáëåíà ìíî-æåñòâîì ìåëêèõ îòâåðñòèé, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò âîëîêíà çðè-òåëüíîãî íåðâà. LC èãðàåò âàæíóþ ðîëü â áàëàíñå âíóòðèãëàçíîãîè âíóòðè÷åðåïíîãî äàâëåíèé. (Âíóòðè÷åðåïíîå äàâëåíèå äåéñòâóåòñ âíåøíåé ñòîðîíû íà LC.)Èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [1�3℄, ãîâîðÿò î òîì, ÷òîïðè ãëàóêîìå âñå ÿâëåíèÿ, âåäóùèå ê àòðî�èè çðèòåëüíîãî íåðâà,�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07.01.00250a.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 26 �åâðàëÿ 2006 ã.
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�èñ. 1. �ëàç ÷åëîâåêà.ïðîèñõîäÿò èìåííî â îáëàñòè LC. Ýòî äåëàåò çàäà÷ó îá èçìåíå-íèè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ LC ïðè èçìåíåíèèâíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (Â�Ä) àêòóàëüíîé. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæ-íûì ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèåLC ïðè èçìåíåíèè Â�Ä. Â ðÿäå ðàáîò äå�îðìàöèÿ LC èçó÷àëàñüíà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è êëèíè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â [3℄, ïîêàçûâàþò, ÷òîóâåëè÷åíèå Â�Ä ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåò ðàçìåðû ñêëåðàëüíîãî êà-íàëà.Êðîìå òîãî, ïîíÿòíî, ÷òî LC ñóùåñòâåííî ìÿã÷å ñêëåðû, â ñâÿçèñ ýòèì â ðàáîòàõ [4, 5℄ ðåøåò÷àòàÿ ïëàñòèíêà ðàññìàòðèâàëàñü êàêíåîäíîðîäíàÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíêà ñ çàùåìëåí-íûì êðàåì ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ. Îäíàêî â íåêîòî-ðûõ ðàáîòàõ ãîâîðèòñÿ î âîçìîæíîì âëèÿíèè íà ïîâåäåíèå LC ðàñ-òÿãèâàþùåé ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êèãëàçà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ñðàâíåíèå ðåøåíèéçàäà÷è î äå�îðìàöèè ñîñòàâíîé îáîëî÷êè (ñêëåðû è ðåøåò÷àòîéïëàñòèíêè) è îòäåëüíî çàäà÷è î äå�îðìàöèè LC ïîä äåéñòâèåì íîð-



112 À. À. �îìàíîâàìàëüíîãî äàâëåíèÿ.2. Äå�îðìàöèÿ ñîñòàâíîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êèÈçó÷àåòñÿ âëèÿíèå óâåëè÷åíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ íàäèàìåòð ñêëåðàëüíîãî êîëüöà, à òàêæå âëèÿíèå äå�îðìàöèè ñ�åðè-÷åñêîé îáîëî÷êè ãëàçà íà âåëè÷èíó ïðîãèáà LC. �àñ÷åòû ïðîâîäè-ëèñü â ïðèêëàäíîé ïðîãðàììå Adina 900 nodes. Â êà÷åñòâå ìîäåëèîáîëî÷êè ãëàçà ðàññìàòðèâàëàñü óïðóãàÿ èçîòðîïíàÿ ñ�åðè÷åñêàÿîáîëî÷êà ïîñòîÿííîé òîëùèíû H=1 ìì è ðàäèóñà R=12 ìì. LCïðåäñòàâëÿëàñü êàê èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíêà òîëùèíîé h=0.2 ìì èðàäèóñà r = 0.75 ìì. �åøàëèñü äâå çàäà÷è î äå�îðìàöèè ñîñòàâ-íûõ îáîëî÷åê. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî LC ýòî ïëîñêàÿïëàñòèíà (âêëåéêà, ðèñ. 3), âî âòîðîì, ÷òî LC � ñëåãêà âûïóêëàÿ,ðàäèóñû êðèâèçíû ïëàñòèíû è ñ�åðû ñîâïàäàþò (âêëåéêà ðèñ. 4).Â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü, ÷òî ìîäóëü óïðóãîñòè ñêëåðû ðàâåí14,3 ÌÏà. Êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì 0.4. Ìîäóëüóïðóãîñòè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè ïðèíèìàëñÿ íà ïîðÿäîê ìåíü-øèì, ò. å. E=1.43 ÌÏà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà äëÿ ñêëåðû ïðè-íèìàëñÿ ðàâíûì 0.4.Íà âêëåéêå íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà äå�îðìàöèÿ ñ�åðû ñ ïëîñ-êîé ïëàñòèíîé, à â òàáë. 1 � ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîãèáîâ ïëà-ñòèíêè è èçìåíåíèÿ ðàäèóñà ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè â çàâèñèìîñòèîò âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ.Òàáëèöà 1.Ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá ïëàñòèíû è èçìåíåíèå ðàäèóñàïëàñòèíêè â çàâèñèìîñòè îò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ..P , ìì ðò. ñò. 15 30 40 50 60 80w1; 10�2, ìì 0.88 1.75 2.34 2.92 3.50 4.67w2; 10�2, ìì 0.85 1.69 2.26 2.82 3.39 4.52�r1; 10�2, ìì 0.063 0.125 0.167 0.209 0.250 0.333�r2; 10�2, ìì 0.062 0.125 0.166 0.208 0.249 0.332Âèäíî, ÷òî, êàê è îòìå÷àåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ [2℄, äèàìåòð ñêëå-ðàëüíîãî êîëüöà ìåíÿåòñÿ ìàëî, ïðè÷åì èçìåíåíèå ðàäèóñà LC íàïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà ïðîãèáà ïëàñòèíêè.Â ñëó÷àå, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì äå�îðìàöèþ ïëîñêîé êðóãëîé



Äå�îðìàöèÿ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà 113èçîòîïíîé ïëàñòèíêè ñ æåñòêî çàùåìëåííûì êðàåì, íàõîäÿùåéñÿïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ, âåëè÷èíà ïðîãèáà â öåíòðåïëàñòèíêè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ñîîòíîøåíèþ w = pr4=(64D),ãäå D = Eh3=(12(1� �2)), (�� êîý��èöèåíò Ïóàññîíà).Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà ïëîñêîéïëàñòèíû (w1), âûïóêëîé ïëàñòèíû (w2) è çíà÷åíèå ïðîãèáà, ïîëó-÷åííîå ïî àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëå (w).Òàáëèöà 2. Ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá ïëàñòèíêè áåç ó÷åòà âëèÿíèÿñêëåðû, ñðàâíåíèå ñ ïðîñòåéøèì àíàëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì.P , ìì ðò. ñò. 15 30 40 50 60 80w1; 10�2, ìì 0.86 1.73 2.30 2.88 3.46 4.61w2; 10�2, ìì 0.84 1.67 2.23 2.78 3.34 4.46w; 10�2, ìì 0.86 1.73 2.30 2.88 3.46 4.61Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñîñòàâíûõ îáîëî÷åê èóïðîùåííûõ çàäà÷, ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçíèöà â çíà÷åíèÿõ ìàêñè-ìàëüíûõ ïðîãèáîâ íå ïðåâîñõîäèò 2%. Òàêèì îáðàçîì, äå�îðìà-öèþ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî èçó÷àòü îòäåëüíîîò äå�îðìàöèè ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò ïîìî÷üó÷åñòü â àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ âîçìîæíûå îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè � åå àíèçîòðîïèþ è íåîäíîðîäíîñòü, ðàñ-ñìîòðåòü íåêîòîðûå îñîáåííîñòè äå�îðìèðîâàíèÿ LC ïðè óâåëè÷å-íèè íå âíóòðèãëàçíîãî, à âíóòðè÷åðåïíîãî äàâëåíèÿ.3. Âëèÿíèå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ïî îáå ñòîðîíûîò LC íà �îðìó åå ïðîãèáàÂ [1℄ àâòîðû óêàçûâàþò, ÷òî åùå â 1912 ã. áûëî âûñêàçàíî ïðåä-ïîëîæåíèå î âëèÿíèè íà ðàçâèòèå ýêñêàâàöèè äèñêà çðèòåëüíîãîíåðâà íå òîëüêî âíóòðèãëàçíîãî, íî è âíóòðè÷åðåïíîãî äàâëåíèÿ(Â×Ä): �Â íîðìå óðîâíè äàâëåíèÿ ïî îäíó è ïî äðóãóþ ñòîðîíóîò ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà ðàçëè÷íû, è ñîñòîðîíû ãëàçà ìåìáðàíà èñïûòûâàåò ïîñòîÿííîå âäâîå áîëüøåå ìå-õàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèè�. Ïðè ïîâûøåíèè Â×Ä â ãëàçó ðàçâèâàåòñÿòàê íàçûâàåìûé çàñòîéíûé äèñê.LC ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçà è, ñëå-



114 À. À. �îìàíîâàäîâàòåëüíî, îíà íå àáñîëþòíî ïëîñêàÿ. �àññìîòðèì çàäà÷ó îá îñå-ñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè LC ñ ó÷åòîì åå íà÷àëüíîé êðèâèçíû(ðèñ. 2).
�èñ. 2. Ìîäåëü LC ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîé êðèâèçíû.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óòî÷íåííàÿ òåîðèÿÑ.À. Àìáàðöóìÿíà [6℄. Ïðåäñòàâèì íîðìàëüíûé ïðîãèá w è �óíê-öèþ óñèëèé F ïëàñòèíû â âèäåw(r) = w0(r) + "w1(r); F (r) = F0(r) + "F1(r); (1)ãäå " = a=R � ìàëûé ïàðàìåòð (a � ðàäèóñ LC, R � ðàäèóñ ñêëåðû),w0 è F0 � ðåøåíèÿ, íàéäåííûå äëÿ ïëîñêîé ïëàñòèíû [4℄. Ïîäñòàâ-ëÿÿ âûðàæåíèÿ (1) â ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-ñûâàþùèõ äå�îðìàöèþ ïîëîãîãî ñ�åðè÷åñêîãî êóïîëà, è ïðèðàâ-íèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ", ïîëó÷èì óðàâíå-íèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê w1 è F1. Èçìåíåíèå �îðìû ïðîãèáàLC ïðè ðàçëè÷íûõ Â�Ä è Â×Ä ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3�6.Â íîðìå Â�Ä>Â×Ä è ïîä äåéñòâèåì ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ (Â�Ä�Â×Ä) �îðìà ïðîãèáà ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåò �îðìó ñ�åðè÷åñêîãîêóïîëà (ðèñ. 3).Ñ óâåëè÷åíèåì Â×Ä ðåøåò÷àòàÿ ïëàñòèíêà íà÷èíàåò ïðîãèáàòü-ñÿ âíóòðü ñ�åðè÷åñêîãî êóïîëà (ðèñ. 4) è, ïðè äàëüíåéøåì ðîñòåÂ×Ä, ïðîäàâëèâàòüñÿ â öåíòðå (ðèñ. 5).Ïðè äàëüíåéøèé ðîñò Â×Ä ïëàñòèíêà ïðèíèìàåò âîãíóòóþ�îðìó � �ïðîäàâëèâàåòñÿ� âíóòðü ãëàçà (ðèñ. 6).Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ó÷åò íà÷àëüíîé êðè-âèçíû LC ïðè èññëåäîâàíèè äå�îðìàöèè ïëàñòèíû ïîçâîëÿåò îïè-



Äå�îðìàöèÿ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà 115
�èñ. 3. Â�Ä�Â×Ä = 10 ìì ðò. ñò.
�èñ. 4. Â�Ä�Â×Ä = �10 ìì ðò.ñò.ñàòü ðàçëè÷èÿ â �îðìå ïðîãèáà ïðè ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëü-íîì ãðàäèåíòàõ äàâëåíèÿ (Â�Ä�Â×Ä) ïî îáå ñòîðîíû LC è óâè-äåòü, ÷òî, êàê è îòìå÷àåòñÿ â [3℄, �ïðè ñíèæåíèè ýòîãî ãðàäèåíòàïîÿâëÿåòñÿ çàñòîéíûé ñîñîê�.4. Çàêëþ÷åíèå1. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñîñòàâíûõ îáîëî-÷åê è óïðîùåííûõ çàäà÷, ïîêàçûâàåò, ÷òî äå�îðìàöèþ ðåøåò÷à-òîé ïëàñòèíêè ïðè ïîâûøåííîì âíóòðèãëàçíîì äàâëåíèè ìîæíîèçó÷àòü îòäåëüíî îò äå�îðìàöèè ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè.2. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò íà÷àëüíîé êðèâèçíû LC ïðè èññëåäîâà-íèè äå�îðìàöèè ïëàñòèíû ïîçâîëÿåò îïèñàòü ðàçëè÷èÿ â �îðìåïðîãèáà ïðè ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì ãðàäèåíòàõ äàâëå-íèÿ (Â�Ä�Â×Ä) ïî îáå ñòîðîíû LC.Ëèòåðàòóðà1. Âîëêîâ Â.Â., Ñóõèíèíà Ë.Á., Óñòèíîâà Å.È. �ëàóêîìà, ïðåãëàóêîìà èî�òàëüìîãèïåðòåíçèÿ. Ë.: �Ìåäèöèíà�, 1985. 256 ñ.



116 À. À. �îìàíîâà
�èñ. 5. Â�Ä�Â×Ä = �25 ìì ðò. ñò.
�èñ. 6. Â�Ä�Â×Ä = �45 ìì ðò. ñò.2. Yan D.B.,Coloma F.M., Metheetrairut A.,Trope G.E., Heath
ote J.G.,Ethier C.R. Deformation of the Lamina Cribrosa by elevated intrao
ular pressure//British Journal of Ophthalmology. Vol. 78, 1994. P. 643�648.3. Âîëêîâ Â.Â. �ëàóêîìà ïðè ïñåâäîíîðìàëüíîì äàâëåíèè: �óêîâîäñòâîäëÿ âðà÷åé. Ì.: �Ìåäèöèíà�, 2001. 350 ñ.4. Áàóýð Ñ.Ì., Çèìèí Á.À., Òîâñòèê Ï.Å. Ïðîñòåéøèå ìîäåëè òåîðèèîáîëî÷åê è ïëàñòèí â î�òàëüìîëîãèè. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 2000. 92 ñ.5. Bauer S.M., Voronkova E.B. On the deformation of the Lamina Cribrosaunder intrao
ular pressure// Russian Journal of Biome
hani
s. Vol. 5, N 1. 2001.P. 73�82.6. Àìáàðöóìÿí Ñ.À. Îáùàÿ òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê Ì.: Íàóêà,1974. 446 
.



ÂËÈßÍÈÅ ÓÑËÎÂÈÉ ÇÀÊ�ÅÏËÅÍÈß È �ÀÇÌÅ�ÎÂÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÏÀÍÅËÈÍÀ Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÓÞ ÍÀ��ÓÇÊÓÏ�È ÎÑÅÂÎÌ ÑÆÀÒÈÈÇ. �. Åðøîâà
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷å-ñêîé ïàíåëè, ïîäâåðãíóòîé îñåâîìó ñæàòèþ, ïðè ýòîì îäèí èç ïðÿìîëè-íåéíûõ êðàåâ îáîëî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çàêðåïëåííûì. Ñíà÷àëà èññëå-äóåòñÿ âëèÿíèå øèðèíû è äëèíû ïàíåëè íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, ïðèýòîì êðèâîëèíåéíûå êðàÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ øàðíèðíî îïåðòûìè. Ïðîâå-äåí àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè óçêîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíå-ëè. Çàòåì, äëÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ êðàåâ,îäèí èç êîòîðûõ ñëàáî çàêðåïëåí, îïðåäåëÿåòñÿ øèðèíà ïàíåëè, ïðèêîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðåãàòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà äðóãîì ïðÿìî-ëèíåéíîì êðàþ. È, íàêîíåö, èññëåäîâàíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëóáåñ-êîíå÷íîé â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè, ïðè ýòîìðàññìîòðåíû çàêðåïëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ êðàåâ, ïðèíàäëåæàùèå ãðóï-ïàì çàäåëêè è øàðíèðíîé îïîðû.1. Âëèÿíèå çàêðåïëåíèé âòîðîãî êðàÿ è ðàçìåðîâîáîëî÷êè�àññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ñî ñëàáîçàêðåïëåííûì ïðÿìîëèíåéíûì êðàåì ïðè îñåâîì ñæàòèè. Êðèâî-ëèíåéíûå êðàÿ x = 0, x = l ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ øàðíèð-íî îïåðòûìè. Ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìíîå âëèÿíèå çàêðåïëåíèÿ êðàåâ' = 0 è ' = '0. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàâíîâåñèåöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè îñåâîì ñæàòèè [2℄, âîçüìåì ñèñòåìó
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118 Ç. �. Åðøîâàóðàâíåíèé�T1�x + �S2�y = 0; �T2�y + �S1�x = 0;�Q1�x + �Q2�y + {1T1 + (S1 + S2)� + {2T2 + T2 = 0;�H1�x + �M2�y +RQ2 = 0; �H2�y + �M1�x +RQ1 = 0: (1)Ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè ïðè ýòîì áåðåì â �îðìå, ïðåäëîæåííîéÂ. Â. Íîâîæèëîâûì è Ë. È. Áàëàáóõîì [3℄:T1 = K("11 + �"22); T2 = K("22 + �"11);S1 = S2 = S = (1� �)K2 "12;M1 = D({1 + �{2); M2 = D({2 + �{1);H1 = H2 = H = D(1� �)�; (2)ãäå � � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, E � ìîäóëü óïðóãîñòè, "ij � ìåì-áðàííûå äå�îðìàöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. K è D � æåñòêîñòèíà ðàñòÿæåíèå è èçãèá, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííîK = Eh1� �2 ; D = Eh312(1� �2)R:Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä"11 = "1 + 12
21 ; "22 = "2 + 12
22 ; "12 = ! + 
1
2;
1 = ��w�x ; 
2 = ��w�y ;{1 = �2w�x2 ; {2 = �2w�y2 ; � = �2w�x�y : (3)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(3) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèÿì òåõíè÷å-ñêîé òåîðèè îáîëî÷åê è ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñèñòåìå äâóõ óðàâ-íåíèé [1, 2℄ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ�2��w + �2��x2 � 2��2w�x2 = 0; �2���+ �2w�x2 = 0; (4)



Âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó 119ãäå� = �2�x2 + �2�y2 ; T 01 = �2Eh�2�; �4 = h212 R2(1� �2) :Çäåñü w � ïðîãèá, � � �óíêöèÿ óñèëèé, x � áåçðàçìåðíàÿ äëè-íà îáðàçóþùåé, y = ' � óãîë â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, E, �, h� ìîäóëü Þíãà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà è òîëùèíà îáîëî÷êè, � �ìàëûé ïàðàìåòð, � � ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ, êëàññè÷åñêîå êðèòè-÷åñêîå çíà÷åíèå êîòîðîãî äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèïîëó÷åíî Ëîðåíöåì è Òèìîøåíêî [6, 7℄ è ñîîòâåòñòâóåò óñèëèþ ñæà-òèÿ: T 01 = �2Eh�2:Ìåìáðàííûå óñèëèÿ (ðèñ. 1) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ � ïî �îð-ìóëàì T1 = �2��y2 ; T2 = �2��x2 ; S = � �2��x�y :

�èñ. 1. Óñèëèÿ íà êðàÿõ öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè.



120 Ç. �. Åðøîâà�åøåíèå ñèñòåìû (4) èùåì â âèäåw(x; ') = 8Xk=1Ckwk expf i�(px+ qk')g; (5)Çäåñü p = n��l , wk � �èêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ (â äàëüíåéøåìwk = 1), qk � êîðíè óðàâíåíèÿ(p2 + q2k)4 � 2�p2(p2 + q2k)2 + p4 = 0: (6)Îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå �óíêöèè (�; u; v; 
2; T2; S;Q�2;M2) èùåì âòîì æå âèäå (5), çàìåíÿÿ ñîîòâåòñòâåííîw íà�; u; v; 
2; T2; S;Q�2;M2(èíäåêñ îïóùåí). Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷à-åì � = p2w(p2+q2)2 ; T2 = �p2�; S = pq�;Q2� = �i �q3 + (2� �)p2q� ; 
2 =�iqw; M2 = ��2(q2 + �p2)w;u = �p(�p2 � q2)wi(p2 + q2)2 ; v = �q(q2 + (2 + �)p2)wi(p2 + q2)2 : (7)Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ' = 0 è' = '0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó âîñüìè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Ck.Îïðåäåëÿåì �, ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû�(�; p) = 0: (8)Ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êàæäîì èç êðà-åâ îáîëî÷êè òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ 16 ðàçëè÷íûõ âàðèàí-òîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ íà êðàþ îáîëî÷êè ïîëàãà-þòñÿ ðàâíûìè íóëþ îáîáùåííûå ïåðåìåùåíèÿ u; v; w; 
 èëè ñîîò-âåòñòâóþùèå èì îáîáùåííûå óñèëèÿ. ×åòûðå óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿâ ðåçóëüòàòå ïðèðàâíèâàíèÿ íóëþ îäíîé èç âåëè÷èí â ñòîëáöå íàêðèâîëèíåéíûõ êðàÿõ x = 0, x = l:u v w 
1 (1)T1 S Q1� M1 (0); (9)



Âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó 121íà ïðÿìîëèíåéíûõ ' = 0, ' = '0v u w 
2 (1)T2 S Q2� M2 (0): (90)Â ðàáîòàõ Ï. Å. Òîâñòèêà [4, 5℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñíèæåíèå êðè-òè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé â îêðóæíîì íàïðàâëåíèèîáîëî÷êè äàþò øåñòü âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:1) T2 = S = Q2� =M2 = 0 (0000); �0 = 0:113;2) T2 = S = Q2� = 
2 = 0 (0001); �0 = 0:223;3) T2 = u = Q2� =M2 = 0 (0100); �0 = 0:223;4) T2 = u = Q2� = 
2 = 0 (0101); �0 = 0:419;5) T2 = S = w =M2 = 0 (0010); �0 = 0:809;6) v = S = Q2� =M2 = 0 (1000); �0 = 0:809: (10)Íåçàêðåïëåííûé êðàé ' = 0 äàåò äåâÿòèêðàòíîå ñíèæåíèåêðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Íàèìåíåå æåñòêèìè ÿâëÿþòñÿ çàêðåïëåíèÿu = 0 èëè 
2 = 0, íàèáîëåå æåñòêèìè � v = 0 èëè w = 0. Ýòèðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïàðàìåòðà íàãðóçêè �(p; s), s = '0� ïðè-âåäåíû íà ðèñ. 2. Êðèâàÿ 7 ñîîòâåòñòâóåò åùå îäíîìó âàðèàíòóãðàíè÷íûõ óñëîâèé:u = v = Q2� =M2 (1100);äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíà ëîêàëèçîâàííàÿ âáëèçè êðàÿ ' = 0 �îðìàïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, à �(0; s) = 1. Äëÿ îñòàëüíûõ øåñòè âàðèàíòîâãðàíè÷íûõ óñëîâèé �óíêöèè �(p; s) ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ñ ðîñòîìp, ò. å. ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ïðè p = ��l .Â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè Ï. Å. Òîâñòèêîì [4℄, äëÿêðàÿ ' = 0 ðàññìàòðèâàþòñÿ øåñòü âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,ïåðå÷èñëåííûõ â (10), à äëÿ êðàÿ ' = '0 òàêèå èç îñòàâøèõñÿ øåñò-íàäöàòè, ÷òî êðàé ' = 0 ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå ñëàáûì â ñìûñëå (10).Ïðè ýòîì èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îò äëè-íû îáîëî÷êè â ïðîäîëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ. Ïàðàìåòðíàãðóæåíèÿ � ïîëó÷åí ÷èñëåííî äëÿ p îò 0.1 äî 1 ñ øàãîì 0.1, ïðèýòîì '0� ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 35. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè-âåäåíû íà ðèñ. 3�5.
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�èñ. 2. Ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ ïðè îñåâîì ñæàòèè öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëèñî ñëàáî çàêðåïëåííûì ïðÿìîëèíåéíûì êðàåì: 1 � 0000; 2 � 0001; 3 �0100; 4 � 0101; 5 � 0010; 6 � 1000; 7 � 1100.Äëÿ '0� � 1 è p � 1 çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � ñîâïàäàþò ñ �0,ïîëó÷åííûìè ðàíåå è ïðèâåäåííûìè â (10), è íå çàâèñÿò îò âèäàãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ' = '0, à çàâèñèìîñòü �(p; s) ïðè '0� � 1ñîîòâåòñòâóåò ðèñ 2. Íàçîâåì ñâîéñòâà çàâèñèìîñòåé �(p; s), îáùèåäëÿ âñåõ 6 ðàññìàòðèâàåìûõ íà êðàþ ' = 0 ãðàíè÷íûõ óñëîâèé(10).1. Êàê è äîëæíî áûòü ñîãëàñíî ìèíèìàêñíîìó ñâîéñòâó ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé, áîëåå æåñòêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñîîòâåò-ñòâóþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ �. Äëÿ æåñòêîé çàäåëêè (1111) êðàÿ' = '0 ñ ðîñòîì s �óíêöèÿ �(p; s) ìîíîòîííî óáûâàåò (äëÿ äðó-ãèõ âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ' = '0 ýòî íå òàê).2. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ 6 âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè' = 0 è äëÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ' = '0 �óíêöèÿ �(p; s)ðàñòåò âìåñòå ñ p, ò. å. êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà óáûâàåò ïðè óâåëè÷å-íèè äëèíû ïàíåëè. Ïðè ýòîì â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè îáðàçóåòñÿîäíà âìÿòèíà. Ýòî ñâîéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îáùåé çàêîíîìåðíîñòüþ.Íàïðèìåð, åñëè âñå ÷åòûðå êðàÿ ïàíåëè çàêðåïëåíû øàðíèðíî, äëÿ
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�èñ. 3. Ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ � ïðè p = 0:1 äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: íàêðàþ ' = 0 � 0000; íà êðàþ ' = '0: 1 � 0000; 2 � 0001; 3 � 0100; 4 �0101; 5 � 1000; 6 � 1001; 7 � 1100; 8 � 1101.óäëèíåííîé ïàíåëè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêå ñîîòâåòñòâóåò �îðìà ñíåñêîëüêèìè âîëíàìè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ñ îáðàçîâàíèåìâìÿòèí, áëèçêèõ ê êâàäðàòíûì.3. Áîëüøèíñòâî êðèâûõ �(p; s) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè �óíêöèÿìès (ò. å. øèðèíû ïàíåëè), îäíàêî êðèâûå �(p; s), ñîîòâåòñòâóþùèåîäèíàêîâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè ' = 0 è ïðè ' = '0, èìåþòïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ s óãëîâûå òî÷êè. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿîäèíàêîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîáñòâåííûå �óíêöèè êðàåâîé çà-äà÷è äåëÿòñÿ íà ÷åòíûå è íå÷åòíûå îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ïàíåëè,ïðè÷åì äëÿ îäíèõ çíà÷åíèé ìåíüøåå (êðèòè÷åñêîå) çíà÷åíèå � ñî-îòâåòñòâóåò ÷åòíîé �îðìå, à äëÿ äðóãèõ � íå÷åòíîé.4. Ñ ðîñòîì øèðèíû ïàíåëè (ïàðàìåòðà s) êðèâûå �(p; s) íåîãðà-íè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê çíà÷åíèÿì �0(p), ïîêàçàííûì íà ðèñ. 2.Ñêîðîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ çàâèñèò êàê îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,òàê è îò âåëè÷èíû p.5. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ s è p êðèâûå �(p; s), ñîîòâåòñòâóþùèåðàçëè÷íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè ' = '0, ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóï-
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�èñ. 4. Ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ � ïðè p = 0:1 äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: íàêðàþ ' = 0 � 0000; íà êðàþ ' = '0: 1 � 0010; 2 � 0110; 3 � 1010; 4 �1110; 5 � 0011; 6 � 0111; 7 � 1011; 8 � 1111.ïû, âíóòðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñáëèæåíèå êðèâûõ ïðè s! 0. Ïðèýòîì äëÿ îäíèõ ãðóïï óñëîâèé �óíêöèè �(p; s) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþâìåñòå ñ s, à äëÿ äðóãèõ � íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò.�àññìîòðèì òåïåðü îòäåëüíî ðàçëè÷íûå ñëó÷àè çàêðåïëåíèÿêðàÿ ' = 0. Íà ðèñ. 3�5 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèåñâîáîäíîìó êðàþ ' = 0. Ýòè êðèâûå ðàçáèâàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îòñïîñîáà çàêðåïëåíèÿ âòîðîãî êðàÿ ' = '0 íà òðè ãðóïïû. Â ïåðâóþãðóïïó âõîäÿò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõ Q2� = 0, ò. å. ïðî-ãèáû íå îãðàíè÷åíû, ýòî � 0000, 0001, 0100, 0101, 1000, 1001, 1100,1101. Âòîðàÿ ãðóïïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé � 0010, 0110, 1110, 1010,äëÿ êîòîðûõ w = 0 è M2 = 0. È, íàêîíåö, ãðóïïà 0011, 0111, 1011,1111, ãäå w = 0 è 
2 = 0. �àññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îáðàçóþ-ùèå ïåðâóþ ãðóïïó. Ïðè s! 0 çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ äëÿâñåõ âîñüìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îäèíàêîâî. Äëÿ óçêèõ ïàíåëåé (ïðèìàëåíüêèõ çíà÷åíèÿõ s) ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ � èìååò îäíó è òóæå âåëè÷èíó äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 0000 è 0001, 0100 è 0101, 1000è 1001, 1100 è 1101 íà êðàþ ' = '0 íåçàâèñèìî îò äëèíû ïàíåëè.
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�èñ. 5. Ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ � ïðè p = 0:5 äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: íàêðàþ ' = 0 � 0000; íà êðàþ ' = '0: 1 � 0000, 0001; 2 � 0100, 0101; 3 �1000, 1001; 4 � 1100, 1101; 5 � 0010; 6 � 0110; 7 � 1010, 1110; 8 � 0011;9 � 0111; 10 � 1011; 11 � 1111.Ïðè óâåëè÷åíèè øèðèíû ïàíåëè êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèìãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ðàçäåëÿþòñÿ, è òåïåðü óæå áëèçêèå çíà÷å-íèÿ ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ � ïîëó÷àþòñÿ äëÿ óñëîâèé 0000 è 0100,0001 è 0101, 1000 è 1100, 1001 è 1101. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àåâòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â ïàðå èìååò äîïîëíèòåëüíîå çàêðåïëå-íèå. Ïðè îïðåäåëåííîé (â çàâèñèìîñòè îò äëèíû) øèðèíå ïàíåëèâëèÿíèå âòîðîãî êðàÿ ïðåêðàùàåòñÿ, ò. å. âñå êðèâûå ñëèâàþòñÿ âîäíó ïðÿìóþ è ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííûì. Ïðèóâåëè÷åíèè äëèíû ïàíåëè (p! 1) íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ ïîñòîÿííî ðàñòóò. Âî âòîðîé ãðóïïå ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé ñíèæåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ íà÷èíàåòñÿòîëüêî ïðè s > 1, íåçàâèñèìî îò äëèíû ïàíåëè. Ïðè óâåëè÷åíèè sïðîèñõîäèò ïîïàðíîå ñáëèæåíèå êðèâûõ 0010 è 0011, 0110 è 0111,1010 è 1011, 1110 è 1111. Äëÿ òðåòüåé ãðóïïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèéñíèæåíèå ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ ïðîèñõîäèò äëÿ p = 0:1 ïðè s > 6,äëÿ 0:1 < p < 0:4 ïðè s > 4, äëÿ p > 0:4 ïðè s > 3. Äëÿ óñëîâèé 0010



126 Ç. �. Åðøîâàè 1000 ñíèæåíèå ïàðàìåòðà íàãðóçêè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åòêî-ãî ðàçáèåíèÿ íà òðè ãðóïïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âòîðîì êðàþíå íàáëþäàåòñÿ è âëèÿíèå âòîðîãî êðàÿ ïðåêðàùàåòñÿ òîëüêî ïðès > 25.2. Ñëó÷àé óçêîé ïîëîñêèÎáúÿñíåíèå ïîâåäåíèÿ êðèâûõ íà ðèñ. 3�5 ìîæíî ïîëó÷èòü,ïðîâåäÿ àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç óçêèõ ïàíåëåé. �àññìîòðèì öè-ëèíäðè÷åñêóþ ïàíåëü, çàíèìàþùóþ óçêóþ îáëàñòü 0 6 ' 6 '0,0 6 x 6 l. Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè â ðàñ÷åò óñëîâèå '0 � l, ïåðåé-äåì ê íîâûì ïåðåìåííûì x, y ïî �îðìóëàìx = '0x1; ' = '0y(äàëåå ó x1 èíäåêñ 1 îïóñêàåì). Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõw(x; y) = w(y) sin �'0xlñèñòåìà óðàâíåíèé (4) ïîëó÷àåò âèäw0000 � 2"w00 + ("2 � �a)w + Æ� = 0;�0000 � 2"�00 + "2�� w = 0; (11)ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî y, à" = ��'0l �2 = s2p2; Æ = "2'40�4 = s8p4; �a = 2s4p2�:Â ðåçóëüòàòå ïàðàìåòð òîëùèíû îáîëî÷êè � èñêëþ÷åí è îñòàëèñüäâà ïàðàìåòðà p è s. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïðÿìîëèíåéíûõ êðàÿõy = 0 è y = 1 âûðàçèì ÷åðåç íåèçâåñòíûå �óíêöèè w è �:u = �00 + "n�� = 0 èëè S = �0 = 0;v = �000 � "n(2 + �)�0 = 0 èëè T2 = � = 0;w = 0 èëè Q2 = w00 � "n(2� �)w0 = 0;w0 = 0 èëè M2 = w00 � "n�w = 0; (12)



Âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó 127ïðè÷åì íóæíî áðàòü ïî îäíîìó óñëîâèþ èç êàæäîé ñòðîêè. Ïðèy0 � l ñèñòåìà ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð " è ïàðàìåòð Æ, ó÷èòûâà-þùèé âëèÿíèå èñêðèâëåííîñòè îáîëî÷êè. Åñëè è Æ � 1, òî ñèñòåìàñîäåðæèò äâà ìàëûõ ïàðàìåòðà. ÏîëàãàÿÆ = 
"2; 
 = s4;áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿw = w0 + "w1 + � � � ;� = �0 + "�1 + � � � ;�a = �0 + "�1 + � � � (13)äëÿ îòûñêàíèÿ íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ �a. Ïîñëå ïîä-ñòàíîâêè ðÿäîâ (13) â óðàâíåíèÿ (11) è â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12)ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷, èçóñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ �n. Åñëè îáà ïðÿìî-ëèíåéíûõ êðàÿ ñâîáîäíû, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå� = 1� �22 p2 + ap2s4; a = 11440 : (14)Ïóñòü êðàé y = 0 ñâîáîäåí, à íà êðàþ y = 1 ðàññìàòðèâàþòñÿâîñåìü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2, äëÿ êîòîðûõQ2�(1) = 0. Èñïîëüçóÿ òîò æå àëãîðèòì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿïàðàìåòðà íàãðóçêè èìååò ìåñòî òà æå �îðìóëà (14). Îò ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé ïðè y = 1 çàâèñèò òîëüêî êîý��èöèåíò a, óêàçàííûéíèæå: a = 1=1440 ïðè 0000 0001;a = 1=640 ïðè 0100 0101;a = 1=90 ïðè 1000 1001;a = 1=40 ïðè 1100 1101: (15)Èç �îðìóëû (14) ñëåäóåò, ÷òî âñå 8 êðèâûõ ïðè s = 0 íà÷èíàþòñÿñ îäíîé òî÷êè. Êðîìå òîãî, êîý��èöèåíò a íå çàâèñèò îò òîãî, íà-ëîæåíî ëè îãðàíè÷åíèå w0 = 0. Ýòî îáúÿñíÿåò ïîïàðíóþ áëèçîñòüêðèâûõ íà ðèñ. 2 ïðè ìàëûõ s. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà w(1) = 0, ïîëó÷åíû



128 Ç. �. Åðøîâà�îðìóëû� = 3(1� �)s2 ïðè 0010 1010 0110 1110; (�1 6= 0);� = 0:937s4p2 ïðè 0011 1011 0111 1111; (�0 6= 0): (16)Åñëè ïðè y = 0 çàäàíî óñëîâèå 0001, òî äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé0000, 0100, 1000, 1100 ïðè y = 1 àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû â òî÷-íîñòè ñîâïàäàþò ñ �îðìóëàìè (14) è (15). Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé0001, 0101, 1001, 1101 ïîëó÷àåì �îðìóëó� = 12p2 + ap2s4;à âåëè÷èíà a èìååò ïðåæíåå çíà÷åíèå. Eñëè w(1) = 0, êðèâûå ñíîâàîáðàçóþò äâå ãðóïïû:� = 0:783s4p2 ïðè 0010 1010 0110 1110; (�0 6= 0);� = 1:182s4p2 ïðè 0011 1011 0111 1111; (�0 6= 0): (17)3. Ñëó÷àé øèðîêîé ïîëîñêèÄëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (10) ñëàáîãî çàêðåïëåíèÿ �îðìà ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè ëîêàëèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè êðàÿ ' = 0. Ñîîòâåòñòâó-þùèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ �0 äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé â íàïðàâëåíèè' ïàíåëè â íóëåâîì (ïðè � ! 0; p ! 0) ïðèáëèæåíèè ïðèâåäåíûâ �îðìóëàõ (10). Çäåñü äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ïðåä-ïîëîæåíèè, ÷òî �îðìà ïðîãèáà èìååò ïîëóáåçìîìåíòíûé õàðàêòåð(�2w=�x2 � �2w=�'2), áóäåò íàéäåíà âåëè÷èíà '�, òàêàÿ, ÷òî ïðè'0 > '� çíà÷åíèå � áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò �0 íå áîëåå, ÷åì íà 5%.Èùåì ðåøåíèå ñèñòåìû (4) â âèäåw(x; ') = Y (�) sin �xl ; ' = �r�l� : (18)Òîãäà �óíêöèÿ Y (�) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþd8Yd�8 � 2�d4Yd�4 + Y = 0 (19)



Âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó 129è ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ èìååò âèäY (�) = 8Xn=1Cneqn�; q8n � 2�q4n + 1 = 0; (20)ãäå Cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïðè ïîä-ñòàíîâêå â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè � = 0 è ïðè � = �0. Çíà÷åíèÿìíîæèòåëåé ïðè Cn äëÿ ðàçëè÷íûõ �óíêöèé, âõîäÿùèõ â �îðìó-ëèðîâêó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (9), ñóòüT2 S Q2� M2 v u w 
2q�4n q�3n q3n q2n q�2n q�1n 1 qn: (21)Íàïðèìåð, ãðàíè÷íîå óñëîâèå T2(�0) = 0 äàåò óðàâíåíèå8Xn=1Cnq�4n eqn�0 = 0:Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à íå ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ, êðî-ìå �0. Åå ðåøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ êàæ-äîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ ýòèõ óñëîâèé íàõîäèì âåëè÷è-íó ��, òàêóþ, ÷òî ïðè �0 > �� ðàçëè÷èå çíà÷åíèé � è �0 íå ïðåâîñ-õîäèò 5%.Â èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò'� = ��r�l� ; �4 = h212R2 (1� �2) ; l = LR: (22)Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ �� äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ çà-êðåïëåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ êðàåâ, ïðè÷åì íà îäíîì ïðÿìîëèíåéíîìêðàå ðàññìîòðåíû øåñòü âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëàáîãî çà-êðåïëåíèÿ, à íà äðóãîì � òå èç øåñòíàäöàòè âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõóñëîâèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íå ìåíåå ñëàáûìè â ñìûñëå (10).4. Äðóãèå çàêðåïëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ êðàåâ�àññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü ïîëóáåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïà-íåëè: 0 6 x 6 l = L=R; 0 6 ' 6 '0:



130 Ç. �. ÅðøîâàÒàáëèöà 1. Ïàðàìåòð ��, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëóáåñêîíå÷íîé ïàíåëè.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ 0000 0001 0100 0101 1000 00101111 8 8 8 8 12 121011 8 8 8 8 10 100111 6 6 6 6 10 100011 8 6 6 6 10 101110 8 8 7 8 10 101010 7 8 7 8 10 90110 7 7 6 7 10 91101 10 7 6 7 9 101100 10 6 7 6 8 101001 10 7 6 7 9 80010 7 7 6 8 16 151000 10 8 8 8 16 160101 10 7 9 13 � �0100 10 13 6 � � �0001 16 13 � � � �0000 16 � � � � �Â ðàáîòàõ Ï. Å. Òîâñòèêà [4, 5℄ ðàññìàòðèâàåìûå 16 âàðèàíòîâ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé (9) ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ãðóïïû â çàâèñèìîñòèîò òîãî, êàêèå óñëîâèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèèñèñòåìû óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó â íó-ëåâîì ïðèáëèæåíèè. Ýòè óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.�ðóïïû è ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå óñëîâèÿ òàêîâû:1) ãðóïïà çàäåëêè:w = �w�x = 0; (1111; 1110; 1101; 1100; 1011; 1010);2) ãðóïïà øàðíèðíîé îïîðû:w = � = 0; (0111; 0110; 0101; 0100; 0011; 0010);3) ãðóïïà ñëàáîãî çàêðåïëåíèÿ:�w�x = ���x = 0; (1001; 1000);



Âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó 1314) ãðóïïà ñâîáîäíîãî êðàÿ:� = ���x = 0; (0001; 0000):�àññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü ïàíåëè ñî ñëàáî çàêðåïëåííûì ïðÿ-ìîëèíåéíûì êðàåì ' = 0. Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïîëíîå íàïðÿ-æåííîå ñîñòîÿíèå ñêëàäûâàåòñÿ èç îñíîâíîãî (ïîëóáåçìîìåíòíî-ãî) íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è êðàåâîãî ý��åêòàâáëèçè êðèâîëèíåéíîãî êðàÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè ïîëóáåçìîìåíòíîãîñîñòîÿíèÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (4) ìîæíî îòáðîñèòü â � ñëàãàå-ìîå �2=�x2, òàê êàê ðåøåíèå (5) èìååò áîëüøóþ èçìåíÿåìîñòü âíàïðàâëåíèè ' è ìàëóþ èçìåíÿåìîñòü â íàïðàâëåíèè x.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê ïî x,ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè åå ðåøåíèé íà êàæäîì êðèâîëèíåéíîìêðàå ìîæíî óäîâëåòâîðÿòü ëèøü äâóì (ãëàâíûì) ãðàíè÷íûì óñëî-âèÿì. Ñíîâà áåðåì óðàâíåíèå�4 �8w�'8 � 2��2 �6w�'4�x2 + �4w�x4 = 0: (23)�àññìîòðèì ñëó÷àé æåñòêîé çàäåëêè îáîèõ êðèâîëèíåéíûõ êðàåâ(ÇÇ) è ñëó÷àé, êîãäà îäèí êðàé çàêðåïëåí øàðíèðíî, à äðóãîé �æåñòêî (ØÇ). Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå x è ' íå ðàçäåëÿþòñÿ. Ââå-äåì ïîëíóþ ñèñòåìó �óíêöèé Xk(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì, è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23) â âèäåw(x; ') = NXk=1Xk(x)wk('): (24)Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Áóáíîâà��àëåðêèíà, äëÿ �óíêöèé wk(') ïðèõî-äèì ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéNXj=1��4a(2)kj d8wjd'8 � 2��2a(1)kj d4wjd'4 + a(0)kj wj� = 0; k = 1; 2; : : : ; N;(25)ãäå a(m)kj = Z l0 dmXkdxm dmXjdxm dx; m = 0; 1; 2: (26)



132 Ç. �. Åðøîâà�åøåíèå ñèñòåìû (25), çàòóõàþùåå ïðè óäàëåíèè îò êðàÿ ' = 0,èìååò âèä wk = 4NXj=1Cjwkjeiqj': (27)Çäåñü Cj � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à qj óäîâëåòâîðÿþò àëãåá-ðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñòåïåíè 8N :det��4a(2)kj q8 � 2��2a(1)kj q4 + a(0)kj � = 0; Im(qj) > 0: (28)Îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå �óíêöèè, âõîäÿùèå â �îðìóëèðîâêó ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé ïðè ' = 0, èìåþò âèäw(x; ') = NXk=1Xk(x) 4NXj=1Cjwkjeiqj';u(x; ') = NXk=1 dXk(x)dx 4NXj=1Cjwkjq�2j eiqj';v(x; ') = NXk=1Xk(x) 4NXj=1Cjwkjq�1j eiqj';
2(x; ') = NXk=1Xk(x) 4NXj=1Cjwkjqjeiqj';Q2�(x; ') = NXk=1Xk(x) 4NXj=1 Cjwkjq3j eiqj';S(x; ') = NXk=1 d3Xk(x)dx3 4NXj=1Cjwkjq�3j eiqj';T2(x; ') = NXk=1 d4Xk(x)dx4 4NXj=1Cjwkjq�4j eiqj';M2(x; ') = NXk=1Xk(x) 4NXj=1 Cjwkjq2j eiqj':
(29)



Âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó 133Èñêîìûé ïàðàìåòð � îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ�(�) = 0; (30)ïîëó÷àþùåãîñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèé (29) â ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ (9) è èìåþùåãî âèä îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà 4N . Â ñëó÷àå æåñò-êîé çàäåëêè (ÇÇ) îáîèõ êðàåâ x = 0, x = l �óíêöèè Xk(x) âîçüìåìâ âèäåXk(x) = sin (2k � 1)�xl � 2k � 12k + 1 sin (2k + 1)�xl ; k = 1; 2; : : : (31)Â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç êðàåâ çàêðåïëåí øàðíèðíî, à äðóãîé �æåñòêî (ØÇ), ïîëîæèìXk(x) = sin k�xl � kk + 1 sin (k + 1)�xl ; k = 1; 2; : : : (32)Äëÿ ñëàáî çàêðåïëåííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî êðàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-ðà � ïðèâåäåíû â òàáë. 2.Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòð íàãðóçêè ��ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ØØ ØÇ ÇÇíà ïðÿìîëèíåéíîì êðàå N = 1 N = 2 N = 1 N = 20000 0:113 0:141 0:129 0:188 0:1610100; 0001 0:223 0:279 0:277 0:372 0:3300101 0:419 0:524 0:541 0:698 0:651Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèáî îäíîé(N = 1), ëèáî äâóõ (N = 2) êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé (31) è (32). Äëÿñðàâíåíèÿ â ñòîëáöå (ØØ) ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàãðóç-êè �(0), ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ îáîèõêðàåâ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ 0010 è 1000, êîòîðûå â ñëó÷àå øàðíèð-íîé îïîðû îáîèõ êðàåâ x = 0 è x = l äàâàëè ñíèæåíèå êðèòè÷åñêîéíàãðóçêè, óæå íå ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñëàáîãî çàêðåïëåíèÿ, èáîóðàâíåíèå (30) íå èìååò êîðíåé � < 1.Ëèòåðàòóðà1. �îëüäåíâåéçåð À.Ë. Òåîðèÿ òîíêèõ îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà. 1976. 512 ñ.



134 Ç. �. Åðøîâà2. �ðèãîëþê Ý.È., Êàáàíîâ Â.Â. Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà. 1978.360 ñ.3. Íîâîæèëîâ Â.Â. Òåîðèÿ òîíêèõ îáîëî÷åê. Ë.: Ñóäïðîìãèç. 1962. 784 ñ.4. Òîâñòèê Ï.Å. Óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà; Ôèçìàòëèò.1995. 320 ñ.5. Òîâñòèê Ï.Å. Âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè-÷åñêèõ îáîëî÷åê// Âåñòí. Ëåíèíãð. óí-òà. Ñåð. "Ìàòåì., ìåõàí., àñòðîí."1989.� 3. Ñ. 66�71.6. Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Ê âîïðîñó î äå�îðìàöèè è óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè-÷åñêîé îáîëî÷êè// Âåñòí. î-âà òåõíîë. 1914. Ò. 21. Ñ.785�792; Èçâ. Ïåòðîãð.ýëåêòðîòåõí. èí-òà. 1914. Ò. 11. Ñ.267�287; Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíåé, ïëàñòèí èîáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà. 1971. Ñ. 457�472.7. Lorenz R. Phys. Z. 1911. Bd. 12, N 7. S. 242�260.



ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÄËß ÍÀÑÒ�ÎÉÊÈÀÝ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�Î ÊÎÍÒÓ�ÀÅ. Ô. Æèãàëêî, À. È. Öâåòêîâ
Ïðè ñîçäàíèè íîâûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóá ó÷èòûâàþò íàêîïèâ-øèéñÿ îïûò, íîâûå òåõíîëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè è, êîíå÷íî, íîâûåäàííûå òåîðèè. Â äîêëàäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðîäóêòèâíîå ðàñ÷¼òíîå ìîäå-ëèðîâàíèå òå÷åíèÿ âîçäóõà â êàíàëå, îáðàçóþùåì ðàçîìêíóòûé êîíòóð,ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïðèìåíåíèåì ïðîãðàììíîé ñèñòåìû (â äàííîìñëó÷àå � ANSYS), èñïîëüçóþùåé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ìîäåëè-ðîâàíèå íàïðàâëåíî íà âûÿâëåíèå ý��åêòîâ �îðìû êàíàëà, â êîíòåêñòåñòðåìëåíèÿ ê îäíîðîäíîñòè ïîòîêà â ðàáî÷åé ñåêöèè. Â àíàëèçå ðåçóëü-òàòû ëîêàëüíûõ è îáùèõ ðàñ÷¼òîâ ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ îöåíêàìè, ïðåäî-ñòàâëÿåìûìè òåîðèåé.1. Öåëü èññëåäîâàíèÿ.Ïîñòàíîâêà âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷èÄëÿ çàâåðøåíèÿ ìîíòàæà è íàëàäêè îäíîé èç ó÷åáíûõ àýðîäè-íàìè÷åñêèõ òðóá ïîòðåáîâàëîñü çíàíèå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðî-öåññà, ïðåæäå ÷åì áûëè âîçìîæíûìè å¼ ïóñê è ñîçäàíèå ðåàëüíîãîïîòîêà. Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïîäðîáíîé èí�îðìàöèè î ñêîðîñòè èäàâëåíèè âîçäóõà â îñíîâíûõ ñåêöèÿõ óñòàíîâêè ïðîâåäåíî ìîäå-ëèðîâàíèå òå÷åíèÿ â ðàñ÷¼òå.Ñõåìàòè÷åñêè âèä �ýêâàòîðèàëüíîãî� ñå÷åíèÿ àýðîäèíàìè÷å-ñêîé òðóáû ïîêàçàí íà ðèñ. 1. Òðàäèöèîííàÿ ñõåìà âêëþ÷àåò âåíòè-ëÿòîð (1), ïîâîðîòíûå ñåêöèè ñ ðåø¼òêàìè ïðî�èëåé (2) è ðåñèâåðñ õîíåéêîìáîì (3) ïåðåä ðàáî÷åé ñåêöèåé (4).�àñ÷¼òû âûïîëíåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòàANSYS. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ANSYS ý��åêòèâåí â èññëåäî-âàíèè ïðîöåññîâ èç øèðîêîãî êðóãà íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ïðî-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 22 àïðåëÿ 2008 ã.
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�èñ. 1. Âèä �ýêâàòîðèàëüíîãî� ñå÷åíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáû.áëåì. Â îñíîâó ñèñòåìû ANSYS, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ìîäåëèðîâà-íèÿ çàäà÷ êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè, ïîëîæåí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ, â êîòîðîì ê âîçìîæíî áîëåå ÷àñòîìó äðîáëåíèþ ðàñ÷¼ò-íîé îáëàñòè ïðèáåãàþò äëÿ ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ ïîëÿ â áîëüøåéìåðå, íåæåëè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ (â îòëè÷èå îò ìåòî-äà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé) Â ñèñòåìå ANSYS ïåðåä ðàñ÷¼òîì çàäàþòðå�åðíîå ïîëå â ýëåìåíòàõ, à íà êîíòóðàõ � ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.Îïðåäåëÿþò òàêæå òèïû ïðîöåññîâ è íåîáõîäèìûå êîý��èöèåí-òû. �àñ÷¼ò ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð,ñõîäÿùèõñÿ ê ðåøåíèþ. ANSYS ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ñõîäè-ìîñòü, ïðåäîñòàâëÿÿ ñâåäåíèÿ î íîðìå ïðèðàùåíèé.Òèïè÷íûé ïðèìåð ãðà�èêà çàâèñèìîñòè íîðì ïðèðàùåíèé îò÷èñëà èòåðàöèé äàí íà âêëåéêå íà ðèñ. 6 (ðàñ÷¼ò òå÷åíèÿ îêîëîñòóïèöû âåíòèëÿòîðà).�àñ÷¼ò ïðîâîäèëñÿ äëÿ ëàìèíàðíîé è òóðáóëåíòíîé (÷èñëî Reïðåâîñõîäèò 104) ìîäåëåé òå÷åíèÿ, ñ âû÷èñëåíèåì êîý��èöèåíòîââÿçêîñòè ïî ñòàíäàðòíûì �îðìóëàì.Ïîñêîëüêó àýðîäèíàìè÷åñêàÿ òðóáà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì óñòðîé-ñòâîì, îñóùåñòâë¼í óïðîù¼ííûé ïîäõîä, â êîòîðîì çàäà÷à ìîäåëè-ðîâàíèÿ ðåøåíà ïî ÷àñòÿì äëÿ êîíêðåòíûõ îáëàñòåé.Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ðàñ÷¼òà (ëîêàëüíî) òå÷åíèÿ â ðàññìàòðè-



Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ íàñòðîéêè àýðîäèíàìè÷åñêîãî êîíòóðà 137âàåìîì ðàéîíå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêòðèíîé ANSYS ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Íà âõîäíîé ãðàíèöå ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè çàäà¼òñÿñêîðîñòü îäíîðîäíîãî ïîòîêà, à íà âûõîäíîé � èçáûòî÷íîå äàâëå-íèå (íàä ðå�åðíûì), ðàâíîå íóëþ. Â êà÷åñòâå ðå�åðíûõ çàäàíûíîðìàëüíûå óñëîâèÿ â âîçäóõå â ÑÈ. Íà êîíòóðå ñòåíêè òðóáû èñóùåñòâåííûõ óçëîâ �îðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñêî-ðîñòè ïîòîêà.2. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òà ïîòîêà â êîíòóðåÂ äîêëàäå ñîâåðø¼í îáçîð äàííûõ î òå÷åíèè â êîíòóðå ðåàëüíîéàýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáû, ïîëó÷åííûõ â ñåðèè ðàñ÷¼òîâ. Â îñíîâ-íîì ýòè ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñî ñëîæèâøåéñÿ çà ïðîäîëæèòåëü-íóþ èñòîðèþ âîïðîñà êàðòèíîé ïðîöåññà, èìåþùåé ïîäðîáíîå îïè-ñàíèå â ëèòåðàòóðå, ãäå, â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíà ðàáîòà ïîâîðîò-íûõ ñåêöèé. Èçâåñòíî, ÷òî ðåø¼òêà ïðî�èëåé â ïîâîðîòíîé ñåêöèèâûðàâíèâàåò ïîòîê è óìåíüøàåò ïîòåðè íàïîðà â êîíòóðå çà ñ÷¼òóïðàâëåíèÿ îòðûâîì ïîòîêà ïðè îáòåêàíèè âûïóêëîãî óãëà ñòåí-êè êàíàëà [1℄. Â �îðìàòå ýòîé ïóáëèêàöèè ñîñðåäîòî÷èìñÿ ëèøüíà äàííûõ î ìàëûõ, íî äîñàæäàþùèõ ý��åêòàõ, âëèÿþùèõ íà ïî-ãðåøíîñòü ýêñïåðèìåíòà â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå, êîòîðûå ïîëó-÷åíû â âû÷èñëèòåëüíûõ îïûòàõ. Ïðåæäå âñåãî, ýòî � �ñêîñ� ïîòîêà(ïåðåìåííîñòü ñêîðîñòè â âûõîäíîì ñå÷åíèè êîíòóðà) � íåóñòðàíè-ìîå ñëåäñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ òå÷åíèÿ â ïîâîðîòíûõ ñåêöèÿõ.Ïîâîðîòíûå óçëû êàíàëà àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáû, âêëþ÷àþ-ùèå ðåø¼òêè ïðî�èëåé, ñîãëàñíî ðàñ÷¼òíîé ìîäåëè, íå âïîëíå îáåñ-ïå÷èâàþò îäíîðîäíîñòü ÿäðà ïîòîêà. Òå÷åíèå â ðàáî÷åé ñåêöèè ïðè-áëèæåíî ê ñòðóéíîìó, èìååò ñóùåñòâåííóþ èçîáàðè÷åñêóþ ñäâè-ãîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ (�ñêîñ� ïîòîêà). Êëàññè÷åñêèé õîíåéêîìá íåìîæåò ý��åêòèâíî ïîäàâèòü ýòó ñîñòàâëÿþùóþ.2.1. Ñòðóêòóðà ïîòîêà â ïîâîðîòíîé ñåêöèè,ñîäåðæàùåé ðåø¼òêó ïðî�èëåéÂ ðàñ÷¼òå âçÿòà ñåêöèÿ (ïðÿìîå êîëåíî) ñ îäíîðîäíîé ðåø¼òêîéöèëèíäðè÷åñêèõ ïðî�èëåé. �åîìåòðèÿ êîìïîíîâêè âèäíà íà âêëåé-êå íà ðèñ. 7, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíû ïîëå äàâëåíèÿ (ðèñ. 7a) è



138 Å. Ô. Æèãàëêî, À. È. Öâåòêîââåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè (ðèñ. 7b). �àñ÷¼òû ïîäòâåðæäàþò ïðåä-ñòàâëåíèå î íåîäíîðîäíîñòè òå÷åíèÿ â ïîâîðîòíîì óçëå, ñîïðÿæ¼í-íîé ñ îòðûâîì ïîòîêà íà âûïóêëîì ðåáðå. Ñêîðîñòü âîçäóõà âîâõîäíîì òå÷åíèè (ñëåâà) áûëà ðàâíà 4, íî ýòè êàðòèíû òèïè÷íû èäëÿ áëèçêèõ ðåæèìîâ â ýòîé êîìïîíîâêå, êàê â ëàìèíàðíîé, òàêè â òóðáóëåíòíîé ìîäåëÿõ. Ïî âûõîäíîìó ñå÷åíèþ ñêîðîñòü ïåðå-ìåííà, íî äàâëåíèå ïîñòîÿííî. È â äàëüíåéøåì äàííûå î ðàñ÷¼òàõêàêîãî-ëèáî êëàññà ïðîöåññîâ áóäóò ïîêàçàíû ðåïðåçåíòàòèâíûìèïðèìåðàìè.2.2. �àñ÷¼òíîå îïðåäåëåíèå àãðåãàòíîãî ý��åêòàäâóõ ïîâîðîòíûõ ñåêöèé êàíàëàÂ ïðèìåðå áîëåå ñëîæíîé êîìïîíîâêè âçÿòû ïîñëåäîâàòåëüíîñîïðÿæ¼ííûå ýëåìåíòû, òàêèå æå, êàê òå, ÷òî áûëè ðàññìîòðåíûâ ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Íà âêëåéêå íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû ðàñ÷¼òíûåñêàëÿðíûå ïîëÿ äàâëåíèÿ (ðèñ 8a), âåëè÷èíû ñêîðîñòè (ðèñ 8b) èâåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè (ðèñ 8ñ, âõîäíîå ñå÷åíèå ñïðàâà). Ïîìè-ìî ïðÿìîãî íàëîæåíèÿ ý��åêòîâ êàæäîãî èç ïîâîðîòíûõ çâåíüåâ,ìîæíî îò÷¼òëèâî âèäåòü ëèíåéíûé ñêîøåííûé ïðî�èëü ñêîðîñòè ââûõîäíîì ñå÷åíèè, à òàêæå, ÷òî òå÷åíèå ñî ñêîñîì ñêîðîñòè � èçî-áàðè÷åñêîå! Íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè äîìèíèðóåòâ âûõîäíîì ñå÷åíèè.3. �àñ÷¼ò è âèçóàëèçàöèÿ òå÷åíèÿ â ðàçîìêíóòîìêîíòóðå ñ ÷åòûðüìÿ ïîâîðîòíûìè ñåêöèÿìèÑëåäóþùèé óðîâåíü îáîáùåíèÿ ñîäåðæàòåëüíîñòè ìîäåëè äî-ñòèãàåòñÿ â ïðîñòåéøåì ìàêåòå ðàçîìêíóòîãî àýðîäèíàìè÷åñêîãîêîíòóðà ñ ÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàðíûìè ïîâîðîòíûìè çâåíüÿìè. Íàâêëåéêå íà ðèñ. 9a èçîáðàæåíî ñêàëÿðíîå ïîëå âåëè÷èíû ñêîðîñòè,à íà ðèñ. 9b � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè.Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ê ðàáî÷åé ñåêöèè òðóáû ïðèõîäèò ïîòîê ññóùåñòâåííûì �ñêîñîì� ñêîðîñòè. Îñîáåííîñòüþ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿòî, ÷òî âõîäíîå è âûõîäíîå ñå÷åíèÿ íå ñâÿçàíû íåïîñðåäñòâåííî,êàê â íàòóðå, à ëèøü ÷åðåç ïîñðåäñòâî òå÷åíèÿ â òðóáå, ïîñêîëüêóíà íèõ ïîñòàâëåíû àâòîíîìíûå âõîäíûå è âûõîäíûå óñëîâèÿ, êàê



Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ íàñòðîéêè àýðîäèíàìè÷åñêîãî êîíòóðà 139ýòî îïèñàíî âûøå.Ïðèìåð ðàñ÷¼òà òå÷åíèÿ â êîìïîíîâêå, áîëåå ïðèáëèæ¼ííîé êðåàëüíîé, ïîêàçàí íà âêëåéêå íà ðèñ. 10. Íà ðèñ. 10a èçîáðàæåíîñêàëÿðíîå ïîëå âåëè÷èíû ñêîðîñòè, à íà ðèñ. 10b � âåêòîðíîå ïîëåñêîðîñòè.Áûëè ïðîâåäåí êîìïüþòåðíûé àíàëèç âîçìîæíîñòè óìåíüøå-íèÿ �ñêîñà� ïîòîêà â îïûòàõ ñ ðàçëè÷íûìè �îðìàìè ïðî�èëåé âïîâîðîòíûõ ðåø¼òêàõ è íàéäåíû ïîäõîäÿùèå ðåøåíèÿ. Íåîáõîäèìîîòìåòèòü, ÷òî �ñêîñ� ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì �àêòîðîì íåîäíî-ðîäíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè è ïðè èçìåíåíèè êîíñòðóêöèè, âåäóùåìê åãî óìåíüøåíèþ, ïîâûøàåòñÿ îòíîñèòåëüíîå çíà÷åíèå è ñóáúåê-òèâíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê íåîäíîðîäíîñòè òå÷åíèÿ, ïðèõîäÿùåãîâ ðàáî÷óþ ñåêöèþ. Ýòà ÷óâñòâèòåëüíîñòü îáóñëîâëåíà àýðîäèíàìè-÷åñêîé òåíüþ ïðî�èëåé ðåø¼òêè (ñì. ðèñ. 11 íà âêëåéêå). Ìîäè�è-êàöèÿ ïðî�èëåé ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñêîñà (ðèñ. 11b).4. �àñ÷¼òû ïðèìåðîâ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèéÒå÷åíèå â àýðîäèíàìè÷åñêîì êîíòóðå ñ îòêðûòîé ðàáî÷åé ñåê-öèåé íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì èëè îñåñèììåòðè÷íûì. Îíî, â èäåàëå,èìååò ïëîñêîñòü ñèììåòðèè (â íåé âûïîëíåí ðèñ. 1), ÷òî èñïîëüçó-þò ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðî-öåññà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èñõîäÿ èç äâóìåðíîé ìîäåëè, ìîæíîïðèáëèæ¼ííî ñóäèòü î ðåàëüíîì òð¼õìåðíîì òå÷åíèè, ðåøåíèå ïðî-ñòðàíñòâåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèâëåêàòåëüíîé öåëüþ. Äîñòèæå-íèþ ýòîé öåëè ìåøàåò ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííîéè âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.ANSYS ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ñ÷èòàòü òð¼õìåðíûå ïðî-öåññû. Íà âêëåéêå íà ðèñ. 12 ïîêàçàíû ïðèìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõðåçóëüòàòîâ. Êàê ñòðîèòñÿ ðàñ÷¼òíàÿ îáëàñòü, âèäíî èç ðèñ. 12a.Ñòðóêòóðà òð¼õìåðíîãî òå÷åíèÿ â ïîâîðîòíîé ñåêöèè âèäíà èçðèñ. 12b. Çäåñü ïîêàçàíî âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè. Îíî ïðèáëèæå-íî ê ñòðóéíîìó, õîòÿ îæèäàåòñÿ, ÷òî â óñòðîéñòâàõ äàííîãî òèïàíåîäíîðîäíîñòü ïàðàìåòðîâ ïî ñå÷åíèþ êàíàëà äîëæíà áûòü ïðå-íåáðåæèìîé.



140 Å. Ô. Æèãàëêî, À. È. Öâåòêîâ5. ÂûâîäûÊîìïüþòåðíûé àíàëèç òå÷åíèÿ âîçäóõà â êîíòóðå àýðîäèíàìè-÷åñêîé òðóáû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ANSYS ïðèâîäèò ê îáú-ÿñíåíèþ �ñêîñà� ïîòîêà è äðóãèõ ïîãðåøíîñòåé è óêàçûâàåò ïóòè êèõ óìåíüøåíèþ íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ äàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè êîìïî-íîâêàìè.Ëèòåðàòóðà1. Áàóëèí Ê.Ê., Èäåëü÷èê È.Å. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿâîçäóõà â êîëåíàõ. Òåõíè÷åñêèå çàìåòêè �23, ÎÍÒÈ ÍÊÒÏ ÑÑÑ� �ÍÒÈÌÌ,Ì., 1934. 24 ñ.



ÄÎÊËÀÄÛ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÅ Â ÑÁÎ�ÍÈÊÍåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè áàëîê, ïëàñòèí è îáîëî÷åêÄîêëàä íà ñåìèíàðå 6 íîÿáðÿ 2007 ã.Ï. Å. Òîâñòèê�ÅÇÞÌÅÄëÿ çàäà÷ ñòàòèêè, ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè áàëîê, ïëàñòèíè îáîëî÷åê îáñóæäàåòñÿ ìîäåëü Òèìîøåíêî��åéññíåðà, ó÷èòûâàþùàÿ ñäâèã âñðàâíåíèè ñ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ Êèðõãî�à�Ëÿâà è ñ òðåõìåðíîé òåîðèåéóïðóãîñòè. Íà ðÿäå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ óñòàíîâëåí àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåðîäíîìåðíûõ è äâóõìåðíûõ ìîäåëåé è íàéäåíà îáëàñòü èõ ïðèìåíèìîñòè. Òàêæåîáñóæäàþòñÿ ìîäåëè ÊË è Ò� äëÿ ïëàñòèí è îáîëî÷åê, ëåæàùèõ íà óïðóãîìîñíîâàíèè. Êàê ïëàñòèíà, òàê è îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàþòñÿ èçãîòîâëåííûìè èçòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Ïðè àíàëèçå èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíûéïîäõîä, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå äâîÿêî ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèèïî ïîâåðõíîñòíûì êîîðäèíàòàì, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîíòóðå èãíîðèðó-þòñÿ (ëèáî ïëàñòèíà ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íîé). Èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèéìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà ìàëîñòè òîëùèíû îáîëî÷êè ïî ñðàâíå-íèþ ñ äëèíîé âîëíû íà ïîâåðõíîñòè. Îñîáîå âíèìàíèå îáðàùàåòñÿ íà ïîñòðîå-íèå �îðì êîëåáàíèé è ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ïîëó-ïðîñòðàíñòâà èëè ëåæàùåé íà íåì ïëàñòèíû.
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�àñ÷åò ïëàñòè÷íîñòè ïðåâðàùåíèÿ â öèëèíäðåèç íèêåëèäà òèòàíà ïðè îõëàæäåíèè ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþÄîêëàä íà ñåìèíàðå 18 äåêàáðÿ 2007 ã.À. Ñ. Êóõàðåâà è À. Å. Âîëêîâ�ÅÇÞÌÅ�åøåíà ñâÿçíàÿ òåðìîìåõàíè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà èçTiNi â óñëîâèÿõ îõëàæäåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòè ïðè äåéñòâèè âíåøíåé îñåâîé ñèëû.Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ñðåäû çàäàíû ìèêðîñòðóêòóðíîé ìîäåëüþ. Ïðîâå-äåíû ðàñ÷åòû ïëàñòè÷íîñòè ïðåâðàùåíèÿ äëÿ öèëèíäðîâ ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ.Îòìå÷åíî, ÷òî äàæå ïðè ìàëîé ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ òåìïåðàòóðà, íàïðÿæåíèÿè îáúåìíàÿ äîëÿ ìàðòåíñèòà íåîäíîðîäíû, à îáóñëîâëåííàÿ ïðåâðàùåíèåì äå-�îðìàöèÿ â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ ñèëû óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâòåëà.
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Îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîäïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ãàçîâîé äèíàìèêèÄîêëàä íà ñåìèíàðå 11 ìàðòà 2008 ã.À. Â. Ïóñòîâàëîâ�ÅÇÞÌÅ�àññìîòðåíî èñïîëüçîâàíèå ïàðàäèãìû îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ (ÎÎÏ) ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçî-âîé äèíàìèêè. Ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñòðóêòóðà ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ãàçîäèíàìè÷åñêèì çàäà÷àì. Âûäåëåíû îñíîâ-íûå êëàññû è îáúåêòû, ìåõàíèçìû èõ âçàèìîäåéñòâèÿ è ñ�îðìèðîâàíà áàçîâàÿñðåäà ðàçðàáîòêè, íà îñíîâå êîòîðîé ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñïåöèàëèçèðîâàí-íûå ñðåäû äëÿ êîíêðåòíûõ òèïîâ çàäà÷. Ý��åêòèâíîñòü ÎÎÏ è ñîçäàííîéñðåäû ðàçðàáîòêè áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ðÿäå ïðèìåðîâ.
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Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòêîëåáàíèé êîíòàêòíîé ïîäâåñêèÄîêëàä íà ñåìèíàðå 8 àïðåëÿ 2008 ã.Þ. À. Àíòîíîâ�ÅÇÞÌÅÊîëåáàíèå êîíòàêòíîé ïîäâåñêè, âûçâàííîå òîêîïðèåìíèêîì, ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíî ñóïåðïîçèöèåé ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ýòî ñâÿçàíî ñ ëèíåéíî-ñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ïîëíîòîé ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ìîä. Ñàìîå îá-ùåå èç ðàññìîòðåííûõ íèæå óðàâíåíèé èìååò âèä�2Y (x; t)�t2 + ~LY (x; t) = F�S Æ(x� �t);ãäå Y (x; t) � îòæàòèå êîíòàêòíîãî ïðîâîäà, ~L � ñàìîñîïðÿæåííûé äè��åðåí-öèàëüíûé îïåðàòîð, íå ñîäåðæàùèé t, à �; F; S; � � ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü,ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîíòàêòíîãî ïðîâîäà, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòî-ðîíû òîêîïðèåìíèêà è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîåçäà. Êîíêðåòíûé âèä îïåðàòîðà~L îïðåäåëÿåòñÿ òåìè ìîäåëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, â ðàìêàõ êîòîðûõ èäå-àëèçèðóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåàëüíîé êîíòàêòíîé ïîäâåñêè. �åøåíèå ìîæåò áûòüâûðàæåíî ÷åðåç ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîäåëüíîãî îïå-ðàòîðà: Y (x; t) = F�S 1Xn=1  n(x)p�n Z t0  n(��) sin (p�n(t� �))d�;ïðè óñëîâèè, ÷òî ~L n(x) = �n n(x).Îñíîâíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ñîáñòâåí-íûõ �óíêöèé { n(x)} è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �n. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåëè÷èíòàêæå ìîæåò áûòü âûðàæåíà ýëàñòè÷íîñòü êîíòàêòíîé ïîäâåñêè:�(x) = 1�S 1Xn=1  2n(x)�n :Êàê ïðèìåð ðàññìîòðåí ñëåäóþùèé âèä ìîäåëüíîãî îïåðàòîðà ~L:~L = � T�S d2ds2 � "�S NXi=1 Æ(x � xi);ãäå " � ý��åêòèâíàÿ æåñòêîñòü. Âòîðîå ñëàãàåìîå â îïåðàòîðå ó÷èòûâàåò âçà-èìîäåéñòâèå êîíòàêòíîãî ïðîâîäà ñ ýëåìåíòàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè ðàâíîýëà-ñòè÷íîñòü ïîäâåñêè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå ëèíåéíî ïî ñìåùå-



Äîêëàäû, íå âîøåäøèå â ñáîðíèê 145íèþ. Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäå-íèÿ �n. Ýòî óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà2 
os(knD) + "knT sin(knD);ãäå D � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòðóíàìè, à kn = p�n
 , 
2 = T�S . Ñòåïåíü óðàâíåíèÿðàâíà ÷èñëó ýëåìåíòîâ íåîäíîðîäíîñòè íà àíêåðíîì ó÷àñòêå (�300), à êîý��è-öèåíòû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåíüþ óðàâíåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî íàéäåí-íîãî êîðíÿ íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå 2 
os(x) + Ax sin(x) = Zn, (ãäå A = "DT ,x = knD ), â êîòîðîì âåëè÷èíà " íåèçâåñòíà è äîëæíà ïîäáèðàòüñÿ òàê, ÷òî-áû íàéäåííûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû kn ïðèâîäèëè ê íîðìàòèâíîìó çíà÷åíèþñðåäíåé ýëàñòè÷íîñòè �� = 1�SD 1Xn=1 1�n = 1TD 1Xn=1 1k2n :Êàæäîìó êîðíþ èç fZng ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé òðàíñöåí-äåíòíîãî óðàâíåíèÿ, íî âñå ïåðâûå êîðíè ñîáèðàþòñÿ â îäíó ïîëîñó, çàòåì �çà-ïðåùåííàÿ çîíà� è ñëåäóþùàÿ ïîëîñà ñîîòâåòñòâóþùàÿ âòîðûì êîðíÿì è ò.ä.Âî âòîðîé ïîëîñå ÷àñòîòû óæå äîñòàòî÷íî âûñîêèå è èõ ìîæíî íå ó÷èòûâàòüíà �îíå ïåðâîé ïîëîñû � äëÿ ðåàëüíîãî àíêåðíîãî ó÷àñòêà â íåé � 25� 14 ÷à-ñòîò, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå îò 1 äî 11 �ö. Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì óñïåøíîïðèìåíåí ê ðàñ÷åòó ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äâóõïðîëåòíîãî ó÷àñòêà êîíòàêòíîéïîäâåñêè äëèííîé 130 ì.



ÎÁ ÀÂÒÎ�ÀÕÀíèñèìîâ Âëàäèìèð Þðüåâè÷� âûïóñêíèê êà�åäðû òåî-ðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �à-êóëüòåòà ÑÏá�Ó. Àâòîð 4 îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïî âîïðîñàìóñòîé÷èâîñòè àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ. Â 2008 ã. çàùèòèëêàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ïî òåìå �Âëèÿíèå ñäâèãà íà óñòîé÷è-âîñòü îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ïðè îñåâîì ñæàòèè�. Íàó÷íûé ðóêîâîäè-òåëü � ïðî�. Ï. Å. Òîâñòèê.Àíòîíîâ Þðèé Àëåêñàíäðîâè÷� ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëüêà�åäðû �èçèêè Ï�ÓÏÑ. Îêîí÷èë �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò Ë�Ó.Âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè íà êîí�åðåíöèÿõ ELTrans. ÀñïèðàíòÏ�ÓÏÑ. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ê.Ê. Êèì.Âîëêîâ Àëåêñàíäð Åâãåíüåâè÷� çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåéïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ ÍÈÈÌÌ, äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõíàóê, ïðî�åññîð êà�åäðû òåîðèè óïðóãîñòè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè-÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, àâòîð ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò â îáëàñòèìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (ìàòåðèàëû ñ ïàìÿòüþ�îðìû).Åðøîâà Çèíàèäà �åîðãèåâíà� êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè-÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êà�åäðû òåõíè÷åñêîé ìåõàíèêè Òóòàåâñêîãî�èëèàëà �ÎÓ ÂÏÎ ��ûáèíñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ àâèàöèîííàÿ òåõ-íîëîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ èìåíè Ï.À. Ñîëîâüåâà� (ÒÔ ��ÀÒÀ), ñïå-öèàëèñò â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé.Æèãàëêî Åâãåíèé Ôàääååâè÷� çàâåäóþùèé êà�åäðîé ïðè-êëàäíîé ìàòåìàòèêè Ï�ÓÏÑ, ïðî�åññîð, äîêòîð �èçèêî-ìàòåìà-òè÷åñêèõ íàóê, àâòîð ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò ïî âîïðîñàì ãèäðîìå-õàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.Êóõàðåâà Àííà Ñåðãååâíà� âûïóñêíèöà êà�åäðû òåîðèèóïðóãîñòè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, â 2005ã. çàùèòèëà ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ ïî òåìå ��åøåíèå êðàåâîé



Îá àâòîðàõ 147çàäà÷è äëÿ ñïëîøíîãî öèëèíäðà èç ñïëàâà ñ ïàìÿòüþ �îðìû, íà-ãðóæåííîãî îñåâîé ñèëîé è îõëàæäàåìîãî ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè�.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àñïèðàíòêà 3-ãî êóðñà êà�åäðû òåîðèè óïðóãî-ñòè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó. Íàó÷íûé ðóêî-âîäèòåëü � ïðî�. À. Å. Âîëêîâ.Ëåáåäåâà Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà�êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõíàóê, àññèñòåíò êà�åäðû ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè è èíæåíåðíîé ãðà-�èêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýëåêòðîòåõíè÷åñêî-ãî óíèâåðñèòåòà (ËÝÒÈ èì. Â.È. Óëüÿíîâà (Ëåíèíà)). Â 2007 ã.îêîí÷èëà àñïèðàíòóðó ÑÏá�ÝÒÓ (ËÝÒÈ) è çàùèòèëà êàíäèäàò-ñêóþ äèññåðòàöèþ ïî òåìå �Èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ñèñòåìûïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóð â ãåðíèî-ëîãèè�. ßâëÿåòñÿ àâòîðîì 28 ïóáëèêàöèé. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòå-ðåñîâ � áèîìåõàíèêà. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ï. È. Áåãóí.Ìèõååâ Àðòåì Âàëåðüåâè÷�êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè-÷åñêèõ íàóê, ïðåïîäàâàòåëü êà�åäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè �2Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýëåêòðîòåõíè÷åñêîãî óíè-âåðñèòåòà, àâòîð 7 ïóáëèêàöèé ïî âîïðîñàì ìåõàíèêè òîíêîñòåííûõêîíñòðóêöèé.Ìîðùèíèíà Äèàíà Àëåêñååâíà� àñïèðàíòêà êà�åäðû âû-÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òåëà �àêóëüòåòàïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè�ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÑÏá�Ó. Íàó÷íûéðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Þ. Ì. Äàëü.Ïàâèëàéíåí Âîëüäåìàð ßêîâëåâè÷� ëàóðåàò �îñóäàð-ñòâåííîé ïðåìèè ÑÑÑ�, äîöåíò êà�åäðû òåîðèè óïðóãîñòèìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, àâòîð áîëåå 80 ðà-áîò (â òîì ÷èñëå äâóõ ìîíîãðà�èé) â îáëàñòè ìåõàíèêè äå�îðìè-ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (òåîðèÿ îáîëî÷åê), ñïåöèàëèñò ïî ïðîåêòè-ðîâàíèþ è ðàñ÷åòó àðìèðîâàííûõ æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé.Ïóñòîâàëîâ Àëåêñàíäð Âèòàëüåâè÷�âûïóñêíèê êà�åäðûïëàçìîãàçîäèíàìèêè è òåïëîòåõíèêè Á�ÒÓ, èíæåíåð-êîíñòðóêòîð1-é êàòåãîðèè ðàñ÷åòíî-èññëåäîâàòåëüñêîãî îòäåëåíèÿ ÎÀÎ "ÊÁ-ÑÌ". Â 2007 ã. çàùèòèë äèññåðòàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ íà ñîèñêà-íèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà òåõíè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè01.02.05 � �Ìåõàíèêà æèäêîñòè, ãàçà è ïëàçìû�. Íàó÷íûé ðóêîâî-äèòåëü � ïðî�. Â.Í. Åìåëüÿíîâ.�îìàíîâà Àíãåëèíà Àëåêñàíäðîâíà� âûïóñêíèöà êà-
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�å�åðàòû 153�ÅÔÅ�ÀÒÛÓÄÊ 539Àíèñèìîâ Â.Þ. Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ñ íèç-êîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ ïðè îñåâîì ñæàòèè. // Òðóäû ñå-ìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.Îöåíåíî âëèÿíèå ñäâèãà íà âîçìîæíîñòü ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèîáîëî÷êîé âðàùåíèÿ â ðåçóëüòàòå åå îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè,êîãäà íàãðóçêà äîñòèãàåò ïðåäåëüíîé òî÷êè íà êðèâîé íàãðóçêà-ïðîãèá. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû, îïèñûâàþùèå çàâè-ñèìîñòü êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îáîëî÷êè îò ñäâèãîâîãî ïàðàìåò-ðà, óãëà êîíóñíîñòè è êðèâèçíû. �àññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êîé âðàùåíèÿ â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè. Ïðî-âåäåíî ñðàâíåíèå äâóõ âèäîâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è íàéäåíû óñëî-âèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî òîò èëè èíîé âèä ïîòåðè óñòîé÷èâî-ñòè.Áèáëèîãð. 2 íàçâ. Èë. 4.ÓÄÊ 534.1Åðøîâà Ç. �. Âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ è ðàçìåðîâöèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó ïðè îñå-âîì ñæàòèè. // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõà-íèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.Èññëåäóåòñÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè, ïîä-âåðãíóòîé îñåâîìó ñæàòèþ, ïðè ýòîì îäèí èç ïðÿìîëèíåéíûõ êðàåâîáîëî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñëàáîçàêðåïëåííûì. Ñíà÷àëà èññëåäóåòñÿ âëè-ÿíèå øèðèíû è äëèíû ïàíåëè íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, ïðè ýòîìêðèâîëèíåéíûå êðàÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ øàðíèðíî îïåðòûìè. Ïðîâå-äåí àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè óçêîé öèëèíäðè÷åñêîéïàíåëè. Çàòåì, äëÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ ïðÿìîëèíåé-íûõ êðàåâ, îäèí èç êîòîðûõ ñëàáî çàêðåïëåí, îïðåäåëÿåòñÿ øèðè-íà ïàíåëè, ïðè êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðåãàòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-ìè íà äðóãîì ïðÿìîëèíåéíîì êðàþ è èññëåäîâàíà ïîòåðÿ óñòîé÷è-âîñòè ïîëóáåñêîíå÷íîé â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè öèëèíäðè÷åñêîéïàíåëè, ïðè ýòîì ðàññìîòðåíû çàêðåïëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ êðàåâ,



154 �å�åðàòûïðèíàäëåæàùèå ãðóïïàì çàäåëêè è øàðíèðíîé îïîðû.Áèáëèîãð. 8 íàçâ. Èë. 5. Òàáë. 2.ÓÄÊ 532.517.2Æèãàëêî Å.Ô., Öâåòêîâ À.È. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâà-íèå äëÿ íàñòðîéêè àýðîäèíàìè÷åñêîãî êîíòóðà. // Òðóäûñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.Ïðè ñîçäàíèè íîâûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóá ó÷èòûâàþò íàêî-ïèâøèéñÿ îïûò, íîâûå òåõíîëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè è, êîíå÷íî,íîâûå äàííûå òåîðèè. Â äîêëàäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðîäóêòèâíîå ðàñ-÷¼òíîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ âîçäóõà â êàíàëå, îáðàçóþùåì ðàçî-ìêíóòûé êîíòóð ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïðèìåíåíèåì ïðîãðàìì-íîé ñèñòåìû (â äàííîì ñëó÷àå � ANSYS) èñïîëüçóþùåé ìåòîä êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ìîäåëèðîâàíèå íàïðàâëåíî íà âûÿâëåíèå ý�-�åêòîâ �îðìû êàíàëà, â êîíòåêñòå ñòðåìëåíèÿ ê îäíîðîäíîñòè ïî-òîêà â ðàáî÷åé ñåêöèè. Â àíàëèçå ðåçóëüòàòû ëîêàëüíûõ è îáùèõðàñ÷¼òîâ ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ îöåíêàìè, ïðåäîñòàâëÿåìûìè òåîðèåé.Áèáëèîãð. 1 íàçâ. Èë.15.ÓÄÊ 612.76Ëåáåäåâà Å. À. Èí�îðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ñèñòåìûïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóðâ ãåðíèîëîãèè.// Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìå-õàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.Ïîñòðîåíû êîìïüþòåðíûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå ðåàëüíóþ ãåî-ìåòðèþ è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèñòðóêòóð îáëàñòåé òå-ëà, ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ èõ ìåõàíè÷åñêèõñâîéñòâ èíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. �àçðàáîòàíáèîìåõàíè÷åñêèé ìåòîä ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðå-çóëüòàòîâðåêîíñòðóêòèâíûõ îïåðàöèé íà îñíîâå êîìïüþòåðíîãîìîäåëèðîâàíèÿ è êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèéè íîâîå èí�îðìàöèîí-íîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ïðåäîïåðàöèîííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿ-íèÿñòðóêòóð â ãåðíèîëîãèè.Áèáëèîãð. 9 íàçâ. Èë. 4.



�å�åðàòû 155ÓÄÊ 534.1Ìèõååâ À. Â. Âëèÿíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé âîñíîâàíèè íà ëîêàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü îðòîòðîïíûõ îáî-ëî÷åê // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêèÑ.Ï.Òèìîøåíêî, äàí âûâîä ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ, âûïîëíåí ðàñ-÷åò ÷àñòîò è �îðì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåä-ñòàâëåíû â âèäå òàáëèö è ãðà�èêîâ.Áèáëèîãð. 2 íàçâ. Èë. 2. Òàáë. 1.ÓÄÊ 539. 3Ìîðùèíèíà Ä. À. Ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìå-ùåíèé â èíòðàîêóëÿðíûõ ëèíçàõ (ÈÎË). // Òðóäû ñåìèíàðà¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã.Ñ. 00�00.�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ îïòè÷åñêîãî äèñêà ÈÎË, çàãðóæåííîãî ñàìîóðàâíîâåøåííû-ìè ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè è ìîìåíòàìè. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèåâûâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â äèñêå,ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïîëóïëîñêîñòè. Íà îñíîâå íåëè-íåéíîé òåîðèè èçãèáà òîíêèõ êðèâîëèíåéíûõ ñòåðæíåé èññëåäóåòñÿíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïîðíûõ ýëåìåíòîâ ÈÎË.Áèáëèîãð. 9 íàçâ. Èë. 10.ÓÄÊ 534.1Ïàâèëàéíåí Â.ß., Òóëêèíà À.Í. �àñ÷åò ÷àñòîò è �îðì ñâî-áîäíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõà-íèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêèÑ.Ï.Òèìîøåíêî, äàí âûâîä ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ, âûïîëíåí ðàñ-÷åò ÷àñòîò è �îðì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåä-ñòàâëåíû â âèäå òàáëèö è ãðà�èêîâ.Áèáëèîãð. 3 íàçâ. Èë. 8. Òàáë. 4.



156 �å�åðàòûÓÄÊ 534.1�îìàíîâà À.À. Ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëè äå�îðìàöèèðåøåò-÷àòîé ïëàñòèíû äèñêàçðèòåëüíîãî íåðâà. // Òðóäû ñåìèíàðà¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã.Ñ. 00�00.Ïðåäñòàâëåíû ìîäåëè äå�îðìàöèè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè äèñ-êà çðèòåëüíîãî íåðâà. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ðåøåò÷àòàÿ ïëàñòèí-êà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷àñòü ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçà. Ñðàâíè-âàþòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîãèá ïëàñòèí-êè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñêëåðû è áåç íåãî. Ïðîâäèòñÿ òàêæå ñðàâíå-íèå ïðîãèáîâ ïëàñòèíêè ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîé êðèâèçíû ïëàñòèíêè èáåç ó÷åòîì íà÷àëüíîé êðèâèçíû. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ðåøåò÷à-òàÿ ïëàñòèíêà ìîäåëèðóåòñÿ êàê ïîëîãàÿ îáîëî÷êà. Ïîêàçàíî, êà-êîå âëèÿíèå íà �îðìó ïðîãèáà îêàçûâàåò ó÷åò íà÷àëüíîé êðèâèçíûîáîëî÷êè ïðè âíåøíåì äàâëåíèè íà ïîëîãóþ îáîëî÷êó.Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 8. Òàáë. 2.ÓÄÊ 534.1Ñàéêîâà Ì. Ñ. Íåëèíåéíûé èçãèá ÷åòâåðòè êîëüöà ïðèäåéñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþ-òåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.�àññìàòðèâàåòñÿ ñèëüíûé èçãèá ÷åòâåðòè êðóãîâîãî êîëüöà,îäèí êîíåö êîòîðîãî æåñòêî çàùåìëåí, à íà äðóãîì äåéñòâóåò ãîðè-çîíòàëüíàÿ ñèëà, íå ìåíÿþùàÿ ñâîåãî íàïðàâëåíèÿ â ïðîöåññå äå-�îðìàöèè. Ìåòîäîì ýëëèïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷åíî ðåøåíèåíåëèíåéíîé çàäà÷è è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû. Ïðî-âåäåíû ðàñ÷åòû íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, àòàêæå ÷èñëåííûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðåçóëüòàòû êîòî-ðûõ ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèö è ãðà�èêîâ.Áèáëèîãð. 5 íàçâ. Èë. 7. Òàáë. 2.ÓÄÊ 534.1Ñìîëüíèêîâ Á. À. Ôðàêòàëüíîå òâåðäîå òåëî â çàäà÷àõàíàëèòè÷åêîé ìåõàíèêè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûåìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü òâåðäîãî òåëà � �ðàêòàëüíîå òâåð-äîå òåëî (ÔÒÒ), ïîçâîëÿþùàÿ èññëåäîâàòü äèíàìèêó ýâîëþöèîí-



�å�åðàòû 157íîãî ïðîöåññà ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåé äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîéýíåðãèè. Ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÔÒÒ, ñîäåðæàùàÿ íåëè-íåéíûå äèññèïàòèâíûå ñëàãàåìûå, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäÿò òðåòüèïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàò ïî âðåìåíè. Ïðåäëàãàåìîå îïèñàíèå ýâî-ëþöèîííîé äèíàìèêè ÔÒÒ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ òåîðèè íåëè-íåéíûõ êîëåáàíèé è óñòîé÷âîñòè äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë.Áèáëèîãð. 5 íàçâ. Èë. 3.ÓÄÊ 539.3Òîâñòèê Ï. Å., Òîâñòèê Ò. Ï. Äâóõìåðíûå ìîäåëè ïëàñòèíèç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåð-íûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2007�2008 ãã. Ñ. 00�00.Â ñòàòüå äàåòñÿ âûâîä äâóõìåðíîé ïðèáëèæåííîé ìîäåëè ïëà-ñòèíû èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ êîñîé àíèçîòðîïèåé ïðè ïëîñ-êîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ãèïîòåçÊèðõãî�à�Ëÿâà ëèáî Òèìîøåíêî��åéññíåðà î ñîõðàíåíèè ïðÿìî-ëèíåéíîñòè íîðìàëüíîãî äî äå�îðìàöèè âîëîêíà íå äàåò óäîâëå-òâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ñðàâíåíèè ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðå-øåíèåì òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè. �àçëè÷èå íàáëþ-äàåòñÿ óæå â ãëàâíîì ÷ëåíå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿäïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà òîíêîñòåííîñòè, ðàâíîãî îòíîøåíèþòîëùèíû ïëàñòèíû ê äëèíå âîëíû äå�îðìàöèè.Áèáëèîãð. 5 íàçâ. Òàáë. 1.
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�èñ. 1. Ýïþðà íàïðÿæåíèé â ñòðóêòóðàõ áðþøíîé ñòåíêè ïðèïàòîëîãè÷åñêîì îáðàçîâàíèè â áåëîé ëèíèè æèâîòà (ê ñòàòüåÅ. Ëåáåäåâîé).

�èñ. 2. Ýïþðà ïåðåìåùåíèé â ñòðóêòóðàõ áðþøíîé ñòåíêè ïðèïàòîëîãè÷åñêîì îáðàçîâàíèè â áåëîé ëèíèè æèâîòà (ê ñòàòüåÅ. Ëåáåäåâîé).



�èñ. 3. Äå�îðìàöèÿ ñîñòàâíîé îáîëî÷êè ñ ïëîñêîé ïëàñòèíîé(ê ñòàòüå À. �îìàíîâîé).

�èñ. 4. Äå�îðìàöèÿ ñîñòàâíîé îáîëî÷êè ñî ñëåãêà âûïóêëîéïëîñêîé ïëàñòèíîé (ê ñòàòüå À. �îìàíîâîé).



�èñ. 5. Äå�îðìàöèÿ îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãîäàâëåíèÿ (ê ñòàòüå À. �îìàíîâîé).

�èñ. 6. Õàðàêòåð ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (êñòàòüå Å. Æèãàëêî è À. Öâåòêîâà).



�èñ. 7. Òå÷åíèå â ïîâîðîòíîé ñåêöèè êîíòóðà: a � ïîëå äàâëåíèÿ,b� âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè (ê ñòàòüå Å.Æèãàëêî è À. Öâåòêîâà).

�èñ. 8. Òå÷åíèå âîçäóõà â êàíàëå, ñîäåðæàùåì äâå ïîâî-ðîòíûå ñåêöèè: a � ïîëå äàâëåíèÿ, b � ñêàëÿðíîå ïîëåñêîðîñòè, 
 � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè (ê ñòàòüå Å. Æè-ãàëêî è À. Öâåòêîâà).



�èñ. 9. Hàçîìêíóòûé àýðîäèíàìè÷åñêèé êîíòóð ñ ÷åòûðüìÿ ýëå-ìåíòàðíûìè ïîâîðîòíûìè çâåíüÿìè: a � ñêàëÿðíîå ïîëå âåëè÷è-íû ñêîðîñòè, b � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè (ê ñòàòüå Å. Æèãàëêîè À. Öâåòêîâà).



�èñ. 10. Ïðèìåð ðàñ÷¼òà òå÷åíèÿ â êîìïîíîâêå, áîëåå ïðèáëèæ¼í-íîé ê ðåàëüíîé: a � ñêàëÿðíîå ïîëå âåëè÷èíû ñêîðîñòè, b � âåê-òîðíîå ïîëå ñêîðîñòè (ê ñòàòüå Å. Æèãàëêî è À. Öâåòêîâà).



�èñ. 11. Çàâèñèìîñòü ñêîñà ïîòîêà îò �îðìû ïîâîðîòíîé ñåêöèè(ê ñòàòüå Å. Æèãàëêî è À. Öâåòêîâà).

�èñ. 12. �àñ÷¼ò ïðîñòðàíñòâåííîãî òå÷åíèÿ âîçäóõà â ïîâîðîòíîé ñåêöèè êàíàëà:a � âèä êîíòóðîâ â îäíîé èç �àç ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè òå÷åíèÿ, b � âåêòîðíîåïîëå ñêîðîñòè â êîëåíå íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì äàæå ïðè îäíîðîäíûõ óñëîâèÿõ íàâõîäå (ê ñòàòüå Å. Æèãàëêî è À. Öâåòêîâà).


