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Îò ðåäàêöèè

Â ÷åòâåðòîì íîìåðå 15-ãî òîìà ïóáëèêóþòñÿ ðàáîòû âåäóùèõ ó÷¼íûõ è
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ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ èìåíè Å.Â. Âîñ-
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ñêèì Ìîðäîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà è Ñðåä-
íåâîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (â 2013 ãîäó
- ãðàíò � 13-01-06814).

Âñå ñòàòüè èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåöåíçèè, à ñàì æóðíàë (êðîìå ïîäïèñ-
êè ÷åðåç êàòàëîã ¾Ïî÷òà Ðîññèè¿) äîñòóïåí òåïåðü è â ñåòè Internet íà ñàéòå
Elibrary.ru.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ãðóáûõ êàñêàäîâ íà

ïîâåðõíîñòÿõ ñ íåòðèâèàëüíûìè îäíîìåðíûìè

áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Ò.Ì. Ìèòðÿêîâà2, Î.Â. Ïî÷èíêà3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè
(ãëàäêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþ-
ùèì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû) ó ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ íåòðèâèàëüíûìè îäíîìåðíûìè áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà, íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî,
ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóáûå ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìû f , çàäàííûå íà äâóìåðíîì ãëàäêîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M .
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè [10], ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ Ωf = Λ1∪ · · · ∪Λm , íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæå-
ñòâàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíóþ òðàåêòîðèþ. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî,
îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(M) ìíîæåñòâî ãðóáûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M → M , êàæäîå
íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì.

Ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ãðóáîãî äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
óáûâàþùàÿ âäîëü áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé è ïîñòîÿííàÿ íà áàçèñíûõ ìíîæåñòâàõ. Ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ f , åñëè ìíîæåñòâî å¼
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì Ωf .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-
ìû.

Ò å î ð å ì à 0.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ S(M) ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà âíå íåòðèâèàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ 12-01-00672,
13-01-12452-îôè-ì ÐÔÔÈ è ãðàíòà Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ
íà îêàçàíèå óñëóã â 2012-2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè
(øèôð çàÿâêè 1.1907.2011).

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
vgrines@yandex.ru

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
tatiana.mitryakova@yandex.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; olga-pochinka@yandex.ru
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1. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà S(M)

Äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ ïî ýòîìó ðàçäåëó ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüå [2] èëè â
ãëàâå 9 êíèãè [3].

Ïóñòü f ∈ S(M) . Íàïîìíèì, ÷òî ïàðà ÷èñåë (a, b) , ãäå a = dim W u
x , b = dim W s

x , x ∈
Λ íàçûâàåòñÿ òèïîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ äèôôåîìîðôèçìà f . Ëþáîå íåòðèâèàëü-
íîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà ïîâåðõíîñòè èìååò òèï (1, 1) . Ïðè ýòîì, åñëè
áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ îäíîìåðíî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì4,
ðàâíîñèëüíî, ëèáî W u

Λ =
∪
x∈Λ

W u
x = Λ , ëèáî W s

Λ =
∪
x∈Λ

W s
x = Λ .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Λ õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s
p \p (W u

p \p)
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Λ . Òî÷êà p ∈ Λ íàçûâåòñÿ s -ãðàíè÷íîé (u -ãðàíè÷íîé ) òî÷-
êîé àòòðàêòîðà (ðåïåëëåðà) Λ , åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

p \p (W u
p \p)

íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Λ , îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓs∅p (ℓu∅p ) òàêóþ êîìïîíåíòó. Ëþáîé àòòðàêòîð (ðå-
ïåëëåð) Λ èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî PΛ s -ãðàíè÷íûõ (u -ãðàíè÷íûõ ) òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ
îòäåëèìûì â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Ðèñ. 1: Îòäåëèìûé àòòðàêòîð

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Îäíîìåðíûé àòòðàêòîð Λ äèôôåîìîðôèçìà f íàçî-
âåì îòäåëèìûì, åñëè:

1) cl (W s
Λ) \ W s

Λ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ΓΛ ñåäëîâûõ è èñòî÷íèêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê èç òðèâèàëüíûõ áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ äèôôåîìîðôèçìà f ;

2) äëÿ ëþáîé s -ãðàíè÷íîé òî÷êè p ∈ PΛ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî cl(ℓs∅p ) \ ℓs∅p = p∪α ,
ãäå α ∈ ΓΛ � èñòî÷íèêîâàÿ òî÷êà;

3) äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ ΓΛ ìíîãîîáðàçèå W s
σ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåóñòîé-

÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè äðóãèõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, à íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðà-
òðèñà ℓuσ ëèáî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ W s

Λ , ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì W s
Λ .

4 Êîìïàêòíîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f ,
åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =

∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü

UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
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Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòäåëèìîãî ðåïåëëåðà.
Íà ðèñóíêå 1 æèðíûì âûäåëåí îäíîìåðíûé êîìïëåêñ cl (W s

Λ) \W s
Λ äëÿ îäíîìåðíîãî

àòòðàêòîðà Λ äèôôåîìîðôèçìà f , çàäàííîãî íà òîðå T2 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî ýòîãî äèôôåîìîðôèçìà ñîñòîèò èç îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî àòòðàêòîðà
Λ , èìåþùåãî äâå s -ãðàíè÷íûå òî÷êè p1, p2 , è êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñ
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê, óêàçàííûì íà ýòîì ðèñóíêå.

Äëÿ êàæäîãî àòòðàêòîðà Λ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî LΛ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
a) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà LΛ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãëàäêîé çàìêíóòîé

êðèâîé, ÷èñëî êîòîðûõ m
Λ
ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà Λ è

êàæäàÿ ñåïàðàòðèñà ℓs∅p , p ∈ PΛ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò LΛ â òî÷íîñòè â îäíîé òî÷êå;
b) f(LΛ) ∩ LΛ = ∅ è êðèâûå ìíîæåñòâ LΛ è f(LΛ) ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè äâóìåðíûõ

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êîëåö K1, . . . , Km
Λ
, ñîñòîÿùèõ èç áëóæäàþùèõ òî÷åê;

c) ïîâåðõíîñòü UΛ = Λ∪
∪
n≥1

fn(KΛ) , ãäå KΛ =
m

Λ∪
b=1

Kb ÿâëÿåòñÿ çàõâàòûâàþùåé îêpåñò-

íîñòüþ àòòðàêòîðà Λ (ñì. pèñóíîê 2).

Ðèñ. 2: Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè UΛ

2. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êàñêàäîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïî-
âåðõíîñòÿõ

Ñëåäóÿ èäåÿì À. Ì. Ëÿïóíîâà, Ê. Êîíëè ââåë ïîíÿòèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, êàê íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè, óáûâàþùåé âäîëü òðàåêòîðèé âíå öåïíî ðåêêóðåíòíîãî ìíîæåñòâà è
ïîñòîÿííîé íà öåïíûõ êîìïîíåíòàõ. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ôóíêöèè ó ëþáîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû äîêàçàí Ê. Êîíëè [1] â 1978 ãîäó è íàçâàí ïîçæå ôóíäàìåíòàëüíîé
òåîðåìîé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà φ íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà f , åñëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ ñîâïàäàåò ñ öåïíî ðåêóððåíòíûì
ìíîæåñòâîì Rf .
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Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî ïîñòðîåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò Ñ. Ñìåéëó
[9], êîòîðûé â 1961 ãîäó äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ
ôóíêöèåé Ìîðñà ó ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà (ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ
òðàåêòîðèé). Ê. Ìåéåð [5] â 1968 ãîäó îáîùèë ýòîò ðåçóëüòàò è ïîñòðîèë ýíåðãåòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà äëÿ ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà.

Â 1977 ãîäó Ä. Ïèêñòîí [8] óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ. Â ðàáîòå
[6] ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà áûëà ïîñòðîåíà äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé
ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêêóðåíòíûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü f : M → M ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàí-
íûé íà îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M . Ïóñòü Ωq

f , q ∈ {0, 1, 2} � ïîäìíî-
æåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê r òàêèõ, ÷òî dim W u

r = q . Ïóñòü U0
f (U2

f ) çàõâàòûâàþùàÿ
îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà Ω0

f (ðåïåëëåðà Ω2
f ), êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðîé ÿâ-

ëÿåòñÿ äâóìåðíûì äèñêîì.
Èç êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [6], â ÷àñòíîñòè âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : M → M ñó-
ùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà φ :M → [0, 2] òàêàÿ, ÷òî φ(Ω0

f ) = 0, φ(Ω2
f ) =

2 è ∂U0
f , ∂U

2
f � ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ .

3. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ f ∈ S(M) (äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 0.1.)

Ðàçîáüåì ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ f ∈ S(M) íà øàãè.
Øàã 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, . . . , AkA (R1, . . . , RkR) íåòðèâèàëüíûå îäíîìåðíûå àò-

òðàêòîðû (ðåïåëëåðû) äèôôåîìîðôèçìà f . Ïóñòü UA1 , . . . , UAkA
(UR1 , . . . , URkR

) çàõâà-
òûâàþùèå îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ), ïîñòðîåííûå â ðàçäåëå 1. ñ ïîìîùüþ
êîëåö KA1 , . . . , KAkA

(KR1 , . . . , KRkR
) . Ïîëîæèì A = A1 ∪ · · · ∪ AkA , R = R1 ∪ · · · ∪ RkR ,

UA = UA1 ∪· · ·∪UAkA
, UR = UR1 ∪· · ·∪URkR

, KA = KA1 ∪· · ·∪KAkA
, KR = KR1 ∪· · ·∪KRkR

è U = UA ∪ UR . Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå 2-äèñêîâ â ÷èñëå, ðàâ-
íîì ÷èñëó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ∂U . Ïîëîæèì M̌ = M \ U è N = M̌ ∪q D ,
ãäå q : ∂U → ∂D � äèôôåîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : M̌ ∪ D → N åñòåñòâåííóþ
ïðîåêöèþ.

Øàã 2. Ïî ïîñòðîåíèþ N � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ, äîïóñêàþùàÿ äèôôåî-
ìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà fN : N → N , ñîâïàäàþùèé ñ äèôôåîìîðôèçìîì πfπ−1 íà
ìíîæåñòâå π(U) è èìåþùèé ïî îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êå (ñòîêîâîé èëè èñòî÷íèêîâîé)
íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà π(D) . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1. äëÿ äèô-
ôåîìîðôèçìà fN ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà φN : N → [0, 2] òàêàÿ, ÷òî
φ(Ω0

fN
) = 0, φ(Ω2

fN
) = 2 è π(∂UA), π(∂UR) � ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φN . Îïðå-

äåëèì íà ìíîãîîáðàçèè M̌ ôóíêöèþ φM̌ : M̌ → [0, 2] ôîðìóëîé φM̌ = φNπ . Ïîëîæèì
cA = φM̌(∂UA) è cR = φM̌(∂UR) .

Øàã 3. Ïîëîæèì BA =
∪
z∈Z

fn(KA) . Ïóñòü b êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà BA è

Ab � äîñòèæèìàÿ èçíóòðè ãðàíèöà ìíîæåñòâà b , òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê w ∈ M ,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïóòü c : [0, 1] →M òàêîé, ÷òî c(t) ∈ b äëÿ t ∈ [0, 1) è c(1) = w .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ∈ N ïåðèîä b , òî åñòü fm(b) = b è fµ(b) ̸= b äëÿ íàòóðàëüíûõ
µ < m . Ïóñòü p ∈ Ab � ãðàíè÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà. Ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå äâóìåð-
íûõ êîëåö KA ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ äèôôåîìîðôèçìà f |BA

, òî äèôôåî-
ìîðôèçì fm|b ãëàäêî ñîïðÿæåí ñ ãîìîòåòèåé g(x, y) = (x

2
, y
2
) íà R2 \ (0, 0) ïîñðåäñòâîì
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íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà hb : b → R2 \ (0, 0) , ïåðåâîäÿùåãî êîëüöî KA ∩ b â êîëüöî
{(x, y) ∈ R2 :

φM̌ (∂UA)

4
≤ x2+y2 ≤ cA} . Ôóíêöèÿ φg(x, y) = x2+y2 ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé

ôóíêöèåé äèôôåîìîðôèçìà g . Ïîëîæèì φb = φghb .
Ñäåëàâ àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà BA ìû

ïîëó÷èì íàáîð äèôôåîìîðôèçìîâ hBA
è ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φBA

äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà fBA

.
Ïîëîæèì BR =

∪
z∈Z

fn(KR) . Ïîñòðîèì ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φBR
äëÿ äèôôåî-

ìîðôèçìà fBR
, ïîëîæèâ φBR

(z) = 2 − φBÃ
(z), z ∈ BR , ãäå Ã íåòðèâèàëüíûé ðåïåëëåð

äèôôåîìîðôèçìà f−1 .

Ïîëîæèì φ̃(z) =



φBA
(z), åñëè z ∈

∪
n≥1

fn(KA);

φBR
(z), åñëè z ∈

∪
n≥1

f−n(KR);

φM̌ , åñëè z ∈ M̌ ;
0, åñëè z ∈ A;
2, åñëè z ∈ R.

Øàã 4. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ φ̃ :M → [0, 2] ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà ìíîæå-
ñòâå M \ (A ∪R) . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ̃ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà M .

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó a ∈ A è ïîêàæåì, ÷òî lim
zn→a

φ̃(zn) = 0 äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {zn ∈ UA, n ∈ N} òàêîé, ÷òî lim
n→∞

d(zn, a) = 0 , ãäå d � ìåò-

ðèêà íà ìíîãîîáðàçèè M (äëÿ òî÷åê ðåïåëëåðà äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå). Ïîñêîëüêó
φ̃(A) = 0 , òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn ∈ BA} . Òîãäà
äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî kn òàêîå, ÷òî zn ∈ fkn(KA) . Ïîñêîëüêó
lim
n→∞

d(zn, a) = 0 , òî kn → ∞ . Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hBA
(zn) ∈ R2}

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (0, 0) . Îòêóäà lim
n→∞

φg(hBA
(zn)) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

zn→a
φ̃(zn) = 0 .

Øàã 5. Ïîêàæåì, êàê ñãëàäèòü ôóíêöèþ φ̃ íà ìíîæåñòâå A ∪R , ñîõðàíèâ ïðè ýòîì
ëèíèè óðîâíÿ. Ïðîâåä¼ì ìîäèôèêàöèþ â îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà (â îêðåñòíîñòè ðåïåë-
ëåðà ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íûå).

Ïîëîæèì ψ̃A = φ̃|cl UA
: cl UA → [0, cA] . Íà îòðåçêå [0, cA] çàäàäèì ôóíêöèþ ν :

[0, cA] → [0,∞) ôîðìóëîé ν(s) = inf{e−
1

d(z,w) , z, w ∈ cl UA : |ψ̃(z)− ψ̃(w)| ≥ s} . Ïî ïîñòðî-
åíèþ ν � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî lim

s→+0
ν(s) = +0 . Â ñèëó ëåìì 1 è 3 ðàáîòû [7],

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ q : [0, cA] → [0, cA] òà-
êàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ψA = qψ̃A : cl UA → [0, cq] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim

x→0,y→0

|q(x)−q(y)|
ν(|x−y|) = 0 .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ψA ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà A è dψA(A) = 0 .
Ïîëîæèì ψ̃R = φ̃|cl UR

: cl UR → [cR, 2] è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñãëàäèì ôóíêöèþ ψ̃R ,
ïîëó÷èâ ôóíêöèþ ψR òàêóþ, ÷òî dψR(R) = 0 .

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ φ :M → [0, 2] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

φ(z) =


ψA(z), åñëè z ∈ cl UA;
ψR(z), åñëè z ∈ cl UR;
φM̌ , åñëè z ∈ M̌ .
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ÓÄÊ 517.9

Óñòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,

îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè

c⃝ È. Â. Áîéêîâ1, Â. À. Ðÿçàíöåâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ðåàêöèè-äèôôóçèè, îïèñûâàåìûå ñèñòåìàìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè. Èññëåäóþòñÿ
óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó ýòèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìîäåëè ðåàêöèè-äèôôóçèè, óñòîé-
÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà, äðîáíûå ïðîèçâîäíûå

1. Ââåäåíèå

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íåñìîòðÿ íà ñâîþ áî-
ëåå ÷åì âåêîâóþ èñòîðèþ, ïðîäîëæàåò àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ è îáîãàùàåòñÿ íîâûìè íà-
ïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ê ÷èñëó òàêèõ íàïðàâëåíèé äîáàâèëàñü
íåóñòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî îòêðûòèå À. Òüþðèíãîì ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ïðîñòåéøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîðôîãåíåçà äèôôóçèîííîé íåóñòîé÷èâî-
ñòè âûçâàëî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò êàê ïî èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷ñåêèõ ìîäåëåé
ðåàêöèè-äèôôóçèè, ïðèâîäÿùèõ ê ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèþ ïî Òüþðèíãó, òàê è ïî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîìó èõ ìîäåëèðîâàíèþ. Óêàæåì íà ìîíîãðàôèè [1], [2], â êîòîðûõ áèáëèîãðàôèÿ
ïî óïîìÿíóòîìó íàïðàâëåíèþ ïðåâûøàåò 600 íàèìåíîâàíèé.

Òåîðèÿ ìîðôîãåíåçà Òüþðèíãà îáúÿñíèëà ìíîãèå ÿâëåíèÿ â õèìèè, áèîëîãèè, ñîöèàëü-
íûõ íàóêàõ è ñïðîãíîçèðîâàëà ìíîãèå ýôôåêòû êàê â òåîðèè íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, òàê è â ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ.

Íîâûé èìïóëüñ èçó÷åíèþ óðàâíåíèé âèäà "ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ"äàëè ðàáîòû È. Ð. Ïðè-
ãîæèíà è åãî øêîëû. Áûëè èññëåäîâàíû ïðîöåññû îáðàçîâàíèÿ áèôóðêàöèé â ðåàêöèîííî-
äèôôóçèîííîé ìîäåëè õèìè÷åñêîé ñðåäû � "áðþññåëÿòîðå"[3]. Ïðè ýòîì ñêîíñòðóèðîâàí-
íàÿ Ëåôåâðîì è Ïðèãîæèíûì ìîäåëü îêàçàëàñü áîëåå îáùåé, íåæåëè ìîäåëü Òüþðèíãà,
è ñíÿëà ðÿä âîçðàæåíèé ñî ñòîðîíû õèìèêîâ è áèîëîãîâ ê ìîäåëè äèôôóçèè Òüþðèíãà.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ðàáîò îáðàçîâàëîñü íîâîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé � ñèíåðãåòèêà,
îêàçàâøåå çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè â êîíöå XX ñòîëåòèÿ.

Ôîðìàëüíî ïîäõîä Òüþðèíãà çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìóùåíèè èñõîäíîé îäíîðîäíîé ïî îò-
íîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèñ-
ñèïàòèâíûìè ñëàãàåìûìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. [4] Îäíîðîäíîå ïî ïåðåìåííîé x ðåøåíèå u∗(t, x) =(
u∗1(t, x), u

∗
2(t, x)

)T
ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂u1(t, x)

∂t
= a11(t)u1 + a12(t)u2 + g1(t, u1, u2),

∂u2(t, x)

∂t
= a21(t)u1 + a22(t)u2 + g2(t, u1, u2),

(1.1)

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Ïåíçà; boikov@pnzgu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû âûñøåé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã.
Ïåíçà; ryazantsevv@mail.ru.
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ïðè íå çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ

u∗k(t0, x) = u0k, u0k = const, k = 1, 2, (1.2)

îïðåäåëåííîå â îáëàñòè Ω :
{
(t, x) : (t0,∞)×(−∞,∞)

}
, óñòîé÷èâî ïî Òüþðèíãó, åñëè äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå δ1 = δ1(ε) è δ2 = δ2(ε) , ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ∣∣δjk∣∣ ≤ δ1 , j, k = 1, 2 ðåøåíèå u(t, x) =
(
u1(t, x), u2(t, x)

)T
çàäà÷è Êîøè

∂u1(t, x)

∂t
= a11(t)u1 + a12(t)u2 + g1(t, u1, u2) + δ11

∂νu1(t, x)

∂xν
+ δ12

∂νu2(t, x)

∂xν
,

∂u2(t, x)

∂t
= a21(t)u1 + a22(t)u2 + g2(t, u1, u2) + δ21

∂νu1(t, x)

∂xν
+ δ22

∂νu2(t, x)

∂xν
,

(1.3)

uk(t0, x) = u0k + ũ0k(x),
∣∣ũ0k(x)∣∣ ≤ δ2, (1.4)

k = 1, 2 , −∞ < x <∞ , óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó sup
t0≤t<∞,−∞<x<∞

∣∣uk(t, x)− u∗k(t, x)
∣∣ ≤

ε . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå u∗(t, x) ñèñòåìû (1.1) íåóñòîé÷èâî ïî Òüþðèíãó.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Â ñëàãàåìûõ δjk
∂νuk(t, x)

∂xν
, j, k = 1, 2 â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâ-

íåíèé ñèñòåìû (1.3) ïîä
∂νuk(t, x)

∂xν
ñëåäóåò ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ äðîáíîãî ïîðÿäêà â

ñìûñëå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé [5]

∂νuk(t, x)

∂xν
= −∞Dν

xuk =
1

Γ(n− ν)

∂n

∂xn

x∫
−∞

uk(t, ξ)

(x− ξ)ν+1−n dξ,

ãäå n åñòü ÷èñëî, íà åäèíèöó áîëüøåå öåëîé ÷àñòè èñõîäíîãî ïîðÿäêà ν > 0 ðàññìàòðè-
âàåìîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé: n = ⌈ν⌉ .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ïî Òüþðèíãó ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû (1.1), êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü â ñìûñëå Ëÿïóíîâà ðåøåíèÿ
èñõîäíîé ñèñòåìû (1.1) ê âîçìóùåíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, ìåäëåííî èçìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè. Ðàñ-
ñìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà â êà÷åñòâå äèññèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ áåðóòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ìåòîä
èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê ñèñòåìå
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì è èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû.

2. Ócòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé c ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Òüþðèíãó îäíîðîäíîãî ïî ïåðåìåííîé x ðåøåíèÿ
u∗(t, x) çàäà÷è (1.1)-(1.2) ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ v(t, x) ïî ôîðìóëå

v(t, x) = u(t, x)− u∗(t, x), (2.1)

ãäå v(t, x) =
(
v1(t, x), v2(t, x)

)T
, à u(t, x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.3)-(1.4).
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Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2.1), ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ v(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è Êîøè 

∂v1
∂t

= a11(t)v1 + a12(t)v2 + h1(t, v1, v2) + δ11
∂νv1
∂xν

+ δ12
∂νv2
∂xν

,

∂v2
∂t

= a21(t)v1 + a22(t)v2 + h2(t, v1, v2) + δ21
∂νv1
∂xν

+ δ22
∂νv2
∂xν

,
(2.2)

v1(t0, x) = v01(x), v2(t0, x) = v02(x), (2.3)

ãäå v01(x) = ũ01(x) è v02(x) = ũ02(x) , à ôóíêöèè h1(t, v1, v2) , h2(t, v1, v2) ïîëó÷åíû èç
ôóíêöèé g1(t, u1, u2) , g2(t, u1, u2) ñîîîòâåòñòâåííî ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì íåèçâåñòíûì
ôóíêöèÿì v1(t, x) , v2(t, x) .

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè v01(x) , v02(x) ñóììèðóåìû ñ êâàäðàòîì ïî ïåðåìåííîé
x , ïðèìåíèì ê çàäà÷å (2.2)-(2.3) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé,
ó÷èòûâàÿ [5], ÷òî F

(
−∞Dν

xv(t, x)
)
=
(
−iω

)ν
V (t, ω) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ

ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì:
∂V1
∂t

=
[
a11(t) + δ11

(
−iω

)ν]
V1 +

[
a12(t) + δ12

(
−iω

)ν]
V2 +H1(t, ω),

∂V2
∂t

=
[
a21(t) + δ21

(
−iω

)ν]
V1 +

[
a22(t) + δ22

(
−iω

)ν]
V2 +H2(t, ω),

(2.4)

V1(t0, ω) = V01(ω), V2(t0, ω) = V02(ω), (2.5)

Ââåäåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé V1(t, ω) , V2(t, ω) ïî ôîðìóëàì

V1(t, ω) = P1(t, ω) + iP2(t, ω), V2(t, ω) = P3(t, ω) + iP4(t, ω).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå [6]:

(−iω)ν = |ω|ν ·
(
cos(πν/2)− i sin(πν/2)sgn(ω)

)
. (2.6)

Èñïîëüçóÿ (2.6), èç ñèñòåìû (2.4) ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ íåèçâåñòíîé âåêòîð-ôóíêöèè
P (t, ω) =

(
P1(t, ω), P2(t, ω), P3(t, ω), P4(t, ω)

)T
:

∂P

∂t
= Ψ(t, ω)P +R(t, ω), (2.7)

ãäå R(t, ω) =
(
R1(t, ω), R2(t, ω), R3(t, ω), R4(t, ω)

)T
, Ψ(t, ω) =

{
Ψjk(t, ω)

}
, j, k = 1, 2 ,

Ψjk(t, ω) =

(
ajk(t) + δjk|ω|ν cos(πν/2) δjk|ω|νsgn(ω) sin(πν/2)
−δjk|ω|νsgn(ω) sin(πν/2) ajk(t) + δjk|ω|ν cos(πν/2)

)
,

à ôóíêöèè Rk(t, ω) , k = 1, 4 îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèé

H1(t, ω) = R1(t, ω) + iR2(t, ω), H2(t, ω) = R3(t, ω) + iR4(t, ω).

Âåêòîð-ôóíêöèþ P (t, ω) áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé(
P1(t, ω), P2(t, ω), P3(t, ω), P4(t, ω)

)T
c íîðìàìè

∥P (t, ω)∥ =

√√√√ 4∑
k=1

∣∣Pk(t, ω)∣∣2, ∥P (t, ω)∥1 = max
k=1,4

[∣∣Pk(t, ω)∣∣],
Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4
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∥P (t, ω)∥2 =

 4∑
k=1

 ∞∫
−∞

∣∣Pk(t, ω)∣∣2 dω
1/2

.

Íîðìû ∥P (t, ω)∥ è ∥P (t, ω)∥1 ñâÿçàíû ñëåäóþùèì äâóñòîðîííèì íåðàâåíñòâîì [6]:

1

2
∥P (t, ω)∥ ≤ ∥P (t, ω)∥1 ≤ ∥P (t, ω)∥. (2.8)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ

(
Ψ(t, ω)

)
, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

Λ
(
Ψ(t, ω)

)
= sup

j=1,4

Re[ψjj(t, ω)]+ 4∑
k=1
k ̸=j

∣∣ψjk(t, ω)∣∣
 . (2.9)

íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ω ∈ R è t ∈ [t0,∞) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì −γ , γ > 0 ;
2) ôóíêöèè h1

(
t, v1, v2

)
, h2

(
t, v1, v2

)
íåïðåðûâíû ïî âñåì ïåðåìåííûì;

3) âåêòîð-ôóíêöèÿ h(t, v) =
(
h1(t, v), h2(t, v)

)T
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥h(t, v)∥2 ≤ β∥v∥2; (2.10)

4) ôóíêöèè ajk(t) , j, k = 1, 2 íåïðåðûâíû ïðè t ≥ t0 , ïðè÷åì èõ çíà÷åíèÿ ïðèíàäëå-
æàò èíòåðâàëó

(
ajk(T ) − εjk, ajk(T ) + εjk

)
, εjk ≥ 0 ïðè T ≤ t ≤ T + θ , ãäå T ≥ t0 �

ëþáîå, à çíà÷åíèÿ θ è εjk îïðåäåëÿþòñÿ èç íåðàâåíñòâà

2
√
2e

(
− γ

2
+

4(β+ε)2

γ

)
θ
≤ 1− α, ε = max

j,k
εjk,

ãäå 0 < α < 1 �ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò T ;
5) ïîñòîÿííûå β è γ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì

β + ε <
γ

2
√
2
. (2.11)

Òîãäà ðåøåíèå u∗(t) çàäà÷è (1.1)-(1.2) óñòîé÷èâî ïî Òüþðèíãó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåíèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (2.7) ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

∂P

∂t
= Ψ(T, ω)P +Rε(t, ω), (2.12)

ãäå Rε(t, ω) =
[
Ψ(t, ω)−Ψ(T, ω)

]
+R(t, ω) .

Ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.12) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ∈ R è ïðè
çíà÷åíèÿõ t , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó t0 ≤ T < t , ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [7]:

P (t, ω) = eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω) +

t∫
T

eΨ(T,ω)(t−s)Rε

(
s, ω
)
ds. (2.13)

Â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2 , ãäå a , b � ïðîèçâîëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, èìååì îöåíêó

∥P (t, ω)∥2 ≤ 2
∥∥eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω)

∥∥2 + 2

∥∥∥∥∥∥
t∫

T

eΨ(T,ω)(t−s)Rε(s, ω) ds

∥∥∥∥∥∥
2

. (2.14)
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Ïðèìåíÿÿ äâóñòîðîííåå íåðàâåíñòâî (2.8) è èñïîëüçóÿ ïåðâîå óñëîâèå äîêàçûâàåìîé
òåîðåìû, ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(2.14).

2
∥∥eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω)

∥∥2 ≤ 8
∥∥eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω)

∥∥2
1
≤

≤ 8
∥∥eΨ(T,ω)(t−T )∥∥2

1
·
∥∥P (T, ω)∥∥2

1
≤ 8
∥∥eΛ(Ψ(T,ω))(t−T )∥∥2

1
·
∥∥P (T, ω)∥∥2

1
≤

≤ 8e−2γ(t−T )∥∥P (T, ω)∥∥2
1
≤ 8e−γ(t−T )

∥∥P (T, ω)∥∥2.
Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äàåò:

2
∥∥eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω)

∥∥2
2
≤ 8e−γ(t−T )

∥∥P (T, ω)∥∥2
2
. (2.15)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (2.14) èìååì:

2

∥∥∥∥∥∥
t∫

T

eΨ(T,ω)(t−s)Rε

(
s, ω
)
ds

∥∥∥∥∥∥
2

≤ 8

∥∥∥∥∥∥
t∫

T

eΨ(T,ω)(t−s)Rε

(
s, ω
)
ds

∥∥∥∥∥∥
2

1

≤

≤ 8

 t∫
T

∥∥eΨ(T,ω)(t−s)∥∥
1
·
∥∥Rε

(
s, ω
)∥∥

1
ds

2

≤

≤ 8

 t∫
T

e−γ(t−s)
∥∥Rε

(
s, ω
)∥∥ ds

2

. (2.16)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ôóíêöèþ hε(t, x) ïî ôîðìóëå

hε(t, x) =

([
a11(t)− a11(T )

]
v1 +

[
a11(t)− a11(T )

]
v2 + h1(t, v1, v2)[

a11(t)− a11(T )
]
v1 +

[
a11(t)− a11(T )

]
v2 + h1(t, v1, v2)

)
.

Êðîìå òîãî, ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèþ Hε(t, ω) , ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé Ôóðüå-
òðàíñôîðìàíòó ôóíêöèè hε(t, v1, v2) . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà:

∥P (t, ω)∥2 = ∥V (t, ω)∥2, ∥Hε(t, v)∥2 = ∥Rε(t, ω)∥2. (2.17)

Â ñèëó ôîðìóëû Ïëàíøåðåëÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∥∥hε(t, v1, v2)∥∥2 = ∥∥Hε(t, ω)
∥∥
2
. (2.18)

Òîãäà èç ñòðóêòóðû âåêòîð-ôóíêöèè hε(t, v) , à òàêæå èç óñëîâèé 2-4 òåîðåìû ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü ïðè T ≤ t ≤ T + θ ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:∥∥hε(t, v)∥∥2 ≤ (β + ε)∥v∥2. (2.19)

Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (2.16) ïî ïåðåìåííîé ω è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî, à òàêæå ôîðìóëó Ïëàíøåðåëÿ è íåðàâåíñòâî (2.19), èìååì:

2

∥∥∥∥∥∥
t∫

T

eΨ(ω)(t−s)Rε(s, ω) ds

∥∥∥∥∥∥
2

2

≤ 8

∞∫
−∞

 t∫
T

e−
γ
2
(t−s)e−

γ
2
(t−s) ∥Rε(s, ω)∥ ds

2

dω ≤

≤ 8

 t∫
T

e−γ(t−s) ds

 t∫
T

e−γ(t−s)∥Rε(s, ω)∥22 ds ≤
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≤ 8(β + ε)2

γ

[
1− e−γ(t−T )

] t∫
T

e−γ(t−s)∥P (s, ω)∥22 ds ≤

≤ 8(β + ε)2

γ

t∫
T

e−γ(t−s)∥P (s, ω)∥22 ds. (2.20)

Íàêîíåö, èíòåãðèðîâàíèå îöåíêè (2.14) ïî ïåðåìåííîé ω è èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâ
(2.15) è (2.20) äàåò:

∥P (t, ω)∥22 ≤ 8e−γ(t−T )
∥∥P (T, ω)∥∥2

2
+

8(β + ε)2

γ

t∫
T

e−γ(t−s)∥P (s, ω)∥22 ds. (2.21)

Ïóñòü φ(τ) = e−γ(t−τ)
∥∥P (τ, ω)∥∥2

2
, òîãäà íåðàâåíñòâî (2.21) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

φ(t) = 8φ(T ) +
8(β + ε)2

γ

t∫
T

φ(s) ds.

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó íåðàâåíñòâó ëåììó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

φ(t) ≤ 8e
8(β+ε)2

γ
(t−T )φ(T ) , îòêóäà, âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, èìååì:

∥P (t, ω)∥22 ≤ 8e

(
−γ+ 8(β+ε)2

γ

)
(t−T )

∥P (T, ω)∥22. (2.22)

Â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà (2.17) èç íåðàâåíñòâà (2.22) ñëåäóåò îöåíêà

∥V (t, ω)∥22 ≤ 8e

(
−γ+ 8(β+ε)2

γ

)
(t−T )

∥V (T, ω)∥22,

èç êîòîðîé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ïëàíøåðåëÿ è èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, èìååì îêîí-
÷àòåëüíî:

∥v(t, x)∥2 ≤ 2
√
2e

(
− γ

2
+

4(β+ε)2

γ

)
(t−T )

∥v(T, x)∥2. (2.23)

Èç óñëîâèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òî â èíòåðâàëå
(
t0,∞

)
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê tk =

t0 + kθ , â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∥v(tk, x)∥2 ≤ (1 − α)k
∥∥v(t0, x)∥∥2. Ñòàëî áûòü,

lim
k→∞

∥∥v(tk, x)∥∥2 = 0 . Ïîñêîëüêó âñÿêèé ñåãìåíò
[
tk, tk+1

]
èìååò äëèíó θ , òî ïðè tk ≤ t ≤

tk+1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥v(t, x)∥2 ≤ 2
√
2e

(
− γ

2
+

4(β+ε)2

γ

)
(t−tk)∥v(tk, x)∥2 ≤ 2

√
2∥v(tk, x)∥2.

Òåì ñàìûì, lim
t→∞

∥v(t, x)∥2 = 0 . Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2)

äîêàçàíà. Ñòàëî áûòü, ðåøåíèå u∗(t, x) ñèñòåìû (1.1) óñòîé÷èâî ïî Òüþðèíãó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Ðàññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñëó÷àé ñèñòåìû èç
äâóõ óðàâíåíèé, çàâèñÿùèõ îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, âûáðàí èç ñîîáðà-
æåíèé ïðîñòîòû. Òåîðåìà 2.1. âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé
ïåðåíîñèòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé ñèñòåì èç m óðàâíåíèé ñ n ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðå-
ìåííûìè, ãäå m è n � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
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3. Íåóñòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ èçëîæåííûé ðàíåå ïîäõîä, âûâåäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò
ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó ôèêñèðîâàííîãî ðåøåíèÿ u∗(t, x) çàäà÷è (1.1)-(1.2).

Ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.12) äàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.13). Îöåíèì ýòî ðåøåíèå
ñíèçó, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì ∥x + y∥ ≥

∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣ . Ïðè êàæäîì

ôèêñèðîâàííîì ω ∈ R èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥P (t, ω)∥ ≥

∣∣∣∣∣∣∥∥eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω)
∥∥− ∥∥∥∥

t∫
T

eΨ(T,ω)(t−s)Rε(s, ω) ds

∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣ . (3.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∥∥eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω)

∥∥ ≥
∥∥∥∥

t∫
T

eΨ(T,ω)(t−s)Rε(s, ω) ds

∥∥∥∥ ; ýòîãî âñåãäà ìîæ-
íî äîáèòüñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü îöåíêó (3.1) íà äîñòàòî÷íî ìàëîì ïðîìåæóòêå t ∈[
T, T +∆t

]
. Òîãäà îöåíêó (3.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥P (t, ω)∥ ≥
∥∥eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω)

∥∥− ∥∥∥∥
t∫

T

eΨ(T,ω)(t−s)Rε(s, ω) ds

∥∥∥∥. (3.2)

Â ïðàâîé ÷àñòè (3.2) îöåíèì âû÷èòàåìîå ñâåðõó, à óìåíüøàåìîå ñíèçó. Èçâåñòíî, ÷òî
òîæäåñòâî eAeB = eA+B èìååò ìåñòî, åñëè ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò [7]. Ïîýòîìó
ïðè âñåõ ω ∈ R ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

eΨ(T,ω)(t−T )e−Ψ(T,ω)(t−T ) = e−Ψ(T,ω)(t−T )eΨ(ω)(t−T ) = e(Ψ(T,ω)−Ψ(T,ω))(t−T ) = I,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð e−Ψ(T,ω)(t−T ) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê
îïåðàòîðó eΨ(T,ω)(t−T ) . Äëÿ îïåðàòîðà e−Ψ(T,ω)(t−T ) èìååò ìåñòî îöåíêà

∥∥e−Ψ(T,ω)(t−T )
∥∥ ≤

eΛ(−Ψ(T,ω))(t−T ) . Ïóñòü ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ
(
−Ψ(t, ω)

)
ìàòðèöû −Ψ(t, ω) ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ t ≥ t0 , ω ∈ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Λ
(
−Ψ(t, ω)

)
≤ −γ, γ > 0. (3.3)

Òîãäà â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ó îïåðàòîðà eΨ(T,ω)(t−T ) íåïðåðûâíîãî îáðàòíîãî îïåðàòî-
ðà e−Ψ(T,ω)(t−T ) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ∈ R èìååì [8] íåðàâåíñòâî∥∥eΨ(T,ω)(t−T )P (T, ω)

∥∥ ≥
∥∥eΛ(−Ψ(T,ω))(t−T )∥∥−1 ·

∥∥P (T, ω)∥∥ ≥
≥ e−Λ(−Ψ(T,ω))(t−T )∥∥P (T, ω)∥∥ ≥ eγ(t−T )

∥∥P (T, ω)∥∥. (3.4)

Òåïåðü îöåíèì âû÷èòàåìîå èç ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.2) ñâåðõó. Ïóñòü ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì ω ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥R(t, ω)∥ ≤ β(ω)∥P (t, ω)∥, (3.5)

ãäå β(ω) � îïðåäåëåííàÿ ïðè âñåõ ω ∈ R îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü β(ω) = β = const . Òîãäà
â ñèëó ôîðìóë (2.17)-(2.18) è ôîðìóëû Ïëàíøåðåëÿ óñëîâèå (3.5) ìîæíî çàìåíèòü óñëî-
âèåì (2.10).
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Ïóñòü ôóíêöèè ajk(t) , j, k = 1, 2 , íåïðåðûâíû ïðè t ≥ t0 . Òîãäà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî èç (3.5) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ∥Rε(t, ω)∥ ≤

[
β(ω) + ε

]
∥P (t, ω)∥ , ãäå âåëè÷èíà ε ìîæåò

áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé çà ñ÷åò âûáîðà ïðîìåæóòêà ∆t èçìåíåíèÿ t , T ≤ t ≤
T +∆t .

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì îöåíêè (2.20), ïîëó÷àåì:

∥∥∥∥
t∫

T

eΨ(T,ω)(t−s)Rε(s, ω) ds

∥∥∥∥ ≤ 2

t∫
T

eΛ(Ψ(T,ω))(t−s)∥Rε(s, ω)∥ ds ≤

≤ 2

 t∫
T

e2Λ(Ψ(T,ω)) ds

1/2

·

 t∫
T

∥Rε(s, ω)∥2 ds

1/2

≤

≤
√
2
[
β(ω) + ε

]√e2Λ(Ψ(T,ω))(t−T ) − 1

Λ(Ψ(T, ω))

 t∫
T

∥P (s, ω)∥2 ds

1/2

(3.6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íîðìû ∥V (t, ω)∥ ïðè t ∈ [T, T +∆t] èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó:

∥P (t, ω)∥ ≥ eγ(t−T )
∥∥P (T, ω)∥∥−√

2
[
β(ω) + ε

]√e2Λ(Ψ(T,ω))(t−T ) − 1

Λ(Ψ(T, ω))

 t∫
T

∥P (s, ω)∥2 ds

1/2

.

(3.7)
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ∥P (t, ω)∥ ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì ω ∈ R ÿâëÿåòñÿ âîçðàñ-

òàþùåé. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü íà ïðîìåæóòêå t ∈ [T, T + ∆t] ïðè íåêîòîðîì
ω = ω̃ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ∥P (t, ω)∥ ≤ ∥P (T, ω)∥ . Òîãäà íà ýòîì ïðîìåæóòêå èíòå-

ãðàë
t∫
T

∥P (s, ω)∥2 ds îöåíèì ñâåðõó ïðè ïîìîùè ôîðìóëû ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

t∫
T

∥P (s, ω)∥2 ds ≤ (t− T )∥P (T, ω)∥.

Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Λ
(
Ψ(t, ω)

)
̸= 0 ïðè âñåõ t ≥ t0 , ω ∈ R , íåðàâåíñòâî (3.7)

çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥P (t, ω̃)∥ ≥ σ(ω̃, t)∥P (T, ω̃)∥. (3.8)

ãäå σ(ω̃, t) = eγ(t−T ) −
√
2
[
β(ω̃) + ε

]√e2Λ(Ψ(T,ω̃))(t−T ) − 1

Λ(Ψ(T, ω̃))

√
t− T .

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèþ σ(ω̃, t) ïî ïåðåìåííîé t :

∂σ

∂t
= γeγ(t−T ) −

√
2
[
β(ω̃) + ε

] e2Λ(Ψ(T,ω̃))(t−T )√t− T√
e2Λ(Ψ(T,ω̃))(t−T )−1

Λ(Ψ(T,ω̃))

+
1

2

√
e2Λ(Ψ(T,ω̃))(t−T )−1

Λ(Ψ(T,ω̃))√
t− T

 .
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé

∂σ

∂t
ïðè t→ T :

lim
t→T

∂σ

∂t
= γ − 2

[
β(ω̃) + ε

]
.
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Ïóñòü ïðè âñåõ ω ∈ R èìååò ìåñòî óñëîâèå

γ ≥ 2β(ω) + α, (3.9)

ãäå α > 0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Òîãäà ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì ω = ω̃ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî lim

t→T
σ(ω̃, t) ≥ 1 ,

è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê âðåìåíè [T, T + ∆t(T ) , íà êîòîðîì ôóíêöèÿ
σ(ω̃, t) âîçðàñòàåò. Ñòàëî áûòü, äëÿ âñÿêîãî T ≥ t0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå çíà÷åíèå
∆t(T ) , ÷òî ïðè t ∈ (T, T + ∆t(T )] ôóíêöèÿ σ(t, ω̃) áóäåò ñòðîãî âîçðàñòàþùåé è áîëü-
øåé 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïðîìåæóòêå t ∈ [T, T + ∆t(T )] ôóíêöèÿ σ(t, ω̃) äîñòèãàåò
ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = T . Íî òîãäà â ñèëó (3.8) èìååì
∥P (t, ω̃)∥ ≥ ∥P (T, ω̃)∥ . Òàêèì îáðàçîì, èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïåðâîíà÷àëüíî ñäåëàííûì
ïðåäïîëîæåíèåì ∥P (t, ω̃)∥ < ∥P (T, ω̃)∥ , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî
T ≥ t0 ìîæíî óêàçàòü òàêîé èíòåðâàë t ∈ [T, T +∆t(T )] , íà êîòîðîì ôóíêöèÿ ∥P (t, ω̃)∥
áóäåò âîçðàñòàþùåé. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ω̃ äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî ω ∈ R ïî-
ëó÷àåì íåðàâåíñòâî ∥P (t, ω)∥ > ∥P (T, ω)∥ , ãäå T < t < T +∆t(T ) . Òîãäà â ñèëó ïåðâîãî
ðàâåíñòâà (2.17) èìååì îêîí÷àòåëüíî:

∥V (t, ω)∥ > ∥V (T, ω)∥, T < t < T +∆t(T ). (3.10)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∥V (t, ω)∥ âîçðàñ-
òàåò ñ âîçðàñòàíèåì âåëè÷èíû t . Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî T , T ≥ t0 ,
ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê âðåìåíè (T, T + ∆t(T )] , â òå÷åíèå êîòîðîãî ôóíêöèÿ ∥V (t, ω)∥
âîçðàñòàåò. Áîëåå òîãî, ìîæíî âûáðàòü òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè [T, T +∆t(T )] , ÷òî

∥V (T +∆t(T ), ω)∥ ≥
(
1 +

α

2

)
∥V (T, ω)∥.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t0 = T0, T1, . . . , Tn, . . . òàêóþ, ÷òî ïðè t ∈
(
Tk, Tk+1

]
ôóíêöèÿ ∥V (t, ω)∥ âîçðàñòàåò. Çäåñü èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: 1) lim

n→∞
Tn = ∞ ; 2)

lim
n→∞

Tn = T∗ . Â ïåðâîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî lim
n→∞

∥∥V (Tn, ω)
∥∥ = ∞ . Âî âòîðîì ñëó÷àå

ôóíêöèÿ ∥V (t, ω)∥ âîçðàñòàåò ïðè t ∈
[
t0, T∗

)
. Òàê êàê ôóíêöèÿ ∥V (t, ω)∥ íåïðåðûâíà,

òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
t→T∗

∥V (t, ω)∥ = ∥V (T∗, ω)∥ , ïðè÷åì ∥V (T∗, ω)∥ ≥ sup
t∈[t0,T∗)

∥V (t, ω)∥ .

Çäåñü âîçìîæíû òàêèå äâà ñëó÷àÿ: à)
∥∥V (T∗, ω)∥ = ∞ ; á)

∥∥V (T∗, ω)∥ = A(ω) <∞ . Ñëó÷àé
à) î÷åâèäåí. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé á). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå T∗ ïðåäïîëîæåíèå î âîç-
ðàñòàíèè ôóíêöèè ∥V (t, ω)∥ íàðóøàåòñÿ. Òîãäà, âçÿâ T∗ çà íà÷àëüíóþ òî÷êó è ïîâòîðÿÿ
ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî. Àíàëîãè÷-
íî, åñëè â êàêîé-íèáóäü òî÷êå T∗∗ óñëîâèå âîçðàñòàíèÿ ∥V (t, ω)∥ íàðóøàåòñÿ, òî âçÿâ åå
çà íà÷àëüíóþ, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì, ∥V (t, ω)∥ ïðè âîçðàñòàíèè t
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òåì ñàìûì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîåðåìà.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ

(
−Ψ(t, ω)

)
ìàòðèöû −Ψ(t, ω) , âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

(2.9), ïðè âñåõ t ≥ t0 è ω ∈ R óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (3.3);
2) âåêòîð-ôóíêöèÿ h(t, v) íåïðåðûâíà ïî îáåèì ïåðåìåííûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(2.10);
3) ôóíêöèè ajk(t) , j, k = 1, 2 , íåïðåðûâíû ïðè t ≥ t0 ;
4) êîíñòàíòû β è γ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì γ ≥ 2β + α , ãäå α > 0 .
Òîãäà ðåøåíèå u∗(t, x) ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1) íåóñòîé÷èâî ïî Òüþðèíãó.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìàãíèòíîãî îòêëèêà

ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîíêîãî äèñêà â ìîäåëè êðèòè÷åñêîãî

ñîñòîÿíèÿ ñ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ òîêà çàâèñÿùåé

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó íàïðÿæåííîñòè

ïîëÿ

c⃝ Í. Ä. Êóçüìè÷åâ 1 Ì. Â. ×óãóíîâ 2 À. À. Ôåä÷åíêî 3

Àííîòàöèÿ. Âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè æåñòêî-
ãî ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà â âèäå òîíêîãî äèñêà â ïðèáëèæåíèè ýêðàíèðîâêè ïîëÿ â
öåíòðå îáðàçöà äëÿ ìîäåëè êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñ Jc ∼ γ/H2 . Ðàññ÷èòàíû ãèñòåðåçèñíûå
êðèâûå íàìàãíè÷åííîñòè è ðÿä çàâèñèìîñòåé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé ïåðâîé, òðå-
òüåé è ïÿòîé ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè îò âåëè÷èíû íàïðÿæåííîñòåé ïåðåìåííîãî è ïîñòî-
ÿííîãî ìàãíèòíûõ ïîëåé è îò òåìïåðàòóðû. Ïîëó÷åíî, ÷òî íà çàâèñèìîñòè àìïëèòóä ãàðìîíèê
íàìàãíè÷åííîñòè çíà÷èòåëüíî âëèÿåò àìïëèòóäà ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êà÷åñòâåííî
ìåíÿÿ óêàçàííûå çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî ïîëÿ äëÿ ìàëûõ è áîëüøèõ àìïëèòóä
ïåðåìåííîãî ïîëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûñîêîòåìïåðàòóðíûé ñâåðõïðîâîäíèê, æåñòêèé ñâåðõïðîâîäíèê II ðîäà,
êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, òîíêèé äèñê, êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü òîêà, ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà íàìàã-
íè÷åííîñòè, ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè

1. Ââåäåíèå

Âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñâåðõïðîâîäíèêè (ÂÒÑÏ) âàæíû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèé, íàïðèìåð, â ýëåêòðîòåõíèêå, ðàäèîòåõíèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Âàæíî çíàòü îòêëèê
ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû è ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ÂÒÑÏ íà ïåðåìåííîå è ïîñòîÿííîå ìàã-
íèòíûå ïîëÿ.

Íàìàãíè÷åííîñòü ÂÒÑÏ çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè åãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. îáíàðóæèâàåò ãè-
ñòåðåçèñ. Òàêîå ïîâåäåíèå ñâåðõïðîâîäíèêà îïèñûâàåòñÿ ðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå
áàçèðóþòñÿ íà ìîäåëè êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðåäëîæåííîé ×. Áèíîì â ðàáîòå [1] äëÿ
æåñòêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî (II) ðîäà.

Ìàãíèòíîå ïîëå âåëè÷èíîé áîëüøå ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ â æåñòêèå ñâåðõïðîâîä-
íèêè II ðîäà ïðîíèêàåò â âèäå ïîòîêà, îáðàçîâàííîãî íèòÿìè Àáðèêîñîâà è ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ôðîíòîì âíóòðü ñâåðõïðîâîäíèêà, ïðåîäîëåâàÿ ñèëó ïèííèíãà (ñèëó çàêðåïëåíèÿ
âèõðÿ íà íåîäíîðîäíîñòè). Ñëàáîå ìàãíèòíîå ïîëå â êåðàìè÷åñêèå ÂÒÑÏ ïðîíèêàþò â âè-
äå âèõðåé Äæîçåôñîíà èëè ãèïåðâèõðåé. Èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà âíóòðè ñâåðõïðî-
âîäíèêà âûçûâàåò â îáëàñòè ïðîíèêíîâåíèÿ âèõðåé ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå â ñâîþ
î÷åðåäü, ìãíîâåííî ñîçäàåò ýêðàíèðóþùèé ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê (ñâåðõòîê) ñ êðèòè÷å-
ñêîé ïëîòíîñòüþ Jc . Âåëè÷èíà Jc çàâèñèò îò ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîòîêà
(êîíöåíòðàöèè âèõðåé � ñðåäíåé èíäóêöèè ïîëÿ B èëè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ H ) ò. å.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kuzmichevnd@yandex.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé îáùåòåõíè÷åñêèõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìå-
íè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; m.v.chugunov@mail.ru.

3 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ äèñöèïëèí, Ñàìàðñêèé
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Jc = Jc(B) [2]. Óêàçàííàÿ çàâèñèìîñòü îáóñëîâëåíà ñèëîé ïèííèíãà è ñèëîé îòòàëêèâàíèÿ
ìåæäó âèõðÿìè. Ðàñ÷åò ñâåðõòîêà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà, à òàêæå
íàìàãíè÷åííîñòè è âîñïðèèì÷èâîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîñòóþ çà-
äà÷ó [3] � [6].

2. Ìîäåëü ðàñ÷åòà

Â ðàáîòå âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ â òîíêèé äèñê æåñòêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà II ðîäà â ïðèáëèæåíèå ïîëíîé ýêðà-
íèðîâêè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåíòðå îáðàçöà è ðàññ÷èòàíû ìàãíèòíîïîëåâûå è
òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè. Èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ çà-
âèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè òîêà îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ: Jc(H) = γ/H2 , êîòîðàÿ ïðè-
áëèæåííî îïèñûâàåò ñèòóàöèþ ïðè âûñîêîé ïëîòíîñòè ïðîíèêøèõ â îáðàçåö âèõðåé è äëÿ
êåðàìè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ [7]. Â ïðåíåáðåæåíèè ýôôåêòà Ìåéñíåðà óðàâíåíèå êðè-
òè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ î÷åíü òîíêîãî äèñêà ðàäèóñà R è ïîëóòîëùèíû b (R >> b) [8]
â àêñèàëüíîì âíåøíåì ïîëå èìååò âèä:

dH

dr
= ± γb

H2r
(2.1)

Çäåñü r åñòü òåêóùèé ðàäèóñ öèëèíäðà, H(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñåâóþ ñîñòàâëÿþ-
ùóþ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çíàê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.1) îïðåäåëÿåòñÿ
çíàêîì ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò âíåøíåãî ïîëÿ, ò.å. çíàêîì dH/dt . Âûøåóêàçàííàÿ
çàâèñèìîñòü Jc(H) ðÿäîì àâòîðîâ èñïîëüçîâàëîñü äëÿ îïèñàíèÿ êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ
ãðàíóëÿðíûõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ (íàïðèìåð,
[7]). Óðàâíåíèå (2.1) ðåøàåòñÿ ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì H(R) = He . Ãäå He � íàïðÿæåí-
íîñòü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çíàê (+) â óðàâíåíèè (2.1) ñîîòâåòñòâóåò ðàñòóùåìó âî
âðåìåíè ìàãíèòíîìó ïîëþ, à çíàê (�) óáûâàþùåìó ïîëþ. Ðåøåíèå (2.1) èìååò âèä:

H(r) =

[
H3
e ∓ 3γb · ln(R

r
)

] 1
3

(2.2)

Ìàãíèòíîå ïîëå â òîíêèé äèñê ïðîíèêàåò íà ãëóáèíó R− ρ , à ðàäèóñ ρ îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ H(ρ) = 0 :

ρ(He) = R · exp
(
−H3

e

3γb

)
(2.3)

Íàìàãíè÷åííîñòü M(He) òîíêîãî äèñêà âû÷èñëÿëàñü ñîãëàñíî ôîðìóëå èñïîëüçóåìîé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû òîêîâ [8], [9] ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýêðàíèðóþùèé
òîê â ñèëó öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ àçèìóòàëüíûì:

M(He) =
1

2V

∫ R

ρ

|[r⃗, J⃗c]|dV (2.4)

Çäåñü V � îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà, ρ � ðàäèóñ âíóòðåííåé ÷àñòè öèëèíäðà, êóäà ïîëå
íå ïðîíèêëî (2.3). Íà÷àëüíàÿ êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ âîçðàñòàþùåãî âíåøíåãî ïîëÿ
îò 0 äî He , ñëåäóÿ (2.4), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Min(He) = − 1

R2

∫ R

ρ(He)

Jc(H)r2dr = −M0 · exp
(
−H

3
e

γb

)∫ (H3
e/3γb)

0

e3zdz

z2/3
(2.5)
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Çäåñü M0 = (γR3/9b2)1/3 . Èíòåãðàë â âûðàæåíèè (2.5) íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåí-
òàðíûå ôóíêöèè.

Â ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëå (He(t) = H0 + h · cos(ωt) ) ñâåðõïðîâîäíèê ðàçáèâàåò-
ñÿ íà îáëàñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíî òåêóùèìè ýêðàíèðóþùèìè ñâåðõòîêàìè (ðèñ. 2.1). Ýòî
ïðèâîäèò ê ãèñòåðåçèñó â íàìàãíè÷èâàíèè æåñòêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà. Óðàâíåíèÿ êðèâûõ,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïåòëþ ãèñòåðåçèñà íàìàãíè÷åííîñòè, áóäóò âûðàæàòüñÿ ñëåäóþùèìè
èíòåãðàëàìè:

M+(H0, h) = − 1

R2

[∫ λ

ρ

Jc(H)r2dr −
∫ ζ

λ

Jc(H)r2dr +

∫ R

ζ

Jc(H)r2dr

]

M−(H0, h) = − 1

R2

[∫ ξ

ρ

Jc(H)r2dr −
∫ R

ξ

Jc(H)r2dr

] (2.6)

ãäå M+(H0, h) � âåòâü ïåòëè â âîçðàñòàþùåì ïîëå, à M−(H0, h) � âåòâü ïåòëè äëÿ
óáûâàþùåãî âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çäåñü ρ � ðàäèóñ öåíòðàëüíîé ÷àñòè äèñêà, êóäà
âîçðàñòàþùåå ïîëå äî âåëè÷èíû H0 + h åùå íå ïðîíèêëî, λ � âíóòðåííèé ðàäèóñ êîëü-
öåâîãî ñëîÿ äèñêà ñ ïðîòèâîïîëîæíî òåêóùèì ýêðàíèðóþùèì ñâåðõòîêîì â óáûâàþùåì
ïîëå äî çíà÷åíèÿ H0−h è ζ � âíåøíèé ðàäèóñ ýòîãî æå êîëüöåâîãî ñëîÿ äèñêà. Âåëè÷èíà
ξ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ðàäèóñîì êîëüöåâîãî ñëîÿ â óáûâàþùåì ïîëå îò çíà÷åíèÿ H0 + h
äî òåêóùåãî çíà÷åíèÿ He(t) (ñì. ðèñ. 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðàçáèåíèå ñâåðõïðîâîäíèêà â ïîñòîÿííîì è ïåðåìåííîì àêñèàëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ íà

îáëàñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíî òåêóùèìè ñâåðõòîêàìè: à) Âîçðàñòàþùåå ïîëå ïðîíèêëî íà ãëóáèíó

R− ρ , óáûâàþùåå � íà ãëóáèíó R− λ è ñíîâà âîçðàñòàþùåå íà R− ζ (âåòâü ïåòëè ãèñòåðåçèñà

â ðàñòóùåì ïîëå � M+ ). b) Âîçðàñòàþùåå ïîëå ïðîíèêëî íà ãëóáèíó R− ρ , óáûâàþùåå � íà

ãëóáèíó R− ξ (âåòâü ïåòëè ãèñòåðåçèñà â óáûâàþùåì ïîëå � M− ).)

Àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò ïî ôîðìóëàì (2.6) äëÿ M− è M+ ïðèâîäèò ñëåäóþùèì âûðà-
æåíèÿì:

M−(H0, h,He) = −M0 ·


exp

(
−(H0 + h)3

γb

)
·
∫ [(H0+h)3+H3

e ]/6γb

0

e3zdz

z2/3
+

+exp

(
H3
e

γb

)
·
∫ H3

e/3γb

[(H0+h)3+H3
e ]/6γb

e−3zdz

z2/3

(2.7)
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M+(H0, h,He) = −M0 ·



exp

(
−(H0 + h)3

γb

)
·
∫ [(H0+h)3+(H0−h)3]/6γb

0

e3zdz

z2/3
+

+exp

(
(H0 − h)3

γb

)
·
∫ H3

e+(H0−h)3/6γb

[(H0+h)3+(H0−h)3]/6γb

e−3zdz

z2/3
+

+exp

(
−H

3
e

γb

)
·
∫ H3

e/3γb

[(H0−h)3+H3
e ]/6γb

e−3zdz

z2/3

(2.8)

Íà ïðàêòèêå âàæíû ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè, òàê êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî èõ äîñòà-
òî÷íî ëåãêî èçìåðèòü. Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî âêëàä â äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ãàðìîíèê
äàåò ñðåäíÿÿ êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè M(H0, h,He) , à â ìíèìûå ñîñòàâëÿþùèå âêëàä äà-
åò ðàçíîñòíàÿ êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè ∆M(H0, h,He) . Óêàçàííûå êðèâûå îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]:

M(H0, h,He) =
M−(H0, h,He) +M+(H0, h,He)

2
, (2.9)

∆M(H0, h,He) =M−(H0, h,He)−M+(H0, h,He). (2.10)

Íà ðèñ. 2.2 ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé Min , M+ , M− , M è ∆M îò âíåøíåãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (2.5), (2.7) � (2.10). Âåëè÷èíó ìàãíèòíîãî ïîëÿ
óäîáíî âûðàæàòü â åäèíèöàõ Hp = (γb)1/3 . Â ïîëå He = Hp ðàäèóñ ρ ≈ 0.7165R .

Â ýêñïåðèìåíòå ÷àñòî èçìåðÿåòñÿ íàïðÿæåíèå ñèãíàëà îòêëèêà ñâåðõïðîâîäíèêà íà
ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå â ïðèñóòñòâèè ïîñòîÿííîãî ïîëÿ [3], [6], [7], [11]. Óêàçàííîå
íàïðÿæåíèå âîçíèêàåò íà êîíöàõ ïðèåìíîé êàòóøêè, âíóòðè êîòîðîé ïîìåùåí ñâåðõïðî-
âîäíèê. Â ñèëó íåëèíåéíîñòè îòêëèêà íàïðÿæåíèå áóäåò èìåòü â ñâîåì ñîñòàâå ñèíôàçíûå
(äåéñòâèòåëüíûå) U ′ è êâàäðàòóðíûå (ìíèìûå) U ′′ ñîñòàâëÿþùèå ãàðìîíèê.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Íà÷àëüíàÿ êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè Min , âåòâü ïåòëè ãèñòåðåçèñà â âîçðàñòàþùåì ïîëå M+ ,

âåòâü ïåòëè ãèñòåðåçèñà â óáûâàþùåì ïîëå M− , ñðåäíÿÿ M è ðàçíîñòíàÿ ∆M êðèâûå. Çäåñü

H òåêóùåå ìàãíèòíîå ïîëå. Êðèâûå ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (2.6), (2.8) - (2.10).

Ìàãíèòíîå ïîëå H âûðàæåíî â åäèíèöàõ Hp = (γb)1/3 , à íàìàãíè÷åííîñòü â åäèíèöàõ M0 .
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Ãàðìîíèêè íàïðÿæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ãàðìîíèêàì íàìàãíè÷åí-
íîñòè èëè âîñïðèèì÷èâîñòè: U

′,′′
n ∝M

′,′′
n . Çäåñü n = 1, 2, 3, . . . � íîìåð ãàðìîíèêè.

Äåéñòâèòåëüíûå M
′
n è ìíèìûå M

′′
n ñîñòàâëÿþùèå ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè âû÷èñ-

ëÿëèñü ñîãëàñíî ôîðìóëàì ðàáîòû [3]:

M
′

n(H0, h) =
1

π

∫ 2π

0

M(H0, h,He(t)) cos(nωt)d(ωt), (2.11)

M
′′

n (H0, h) =
1

π

∫ π

0

∆M(H0, h,He(t)) sin(nωt)d(ωt). (2.12)

Ìîäóëè ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

Mn(H0, h) =
√

(M ′
n(H0, h))2 + (M ′′

n (H0, h))2. (2.13)

Çàìåòèì, ÷òî (ñì. íàïðèìåð, [3])

M
′′

1 =
1

πh

∮
HdM =

Q

πµ0V h
. (2.14)

Çäåñü Q � ýíåðãèÿ ïîòåðü íà ïåðåìàãíè÷èâàíèå çà öèêë, µ0 � ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
à V � îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà.

Àíàëèòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè ïðèâîäÿò ê ÷ðåçâû÷àéíîé ãðî-
ìîçäêîñòè âûðàæåíèé íåóäîáíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà è ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì,
ïîýòîìó èõ âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ÷èñëåííî â ñèñòåìå MathCad.

3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìàãíèòîïîëåâûõ çàâèñèìîñòåé ãàðìîíèê
íàìàãíè÷åííîñòè

Íà ðèñóíêàõ 3.1 � 3.3 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû àìïëèòóä 1, 3 è 5 ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè
â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû àìïëèòóäû h íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ïåðåìåííîãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ (H0 = 0 ). Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ãàðìîíèêè èìåþò ìàêñèìóìû, ïîëîæåíèÿ
êîòîðûõ çàâèñÿò îò íîìåðà n ãàðìîíèêè. Ñ ðîñòîì n ìàêñèìóì ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó
ðîñòà h . Ìàêñèìóìû îáóñëîâëåíû êîíêóðåíöèåé äâóõ ìåõàíèçìîâ � óâåëè÷åíèåì îáúåìà
ñâåðõïðîâîäíèêà çàíÿòîãî ñâåðõòîêîì, ÷òî ïðèâîäèò ê ðîñòó íàìàãíè÷åííîñòè äèñêà è
ïîäàâëåíèåì âåëè÷èíû Jc(H) ñ ðîñòîì ïîëÿ.

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2.14) è ðèñ. 3.1 (êðèâàÿ 2) ïîëó÷èì, ÷òî ìàêñèìóì ïîòåðü ýíåðãèè
íà ïåðåìàãíè÷èâàíèå ñâåðõïðîâîäíèêà ïðèõîäèòñÿ íà âåëè÷èíó hm ≈ 1.7Hp . Ìíèìàÿ
÷àñòü ïÿòîé ãàðìîíèêè (ðèñ. 3.3) íàìàãíè÷åííîñòè M

′′
5 ìåíÿåò çíàê ïðè h ≈ hm , òî åñòü

ôàçó. Îòìåòèì, ÷òî ïðè h > 3Hp â ñâåðõïðîâîäíèêå ïðîèñõîäÿò â îñíîâíîì ïîòåðè íà
ïåðåìàãíè÷èâàíèå (ñì. ðèñ. 3.1).
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Àìïëèòóäû äåéñòâèòåëüíîé M
′
1 (êðèâàÿ 1), ìíèìîé M

′′
1 (êðèâàÿ 2) ÷àñòåé è ìîäóëÿ M1

(êðèâàÿ 3) ïåðâîé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû h ïåðåìåííîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0 = 0 . Ìàãíèòíîå ïîëå âûðàæåíî â åäèíèöàõ Hp = (γb)1/3 , àìïëèòóäû

ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè � â åäèíèöàõ M0 .

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Àìïëèòóäû äåéñòâèòåëüíîé M
′
3 (êðèâàÿ 1), ìíèìîé M

′′
3 (êðèâàÿ 2) ÷àñòåé è ìîäóëÿ M3

(êðèâàÿ 3) òðåòüåé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû h ïåðåìåííîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0 = 0 . Ìàãíèòíîå ïîëå âûðàæåíî â åäèíèöàõ Hp = (γb)1/3 , àìïëèòóäû

ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè � â åäèíèöàõ M0 .
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Ð è ñ ó í î ê 3.3

Àìïëèòóäû äåéñòâèòåëüíîé M
′
5 (êðèâàÿ 1), ìíèìîé M

′′
5 (êðèâàÿ 2) ÷àñòåé è ìîäóëÿ M5

(êðèâàÿ 3) ïÿòîé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû h ïåðåìåííîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0 = 0 . Ìàãíèòíîå ïîëå âûðàæåíî â åäèíèöàõ Hp = (γb)1/3 , àìïëèòóäû

ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè � â åäèíèöàõ M0 .

Íà ðèñóíêàõ 3.4 � 3.6 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû àìïëèòóä 1 è 3 ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííî-
ñòè â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
H0 ïðè 2-õ çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè h = 0.25Hp è Hp . Äëÿ h = 0.25Hp èç ðèñ. 3.4
âèäíî, ÷òî ïîòåðè ñ ðîñòîì H0 âîçðàñòàþò è äîñòèãàþò ìàêñèìóìà ïðè H0 ≈ 2Hp . Ïðè
h = Hp è H0 = 0 ïîòåðè ìàêñèìàëüíû (ðèñ. 3.5). Òðåòüÿ ãàðìîíèêà íàìàãíè÷åííîñòè
èìååò ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü ñ ïåðåìåíîé çíàêà, êàê â äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè, òàê è â ìíè-
ìîé ÷àñòè äëÿ h = Hp (ðèñ. 3.6). Ïÿòàÿ ãàðìîíèêà èìååò åù¼ áîëåå ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü
ñ áîëüøèì ÷èñëîì ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ.

Ð è ñ ó í î ê 3.4
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Çàâèñèìîñòè äåéñòâèòåëüíîé M
′
1 (êðèâàÿ 1), ìíèìîé M

′′
1 (êðèâàÿ 2) ÷àñòåé è ìîäóëÿ M1

(êðèâàÿ 3) ïåðâîé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè îò ïîñòîÿííîãî ïîëÿ H0 äëÿ h = 0.25Hp .

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæåíà â åäèíèöàõ Hp = (γb)1/3 , à àìïëèòóäû ãàðìîíèê

íàìàãíè÷åííîñòè â åäèíèöàõ M0 .

Ð è ñ ó í î ê 3.5

Çàâèñèìîñòè äåéñòâèòåëüíîé M
′
1 (êðèâàÿ 1), ìíèìîé M

′′
1 (êðèâàÿ 2) ÷àñòåé è ìîäóëÿ M1

(êðèâàÿ 3) ïåðâîé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè îò ïîñòîÿííîãî ïîëÿ H0 äëÿ h = Hp .

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæåíà â åäèíèöàõ Hp = (γb)1/3 , à àìïëèòóäû ãàðìîíèê

íàìàãíè÷åííîñòè â åäèíèöàõ M0 .

Ð è ñ ó í î ê 3.6

Çàâèñèìîñòè äåéñòâèòåëüíîé M
′
3 (êðèâàÿ 1), ìíèìîé M

′′
3 (êðèâàÿ 2) ÷àñòåé è ìîäóëÿ M3

(êðèâàÿ 3) òðåòüåé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè îò ïîñòîÿííîãî ïîëÿ H0 äëÿ h = Hp .

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæåíà â åäèíèöàõ Hp = (γb)1/3 , à àìïëèòóäû ãàðìîíèê

íàìàãíè÷åííîñòè â åäèíèöàõ M0 .
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4. Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè

Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè îïðåäåëÿþòñÿ òåìïåðàòóðíîé
çàâèñèìîñòüþ åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà γ óðàâíåíèÿ (2.1) ò.å. γ(T ) . Äàííàÿ çàâèñèìîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòüþ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè òîêà Jc(T ) ∝ γ(T )
(ñì. ðàçäåë 2). Áûëà âûáðàíà ñëåäóþùàÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü:

γ(T ) = γ0

[
1−

(
T

Tc

)2
]2
. (4.1)

Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà Tc áûëà âûáðàíà
ðàâíîé 92 K , ò.ê. ýòà òåìïåðàòóðà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî
ÂÒÑÏ Y Ba2Cu3O7−x . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 4.1 � 4.3. Èç ðèñóíêîâ
âèäíî, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü ïåðâîé ãàðìîíèêè è âûñøèå ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè èìåþò
ìàêñèìóì âáëèçè Tc . Äàííûé ìàêñèìóì, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ñ ðîñòîì àìïëèòóäû
ìîäóëÿöèè h óøèðÿåòñÿ è ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü íèçêèõ òåìïåðàòóð. Ìàêñèìóì îáóñëîâëåí
êîíêóðåíöèåé ñëåäóþùèõ ïðîöåññîâ: óìåíüøåíèåì Jc c ðîñòîì òåìïåðàòóðû, ÷òî ïðèâî-
äèò ê áîëüøåìó îáúåìó ñâåðõïðîâîäíèêà çàíÿòîìó ñâåðõòîêîì, ðîñòó íàìàãíè÷åííîñòè è
ðîñòó ïîòåðü íà ïåðåìàãíè÷èâàíèå (2.14). Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè â ôîðìóëå (4.1) êà÷åñòâåííî
íå âëèÿþò íà òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ãàðìîíèê.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè (M
′
1 - 1, M

′′
1 - 2 è

M1 - 3) äëÿ h = 0.25Hp (H0 = 0 )). Àìïëèòóäû ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè âûðàæåíû â

åäèíèöàõ M0 .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



34 Í. Ä. Êóçüìè÷åâ, Ì. Â. ×óãóíîâ, À. À. Ôåä÷åíêî

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè àìïëèòóä òðåòüåé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè (M
′
3 - 1, M

′′
3 - 2 è

M3 - 3) äëÿ h = 0.25Hp (H0 = 0 )). Àìïëèòóäû ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè âûðàæåíû â

åäèíèöàõ M0 .

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè àìïëèòóä ïÿòîé ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè (M
′
5 - 1, M

′′
5 - 2 è

M5 - 3) äëÿ h = 0.25Hp (H0 = 0 )). Àìïëèòóäû ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè âûðàæåíû â

åäèíèöàõ M0 .

5. Îáñóæäåíèå

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíîé
ðàáîòû [11] â êîòîðîé èññëåäîâàëèñü ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ
äèñêîâ â ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Êîëè÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå äàííûõ íàñòîÿùåé ðàáî-
òû è âûøåïðèâåäåííîé ðàáîòû ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó çíà÷åíèþ γ äëÿ ïîëèêðèñòàëëà
Y Ba2Cu3O7−x : γ ∼ 1.1 · 1015 A3/m4 .
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Mathematical modeling of the magnetic response of thin

superconducting disc according to critical state model with

a critical current density with inverse-square dependance

of �eld magnitude.

c⃝ N. D. Kuzmichev 4, M. V. Chugunov 5, A. A. Fedchenko 6

Abstract. In this work carry out mathematical modeling of magnetization harmonics of hard
superconductors two type for thin disk. According to critical state model with Jc ∼ γ/H2 in
approximation of magnetic �eld screening in the disk center has calculated hysteretic magnetization
curves and magnetic �eld and temperature dependencies magnetization harmonics. Quality
in�uence of magnitude of ac magnetic �eld amplitude was found on harmonic magnetization.
The results this work was compared with experimental results for polycrystals of high-temperature
superconductors. The parameter of model γ was estimated.

Key Words: high-temperature superconductor, II-type hard superconductor, critical state, thin
disk, critical current density, hysteretic loop of magnetization, harmonics magnetization.

4 Head of sub-department of general scienti�c disciplines, Mordovian State University after N.P. Ogarev,
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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 533.6.013.42

Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè çàùèòíîãî

ýêðàíà ïðè ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè ïîòîêîì ãàçà

c⃝ À. Â. Àíêèëîâ1, Ï. À. Âåëüìèñîâ2, Â. À. Ñóäàêîâ3

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñâÿçàííîé ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó
óïðóãîé ñòåíêè (çàùèòíîãî ýêðàíà) ðåçåðâóàðà, çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ, ïðè âçàèìîäåé-
ñòâèè ñòåíêè ñî ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîò-
âåòñòâóåò êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ
ñìåøàííîãî ôóíêöèîíàëà òèïà Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, íà-
ëàãàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü ïîòîêà, èçãèáíóþ æåñòêîñòü ñòåíêè è äðóãèå ïàðàìåòðû
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîãèäðîóïðóãîñòü, äèíàìèêà, óïðóãàÿ ïëàñòèíà, äåôîðìàöèÿ, ñâåðõ-
çâóêîâîé ïîòîê ãàçà, æèäêîñòü, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,
ôóíêöèîíàë, óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé, óñòðîéñòâ, ïðèáîðîâ, àïïàðàòîâ, ñèñòåì
è ò. ä., íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñ ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäîé (îáòåêàåìûõ ïîòîêîì
æèäêîñòè èëè ãàçà), íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì äèíàìèêè è
óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, òðåáóåìîé äëÿ èõ êà÷åñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è
íàä¼æíîñòè ýêñïëóàòàöèè [2] - [21]. Âîçäåéñòâèå ïîòîêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ýôôåêòàì,
ÿâëÿþùèìñÿ ïðè÷èíîé íàðóøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ, âïëîòü äî èõ ðàç-
ðóøåíèÿ (íàïðèìåð, ïðèâîäèòü ê ñîñòîÿíèþ íåóñòîé÷èâîñòè âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ àì-
ïëèòóäû èëè óñêîðåíèÿ êîëåáàíèé äî êðèòè÷åñêè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé). Òàêàÿ ïðîáëåìà,
êîãäà íåóñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíûì ÿâëåíèåì, âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ëåòàòåëüíûõ è ïîäâîäíûõ àïïàðàòîâ: ýëåðîíà � ñîñòàâíîé ÷àñòè
êðûëà; ðóëÿ âûñîòû � ñîñòàâíîé ÷àñòè ñòàáèëèçàòîðà, ðóëÿ íàïðàâëåíèÿ � ñîñòàâíîé ÷à-
ñòè êèëÿ; ïàíåëè � ñîñòàâíîé ÷àñòè ôþçåëÿæà èëè êðûëà [2], [5], [6], [8], [9], [12], [13], [14],
[17]. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè òå÷åíèé â ïðîòî÷íûõ êàíàëàõ,
òðóáîïðîâîäàõ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, ñîäåðæàùèõ óïðóãèå ýëåìåíòû [7], [10], [11], [14],
[15], [18].

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ÿâëåíèå âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè, óêàçàííîå âûøå â êà÷å-
ñòâå íåãàòèâíîãî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïðèìåðàìè ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ, îòíîñÿùèõñÿ

1 Äîöåíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; ankil@ulstu.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.

3 Àñïèðàíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; sseevvaa@inbox.ru.
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ê âèáðàöèîííîé òåõíèêå è èñïîëüçóåìûõ äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ îäíîðîäíûõ ñìåñåé è ýìóëüñèé, â ÷àñòíîñòè,
óñòðîéñòâà äëÿ ïîäà÷è ñìàçî÷íî-îõëàæäàþùåé æèäêîñòè â çîíó îáðàáîòêè (ñì., íàïðèìåð
[20]). Äðóãèì ïðèìåðîì, êîãäà äåôîðìàöèÿ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîì âîçäåéñòâèè íåîáõîäèìà äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðèáîðîâ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé èõ
ðàáîòû, ÿâëÿþòñÿ äàò÷èêè äàâëåíèÿ [3], [4], [16], [19].

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîé ñòåíêè (çàùèòíîãî ýêðàíà)
ðåçåðâóàðà, çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ, ïðè îáòåêàíèè ñòåíêè ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà.
Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Íà îñíîâå
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà äëÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé � ïðîãèáà (äåôîðìàöèè) óïðóãîé ñòåíêè
ðåçåðâóàðà è ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ðåçåðâóàð, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, è, òåì ñàìûì, óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
óïðóãîé ñòåíêè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à î äèíàìèêå óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà G− = {(x, y) ∈
R2 : 0 < x < l,−h < y < 0} , çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ. Óïðóãîé ÿâëÿåòñÿ ñòåíêà, çàíè-
ìàþùàÿ ïîëîæåíèå y = 0 , 0 < x < l è ìîäåëèðóåìàÿ óïðóãîé ïëàñòèíîé. Îñòàëüíûå
ñòåíêè ( x = 0 , x = l è y = −h ) ñ÷èòàþòñÿ íåäåôîðìèðóåìûìè (ðèñ. 2.1). Â îáëàñòè
G+ = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ (−∞,+∞), y ∈ (0,+∞)} ïðîòåêàåò ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê ãàçà â
íàïðàâëåíèè îñè Ox ñî ñêîðîñòüþ V0 > a0 , ãäå a0 � ñêîðîñòü çâóêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

÷èñëî Ìàõà M0 =
V0
a0

>
√
2 .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðåçåðâóàð ñ äåôîðìèðóåìîé ñòåíêîé, îáòåêàåìîé ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: w(x, t) � ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè (ïðîãèá) ïëàñòèíû; φ(x, y, t) �
ïîòåíöèàë ñêîðîñòè æèäêîñòè â îáëàñòè G− . Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

φxx + φyy = 0, (x, y) ∈ G−; (2.1)

φy(x,−h, t) = 0, φy(x, 0, t) = wt(x, t), x ∈ (0, l), t ≥ 0; (2.2)

φx(0, y, t) = 0, φx(l, y, t) = 0, y ∈ (−h, 0), t ≥ 0; (2.3)

mwtt(x, t) +Dwxxxx(x, t) =
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= (p− − ρ−φt(x, 0, t))− p+ − ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
; (2.4)

w(0, t) = wxx(0, t) = w(l, t) = wxx(l, t) = 0, t ≥ 0; (2.5)

w(x, 0) = f1(x), wt(x, 0) = f2(x), x ∈ (0, l). (2.6)

Çäåñü èíäåêñû x, y, t ñíèçó îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî x, y è t ; D è m � èçãèáíàÿ
æåñòêîñòü è ïîãîííàÿ ìàññà ïëàñòèíû; V0 , ρ+ , p+ � ñêîðîñòü ãàçà, ïëîòíîñòü è äàâëåíèå
â íàáåãàþùåì îäíîðîäíîì ïîòîêå â îáëàñòè G+ ; ρ− , p− � ïëîòíîñòü è äàâëåíèå æèäêîñòè
â îáëàñòè G− â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Ñëàãàåìîå

−p+ − ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
(2.7)

â óðàâíåíèè (2.4) îïèñûâàåò âîçäåéñòâèå íà ïëàñòèíó ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà [1]. Óðàâ-
íåíèå (2.1) îïèñûâàåò äèíàìèêó æèäêîñòè â îáëàñòè G− â ìîäåëè èäåàëüíîé íåñæèìàå-
ìîé ñðåäû; (2.2) - (2.3) � óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ; (2.4) � óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó
óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà ñ ó÷åòîì àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà íå¼; óñëîâèÿ
(2.5) ñîîòâåòñòâóþò øàðíèðíîìó çàêðåïëåíèþ êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà ðåçåðâóàðà; (2.6)
� íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Óðàâíåíèÿ è óñëîâèÿ (2.1) - (2.6) îáðàçóþò íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé w(x, t) è φ(x, y, t) .

3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

Òàê êàê ñèñòåìà (2.1) - (2.5) ëèíåéíàÿ, òî äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëå-
âîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå óðàâíåíèþ (2.4), èìååò âèä:

mwtt(x, t) +Dwxxxx(x, t) = −ρ−φt(x, 0, t)−
ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
. (3.1)

Ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó íóëåâîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (2.1) - (2.3), (2.5), (3.1) ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.6).
Ââåäåì ôóíêöèîíàë

J(t) =

l∫
0

(mw2
t +Dw

2
xx+2mθwwt+αkθw

2+2ρ−θwφ(x, 0, t))dx+ρ−
∫∫
G−

(φ2
x+φ

2
y)dxdy, (3.2)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ α =
ρ+V0√
M2

0 − 1
, k =

M2
0 − 2

M2
0 − 1

, à θ > 0 � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëü-

íûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò J ïî t

Jt(t) = 2

l∫
0

(mwtwtt +Dwxxwtxx +mθw2
t +mθwwtt + αkθwwt+

+ρ−θwtφ(x, 0, t) + ρ−θwφt(x, 0, t))dx+ 2ρ−
∫∫
G−

(φxφxt + φyφyt)dxdy. (3.3)
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Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (2.1) è óñëîâèÿ (2.2) - (2.3), ïîëó÷èì

∫∫
G−

(φxφxt + φyφyt)dxdy =

0∫
−h

dy

l∫
0

φxφxtdx+

l∫
0

dx

0∫
−h

φyφytdy =

l∫
0

wtφt(x, 0, t)dx. (3.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.1) è (3.4) â (3.3), íàõîäèì

Jt(t) = 2

l∫
0

(wt(−Dwxxxx − ρ−φt(x, 0, t)− αV0wx − αkwt) +Dwxxwtxx+

+mθw2
t + θw(−Dwxxxx − ρ−φt(x, 0, t)− αV0wx − αkwt) + αkθwwt+ (3.5)

+ρ−θwtφ(x, 0, t) + ρ−θwφt(x, 0, t) + ρ−wtφt(x, 0, t))dx.

Ïðîèçâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2.5)

l∫
0

wxxxxwtdx =

l∫
0

wxxwtxxdx,

l∫
0

wwxxxxdx =

l∫
0

w2
xxdx,

l∫
0

wwxdx = 0. (3.6)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.1) íà φ(x, y, t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè G−

∫∫
G−

φ(φxx + φyy)dxdy =

l∫
0

φ(x, 0, t)wtdx−
∫∫
G−

(φ2
x + φ2

y)dxdy = 0. (3.7)

Èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî
l∫

0

φ(x, 0, t)wtdx =

∫∫
G

(φ2
x + φ2

y)dxdy. (3.8)

Ó÷èòûâàÿ (3.6) - (3.8), ñîãëàñíî (3.5) ïîëó÷èì

Jt(t) = −2

l∫
0

(αV0wtwx + (αk −mθ)w2
t+

+Dθw2
xx − (ρ−θ + γ)wtφ(x, 0, t))dx− 2γ

∫∫
G

(φ2
x + φ2

y)dxdy, (3.9)

ãäå γ > 0 � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ïðîâåäåì îöåíêè èíòåãðàëîâ ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3), (2.5). Ñîãëàñíî íåðà-

âåíñòâó Ðýëåÿ [22] èìååì
l∫

0

w2
xxdx ≥ λ1

l∫
0

w2
xdx, (3.10)

ãäå λ1 =
π2

l2
� íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è ψxxxx = −λψxx, x ∈ [0, l]

ñ óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè (2.5);∫∫
G

φ2
xdxdy ≥ η1

∫∫
G

φ2dxdy, (3.11)
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ãäå η1 =
π2

l2
� íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è ψxx = −ηψ, x ∈ (0, l) ,

ñ óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè (2.3). Ðàññìîòðåííûå êðàåâûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííûìè è ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûìè.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, èìååì 0∫
y

φydy

2

≤
0∫
y

12dy

0∫
y

φ2
ydy.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(φ(x, 0, t)− φ(x, y, t))2 ≤ −y
0∫

−h

φ2
ydy. (3.12)

Ïðîèíòåãðèðóåì (3.12) ïî îáëàñòè G−

∫∫
G−

(φ(x, 0, t)− φ(x, y, t))2dxdy ≤
∫∫
G−

−y
0∫

−h

φ2
ydy

 dxdy =
h2

2

∫∫
G−

φ2
ydxdy. (3.13)

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (3.10), (3.11), (3.13) ñîãëàñíî (3.9) ïîëó÷èì äëÿ Jt ñëåäóþùóþ
îöåíêó

Jt(t) ≤ −2

∫∫
G

(
1

h

(
αV0wtwx + (αk −mθ)w2

t +
Dθπ2

l2
w2
x − (ρ−θ + γ)wtφ(x, 0, t)

)
+

+γ

(
π2

l2
+

2

h2

)
φ2(x, y, t)− 4γ

h2
φ(x, 0, t)φ(x, y, t) +

2γ

h2
φ2(x, 0, t)

)
dxdy. (3.14)

Ðàññìîòðèì â (3.14) êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî wt, wx, φ(x, 0, t), φ(x, y, t) , ìàò-
ðèöà êîòîðîé èìååò âèä:

αk −mθ

h

αV0
2h

−ρ
−θ + γ

2h
0

αV0
2h

Dθπ2

hl2
0 0

−ρ
−θ + γ

2h
0

2γ

h2
−2γ

h2

0 0 −2γ

h2
γ(
π2

l2
+

2

h2
)


. (3.15)

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà, çàïèøåì óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû

∆1 > 0 ⇒ αk −mθ > 0, (3.16)

∆2 > 0 ⇒ 4Dθπ2(αk −mθ)− α2V 2
0 l

2 > 0, (3.17)

∆3 > 0 ⇒ 2γ(4Dθπ2(αk −mθ)− α2V 2
0 l

2)− (ρ−θ + γ)2Dθπ2h > 0, (3.18)

∆4 ≥ 0 ⇒ π2

l2
[2γ(4Dθπ2(αk−mθ)−α2V 2

0 l
2)−(ρθ+γ)2Dθπ2h]− 2

h2
(ρ−θ+γ)2Dθπ2h ≥ 0, (3.19)
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ãäå ∆1,∆2,∆3,∆4 � óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû (3.15). Ïðè ýòîì èç (3.19) ñëåäóåò âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâ (3.16) - (3.18). Ðàññìîòðèì â (3.19) ñëó÷àé ðàâåíñòâà è íàéäåì ïàðàìåòð
γ > 0 :

(π2h2 + 2l2)Dθγ2 − (8Dθπ2h(αk −mθ)−
−2α2V 2

0 l
2h− 2(π2h2 + 2l2)Dρ−θ2)γ + 4(π2h2 + 2l2)D2(ρ−)2θ3 = 0. (3.20)

Ïóñòü êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (3.20) γ > 0 . Òîãäà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà

8Dθπ2h(αk −mθ)− 2α2V 2
0 l

2h− 2(π2h2 + 2l2)Dρθ2 > 0, (3.21)

D = (8Dθπ2h(αk−mθ)− 2α2V 2
0 l

2h− 2(π2h2 +2l2)Dρθ2)2 − 4(π2h2 +2l2)D2ρ2θ3 ≥ 0, (3.22)

ãäå D � äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (3.20). Ïàðàìåòð γ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåí-
ñòâîì

γ =
8Dθπ2h(αk −mθ)− 2α2V 2

0 l
2h− 2(π2h2 + 2l2)Dρθ2 +

√
D

(π2h2 + 2l2)2Dθ
. (3.23)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.21), (3.22) èç (3.14) ïîëó÷èì

Jt(t) ≤ 0 ⇒ J(t) ≤ J(0) (3.24)

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó ψxxxx = ηψ, x ∈ [0, l] ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.5). Ýòà
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé è ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ðý-
ëåÿ [22], èìååì

l∫
0

w2
xxdx ≥ η1

l∫
0

w2dx, (3.25)

ãäå η1 =
π4

l4
� íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è.

Îöåíèì J(t), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.25), (3.11) è (3.13)

J(t) =

l∫
0

(
mw2

t +D(1− χ)w2
xx +Dχw2

xx + 2mθwwt + αkθw2 + 2ρ−θwφ(x, 0, t)
)
dx+

+ρ−
∫∫
G−

(φ2
x+φ

2
y)dxdy ≥

∫∫
G−

(
1

h

(
mw2

t +

(
Dχ

π4

l4
+ αkθ

)
w2 + 2mθwwt + 2ρ−θwφ(x, 0, t)

)
+

+ρ−
(
π2

l2
+

2

h2

)
φ2(x, y, t)− 4ρ−

h2
φ(x, 0, t)φ(x, y, t) +

2ρ−

h2
φ2(x, 0, t)dxdy

)
+

+

l∫
0

π2

l2
D(1− χ)w2

xdx, (3.26)

ãäå χ ∈ (0, 1).
Â (3.26) èìååì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî wt, w, φ(x, 0, t), φ(x, y, t) , ìàòðèöà

êîòîðîé èìååò âèä: 

m

h

mθ

h
0 0

mθ

h

Dχπ4

hl4
+
αkθ

h

ρ−θ

h
0

0
ρ−θ

h

2ρ−

h2
−2ρ−

h2

0 0 −2ρ−

h2
ρ−π2

l2
+

2ρ−

h2


(3.27)
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Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà, çàïèøåì óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû

∆1 > 0 ⇒ m

h
> 0, (3.28)

∆2 > 0 ⇒ Dπ4

l4
+ αkθ −mθ2 > 0, (3.29)

∆3 > 0 ⇒ 2

(
Dπ4

hl4
+ αkθ −mθ2

)
− ρ−hθ2 > 0, (3.30)

∆4 > 0 ⇒ π2h

(
2

(
Dπ4χ

l4
+ αkθ −mθ2

)
− ρ−hθ2

)
− 2ρ−θ2l2 ≥ 0, (3.31)

ãäå ∆1,∆2,∆3,∆4 � óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû (3.27). Ïðè ýòîì èç (3.31) ñëåäóåò âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâ (3.28) - (3.30). Ðàññìîòðèì â (3.31) ñëó÷àé ðàâåíñòâà è íàéäåì èç íåãî
ïàðàìåòð χ :

χ =
(2ρ−θ2l2 + ρ−h2θ2π2 − 2αkθ + 2mθ2)l4

Dπ4
∈ (0, 1). (3.32)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.32) èç (3.26) ïîëó÷èì

J(t) ≥
l∫

0

π2

l2
D(1− χ)w2

xdx. (3.33)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì

l∫
0

w2
xdx ≥ 1

l
w2(x, t). (3.34)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

π2

l3
D(1− χ)w2(x, t) ≤ J(0) =

l∫
0

(mw2
t (x, 0) +Dw2

xx(x, 0) + 2mθw(x, 0)wt(x, 0)+

+αkθw2(x, 0) + 2ρ−θw(x, 0)φ(x, 0, 0))dx+ ρ−
∫∫
G−

(φ2
x(x, y, 0) + φ2

y(x, y, 0))dxdy, (3.35)

îòêóäà ñëåäóåò

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.21), (3.22) è (3.32). Òîãäà ðåøå-
íèå w(x, t) ñèñòåìû (2.1) - (2.4) óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé w(x, 0), wt(x, 0), φ(x, 0, 0), φx(x, y, 0), φy(x, y, 0) , åñëè w(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (2.5).

Óñëîâèÿ (3.21), (3.22) è (3.32) íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïî-
òîêà V0 , èçãèáíóþ æåñòêîñòü ïëàñòèíû D è äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâûå è
íåóñòîé÷èâûå äåôîðìàöèè óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà ïðè îáòåêàíèè ñâåðõçâóêîâûì ïî-
òîêîì ãàçà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãèé ýëåìåíò (E = 7 ∗ 1012 � ìîäóëü óïðóãîñòè,
ρpl = 2699 � ïëîòíîñòü, hpl = 0.1 � òîëùèíà) îáòåêàåòñÿ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì âîçäóõà
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( ρ+ = 1.3 ), ïðè ýòîì ðåçåðâóàð çàïîëíåí âîäîé ( ρ− = 998.2 ). Äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõà-
íè÷åñêîé ñèñòåìû: l = 1 ; h = 1 ; m = 269.9 (ïîãîííàÿ ìàññà); ν = 0.34 (êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà); D =
Eh3pl

12(1− ν2)
= 6.5958 ·108 (èçãèáíàÿ æåñòêîñòü). Âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â

ñèñòåìå ÑÈ. Â òàáëèöå θ1 � îäíî èç äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (3.21), (3.22)

Òàáëèöà 1: Ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

V θ1 γ1 χ1

490 0.06919 91.287501 6.81334 · 10−10

1000 0.16909 1.0026793 · 103 3.17033 · 10−9

1500 0.19619 9.0953294 · 102 4.54533 · 10−9

2000 0.22696 7.5318142 · 102 6.50794 · 10−9

2500 0.26492 5.8339841 · 102 9.43254 · 10−9

3000 0.31077 4.1587400 · 102 1.36823 · 10−8

3400 1.30290 -99.84876 2.95824 · 10−7

4000 1.06029 -1.046242 1.93260 · 10−7

è (3.32); γ1 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.23), à χ1 íàõîäèòñÿ èç (3.32). Ïðèâåäåííûé ïðè-
ìåð ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà óñòîé÷èâîñòü íàáëþäàåòñÿ ïðè ñêîðîñòÿõ íàáåãàþùåãî
ïîòîêà â ïîëóèíòåðâàëå [490, 3000) , äàííûé ôàêò îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïàðàìåòð γ1 ïðè
ñêîðîñòÿõ âûøå 3000 ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, íàðóøàåòñÿ óñëîâèå(3.23). Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ñêîðîñòÿõ âûøå, ÷åì V = 3000 , îïðåäåëåííîãî âûâîäà îá óñòîé÷èâîñòè ñäåëàòü
íåëüçÿ.
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ÓÄÊ 62-50

Óïðàâëÿåìûå äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà íà

íàêëîííîé ïëîñêîñòè

c⃝ Ä. Â. Áàëàíäèí 1, Ì. Þ. Ñêó÷èëèí2

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè
ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà ñ ìàÿòíèêîâûì ïðèâîäîì. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ
ðîáîòà, â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê áåçðàç-
ìåðíûì ïåðåìåííûì è ïàðàìåòðàì. Ðàññìîòðåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì êàê â ñëó÷àå
ñîâïàäåíèÿ åãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé çàäàííîé òðàåêòîðèè, òàê è â ñëó-
÷àå, êîãäà ïîäîáíîãî íå íàáëþäàåòñÿ. Ïîñòðîåíî óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå äâèæåíèå öåí-
òðà ðîáîòà âäîëü çàäàííîé òðàåêòîðèè â ïåðâîì ñëó÷àå è àñèìïòîòè÷åñêîå åãî ïðèáëèæåíèå
ê òðàåêòîðèè âî âòîðîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ, ñôåðè÷åñêèé ðîáîò, îáðàòíàÿ ñâÿçü ïî ñîñòîÿíèþ

1. Ââåäåíèå

Ñôåðè÷åñêèé ðîáîò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêóþ îáîëî÷êó ñ íàõîäÿùèìñÿ âíóòðè
íåêîòîðûì óïðàâëÿþùèì ìåõàíèçìîì. Ñîãëàñíî [1], ïåðâûå ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ è èññëå-
äîâàíèé ñôåðè÷åñêèõ ðîáîòîâ îòíîñÿòñÿ ê êîíöó XIX âåêà. Ïåðâûå ðîáîòû ïðåäñòàâëÿëè
ñîáîé ïðîñòî ñôåðó ñ íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè ïðóæèíîé, ñïîñîáíûå äâèãàòüñÿ òîëüêî â çàäàí-
íîì íàïðàâëåíèè. Â äàëüíåéøåì ìåõàíèçì áûë çíà÷èòåëüíî óñîâåðøåíñòâîâàí, íî èäåÿ,
ïîëîæåííàÿ â åãî îñíîâó � äâèæåíèå ñôåðû çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ �
èñïîëüçóåòñÿ äî ñèõ ïîð. Ýòîò ïðèíöèï èìååò äâå îñíîâíûå ðåàëèçàöèè: èñïîëüçîâàíèå
íåêîòîðîãî âíóòðåííåãî äâèãàòåëüíîãî ýëåìåíòà [1], [2] è èñïîëüçîâàíèå ìàÿòíèêà. Êðî-
ìå òîãî, åñòü è äðóãèå ñïîñîáû ïðèâåäåíèÿ ðîáîòà â äâèæåíèå, íàïðèìåð, äåôîðìàöèÿ
îáîëî÷êè, êîãäà ðîáîò âíåøíå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîå ïîäîáèå ôóòáîëüíîãî ìÿ÷à, à
äâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ äåôîðìàöèåé îòäåëüíûõ ñåêöèé.

Â ðàáîòå [4] ðàññìîòðåí ñëó÷àé äâèæåíèÿ ðîáîòà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîé
ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà ñ ìàÿòíèêîâûì ïðèâîäîì
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñëó÷àè äâèæåíèÿ ðîáîòà êàê â îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ ìåæäó ñôåðè-
÷åñêîé îáîëî÷êîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ, òàê è ñ ó÷åòîì ñêîëüæåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðàâëÿåìûõ äâèæåíèé íà
ïëîñêîñòè ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ ìàÿòíèêîâûì ïðèâîäîì.

2. Îïèñàíèå äèíàìèêè ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà ñ ìàÿòíèêîâûì ïðè-
âîäîì, ïåðåìåùàþùåãîñÿ ïî íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè

Óïðîùåííàÿ ñõåìà ðîáîòà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2.1. Ðîáîò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñôåðè÷åñêóþ îáîëî÷êó è ìàÿòíèê, çàêðåïëåííûé â öåíòðå îáîëî÷êè. Òðåíèåì â øàðíèðå,
ê êîòîðîìó êðåïèòñÿ ìàÿòíèê, â äàëüíåéøåì ïðåíåáðåæåì. Îáîëî÷êà èìååò ìàññó M è

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
dbalandin@yandex.ru

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
maximgerts@gmail.com
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ðàäèóñ r . Ìîìåíò èíåðöèè îáîëî÷êè îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
îáîëî÷êè, ðàâåí J . Ìàÿòíèê ñîñòîèò èç øàðà ìàññû m è ñòåðæíÿ, ìàññó êîòîðîãî ñ÷èòàåì
ïðåíåáðåæèìî ìàëîé. Ðàññòîÿíèå îò ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà âíåøíåé îáîëî÷êè äî öåíòðà
ìàññ öåíòðà ïðèêðåïëåííîãî ê äðóãîìó êîíöó øàðà îáîçíà÷èì l . Ìîìåíò èíåðöèè øàðà
ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè ðàâåí j0 . Âíóòðè ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà ðàñïîëîæåí
äâèãàòåëü, ïðèäàþùèé ìîìåíò Q ìàÿòíèêó.

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ñå÷åíèå ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè

Ââåäåì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïåðâàÿ ñèñòåìà � íåïîäâèæíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò Oxyz , æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ îïîðíîé ïîâåðõíîñòüþ (íà ðèñóíêå ïîêàçà-
íî ñå÷åíèå ðîáîòà ïëîñêîñòüþ Oxz ). Ïëîñêîñòü Oxy ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî îïîðíîé
ïîâåðõíîñòè, öåíòð ñèñòåìû êîîðäèíàò O ðàñïîëîæåí íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ðîáîòà, îñü Oz íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. Âòîðàÿ ñèñòåìà êî-
îðäèíàò � ïîäâèæíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò O1x1y1z1 , öåíòð O1 êîòîðîé
æåñòêî ñâÿçàí ñ ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòðîì ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ðîáîòà. Îñè ñèñòåìû êî-
îðäèíàò O1x1y1z1 ïàðàëëåëüíû îñÿì íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz .

Ââåäåì äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðà: γ1 = (0, 0,−1) � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè è γ2 =
(γ2x, γ2y, γ2z) � íîðìèðîâàííûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ñèëû òÿæåñòè. Îáà âåêòîðà çàäàíû
â êîîðäèíàòàõ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz , æåñòêî ñâÿçàííîé ñ îïîðíîé ïî-
âåðõíîñòüþ. Ïðè ýòîì ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà äâèæåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Mξ̈ = R−Nγ1 +Mgγ2 +P,
Jω̇ = −Q+ r[γ1,P].

(2.1)

Äâèæåíèå ìàÿòíèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

m(ξ̈ + lë) = −R+mgγ2,

ml2[e, ë] + j0Ω̇ = Q−ml[e, ξ̈] +mgl[e, γ2].
(2.2)

Èñêëþ÷àÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.1) è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.2) ñèëó ðåàêöèè R ,
ïîëó÷èì

Mξ̈ +Nγ1 −Mgγ2 −P = mgγ2 −m(ξ̈ + lë). (2.3)

Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå ñèñòåìû ñôåðà-ìàÿòíèê îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè

(M +m)ξ̈ +mlë = −Nγ1 + (M +m)gγ2 +P,
Jω̇ = −Q+ r[γ1,P],

ml2[e, ë] + j0Ω̇ = −Q−ml[e, ξ̈] +mgl[e, γ2],

(2.4)
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ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð e óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ė = [Ω, e]. (2.5)

Ôèãóðèðóþùèé â ñèñòåìå (2.4) âåêòîð ë ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ë =
d

dt
[Ω, e] = [Ω̇, e] + [Ω, ė] = [Ω̇, e] + [Ω, [Ω, e]] (2.6)

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû ñèëû ðåàêöèè îïîðíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî ïåðâîå
óðàâíåíèå (2.4) äîìíîæèì ñêàëÿðíî íà γ1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

−(M +m)z̈ −mlëz = −N − (M +m)gγ2z. (2.7)

Ïðè áåçîòðûâíîì äâèæåíèè ïî îïîðíîé ïëîñêîñòè â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò z = 0 ,
ïîýòîìó â âûðàæåíèè (2.7) èìååì z̈ = 0 . Âûðàçèì ñèëó ðåàêöèè

N = −(M +m)gγ2z +mlëz. (2.8)

Óñëîâèåì áåçîòðûâíîñòè äâèæåíèÿ ðîáîòà ïî ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü âå-
ëè÷èíû ñèëû ðåàêöèè, òî åñòü

−(M +m)gγ2z +mlëz ≥ 0. (2.9)

Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ïîâåðõíîñòüþ

vc = ξ̇ + r[ω, γ1], (2.10)

à ñèëà òðåíèÿ ïðè íåíóëåâîé ñêîðîñòè vc îïðåäåëÿåòñÿ

P = −kN vc

|vc|
, (2.11)

ãäå k � êîýôôèöèåíò ñóõîãî òðåíèÿ.
Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñêîëüæåíèÿ, òî åñòü ïðè vc = 0

ξ̇ + r[ω, γ1] = 0. (2.12)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.12) ïî âðåìåíè, èìååì

ξ̈ = −r[ω̇, γ1]. (2.13)

Â ýòîì ñëó÷àå, äîìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (2.4) âåêòîðíî ñëåâà íà rγ1 è èñïîëüçóÿ
(2.13), èìååì

(M +m)r2[γ1, [γ1, ω̇]] +mlr[γ1, ë] = (M +m)gr[γ1, γ2] + r[γ1,P] (2.14)

Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå è âòîðîå óðàâíåíèå (2.4), èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Jω̇ + (M +m)r2[γ1, [ω̇, γ1]]−mrl[γ1, ë] + (M +m)gr[γ1, γ2] = −Q,

j0Ω̇−mrl[e, [ω̇, γ1]] +ml2[e, ë] = Q+mlg[e, γ2],
ė = [Ω, e],

(2.15)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà â îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ.
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3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà â áåçðàçìåðíûõ ïå-
ðåìåííûõ

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ îñóùåñòâèì ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì êîîð-
äèíàòàì ïî ôîðìóëàì

t′ = T−1t, ξ′ = r−1ξ, ω′ = Ω−1
0 ω, Ω′ = Ω−1

0 Ω. (3.1)

Âûðàçèì ôèãóðèðóþùèå â óðàâíåíèÿõ ïðîèçâîäíûå â íîâûõ ïåðåìåííûõ

ω̇ =
dω

dt′
dt′

dt
=

Ω0

T

dω′

dt′
,

ξ̈ =
d

dt

(
dξ

dt

)
=

d

dt

(
dξ

dt′
dt′

dt

)
=
d2ξ

dt′2

(
dt′

dt

)2

=
r

T 2

d2ξ′

dt′2
,

Ω̇ =
dΩ

dt′
dt′

dt
=

Ω0

T

dΩ′

dt′
,

ė =
de

dt′
dt′

dt
=

1

T

de

dt′
,

ë =
d2e

dt′2

(
dt′

dt

)2

=
1

T 2

d2e

dt′2
.

(3.2)

Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â ñëó÷àå âîçìîæíîãî ñêîëü-
æåíèÿ â òî÷êå êîíòàêòà ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè è ïëîñêîñòè. Ïîäñòàâëÿÿ (3.2) â (2.4) è
(2.5), ïîëó÷àåì

J
Ω0

T

dω′

dt′
= −Q+ r[γ1,P],

(M +m)
r

T 2

d2ξ′

dt′2
+ml

1

T 2

d2e

dt′2
= −Nγ1 + (M +m)gγ2 +P,

ml2
1

T 2
[e,

d2e

dt′2
] + j0

Ω0

T

dΩ′

dt′
= Q−ml

r

T 2
[e,

d2ξ′

dt′2
] +mgl[e, γ2],

1

T

de

dt′
= Ω0[Ω

′, e].

(3.3)

Â äàëüíåéøåì òàì, ãäå ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé, øòðèõè áóäåì îïóñêàòü. Â ñîîòíî-
øåíèè (3.3) ïîëîæèì T = Ω−1

0 . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî ðàâåíñòâà â òðåòüå óðàâíåíèå(3.3)
è óìíîæåíèÿ åãî íà 1/ml2Ω2

0 ïîëó÷àåì

[e, ë] +
j0
ml2

Ω̇ =
Q

ml2Ω2
0

− r

l
[e, ξ̈] +

g

lΩ2
0

[e, γ2]. (3.4)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óäîáíî ïîëîæèòü

Ω2
0 =

g

l
, (3.5)

à òàêæå

ĵ0 =
j0
ml2

, q =
Q

mr2Ω2
0

, ρ =
r

l
, (3.6)

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ĵ0Ω̇+ [e, ë] = ρ2q− ρ[e, ξ̈] + [e, γ2]. (3.7)

Äîìíîæèâ âòîðîå óðàâíåíèå â (3.3) íà T 2/ml ñ ó÷åòîì (3.6) è (3.5), ïîëó÷èì

M +m

m
ρξ̈ + ë = − 1

mlΩ2
0

Nγ1 +
M +m

m
γ2 +

1

mlΩ2
0

P. (3.8)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

µ =
M

m
, n =

N

ml2Ω2
0

, p =
P

mlΩ2
0

. (3.9)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå (3.8) ïðèíèìàåò âèä

(1 + µ)ρξ̈ + ë = (1 + µ)γ2 − nγ1 + p. (3.10)

Ïîäñòàâèâ (3.5), (3.6) è (3.9) â ïåðâîå óðàâíåíèå (3.3), èìååì

JΩ2
0ω̇ = −mr2Ω2

0q+ rmlΩ2
0[γ1,p], (3.11)

ïîäåëèâ êîòîðîå íà mr2Ω2
0 , ïîëó÷èì

J

mr2
ω̇ = −q+ ρ−1[γ1,p]. (3.12)

Â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè çàìåíèì

Ĵ =
J

mr2
, (3.13)

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå

Ĵ ω̇ = −q+ ρ−1[γ1,p]. (3.14)

Òàêèì îáðàçîì, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ äâèæåíèå ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà ïî íàêëîí-
íîé ïîâåðõíîñòè ïðè íàëè÷èè ñêîëüæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè

Ĵ ω̇ = −q+ ρ−1[γ1,p],

(1 + µ)ρξ̈ + ë = (1 + µ)γ2 − nγ1 + p,

ĵ0Ω̇+ [e, ë] = ρ2q− ρ[e, ξ̈] + [e, γ2],
ė = [Ω, e]

(3.15)

ñ ïîäñòàíîâêîé
ë = [Ω̇, e] + [Ω, [Ω, e]], (3.16)

ãäå

Ĵ =
J

mr2
, µ =

M

m
, n =

N

ml2Ω2
0

, p =
P

mlΩ2
0

,

ĵ0 =
j0
ml2

, q =
Q

mr2Ω2
0

, ρ =
r

l
.

(3.17)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé äâèæåíèÿ ðîáîòà áåç ñêîëüæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà
ðîáîòà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (2.15). Ïîñëå çàìåí (3.2) è (3.17) îíà ïðèíèìàåò âèä

Ĵ ω̇ + (1 + µ)[γ1, [ω̇, γ1]]− ρ−1[γ1, ë] + ρ−1(1 + µ)[γ1, γ2] = −q,

ĵ0Ω̇− ρ[e, [ω̇, γ1]] + [e, ë]− [e, γ2] = ρ2q
ė = [Ω, e]

(3.18)

ñ ïîäñòàíîâêîé (3.16).
Ïðè ýòîì óñëîâèå áåçîòðûâíîãî äâèæåíèÿ ðîáîòà (2.9) èìååò âèä

n = −(1 + µ)γ2z + ëz ≥ 0. (3.19)
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4. Óïðàâëåíèå äâèæåíèåì ðîáîòà

Â äàííîé ÷àñòè îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ óïðàâëÿ-
þùèõ ìîìåíòîâ q , äåéñòâóþùèõ íà ìàÿòíèê [4]. Óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ñêîëüæåíèå îòñóòñòâóåò.

Òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàëî áû äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ðîáîòà
âäîëü çàäàííîé òðàåêòîðèè x = x0(t) , y = y0(t) , z = 0 , ãäå x0(t) è y0(t) � äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò ðàçðåøèòü ñèñòåìó (2.15) îòíîñèòåëüíî ñòàð-
øèõ ïðîèçâîäíûõ, ïðè ýòîì ïîëó÷àåì

ω̇ = Ā1(Ω, e) + B̄1(e)q,

Ω̇ = Ā2(Ω, e) + B̄2(e)q,
ė = [Ω, e],

(4.1)

ãäå Ai è Bi , i=1,2, ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ (çäåñü íå âûïèñàíû ââèäó ãðî-
ìîçäêîñòè âûðàæåíèé).

Ïðè äâèæåíèè ðîáîòà ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè èçâåñòíû çàäàííûå óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ω0(t) è óñêîðåíèå ω̇0(t) . Ïåðåîáîçíà÷èì u0(t) = ω̇0(t) . Çàêîí óïðàâëåíèÿ âûãëÿäèò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì [4]:

q = −B̂(e)Ā1(Ω, e) + B̂(e)(u0(t) + us), (4.2)

ãäå ìàòðèöà B̂(e) èìååò âèä

B̂(e) = B̄T
1 [B̄1(e)B̄

T
1 (e) + εI]−1, (4.3)

ε � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, u0 = (u01, u
0
2, u

0
3) � âåêòîð,

çàäàþùèé äâèæåíèå ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè (x0(t), y0(t), z0(t))

u01(t) = ω̇0
x(t) = −ÿ0(t),

u02(t) = ω̇0
y(t) = −ẍ0(t),

u03(t) = ω̇0
z(t) = 0,

(4.4)

us = (ū1, ū2, ū3) � äîïîëíèòåëüíîå óïðàâëåíèå, ¾ïðèáëèæàþùåå¿ öåíòð ìàññ ðîáîòà ê
òðåáóåìîé òðàåêòîðèè

ū1 = a′(y − y0(t))− b′(ωx − ω0
x(t)),

ū2 = −a′(x− x0(t))− b′(ωy − ω0
y(t)),

ū3 = 0,
(4.5)

a′ =
ar

Ω2
0

,

b′ =
br

Ω0

.
(4.6)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.

5. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé èíòåãðèðóåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà. Ïðèìåì
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

J = 2/3, j0 = 4, ρ = 2, µ = 1, k = 0.7. (5.1)
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Çàäàäèì òðåáóåìóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ðîáîòà â âèäå îêðóæíîñòè

x0(t) = α cos(βt), y0(t) = α sin(βt), (5.2)

ïðè ýòîì
ẋ0(t) = −αβ sin(βt), ẏ0(t) = αβ cos(βt),
ω0
x(t) = −αβ cos(βt), ω0

y(t) = −αβ sin(βt),
u01(t) = αβ2 sin(βt), u02(t) = −αβ2 cos(βt), u03(t) = 0.

(5.3)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(0) = α + 0.1, y(0) = −0.1, z(0) = 0,
ẋ(0) = ẋ0(0) = 0, ẏ(0) = 0, ż(0) = 0,
ωx(0) = ω0

x(0) = −αβ, ωy(0) = ω0
y(0) = 0, ωz(0) = 0,

ex(0) = 0, ey(0) = 0, ez(0) = −1, Ω(0) = 0.

(5.4)

Ïóñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà γ2 òàêîâû:

γ2 = (sin(π/60), 0,− cos(π/60)). (5.5)

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α = 2 è β = 0.1 ïîêàçûâàåò,
÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðîáîò äâèæåòñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ.
Êàê ìîæíî âèäåòü, ïîñòðîåííîå óïðàâëåíèå îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è,
òî åñòü òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ðîáîòà ïðèáëèæàåòñÿ ê çàäàííîé îêðóæíîñòè.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09
y(x)

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Ïðèáëèæåíèå öåíòðà ðîáîòà ê îêðóæíîñòè

Ð è ñ ó í î ê 5.2
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Ãðàôèê îòêëîíåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèè îò çàäàííîé δ(t)

Ð è ñ ó í î ê 5.3

Óïðàâëÿþùèé ìîìåíò qx(t)

Ð è ñ ó í î ê 5.4

Óïðàâëÿþùèé ìîìåíò qy(t)

Ð è ñ ó í î ê 5.5

Óïðàâëÿþùèé ìîìåíò qz(t)
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Ð è ñ ó í î ê 5.6

Êîìïîíåíòà íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìàÿòíèêà ex(t)

Ð è ñ ó í î ê 5.7

Êîìïîíåíòà íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìàÿòíèêà ey(t)

Ð è ñ ó í î ê 5.8

Êîìïîíåíòà íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìàÿòíèêà ez(t)

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà äèíàìèêà óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðîáîòà ñ ìà-
ÿòíèêîâûì ïðèâîäîì, ïåðåìåùàþùåãîñÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷å-
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ñêàÿ ìîäåëü ðîáîòà â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåä-
ëîæåí ñïîñîá óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ. Ïðîâåäåíû ÷èñ-
ëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî äàííûé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàåò ïðè-
áëèæåíèå öåíòðà ðîáîòà ê çàäàííîé òðàåêòîðèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �13-01-00603 è �13-
01-12452).
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A Motion Control for a Spherical Robot on Inclined Plane

c⃝ D. V. Balandin 3, M. Y. Skuchilin4

Abstract. Problems of controlling a spherical robot with pendulum drive on inclined plane are
considered. A mathematical model of the dynamics of this robot is constructed and control laws in
the form of state feedback that provide robot motion along a given trajectory on a horizontal or a
non-horizontal plane are synthesized. Numerical results of computer simulation that demonstrate
e�ciency of the proposed control laws are presented.

Key Words: control theory, spherical robot, state feedback control

3 Head of the Chair of Numerical and Functional Analysis, Lobachevskii Nizhny Novgorod State University;
dbalandin@yandex.ru

4 PhD Student of the Chair of Numerical and Functional Analysis, Lobachevskii Nizhny Novgorod State
University; maximgerts@gmail.com

MVMS journal. 2013. V. 15, No. 4



Ñîâìåñòíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 57

ÓÄÊ 517.929

Ñîâìåñòíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

c⃝ Ë. Ä. Áëèñòàíîâà1, Â. È. Çóáîâ2, È. Â. Çóáîâ3, Ñ. À. Ñòðåêîïûòîâ4, Ì.
Â. Ñòðåêîïûòîâà5

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçëàãàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-
ðàìè, ê êîòîðûì ïðèâîäÿò çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ, à òàêæå ðàçâèâàþòñÿ
ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîîòíîøåíèÿ, îïåðàòîð, ôóíêöèÿ, ñèñòåìà, ðåøåíèå, àðãóìåíò, ïðîèç-
âîäíàÿ, óðàâíåíèå, ôàêò

1. Ââåäåíèå

Èíòóèòèâíî î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé ëåã÷å ðåàëèçóþòñÿ â èíæå-
íåðíîì ñìûñëå. Êîíå÷íî, ïîíÿòèå ïðîñòîòû âåñüìà îòíîñèòåëüíî, íî, ñêàæåì, êâàäðàòè÷-
íûå ñèñòåìû âûçîâóò ïðåäïî÷òåíèå ó ëþáîãî êîíñòðóêòîðà ïåðåä ñèñòåìàìè, âêëþ÷àþ-
ùèìè áîëåå ñëîæíûå íåëèíåéíîñòè. Ðàññìîòðåíèå íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñòðóê-
òóðîé, èìåþùèõ íåñêîëüêî íåóñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, íî èìåþùèõ çàäàííûì
îáðàçîì ãåîìåòðè÷åñêè ëîêàëèçîâàííîå îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ê òîìó
æå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå, ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü âåñüìà ýôôåêòèâíûå ñè-
ñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ïî ñóòè ýòî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óñòîé÷èâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëèíåéíûõ è ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì. Íî â äàííîì ñëó÷àå àë-
ãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííûå íà àíàëèçå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, áåñïîìîùíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòèõ
ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ, êàê ïðàâèëî, âåñüìà ñëîæíà. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòå-
ìû òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåîñóùåñòâèìî.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ux = f(x, y, u),
uy = g(x, y, u).

(2.1)

Ïóñòü ïðàâûå ÷àñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðåðûâíûå èëè äàæå íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. ßñíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå íå âñåãäà,
òàê êàê íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ u îäíà, à óðàâíåíèÿ äâà. Óñòàíîâèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé. Ïðè÷åì áóäåì èñêàòü ýòè óñëîâèÿ â âèäå íåêîòîðîãî ñî-
îòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ôóíêöèè f, g è èõ ïðîèçâîäíûå. Ïóñòü ôóíêöèÿ u - ðåøåíèå
ñèñòåìû (2.1). Òîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∂(ux − f)

∂y
=
∂(uy − g)

∂x
,

1 Ïðîôåññîð êàôåäïû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ; ddemidova@mail.ru.
2 Àñïèðàíò êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ ô-òà ÏÌ-ÏÓ ÑÏáÃÓ; ddemidova@mail.ru.
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ; ddemidova@mail.ru.
4 Äîöåíò êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ; ddemidova@mail.ru.
5 Äîöåíò êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ; ddemidova@mail.ru.
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îòêóäà ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî uxy =
uyx , êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, èìååì

fy + fug = gx + guf. (2.2)

Âûðàæåíèå (2.2) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè, à âûðàæåíèå fy− fug− gx−
guf - ñêîáêàìè ßêîáè. Åñëè ôóíêöèè, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.1), íå çàâèñÿò
îò èñêîìîé ôóíêöèè u , òî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ïðèíèìàåò âèä

fy = gx. (2.3)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

Aux +Buy = 0,
Cux +Duy = 0.

(2.4)

ßñíî, ÷òî äëÿ ñîâìåñòíîñòè ýòîé ñèñòåìû, âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàç-
ðåøèìîñòü óðàâíåíèé (2.4), ò.å. âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ AD = BC . Äîïîëíèòåëüíîå
òðåáîâàíèå óñòàíîâèì àíàëîãè÷íûì ñ (2.2) îáðàçîì. Ïóñòü u - ðåøåíèå. Òîãäà âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

A
∂(Cux +Duy)

∂x
+B

∂(Cux +Duy)

∂y
= C

∂(Aux +Buy)

∂x
+D

∂(Aux +Buy)

∂y
,

Îòêóäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ uxy = uyx , ïîëó÷àåì

A(Cxux +Dxuy) +B(Cyux +Dyuy) = C(Axux +Bxuy) +D(Ayux +Byuy). (2.5)

Äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (2.4) íåîáõîäèìà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñîâìåñòíîñòü óðàâíåíèÿ
(2.5) è óðàâíåíèé (2.4). Èíà÷å ãîâîðÿ, óðàâíåíèå (2.5) äîëæíî áûòü ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé
(2.4). Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

−B(ACxux +Dxuy) +B(Cyux +Dyuy)− C(Axux +Bxuy) +D(Ayux +Byuy) (2.6)

êîòîðîå íàðÿäó ñ ñîîòíîøåíèåì AD = BC è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.4).

Âûðàæåíèå

A(Cxux +Dxuy) + B(Cyux +Dyuy)− C(Axux +Bxuy) +D(Ayux +Byuy)

íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà ñèñòåìû (2.4). Èìåííî Ñ.Ä. Ïóàññîí (1781-1840) ïåðâûì çà-
ìåòèë, ÷òî ïðè ïîäîáíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå âòîðûå ïðîèçâîäíûå íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè, ñîêðàùàþòñÿ. Ýòî ÿâèëîñü âåñüìà íåîæèäàííûì è âàæíûì ôàêòîì.

Â ñëó÷àå ñèñòåì óðàâíåíèé áîëüøåãî ïîðÿäêà ÿâíûå ñîîòíîøåíèÿ âûïèñûâàòü äîñòà-
òî÷íî çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó èçëîæèì âîïðîñ â áîëåå îáùåì âèäå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

L1(u) = 0, L2(u) = 0. (2.7)

Çäåñü è äàëåå Li - ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Li(u) =
n∑
j=1

aijuxj ,
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êîýôôèöèåíòû aij - ñóòü ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn . Åñëè ôóíê-
öèÿ u = u(x1, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, òî (2.7) ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè è âûïîëíåíî
L1(L2(u)) = L2(L1(u)) = 0 ; ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L1(L2(u))− L2(L1(u)) = 0. (2.8)

Âûðàæåíèå (2.8) íå çàâèñèò îò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òàêæå ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïðåðàòîð

L3(u) = L1(L2(u))− L2(L1(u)) =
n∑
j=1

a3juxj .

Ýòîò ôàêò îòêðûò Ïóàññîíîì. Âûðàæåíèå

[L1, L2] = L1(L2(u))− L2(L1(u))

íîñèò íàçâàíèå ñêîáîê Ïóàññîíà. Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.6), òî îíà óäî-
âëåòâîðÿåò òàêæå óðàâíåíèþ

L3(u) = L1(L2(u))− L2(L1(u)) = 0. (2.9)

Ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî óðàâíåíèå (2.9) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñ óðàâíå-
íèÿìè (2.6). Òîãäà ìîæíî, ïðèìåíÿÿ ñêîáêó Ïóàññîíà, ïîëó÷èòü åùå óðàâíåíèÿ

L4(u) = [L1(u), L3(u)] = 0, L5(u) = [L2(u), L3(u) = 0, . . .]

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ñèñòåìà m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé

L1(u) = 0, . . . , Lm(u) = 0 (2.10)

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè êàæäàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà [Li, Lj] (i, j = 1, . . . ,m) ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îïåðàòîðîâ L1, . . . , Lm .

Åñëè ñèñòåìà (2.10) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òî ïðèìåíÿÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïî êðàéíåé ìåðå m + 1 óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê
çàìêíóòîé, òàê è íåò. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñíîâà ïðèìåíÿÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, ìîæíî ïîëó÷èòü
íîâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîðÿäîê êîòîðîé ïî êðàéíåé ìåðå íà åäèíèöó áîëüøå ïðåäûäó-
ùåé. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé îãðàíè÷åíî ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ n , òî ýòîò ïðîöåññ êîíå÷åí.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé (2.10) íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè èëè íàçûâàåòñÿ ÿêîáèåâîé ñèñòåìîé, åñëè âñå-
âîçìîæíûå ñêîáêè Ïóàññîíà ðàâíû íóëþ òîæäåñòâåííî:

[Li, Lj] ≡ 0, i, j = 1, . . . ,m.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ëþáàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ Y = Φ(X) , ãäå Y = (y1, . . . , yn) , Φ =
(φ1, . . . , φn) , ñîõðàíÿåò è ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè, è ñâîéñòâî èíâîëþöèîííîñòè ñèñòåìû
(2.10).
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2.1. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñèñòåìû

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé (2.10) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
íîðìàëüíîé ôîðìå

L1(u) = ux1 + a1m+1uxm+1 + . . .+ a1nuxn = 0, (2.11)

L2(u) = ux2 + a2m+1uxm+1 + . . .+ a2nuxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Lm(u) = ux2 + amm+1uxm+1 + . . .+ amnuxn = 0.

Ò å î ð å ì à 2.2. Âñÿêàÿ íîðìàëüíàÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà åñòü ñèñòåìà â èíâî-
ëþöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.

2.2. Ðåãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè ó ñèñòåì 3-ãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(x, y, z), ẏ = g(x, y, z) ż = h(x, y, z). (2.12)

Èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó ýòîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé èíòåãðàëüíîé
ïîâåðõíîñòè z = v(x, y) . Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðåãóëÿðíûìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè [2].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòüþ Φ íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîå
ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùååñÿ îáðàçîì ýëåìåíòàðíîé îáëàñòè G , ãî-
ìåîìîðôíîé êðóãó. Ëîêàëüíî ýëåìåíòàðíàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé.

Ïóñòü u, v - äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îáëàñòè G, x, y, z - êîîðäèíà-
òû ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ïîâåðõíîñòè Φ . Óðàâíåíèÿ

x = f1(u, v), y = f2(u, v), z = f3(u, v)

íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïîâåðõíîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå.
Åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè Φ äîïóñêàåò ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (ò.å. åñëè

ôóíêöèè fi , îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè â îáëàñòè G ), òî ïîâåðõíîñòü Φ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Åñëè k = 1 , òî
ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé.

Íàèáîëüøåé íàãëÿäíîñòüþ îòëè÷àþòñÿ ïîâåðõíîñòè, äîïóñêàþùèå ïàðàìåòðèçàöèþ

x = u, y = v, z = f(u, v).

Óðàâíåíèÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå

z = f(x, y). (2.13)

Ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà è íåÿâíî:

ω(x, y, z) = 0. (2.14)
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Ò å î ð å ì à 2.3. Åñëè ω(x, y, z) - ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî ó
òî÷êè (x0, y0, z0) , óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì

ω(x0, y0, z0) = 0, (∇ω(x0, y0, z0))2 ̸= 0,

åñòü îêðåñòíîñòü òàêàÿ, ÷òî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ
(2.14) è ïðèíàäëåæàùèå ýòîé îêðåñòíîñòè, îáðàçóþò ðåãóëÿðíóþ ýëåìåíòàðíóþ ïîâåðõ-
íîñòü, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì (2.13).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîé (δ, ε) - îêðåñòíîñòè òî÷êè

(x0, y0, z0) ôóíêöèÿ (2.13) òàêàÿ, ÷òî ω(x, y, f(x, y)) = 0 ïðè |x − x0| < δ , |y − y0| < δ ,
|z−z0| < ε . Ïðè÷åì âñå òî÷êè óêàçàííîãî (δ, ε) - ïàðàëëåïèïåäà, óäîâëåòâîðÿþùèå (2.14),
èñ÷åðïûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè (x, y, f(x, y)) ïðè |x− x0| < δ , |y − y0| < δ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíóþ çàäà÷ó - çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ñè-
ñòåì - äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ çàäàííûé ÷àñòíûé èíòåãðàë, - ðåøèë Í.Ï.
Åðóãèí [2]. Ïî Åðóãèíó, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà
z = v(x, y) áóäåò ïðåäñòàâèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.12) â âèäåcfg

h

 =

cvxvy
−1

 ⋆ Φ(x, y, z) + b(x, y, z),

ãäå Φ(x, y, v(x, y)) ≡ 0 , âåêòîð b îðòîãîíàëåí âåêòîðó (vx, vy,−1)⋆ .
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ äâóìÿ êâàäðà-

òàìè ïðîèçâîäíûõ
vxf + vyg − h = (v2x + v2y + 1) ⋆ Φ(x, y, z),

êîòîðîå ïîêàçûâïàåò, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ôóíêöèè Φ îò z ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâîé ÷àñòüþ ñèñòåìû (2.12). Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî ôóíêöèþ Φ âñåãäà
ìîæíî èñêàòü â âèäå Φ(x, y, z) = (v2x + v2y + 1)−1Φ1(x, y, z) .

Åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé

z = v(x, y) + C, (2.15)

òî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì
óðàâíåíèå

vxf + vyg = h,

äèôôåðåíöèðóÿ êîòîðîå ïî z , ïîëó÷àåì

vxfz + vygz = hz.

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé(
ccf g
fz gz

)(
cvx
vy

)
=

(
ch
hz

)
. (2.16)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (2.12) ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé (2.15) íåîá-
õîäèìà, âî-ïåðâûõ, àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (2.16). Âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêó
èùåì ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü, òðåáóåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè vxy = vyx ,
êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:
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∂

∂y
(∆−1(hgz − ghz)) =

∂

∂x
(∆−1(−hfz − fhz)). (2.17)

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Èññëåäîâàòü íà íàëè÷èå ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ñèñòåìó (àòòðàêòîð Ðîññëåðà)

ẋ = −y − z, ẏ = x+ ay, ż = bx+ (x− c)z. (2.18)

Èùåì èíòåãðàë âèäà x = v(y, z) + C . Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé(
ccx+ ay bx+ (x− c)z

1 b+ z

)(
cvy
vz

)
=

(
cy + z

0

)
;

ïðèâîäèì åå ê íîðìàëüíîìó âèäó:(
cvy
vz

)
=

(
c (b+z)(y+z)
bay+zay+zc

− y+z
bay+zay+zc

)
.

Ïðîâåðÿåì óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè:

vyz − vzy = z
−ba− az + zc+ c

−2abz + cb− az2 − b2a
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ ïðè a = c , b = 1 .

3. Âûâîäû

Â ñòàòüå èçëàãàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ê
êîòîðûì ïðèâîäÿò çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ, à òàêæå ðàçâèâàþòñÿ ìåòî-
äû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ
ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé íà ïîäâèæíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ðàçëè÷íûõ ôîðì.
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ÓÄÊ 517.9

Ìîäåëèðîâàíèå êîíòèíóàëüíîé ïåðêîëÿöèè æåñòêèõ

âûòÿíóòûõ ýëëèïñîèäîâ ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êàìè

c⃝ Ì. Ì. Áóçìàêîâà1

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíà êîíòèíóàëüíàÿ ïåðêîëÿöèîííàÿ ìîäåëü æåñòêèõ âûòÿíóòûõ ýë-
ëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ñòðóêòóðîîá-
ðàçîâàíèÿ äèñïåðñíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è èçó÷åíèÿ èõ ôèçè÷åñêèõ è õèìè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ïîðîãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîèäà
è çíà÷åíèÿ òîëùèíû ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ïåðêîëÿöèÿ, êîìïîçèöèîííûå è äèñïåðñíûå ìàòåðèàëû, ôàçîâûå
ïåðåõîäû

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé ðîñò èñïîëüçîâàíèÿ äèñïåðñíûõ è êîì-
ïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Îíè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé
ïðîìûøëåííîñòè, ìåäèöèíå, ýêîëîãèè, õèìèè. Èõ øèðîêàÿ ïðèìåíèìîñòü îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ýòèì ìàòåðèàëàì ìîæíî ïðèäàòü îïðåäåëåííûå ôèçè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà. Íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íîâûõ ïåðñïåêòèâíûõ è ñîâåðøåíñòâîâàíèå óæå ñóùåñòâó-
þùèõ äèñïåðñíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïðèâåëà ê ðàçâèòèþ íàó÷íûõ èññëåäî-
âàíèé â äàííîì íàïðàâëåíèè. Ðàçðàáîòêà íàó÷íûõ îñíîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû è ñïî-
ñîáîâ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü. Ñðåäè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ è ñïîñîáîâ ïî-
ëó÷åíèÿ äèñïåðñíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçóþòñÿ
ìåòîäû òåîðèè ïåðêîëÿöèè è òåîðèè ôðàêòàëîâ [1].

Òåîðèÿ ïåðêîëÿöèè çàíèìàåò íåìàëîâàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé íàóêå. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî òåîðèÿ ïåðêîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ìåæäèñöèïëèíàðíîé, òî åñòü åå ìåòîäû ìîæíî
èñïîëüçîâàòü è â ìàòåìàòèêå, è â ôèçèêå, è â õèìèè, è â áèîëîãèè, è â ýêîíîìèêå è
äðóãèõ íàóêàõ [2]. Òåîðèÿ ïåðêîëÿöèè èìååò ìíîæåñòâî ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé [3].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà ìîäåëü êîíòèíóàëüíîé ïåðêîëÿöèÿ
æåñòêèõ âûòÿíóòûõ ýëëèïñîèäîâ ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êàìè. Äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ è ñâîéñòâ äèñïåðñíûõ
è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Êðîìå òîãî, äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
îïèñàíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà çîëü�ãåëü. Íîâèçíà íàøåãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ìû èññëåäóåì âûòÿíóòûå æåñòêèå ýëëèïñîèäû âðàùåíèÿ ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êà-
ìè, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå ñâÿçè ìåæäó ýëëèïñîèäàìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ

Îñíîâíîé öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå çàâèñèìîñòè ïîðîãà ïåðêîëÿöèè
îò òîëùèíû ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè è àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîèäà.

1 àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, Àñòðàõàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò, ã. Àñòðàõàíü; mariya_nazarova@mail.ru.
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Ñîçäàíà êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü êîíòèíóàëüíîé ïåðêîëÿöèè âûòÿíóòûõ æåñòêèõ ýëëèï-
ñîèäîâ âðàùåíèÿ (äàëåå ýëëèïñîèäîâ) ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êàìè. Ýëëèïñîèäû ñ ðà-
äèóñîì âðàùåíèÿ r , àñïåêòíûì îòíîøåíèåì k è ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êîé d ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ïîìåùàþòñÿ â êóá ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì L . Â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè, äâà ýëëèï-
ñîèäà ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàñòåðó òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èõ ïðîíèöàåìûå îáîëî÷êè
ïåðåñåêàþòñÿ èëè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Äàëåå, â ñèñòåìå èäåò ïîèñê êëàñòåðà, ñîåäèíÿ-
þùåãî âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè êóáà � ïåðêîëÿöèîííîãî. Ïî íàëè÷èþ â ñèñòåìå ïåð-
êîëÿöèîííîãî êëàñòåðà ìîæíî ãîâîðèòü î íàñòóïëåíèè ïåðêîëÿöèè. Êðîìå íàñòóïëåíèÿ
ïåðêîëÿöèè â ñèñòåìå, èññëåäóþòñÿ ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ
ïî ðàçìåðàì, ïîâåäåíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà êëàñòåðà è ìîùíîñòè ïåðêîëÿöèîííîãî êëà-
ñòåðà, à òàêæå åãî ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïîìèìî ýòîãî, äëÿ ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ
êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, êîòîðûå äîêàçûâàþò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ìåòîäîì Ìîíòå�Êàðëî. Ïðè óïàêîâêè ýëåìåíòîâ â ñèñòå-
ìó äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïðèìåíÿëñÿ àëãîðèòì ≪Âèõðü Ìåðñåííà≫ [4]. Äëÿ
èäåíòèôèêàöèè ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ê êëàñòåðó èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Õîøåíà�
Êîïåëüìàíà [5], êîòîðûé áûë ìîäèôèöèðîâàí ïîä êîíòèíóàëüíóþ çàäà÷ó. Èäåíòèôèêà-
öèÿ ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ≪ âîëíîâîãî àëãîðèòìà≫ [6].
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûëè èñïîëüçîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî âñåì òðåì
íàïðàâëåíèÿì.

Âñå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ ñèñòåìû êîíå÷íîãî ðàçìåðà (L = 15, 20, 25 ) â ñâÿçè ñî
çíà÷èòåëüíîé ñëîæíîñòüþ ìîäåëèðóåìîé çàäà÷è. Íî äàæå äëÿ òàêèõ íåáîëüøèõ ñèñòåì
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî òî÷íûå ðåçóëüòàòû (÷åòûðå çíàêà ïîñëå çàïÿòîé).

Äëÿ êàæäûõ çíà÷åíèé k = 1, ..., 5 , h = 0.1, ..., 1 ïðîèçâåäåíî 100 èñïûòàíèé è îïðå-
äåëåíî çíà÷åíèå ïîðîãà ïåðêîëÿöèè ïî ñòàíäàðòíîé ìåòîäèêå: îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü
âîçíèêíîâåíèÿ ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà P (p) ; ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî
ýêñïåðèìåíòà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ôóíêöèåé âèäà P (p) = (1 + exp(−(p − pc(L))a))

−1 (íà-
ïðèìåð, ðèñ. 2.1). Çíà÷åíèå äîëè çàïîëíåíèÿ, ïðè êîòîðîé âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ
ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà ðàâíà 0.5 ïðèíèìàåòñÿ çà îöåíêó çíà÷åíèÿ ïîðîãà ïåðêîëÿöèè
äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ äàííîé ïåðêîëÿöèîííîé çàäà÷è ïðîèçâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùèìè
ïàðàìåòðàìè: L = 15 , r = 0.5 , k = 1, 2, 3 , h = 0.1, 0.2, . . . , 1 ; L = 20 , r = 0.5 , k = 4 ,
h = 0.1, 0.2, . . . , 1 è äëÿ L = 25 , r = 0.5 , k = 5 , h = 0.1, 0.2, . . . , 1 .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ïîðî-
ãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîèäà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû
ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè (ðèñ. 3.1).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ôóíêöèÿìè
âèäà pc(k) = A exp(−k/t) + b , êîýôôèöèåíòû A , t , b ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.

Êðîìå âûÿâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ïîðîãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîè-
äà, áûëî èññëåäîâàíî ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì, ïîâåäåíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà
êëàñòåðà è ìîùíîñòè ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ ïî ðàç-
ìåðàì ïîëó÷èëè çàêîíîìåðíîå ïîâåäåíèå: íà ìàëûõ äîëÿõ çàïîëíåíèÿ äî ïîðîãà ïåðêî-
ëÿöèè ñóùåñòâóþ òîëüêî êëàñòåðû ìàëûõ ðàçìåðîâ, íà ïîðîãå ïåðêîëÿöèè ñóùåñòâóþò
êàê áîëüøèå (â 50% ñëó÷àåâ ïåðêîëÿöèîííûå), òàê è ìàëûå êëàñòåðû, è ïîñëå ïîðî-
ãà ïåðêîëÿöèè ïðèñóòñòâóþò îäèí�äâà ìàëûõ êëàñòåðà (ðàçìåðîì íå áîëüøå äâóõ�òðåõ)
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà ïðè ðàçëè÷íûõ L , k , h = 0.8
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü ïîðîãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîèäà ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ òîëùèíû ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè
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Òàáëèöà 2: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A , t , b àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé pc(k) =
A exp(−k/t) + b ïðè ðàçëè÷íûõ h

h A t b
1 0.066± 0.002 1.47± 0.08 0.013± 0.001
0.9 0.082± 0.002 1.38± 0.09 0.014± 0.001
0.8 0.103± 0.006 1.22± 0.08 0.017± 0.001
0.7 0.129± 0.009 1.14± 0.09 0.019± 0.001
0.6 0.166± 0.009 1.06± 0.08 0.021± 0.001
0.5 0.215± 0.009 0.99± 0.04 0.024± 0.001
0.4 0.34± 0.01 0.83± 0.04 0.029± 0.001
0.3 0.47± 0.02 0.77± 0.03 0.037± 0.001
0.2 0.69± 0.04 0.68± 0.03 0.049± 0.001
0.1 1.36± 0.09 0.59± 0.03 0.060± 0.002

è îäèí áîëüøîé êëàñòåð � ïåðêîëÿöèîííûé. Çíà÷åíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà êëàñòåðà ïðè
ïðèáëèæåíèè ê ïîðîãó ïåðêîëÿöèè ñòðåìèòåëüíî âîçðàñòàåò, à ïîñëå ïîðîãà ïåðêîëÿöèè
ñòðåìèòåëüíî óáûâàåò; çíà÷åíèå ìîùíîñòè ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà ïðè ïðèáëèæåíèè
ê ïîðîãó ïåðêîëÿöèè ñòðåìèòåëüíî âîçðàñòàåò, ïîñëå ïîðîãà ïåðêîëÿöèè âîçðàñòàåò ìå-
íåå èíòåíñèâíî (ðèñ.3.2). Òàêîå ïîâåäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàêîíîìåðíûì è ïîäòâåðæäàåò
ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ñëåâà ñðåäíèé ðàçìåð êëàñòåðà S(p) , ñïðàâà ìîùíîñòü ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà P∞(p) ïðè

L = 25 , h = 1 , k = 5

Äëÿ äàííîé ïåðêîëÿöèîííîé ìîäåëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè
ïðè L = 20 , k = 4 è h = 0.8 : äëÿ çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî ðàçìåðà êëàñòåðà êðèòè÷åñêèé ïî-
êàçàòåëü γ = 1.63± 0.15 ïðè p > pc , γ = 1.97± 0.17 ïðè p < pc , äëÿ çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè
ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü β = 0.445± 0.008 . Íàéäåííûå çíà÷å-
íèÿ êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñîâïàäàþò ñ ðàíåå èçâåñòíûìè â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè äëÿ
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, ðàâíîé òðåì [2], ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ
íàìè ðåçóëüòàòîâ.

Êðîìå îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, äëÿ äàííîé ïåðêîëÿöèîííîé
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ìîäåëè áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïåðêîëÿöèîííî-
ãî êëàñòåðà íà ïîðîãå ïåðêîëÿöèè: ïðè L = 20 , k = 4 è h = 0.8 Df = 2.74 ± 0.05 , ïðè
L = 20 , k = 4 è h = 0.6 Df = 2.79± 0.07 , ïðè L = 25 , k = 5 è h = 1 Df = 2.68± 0.13 ,
ïðè L = 25 , k = 5 è h = 0.6 Df = 2.59±0.17 , êîòîðûå â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ñîâïàäàþò
ìåæäó ñîáîé è ñ ðàíåå èçâåñòíûìè [2], [7]. Ýòî áåçóñëîâíî ìîæåò ñëóæèòü ïîäòâåðæäåíèåì
äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ äëÿ äàííîé çàäà÷è.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà ìîäåëü êîíòèíóàëüíîé ïåðêîëÿöèè æåñòêèõ âûòÿíóòûõ ýë-
ëèïñîèäîâ ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êàìè, îòëè÷àþùàÿñÿ îò èçâåñòíûõ òåì, ÷òî âïåðâûå
ðàññìîòðåíû èìåííî âûòÿíóòûå ýëëèïñîèäû âðàùåíèÿ. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ
îðèãèíàëüíîé. Âûÿâëåíà çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ ïîðîãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøå-
íèÿ ýëëèïñîèäà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè. Îïðåäåëåíû
òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû êàê ñðåäíèé ðàçìåð êëàñòåðà, ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ
ïî ðàçìåðàì, ìîùíîñòü è ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà, êðèòè÷å-
ñêèå ïîêàçàòåëè. Äàííàÿ ïåðêîëÿöèîííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ
ïðîöåññà ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ êîìïîçèöèîííûõ è äèñïåðñíûõ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå èñ-
ñëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ èõ ôèçè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè âáëèçè
ïîðîãà ïåðêîëÿöèè. Òàêæå ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà çîëü�ãåëü.
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Modelling of the continuum percolation of the prolate hard

ellipsoids with preamble shells.

c⃝ M. M. Buzmakova2

Abstract. The continuum percolation model of hard prolate ellipsoids of rotation has been
investigated. The model can be used to describe the process of the structure formation of composite
and dispersed materials and the study of their physical and chemical properties. Dependence
of value of the percolation threshold on thickness of permeable shell and aspect ratio has been
obtained.
Key Words: percolation theory, composite and dispersed materials, phase transitions

2 Assistant of Applied Mathematics and Informatics Chair, Astrakhan State University, Astrakhan;
mariya_nazarova@mail.ru.

MVMS journal. 2013. V. 15, No. 4



70 Ï. À. Âåëüìèñîâ, Þ. À. Òàìàðîâà

ÓÄÊ 517.9

Àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûõ òðàíñçâóêîâûõ

òå÷åíèé ãàçà è èõ ðåøåíèÿ

c⃝ Ï. À. Âåëüìèñîâ1, Þ. À. Òàìàðîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ òðàíñçâóêîâûõ òå÷åíèé ãàçà, ó÷èòûâàþùåå
ïîïåðå÷íûå âîçìóùåíèÿ, ïðåâîñõîäÿùèå âîçìóùåíèÿ îñíîâíîãî ïîòîêà. Óêàçàíû íåêîòîðûå
òî÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðàçëîæåíèå, òðàíñçâóêîâûå òå÷åíèÿ ãàçà, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

1. Âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Áåçâèõðåâûå èçýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ ãàçà â öèëèíäðè÷åñêèõ áåçðàçìåðíûõ êîîðäè-
íàòàõ x , r , θ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì:

Φtt + 2ΦxΦxt + 2ΦrΦrt +
2

r2
ΦθΦθt + 2ΦxΦrΦrx +

2

r2
ΦxΦθΦθx +

2

r2
ΦθΦrΦθr + Φ2

xΦxx+

+Φ2
rΦrr +

1

r4
Φ2
θΦθθ − a2

(
Φxx + Φrr +

1

r
Φr +

1

r2
Φθθ

)
= 0,

a2 = ρχ−1 = p
χ−1
χ =

χ+ 1

2
− χ− 1

2

(
2Φt + Φ2

x + Φ2
r +

1

2r2
Φ2
θ

)
.

(1.1)

Â (1.1) Φ(x, r, θ, t) - ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, t - âðåìÿ, a - ñêîðîñòü çâóêà, ρ - ïëîòíîñòü,
p - äàâëåíèå. Ââåäåì äëÿ Φ(x, r, θ, t) àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

Φ = x+ εψ(r, θ, t0) + ε3φ(x0, r, θ, t0) + ..., x = εx0, t =
1

ε
t0, (1.2)

ãäå ε - ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîäñòàâëÿÿ (1.2) â (1.1) è îñòàâëÿÿ ÷ëåíû ñòàðøåãî ïîðÿäêà,
ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè φ(x0, r, θ, t0) òðàíñçâóêîâîå óðàâíåíèå:

2φx0t0 + (χ+ 1)φx0φx0x0 + 2ψrφx0r +
2

r2
ψθφx0θ +

χ− 1

2

(
2ψt0 + ψ2

r +
1

r2
ψ2
θ

)
φx0x0−

−∆φ = L(ψ).
(1.3)

Â (1.3) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

∆φ ≡ φrr +
1

r
φr +

1

r2
φθθ,

−L(ψ) ≡ ψt0t0 + 2ψrψrt0 +
2

r2
ψθψθt0 + ψ2

rψrr +
1

r4
ψ2
θψθθ +

2

r2
ψθψrψrθ −

1

r3
ψrψ

2
θ .

Ôóíêöèÿ ψ(r, θ, t0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆ψ = 0 . Åñëè ψ ≡ 0 , òî ïîëó÷èì
êëàññè÷åñêîå òðàíñçâóêîâîå óðàâíåíèå Ëèíÿ-Ðåéññíåðà-Òçÿíà

2φx0t0 + (χ+ 1)φx0φx0x0 − φrr −
1

r
φr −

1

r2
φθθ = 0,

1 Çàâåäóþùè êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; kazakovaua@mail.ru.
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êîòîðîå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà Êàðìàíà-

Ôàëüêîâè÷à: (χ+ 1)φx0φx0x0 − φrr −
1

r
φr −

1

r2
φθθ = 0 .

Óðàâíåíèå (1.3) îïèñûâàåò òðàíñçâóêîâûå òå÷åíèÿ ãàçà, âîçíèêàþùèå ïðè âîçäåéñòâèè
íà îáòåêàåìîå òåëî áîêîâîãî (ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíîìó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, ñîâïà-
äàþùåìó ñ íàïðàâëåíèåì îñè x ) âîçìóùåíèÿ îñíîâíîãî òðàíñçâóêîâîãî ïîòîêà (äëÿ âîç-
ìóùàþùåãî ïîïåðå÷íîãî òå÷åíèÿ Φy,Φz ∼ ε , äëÿ îñíîâíîãî òå÷åíèÿ Φy,Φz ∼ ε3 ). Äëÿ
âíåøíåãî îáòåêàíèÿ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ òàêèì âîçìóùåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, áî-
êîâîé, ìåíÿþùèé ñâîþ èíòåíñèâíîñòü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âåòåð ψ = V∞(t)r cos (θ + α(t)) .
Äëÿ âíóòðåííåãî îáòåêàíèÿ, íàïðèìåð äëÿ òå÷åíèé â ñîïëàõ, òàêèì âîçìóùåíèåì ìîæåò
áûòü çàêðóòêà ïîòîêà (ψ = Γ(t)θ ).

Óñëîâèÿ íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû x0 = x0(r, θ, t0) ïîëó÷èì èç óñëîâèé Ðåíêèíà-
Ãþãîíèî, ïîäñòàâëÿÿ â íèõ ðàçëîæåíèå (1.2) è îñòàâëÿÿ ñòàðøèå ïî ïîðÿäêó ÷ëåíû:

2
∂x0

∂t0
+

(
∂x0

∂r

)2

+
1

r2

(
∂x0

∂θ

)2

+ 2ψr
∂x0

∂r
+

2

r2
ψθ
∂x0

∂θ
=

=
χ− 1

2

(
2ψt0 + ψ2

r +
1

r2
ψ2
θ

)
+
χ+ 1

2
(φx0 + φ∗

x0), φ = φ∗.

(1.4)

Åñëè â (1.4) ïîëîæèòü φ ≡ φ∗ , òî ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ (1.3).
Çàïèøåì óñëîâèÿ íà îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè, ìàëî îòëè÷àþùåéñÿ îò öèëèíäðè÷åñêîé,

çàäàâ åå â âèäå
r = r0(θ, t

0) + r2(x
0, θ, t0)ε4 + .... (1.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.2) è (1.5) â òî÷íîå óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ −Φxrx + Φr − r−2rθΦθ = rt è
îñòàâëÿÿ ÷ëåíû ñòàðøåãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì:

ψr −
1

r20

∂r0
∂θ

ψθ =
∂r0
∂t0

, φr −
1

r20

∂r0
∂θ

φθ =
∂r2
∂x0

. (1.6)

Çíà÷åíèÿ φr , φθ , ψr , ψθ â (1.6) âû÷èñëÿþòñÿ ïðè r = r0(θ, t
0) .

Óðàâíåíèå çâóêîâîé ïîâåðõíîñòè (V 2 = a2 ) â òðàíñçâóêîâîì ïðèáëèæåíèè ïðèíèìàåò
âèä

N ≡ χ+ 1

2

(
ψ2
r +

1

r2
ψ2
θ

)
+ (χ− 1)ψt0 + (χ+ 1)φx0 = 0. (1.7)

Äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé óðàâíåíèå (1.3) èìååò ñìåøàííûé òèï. Çâóêîâàÿ ïîâåðõíîñòü
N = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïàðàáîëè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1.3), ïðè ýòîì â ñâåðõçâóêîâîé
îáëàñòè (îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè) N > 0 , â äîçâóêîâîé îáëàñòè (îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè)
N < 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ (1.2) â âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ, ïðîâîäÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà è
îñòàâëÿÿ ñòàðøèå ïî ïîðÿäêó ÷ëåíû, ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
äàâëåíèÿ

P = 1− χε2
(
ψt0 + φx0 +

1

2
ψ2
r +

1

2r2
ψ2
θ

)
. (1.8)

2. Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.3)

Óêàæåì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3). Îòìåòèì àâòîìîäåëüíûé
êëàññ ðåøåíèé (èíäåêñ íîëü ó ïåðåìåííûõ x , t áóäåì çäåñü è äàëåå îïóñêàòü):

ψ = tβψ(ζ, η), φ = t2β−1φ(ξ, ζ, η), ξ =
x

tβ
, ζ =

r

t(β+1)/2
, η = θ + α ln t, (2.1)
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ãäå α , β - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Ïîäñòàâèâ (2.1) â óðàâíåíèå (1.3), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ ôóíêöèè φ = φ(ξ, ζ, η)

2

(
(β − 1)φξ − βφξξξ −

β + 1

2
φξζ + αφξη

)
+ (χ+ 1)φξφξξ + 2ψζφξζ +

2

ζ2
ψηφξη−

−∆φ+
χ− 1

2

(
2βψ − (β + 1)ζψζ + 2αψη + ψ

2

ζ +
1

ζ2
ψ

2

η )φξξ = L(ψ),

∆φ = φζζ +
1

ζ
φζ +

1

ζ2
φηη,

−L(ψ) = β(β − 1)ψ + β

(
−β + 1

2
ζψζ + αψη

)
+ (β − 1)

(
−β + 1

2
ζψζ + αψη

)
+

+

(
β + 1

2

)2

ζ2ψζζ + α2ψηη + 2ψζ

(
βψζ −

β + 1

2
ζψζζ + αψηζ

)
+

2

ζ2
ψηψζψηζ+

+
2

ζ2
ψη

(
βψη −

β + 1

2
ζψζη + αψη

)
+ ψ

2

ζψζζ +
1

ζ4
ψ

2

ηψηη −
1

ζ3
ψζψ

2

η.

Ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà: ψζζ +
1

ζ
ψζ +

1

ζ2
ψηη = 0 .

Óðàâíåíèå (1.3) äîïóñêàåò òàêæå ðåøåíèå ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà

φ =
3∑

k=0

φk(r, θ, t)x
k. (2.2)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.2) â óðàâíåíèå (1.3) ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèé φ0(r, θ, t) , φ1(r, θ, t) ,
φ2(r, θ, t) , φ3(r, θ, t) ñèñòåìó óðàâíåíèé:

18φ2
3(χ+ 1)−∆φ3 = 0,

6φ3t + 18(χ+ 1)φ2φ3 + 6ψrφ3r +
6

r2
ψθφ3θ −∆φ2 = 0,

4φ2t + (χ+ 1)(6φ1φ3 + 4φ2
2) + 4ψrφ2r +

4

r2
ψθφ2θ −∆φ1+

+6(χ− 1)φ3

(
ψt +

1

2
ψ2
r +

1

2r2
ψ2
θ

)
= 0,

2φ1t + 2(χ+ 1)φ1φ2 + 2ψrφ1r +
2

r2
ψθφ1θ −∆φ0+

+2(χ− 1)φ2

(
ψt +

1

2
ψ2
r +

1

2r2
ψ2
θ

)
= −L(ψ).

Â êëàññå ðåøåíèé (2.2) â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé ñîäåðæèòñÿ ðåøåíèå, êîòî-
ðîå îïèñûâàåò òå÷åíèå ãàçà â ñîïëàõ Ëàâàëÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì (φxx = const ) è
ó÷èòûâàåò çàêðóòêó ïîòîêà (ψ = Γθ , Γ = const ):

φ = ax2 + (χ+ 1)a2r2x+

[
χ− 1

2
Γ2a ln2 r +

1

8
(χ+ 1)2a3r4

]
. (2.3)

Ïðè r → 0 ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè Vr = ε3φr èìååò îñîáåííîñòü ln r/r , êîòîðàÿ îáóñëîâ-
ëåíà èçíà÷àëüíî îñîáåííîñòüþ çàäàíèÿ ñîñòàâëÿþùåé Vθ(Vθ = εΓ/r) . Óðàâíåíèå çâóêîâîé
ïîâåðõíîñòè äëÿ (2.3), ñîãëàñíî (1.7), èìååò âèä

x = −χ+ 1

2
ar2 − Γ2

4ar2
.

Ïðè χ→ 1 âëèÿíèå çàêðóòêè ïîòîêà íà ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé óìåíüøàåòñÿ, à îñîáåí-
íîñòü äëÿ φr ïðè r → 0 èñ÷åçàåò.
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Óñëîâèÿ (1.6) èìåþò âèä:
∂r0
∂θ

= 0 ,
∂r2
∂x

= φr (φr âû÷èñëÿåòñÿ ïðè r = r0 ). Îïðåäåëèâ

r0 è r2(x) , ïîëó÷èì óðàâíåíèå îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè:

r = r0 + ε4
[
r0a

2(χ+ 1)x2 +

(
(χ− 1)Γ2a

ln r0
r0

+
1

2
(χ+ 1)2a3r30

)
x+ C

]
, r0 = const. (2.4)

Ðåøåíèå (2.3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé â êîëüöåîáðàç-
íûõ êàíàëàõ, óðàâíåíèÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé ñòåíîê êîòîðûõ ïîëó÷èì èç
(2.4) ïðè r0 = r

(1)
0 , r0 = r

(2)
0 , r

(k)
0 = const ̸= 0 (ñì. Ðèñóíîê 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Îáòåêàåìûå ïîâåðõíîñòè âèäà (2.4) ïðè r0 = 3 , r0 = 5 .

Ïðè Γ = 0 â (2.3) ïîëó÷èì èçâåñòíîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå òå÷åíèå â öåíòðå ñîïëà
Ëàâàëÿ.

Óêàæåì ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ψ = Γθ , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè: Vx, Vr, Vθ → 0 ïðè
r → ∞

φ = f(x, θ)r−2 + g(r, θ), ∆g = 0. (2.5)

Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå (2.5) è ψ â óðàâíåíèå (1.3), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè f(x, θ) :

(χ+ 1)fxfxx + 2Γfxθ + (χ− 1)Γ2fxx − 4f − fθθ = 0.

Ðåøåíèå (2.5) äîïóñêàåò îáîáùåíèå: φ = f(ξ, η)r−2+g(r, θ) , ξ = x+α ln r , η = θ+β ln r ,
α , β - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé äâèæåíèþ ãàçà ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ
ïëîñêîñòÿìè θ = θ1(t) , θ = θ2(t) . Â ýòîì ñëó÷àå

ψ = r2(a(t) cos 2θ + b(t) sin 2θ) = r2f(θ, t), (2.6)

ïðè ýòîì â (1.3)

L(ψ) = r2(8(a
′
a+ b

′
b) + 8(a cos 2θ + b sin 2θ)(2ab sin 4θ + a2 cos 4θ − b2 cos 4θ)+

+a
′′
cos 2θ + b

′′
sin 2θ) = r2G(θ, t).

Ôóíêöèè a(t) , b(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íåïðîòåêàíèÿ (1.6):

fθ(θk(t), t) =
∂θk(t)

∂t
, k = 1, 2,
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è ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

a(t) =
1

A
(θ

′

2 cos 2θ2 − θ
′

1 cos 2θ1), b(t) =
1

A
(θ

′

2 sin 2θ1 − θ
′

1 sin 2θ2),

ãäå A = 2 sin 2(θ1 − θ2) . Ïîäñòàâëÿÿ (2.6) â (1.3), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ φ(x, r, θ, t) :

2φxt + (χ+ 1)φxφxx + 4r(a cos 2θ + b sin 2θ)φxr + 4(b cos 2θ − a sin 2θ)φxθ−
−∆φ+ (χ− 1)r2(a

′
cos 2θ + b

′
sin 2θ + 2a2 + 2b2)φxx = −r2G(θ, t). (2.7)

Óðàâíåíèå (2.7) äîïóñêàåò ðåøåíèå âèäà (2.2). Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòûðåõ óðàâíåíèé
äëÿ ôóíêöèé φ0(r, θ, t) , φ1(r, θ, t) , φ2(r, θ, t) , φ3(r, θ, t) :

18φ2
3(χ+ 1)−∆φ3 = 0,

6φ3t + 18(χ+ 1)φ2φ3 + 12(b cos 2θ − a sin 2θ)φ3θ + 12r(a cos 2θ + b sin 2θ)φ3r−
−∆φ2 = 0,
4φ2t + (χ+ 1)(6φ1φ3 + 4φ2

2) + 8r(a cos 2θ + b sin 2θ)φ2r −∆φ1+

+8(b cos 2θ − a sin 2θ)φ2θ + 6(χ− 1)r2φ3(a
′
cos 2θ + b

′
sin 2θ + 2a2 + 2b2) = 0,

2φ1t + 2(χ+ 1)φ1φ2 + 4r(a cos 2θ + b sin 2θ)φ1r + 4(b cos 2θ − a sin 2θ)φ1θ −∆φ0+
+2(χ− 1)r2(a

′
cos 2θ + b

′
sin 2θ + 2a2 + 2b2)φ2 = r2G(θ, t).

(2.8)

Ïðè ýòîì ìîæíî ïîëîæèòü φ3 = g(θ, t)r−2 , ãäå g(θ, t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:
18(χ+ 1)g2 − 4g − gθθ = 0 .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé ðàññìîòðèì ðåøåíèå

φ(x, r, θ) = φ2(θ)x
2 + φ1(θ)r

2x+ φ0(θ)r
4. (2.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) â ñèñòåìó (2.8), ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé φ2(θ) ,
φ1(θ) , φ0(θ) :

φ
′′

2 = 0,

4(χ+ 1)φ2
2 + 8(b cos 2θ − a sin 2θ)φ

′

2 − 4φ1 − φ
′′

1 = 0,

2(χ+ 1)φ1φ2 + 4(b cos 2θ − a sin 2θ)φ
′

1 − 16φ0 − φ
′′

0 + 8(a cos 2θ + b sin 2θ)φ1+
+4(χ− 1)(a2 + b2)φ2 = G(θ).

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ

(
∂f

∂θ
|θ=θ1,θ2 = 0,

∂φk
∂θ

|θ=θ1 = 0,
∂φk
∂θ

|θ=θ2 = 0, k = 0, 1, 2

)
,

ïîëó÷èì, ÷òî θ2 − θ1 = πn
2
, n ∈ N , φ2 = const = C1 . Òîãäà φ1 = C2

1(1 + χ) + C2 cos 2θ , à
ôóíêöèÿ φ0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

φ
′′
0 + 16φ0 = 2(χ+ 1)C1(C

2
1(1 + χ) + C2 cos 2θ)− 8C2 sin 2θ(b cos 2θ − a sin 2θ)+

+8(a cos 2θ + b sin 2θ)(C2
1(1 + χ) + C2 cos 2θ) + 4(χ− 1)(a2 + b2)C1 − 8(a cos 2θ + b sin 2θ)×

×(2ab sin 4θ + a2 cos 4θ − b2 cos 4θ) = H(θ).

Ðàññìîòðèì îáòåêàíèå ïîâåðõíîñòè, ìàëî îòëè÷àþùåéñÿ îò öèëèíäðà ( r0 =
R ). Â ýòîì ñëó÷àå, ïðåäïîëàãàÿ ïîïåðå÷íîå îáòåêàíèå ïîâåðõíîñòè áåçîòðûâíûì, ïîëî-
æèì ψ = V∞ cos θ(r +R2r−1) . Òîãäà óðàâíåíèå (1.3) ïðèìåò âèä

2φxt + (χ+ 1)φxφxx + 2V∞ cos θ

(
1− R2

r2

)
φxr − 2V∞

sin θ

r

(
1 +

R2

r2

)
φxθ+

+
χ− 1

2
V 2
∞φxx

(
1− 2

R2

r2
cos 2θ +

R4

r4

)
−∆φ =

= −2

(
R2

r3

)
V 3
∞ cos θ

(
1− 2R2

r2
+
R4

r4
− 4 sin2 θ

)
.

(2.10)
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Îò ïðàâîé ÷àñòè (îáîçíà÷èì åå α(r, θ) ) óðàâíåíèÿ (2.10) ìîæíî îñâîáîäèòüñÿ, ââåäÿ íîâóþ
ôóíêöèþ φ = φ+ g(r, θ) , ∆g = α(r, θ) . Òîãäà â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ ôóíêöèè φ :

(χ+ 1)φxφxx + 2V∞ cos θ

(
1− R2

r2

)
φxr − 2V∞

sin θ

r

(
1 +

R2

r2

)
φxθ −∆φ+

+
χ− 1

2
V 2
∞φxx

(
1− 2

R2

r2
cos 2θ +

R4

r4

)
= 0.

(2.11)

Óðàâíåíèå (2.11) èìååò ðåøåíèå âèäà (2.2), ãäå φk çàâèñÿò îò r , θ , ïðè ýòîì ìîæíî
ïîëîæèòü φ3 = g(θ)r−2 (â ÷àñòíîñòè, g = 0 èëè g = 1/(3(χ + 1) cos2 θ) ). Äëÿ òå÷åíèÿ
âäàëè îò òåëà r → 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.11) ìîæíî èñêàòü â âèäå

φ = rλf(ξ, θ) + ..., ξ = xr−n.

Òàê êàê ïðè V∞ = 0 ìû äîëæíû ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ (χ+1)φxφxx−∆φ = 0 , òî ìîæíî, ïî-âèäèìîìó, ïîëîæèòü λ = 3n−2 . Îòìåòèì,
÷òî ïðè ôîðìàëüíîì ïåðåõîäå â (2.10) ïðè r → ∞ ïîëó÷èì ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå

M(φ) ≡ 2φxt + (χ+ 1)φxφxx + 2V∞ cos θφxr − (2/r)V∞ sin θφxθ −∆φ+
+((χ− 1)/2)V 2

∞φxx = −(2R2/r3)V 3
∞ cos θ(1− 4 sin2 θ),

(2.12)

êîòîðîå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå

φ = rf(ξ, θ) + g(θ)r−1, ξ = x/r, g(θ) = −R2V 3
∞ sin2 θ cos θ.

Ïðè R ≪ 1 ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.10) â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ìîæíî èñêàòü
â âèäå

φ =
∞∑
n=0

φ̃n(x, r, θ)R
2n.

Òîãäà äëÿ φ̃0 ïîëó÷èì óðàâíåíèå (2.12) â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå è áåç ïðàâîé ÷àñòè
(M(φ̃0) = 0) , êîòîðîå èìååò ðåøåíèå âèäà (2.2), ãäå φn íå çàâèñÿò îò t , à òàêæå ðåøåíèå
φ̃0 = rf(ξ, η)+g(r, θ) , ξ = x/r , η = θ+α ln r , ∆g = 0 . Ïðè V∞ ≪ 1 ðåøåíèå (2.10) ìîæíî
èñêàòü â âèäå

φ =
∞∑
n=0

φ̃n(x, r, θ)V
n
∞.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ φ̃0 áóäåì èìåòü èçâåñòíîå òðàíñçâóêîâîå óðàâíåíèå
(χ+ 1)φ̃0xφ̃0xx −∆φ̃0 = 0 .

Â ñëó÷àå îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñõîäÿò äâå
âèõðåâûå ïðÿìîëèíåéíûå ïåëåíû áåñêîíå÷íîé äëèíû ñ ïîñòîÿííûìè è ïðîòèâîïîëîæíûìè
ïî çíàêó èíòåíñèâíîñòÿìè Γ , âûðàæåíèå äëÿ ψ(r, θ) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ψ(r, θ) = V∞ cos θ(r +R2/r) + (Γ/2π)

∞∫
0

(arctg((r sin θ −R)/(r cos θ − S))−

−arctg((r sin θ +R)/(r cos θ − S)))dS+

+(Γ/2π)

∞∫
0

(arctg((r sin θ(S2 +R2) +R3)/(r cos θ(S2 +R2)− SR2))−

−arctg((r sin θ(S2 +R2)−R3)/(r cos θ(S2 +R2)− SR2)))dS

(2.13)
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Òî÷êàìè ñõîäà âèõðåé ÿâëÿþòñÿ òî÷êè r = R , θ = ±π
2
. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëîâîãî âîç-

äåéñòâèÿ íà îáòåêàåìîå òåëî ñîãëàñíî (1.8) íåîáõîäèìî çíàòü ψθ(R, θ) (ψr(R, θ) = 0 ) ïî
óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ (1.6), êîòîðîìó ôóíêöèÿ (2.13) óäîâëåòâîðÿåò. Îïðåäåëÿÿ ψθ èç
(2.13) äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî θ è ïðîâîäÿ çàòåì èíòåãðèðîâàíèå ïî S , ïîëó÷èì

ψθ(R, θ) = −(Γ + 2V∞)R sin θ + (ΓR/2π)(cos θ ln |(1− sin θ)/(1 + sin θ)|−
−2 sin θ(arctg(cos θ/(1− sin θ))) + arctg(cos θ/(1 + sin θ))).

(2.14)

Âêëàä â âûðàæåíèå äëÿ C0 = −
2π∫
0

P cos θdθ , ñîîòâåòñòâóþùèé (2.13), ñîãëàñíî (1.8), (2.14)

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (V∞ = R = 1) :

2π∫
0

ψ2
θ cos θdθ = 2Γ2 + 4Γ, Γ < −2.
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè

òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè

êàñàíèÿìè

c⃝ Å. À. Ãðèíåñ1, Î. Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ
êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì è êîíå÷íûì ÷èñëîì îðáèò ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ èçó÷àåìûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñî-
ïðÿæåííîñòè àíàëîãè÷íûõ äâóìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ, ìîäóëè
óñòîé÷èâîñòè.

Ââåäåíèå

Ñîãëàñíî ðàáîòå Ø. Íüþõàóñà è Æ. Ïàëèñà [10], ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî
äóã, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ â äèôôåîìîðôèçìå Ìîðñà-Ñìåéëà è èìåþò ïåðâóþ áèôóðêà-
öèîííóþ òî÷êó â äèôôåîìîðôèçìå ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì. Â îáçîðå [1] îïèñàíû
áèôóðêàöèè ñèñòåì, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå ìíîæåñòâà ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, â êîòîðóþ
âõîäÿò ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåáëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé, ñîäåðæàùèì íåïî-
äâèæíûå òî÷êè, èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ èìåþò íåòðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷å-
íèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé
ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà ïðèâîäèò ê åãî íåãðóáîñòè. Áîëåå òîãî, ýòî ïðèâîäèò
ê âîçíèêíîâåíèþ íåïðåðûâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ � ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé
ñîïðÿæåííîñòè � è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ñóùåñòâîâàíèþ êîíòèíóóìà íåñîïðÿæåííûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ñ èçîìîðôíûìè ãðàôàìè è îäèíàêîâîé ãåîìåòðèåé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî
ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïåðâûì, êòî îáðàòèë âíèìàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè, áûë Æ. Ïàëèñ [12]. Îí îáíàðóæèë, ÷òî òàêèìè ìîäóëÿìè îáëàäàþò óæå äâóìåðíûå
äèôôåîìîðôèçìû ñ íåãðóáîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, â òî÷êàõ êîòîðîé èíâàðè-
àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ äâóõ ðàçíûõ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê èìåþò îäíîñòîðîííåå
êàñàíèå. Ñóùåñòâåííûì ïðîäâèæåíèåì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâèëàñü ðàáîòà Â. äè Ìå-
ëó, Ñ. Æ. âàí Ñòðèíà [7], â êîòîðîé áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
òîãî, ÷òî äèôôåîìîðôèçì îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ìîäóëåé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, îïèñûâàþùèõ âñå êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè,
ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà.

Â 2010 ã. â ðàáîòå [8] Ò.Ì. Ìèòðÿêîâîé è Î.Â. Ïî÷èíêè áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ñîäåðæàòåëüíîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè. Ðàäèêàëüíîå îòëè÷èå îò óæå
óïîìÿíóòîé ðàáîòû [7] çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè óñëîâèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè
ñèñòåì íå òîëüêî äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ äàííîãî êëàññà, íî è äëÿ
�äàë¼êèõ� ñèñòåì.

1 Ìàãèñòðàíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
grineseugene@mail.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; olga-pochinka@yandex.ru
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Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ èçâåñòíî ëèøü íåñêîëüêî ðåçóëüòà-
òîâ. Â ðàáîòå Ø. Íüþõàóñà, Æ. Ïýëèñà è Ô. Òàêåíñà [11] ïðèâåäåíî è äîêàçàíî íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ n -ìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé, ñîäåðæàùèõ îäíó îðáèòó îäíîñòîðîííåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Â ðàáîòå
Æ. Ïýëèñà è Â. äè Ìåëó [6] ðàññìîòðåíû äèôôåîìîðôèçìû n -ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îäíîé îðáèòîé îäíîñòîðîííåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ
äèôôåîìîðôèçìîâ â îêðåñòíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè
äèôôåîìîðôèçìîâ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåñêîëüêèìè îðáèòàìè îäíîñòîðîííåãî
ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-12452-îôè-ì) è ãðàíòà Ìè-
íîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà îêàçàíèå óñëóã â 2012�2014 ãã. ïîä-
âåäîìñòâåííûìè âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè (øèôð çàÿâêè 1.1907.2011).

1. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Ψ ⊂ Diff4(M3) äèôôåîìîðôèçìîâ f , çàäàí-
íûõ íà ãëàäêîì òð¼õìåðíîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M3 , ñîõðàíÿþùèõ
îðèåíòàöèþ è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) Öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî Rf êîíå÷íî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæ-
íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû è óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ3 âïëîòü äî òðåòüåãî ïîðÿäêà;

2) áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò ãåòåðî-
êëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ;

Ïóñòü p, q � ðàçëè÷íûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåäëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f òàêèå,
÷òî ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩ W u
q íåïóñòî. Òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà x ∈ W s

p ∩ W u
q íàçûâà-

åòñÿ òî÷êîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Îíà ìîæåò áûòü òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãî
èëè íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äâà ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
N1 , N2 ìíîãîîáðàçèÿ M3 ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êå x ∈ (N1 ∩ N2) , åñëè
TxN1+TxN2 = TxM

3 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåñå÷åíèå â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ íåòðàíñâåð-
ñàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì (êàñàíèåì). Èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà êàñàíèÿ x ãëàäêèõ äâóìåðíûõ
ïîäìíîãîîáðàçèé N1 è N2 ìíîãîîáðàçèÿ M3 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé îäíîñòîðîííåãî êàñà-
íèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vx òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî N2 ïåðåñåêàåòcÿ íå áîëåå, ÷åì
ñ îäíîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Vx \N1 . Íàïðèìåð ëþáàÿ èçîëèðîâàííàÿ òî÷-
êà êàñàíèÿ äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ.

Ïóñòü σ � ñåäëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jσ : R3 → R3 ëè-
íåéíûé äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé æîðäàíîâîé ôîðìîé ëèíåéíîé ÷àñòè äèôôåîìîð-
ôèçìà f â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ . Òî÷êà O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé äèôôåîìîð-
ôèçìà Jσ . Â ðàçäåëå 2. äëÿ êàæäîãî òèïà æîðäàíîâîé ôîðìû ïîñòðîåíà Jσ -èíâàðèàíòíàÿ
îêðåñòíîñòü UJσ òî÷êè O .

3 Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íàáîðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (ρ1, ρ2, . . . , ρn) íåêîòîðîé ìàòðèöû A ðåçîíàíñîì íà-
çûâàþò ñîîòíîøåíèå ρi = ρm1

1 ·ρm2
2 ·. . .·ρmn

n , ãäå i ∈ {1, . . . , n} , mj (j = 1, . . . , n) � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà òàêèå, ÷òî |m| =
n∑

j=1

mj > 2 . ×èñëî |m| íàçûâàþò ïîðÿäêîì ðåçîíàíñà.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. f -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü Uσ ñåäëîâîé òî÷êè σ
íàçîâåì C1 -ëèíåàðèçóþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò C1 -äèôôåîìîðôèçì ψσ : Uσ → UJσ , ñî-

ïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì f
∣∣∣
Uσ

ñ äèôôåîìîðôèçìîì Jσ

∣∣∣
UJσ

.

Cëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â ðàçäåëå 2.

Ë å ì ì à 1.1. Ó ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ñóùåñòâóåò
ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêîãî êàñàíèÿ, êîòîðûå îáðàçîâàíû â ðåçóëüòàòå êàñàíèÿ äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç σsa è σua ñåäëîâûå òî÷êè òàêèå, ÷òî
a ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W s

σs
a
è W u

σu
a
äèôôåîìîðôèçìà

f ∈ Ψ . Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ó σsa îáÿçàòåëüíî åñòü îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãî-
îáðàçèå, ðàâíî êàê ó σua åñòü îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µa
è λa ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìåðíîìó ñîáñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ äëÿ
Jσs

a
è Jσu

a
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ A îïðåäåëèì ïàðàìåòð Θa , ãäå Θa =
lnµa
lnλa

. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüå [11].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ òîïîëîãè÷åñêè ñî-
ïðÿæåíû ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(a) = a′ äëÿ òî÷êè a ∈ A ,
h(σsa) = σsa′ , h(σ

u
a) = σua′ , òî Θa = Θa′ .

Ñîãëàñíî ðàíåå ââåä¼ííûì îáîçíà÷åíèÿì, Uσs
a
= ψ−1

σs
a
(UJσs

a
) , Uσu

a
= ψ−1

σu
a
(UJσu

a
) � ëèíå-

àðèçóþùèå îêðåñòíîñòè. Îáîçíà÷èì çà Ua êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Uσs
a
∩ Uσu

a
,

ñîäåðæàùóþ òî÷êó a . Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ua çàïèøåì êîîðäèíàòû å¼ îáðàçîâ:

ps = ψσs
a
(p) = ([p]sx, [p]

s
y, [p]

s
z),

pu = ψσu
a
(p) = ([p]ux, [p]

u
y , [p]

u
z )

è ïîëîæèì

ga = ψσu
a
◦
(
ψσs

a

∣∣∣
Ua

)−1

: ψσs
a
(Ua) → ψσu

a
(Ua).

Îòîáðàæåíèå ga ìîæíî òàê æå çàïèñàòü â êîîðäèíàòíîì âèäå êàê

ga(x, y, z) = (ξa(x, y, z), ηa(x, y, z), χa(x, y, z)).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäêëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ψ∗ ⊂ Ψ ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì:
Θa èððàöèîíàëüíî äëÿ ëþáîé a ∈ A . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå òî÷êè êàñàíèÿ a, d ∈ A ,
÷òî σsd = σsa , σ

u
d = σua è çíàêè ïðîèçâîäíûõ βa =

∂χa

∂z
(as) è βd =

∂χd

∂z
(ds) ñîâïàäàþò. Äëÿ

òàêèõ òî÷åê ââåä¼ì ïàðàìåòð τad =
∣∣∣βaβd ∣∣∣ 1

lnµa .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ∗ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ïî-
ñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(a) = a′ , h(d) = d′ , h(σsa) = σsa′ è h(σua) = σua′ ,
òî τad = τa

′

d′ .
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2. Ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç
Jσ : R3 → R3 ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé æîðäàíîâîé ôîðìîé ëèíåéíîé
÷àñòè äèôôåîìîðôèçìà f â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ . Åñëè ñåäëîâàÿ òî÷êà σ èìååò äâó-
ìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, òî äèôôåîìîðôèçì Jσ : R3 → R3 è Jσ - èíâàðèàíòíàÿ
îêðåñòíîñòü UJσ ñåäëîâîé òî÷êè O(0, 0, 0) äèôôåîìîðôèçìà Jσ èìåþò îäèí èç ñëåäóþ-
ùèõ òð¼õ âèäîâ:

1. Jσ(x, y, z) = (λ1x, λ2y, µz), ãäå 0 < λ1, λ2 < 1 è µ > 1 ;

UJσ =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(
x|z|− log

µ
λ1
)2

+
(
y|z|− log

µ
λ2
)2

6 1

}
.

2. Jσ(x, y, z) = (λx+ y, λy, µz), ãäå 0 < λ < 1 è µ > 1 ;

UJσ =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(
y|z|− logµ λ

)2
+
(
x|z|− logµ λ − y

λ lnµ
· ln |z| · |z|− logµ λ

)2
6 1

}∪
{z = 0} .

3. Jσ(x, y, z) =
(
ρ · (x · cosφ−y · sinφ), ρ · (x · sinφ+y · cosφ), µz

)
, ãäå 0 < ρ < 1 è µ > 1 ;

UJσ =
{
(x, y, z) ∈ R3 : (x2 + y2) · |z|− log

µ
ρ 6 1

}
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñûâàþòñÿ îòîáðàæåíèå Jσ è îêðåñòíîñòü UJσ â ñëó÷àå,
êîãäà ñåäëîâàÿ òî÷êà σ èìååò äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü UJσ äëÿ Jσ(x, y, z) = (λ1x, λ2y, µz)

Ë å ì ì à 2.1. Ó ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ñóùåñòâóåò
ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó f ∈ Diff4(M3) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îò-
ñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ âïëîòü äî òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Áåëèöêîãî (ñì. [2],
ãëàâà 6, �5 èëè [15], òåîðåìà 3.20), â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçì f ïðèâîäèòñÿ ê
ëèíåéíîìó âèäó C1 -ãëàäêîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ Ψ ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Vσ ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f , VO � íà÷àëà
êîîðäèíàò O(0, 0, 0) è C1 - äèôôåîìîðôèçì ψ̄σ : Vσ → VO , ñîïðÿãàþùèé îãðàíè÷åíèå
äèôôåîìîðôèçìà f íà Vσ ñ îãðàíè÷åíèåì äèôôåîìîðôèçìà Dfσ íà VO . Îïðåäåëèì
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ìíîæåñòâà Ṽσ =
∪
n∈Z

fn(Vσ) è ṼO =
∪
n∈Z

Dfnσ (VO) . Òàê êàê W s
σ è W u

σ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîãî-

îáðàçèÿìè M3 (äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå [9], ïóíêò 2 òåîðåìû 1), òî
äèôôåîìîðôèçì ψ̄σ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî äèôôåîìîðôèçìà ψ̃σ : Ṽσ → ṼO , îïðåäåëåí-
íîãî íà f -èíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå Ṽσ , ïîëîæèâ åãî ðàâíûì ψ̃σ(x) = Df−m

σ (ψ̄σ(f
m(x))) ,

ãäå m � öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî fm(x) ∈ Vσ . Ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò S â R3 ìîæ-
íî ñîïðÿ÷ü îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà Dfσ íà èíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå ṼO ñ åãî
æîðäàíîâîé ôîðìîé Jσ íà èíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå ṼO .

Äëÿ ëþáîãî k ∈ N ïîëîæèì

Uk
Jσ =

{
(x, y, z) ∈ R3 : (

√
kx,

√
ky, z) ∈ UJσ

}
.

Âûáåðåì k ∈ N òàêîå, ÷òî Uk
Jσ

⊂ ṼO . Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì

Jσ

∣∣∣
Uk
Jσ

ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì Jσ

∣∣∣
UJσ

ïîñðåäñòâîì äèôôåîìîðôèçìà h(x, y, z) =

(
√
kx,

√
ky, z) . Òîãäà Uσ = ψ̃−1

σ ◦ S−1(Uk
Jσ
) � èñêîìàÿ ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü c ñî-

ïðÿãàþùèì äèôôåîìîðôèçìîì

ψσ = h ◦ S ◦ ψ̃σ : Uσ → UJσ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ë å ì ì à 3.1. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòåé

ga(x, y, z) = (ξa(x, y, z), ηa(x, y, z), χa(x, y, z))

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: ∂χa

∂x
(as) = 0 , ∂χa

∂y
(as) = 0 , ∂χa

∂z
(as) ̸= 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè W s
σs
a
, W u

σu
a
è èõ

îáðàçàìè â ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòÿõ UJσs
a
, UJσu

a
åñòü ñëåäóþùàÿ ñâÿçü:

• ïëîñêîñòü Oxy â UJσs
a
ñîîòâåòñòâóåò W s

σs
a
;

• ïîâåðõíîñòü ψσs
a
(W u

σu
a
) â UJσs

a
ñîîòâåòñòâóåò W u

σu
a
;

• ïëîñêîñòü Oxy â UJσu
a
ñîîòâåòñòâóåò W u

σs
u
;

• ïîâåðõíîñòü ψσu
a
(W s

σs
a
) â UJσu

a
ñîîòâåòñòâóåò W s

σs
a
.

Ïóñòü a � òî÷êà êàñàíèÿ W s
σs
a
è W u

σu
a
. Â ñèëó òîãî, ÷òî ψσs

a
è ψσu

a
� äèôôåîìîð-

ôèçìû, òî ψσs
a
(a) è ψσu

a
(a) òàê æå áóäóò òî÷êàìè êàñàíèÿ äëÿ îáðàçîâ W s

σs
a
è W u

σu
a
â

ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðåñòíîñòÿõ UJσs
a
è UJσu

a
(ñì. [13]).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó ãëàäêèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè Oxy ⊂ UJσs
a
, ïðîõîäÿùèõ ÷å-

ðåç òî÷êó as . Ïóñòü êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ýòèì êðèâûì â òî÷êå as ðàâíû (1, 0, 0) è
(0, 1, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ ga(x, y, z) íà ýòè êðèâûå îíè ïåðåé-
äóò â êðèâûå, ïðèíàäëåæàùèå ïîâåðõíîñòè ψσu

a
(W s

σs
a
) ⊂ UJσu

a
è êàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè

Oxy ⊂ UJσu
a
. Ïî óñëîâèþ, êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê îáðàçàì êðèâûõ â òî÷êå au äîëæíû
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ëåæàòü â ïëîñêîñòè Oxy ⊂ UJσu
a
. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î êîìïîçèöèè äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ îòîáðàæåíèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî èñõîäíûå êðèâûå áûëè ïàðàìåòðèçîâàíû íåêîòîðûì
ïàðàìåòðîì t :  ξ′t

η′t
χ′
t

 =


∂ξa
∂x

∂ξa
∂y

∂ξa
∂z

∂ηa
∂x

∂ηa
∂y

∂ηa
∂z

∂χa

∂x
∂χa

∂y
∂χa

∂z

 ·

 x′t
y′t
z′t

 ,

ãäå ìàòðèöà ÷àñòíûõ â ïðîèçâîäíûõ åñòü â òî÷íîñòè ìàòðèöà ßêîáè äëÿ îòîáðàæåíèÿ
ga(x, y, z) . Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü èçâåñòíûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû è ïîëó÷èì, ÷òî
êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê îáðàçàì ðàâíû (∂ξa

∂x
, ∂ηa
∂x
, ∂χa

∂x
) è (∂ξa

∂y
, ∂ηa
∂y
, ∂χa

∂y
) . Èç óñëîâèÿ êàñàíèÿ

ïëîñêîñòè Oxy ⊂ UJσu
a
äåëàåì âûâîä, ÷òî ∂χa

∂x
= 0 , ∂χa

∂y
= 0 . Îäíàêî, òàê êàê ga(x, y, z) �

äèôôåîìîðôèçì, òî åãî ÿêîáèàí íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ÷òîáû
∂χa

∂z
̸= 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Â äàëüíåéøåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü σ � ñåäëîâàÿ òî÷êà è Jσ � îäíà èç ïåðå÷èñëåí-
íûõ ðàíåå æîðäàíîâûõ ôîðì. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {rn} èç UJσ \ Oz ,
ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå r ∈ (Oz \O) , ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rnj

} , ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kj → +∞ è òî÷êà q â Oxy\O òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê {fkj(rnj

)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå q (äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ëåììå 2.1.1 â [3]).

Ïóñòü {aν} ⊂ (Ua \W u
σu
a
) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå îäíîñòî-

ðîííåãî êàñàíèÿ a ∈ W s
σs
a
∩W u

σu
a
è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîí-

ñòàíòàõ C1 è C2 óñëîâèÿì
∣∣∣ [aν ]sx−[a]sx

[aν ]sz

∣∣∣ < C1 è
∣∣∣ [aν ]sy−[a]sy

[aν ]sz

∣∣∣ < C2 . Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ

ïàðà îãðàíè÷åíèé òàêæå çàïðåùàåò âûáîð òî÷åê íà W s
σs
a
, òî åñòü, {aν} ⊂ Ua \ (W u

σu
a
∪W s

σs
a
)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1. ñëåäóåò, ÷òî cóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {aνn} , ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {kn} , {mn} , òî÷êà b ∈ (W u

σs
a
\ σsa) è òî÷êà c ∈ (W s

σu
a
\ σua)

òàêèå, ÷òî lim
n→∞

kn = +∞ , lim
n→∞

mn = +∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {bn = fkn(aνn)} ,
{cn = f−mn(aνn)} ñõîäÿòñÿ ê òî÷êàì b è c , ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3.1). Çäåñü è äàëåå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {aνn} äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü êàê {an} .

Ð è ñ ó í î ê 3.1
Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 3.2.
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Ë å ì ì à 3.2. lim
n→∞

mn

kn
= − lnµa

lnλa
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê cn = f−mn(an) è an = f−kn(bn) , òî ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

[cn]
u
z = λ−mn

a · [an]uz ,

[bn]
s
z = µkna · [an]sz.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå [cn]uz
[bn]sz

= λ−mn
a µ−kn

a · [an]
u
z

[an]sz
. Ìíîæèòåëü [an]uz

[an]sz
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåí â âèäå

[an]
u
z

[an]sz
=
χa([an]

s
x, [an]

s
y, [an]

s
z)

[an]sz
=
χa([an]

s
x, [an]

s
y, [an]

s
z)− χa([a]

s
x, [a]

s
y, [a]

s
z)

[an]sz − [a]sz
.

Ïðèìåíèì ê ÷èñëèòåëþ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà:

χa([an]
s
x, [an]

s
y, [an]

s
z)− χa([a]

s
x, [a]

s
y, [a]

s
z)

[an]sz − [a]sz
=

=

∂χ̂a

∂z
([an]

s
z − [a]sz) +

∂χ̂a

∂x
([an]

s
x − [a]sx) +

∂χ̂a

∂y
([an]

s
y − [a]sy)

[an]sz − [a]sz
=

=
∂χ̂a
∂z

+
∂χ̂a
∂x

· [an]
s
x − [a]sx

[an]sz − [a]sz
+
∂χ̂a
∂y

· [an]
s
x − [a]sx

[an]sz − [a]sz
,

ãäå ∂χ̂a

∂x
, ∂χ̂a

∂y
, ∂χ̂a

∂z
� çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âçÿòûõ â íåêîòî-

ðîé òî÷êå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî a è an . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè∣∣∣ [an]sx−[a]sx
[an]sz

∣∣∣ è ∣∣∣ [an]sy−[a]sy
[an]sz

∣∣∣ , à òàêæå èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíûõ
∂χa

∂x
è ∂χa

∂y
â òî÷êå as , ïðåäåë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè n → +∞ ñòðåìèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé

∂χa

∂z
â òî÷êå as . Ëîãàðèôìèðóÿ [cn]uz

[bn]sz
(åñëè ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ ÷àñòü � îòðèöàòåëüíàÿ, òî

âçÿòü ïî ìîäóëþ è ïðîëîãàðèôìèðîâàòü), äåëÿ íà −kn · lnλa è ïåðåíîñÿ ÷ëåíû â äðóãóþ
÷àñòü, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

mn

kn
+

lnµa
lnλa

=
1

kn · lnλa
·

(
ln

[an]
u
z

[an]sz
− ln

[cn]
u
z

[bn]sz

)
.

Ñêîáêà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå ln ∂χa

∂z
(as)− ln [c]uz

[b]sz
, ñëåäîâàòåëüíî

lim
n→∞

mn

kn
= − lnµa

lnλa
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3. èñïîëüçóåò èäåè ðàáîò [5] (äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3) è [8].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓu+σs

a
( ℓu−σs

a
) è ℓs+σu

a
( ℓs−σu

a
) ñåïàðàòðèñû èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W u

σs
a

è W s
σu
a
, ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ψσs

a
(ℓu+σs

a
) = OZ+ = {z ∈ OZ : z > 0}

(ψσs
a
(ℓu−σs

a
) = OZ− = {z ∈ OZ : z < 0} ) è ψσu

a
(ℓs+σu

a
) = OZ+ (ψσu

a
(ℓs−σu

a
) = OZ− ).

Ë å ì ì à 3.3. Ïóñòü a ∈ A � òî÷êà ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è Θa èððà-
öèîíàëüíî. Òîãäà, äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ ℓu+σs

a
ñóùåñòâóåò εa ∈ {+,−} òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè c ∈ ℓsεaσu
a

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} → a è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{mn} → +∞ , {kn} → +∞ òàêèå, ÷òî lim
n→∞

fkn(an) = b , lim
n→∞

f−mn(an) = c .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì εa = + , åñëè ∂χa

∂z
(as) > 0 è εa = − , åñëè

∂χa

∂z
(as) < 0 . Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, εa = + è c ∈ ℓs+σu

a
. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {αm} òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè [αm]
s
x = [a]sx , [αm]

s
y = [a]sy , [αm]

u
z = λma [c]

u
z . Òàê êàê

c ∈ ℓs+σu
a
, òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αm} âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå [αm]

u
z > 0 . Ïîëîæèì

βm = [αm]uz
[αm]sz

. Ïîñêîëüêó [αm]sx−[a]sx
[αm]sz

= 0 è
[αm]sy−[a]sy

[αm]sz
= 0 , òî lim

m→∞
βm = ∂χa

∂z
(as) = βa (ñì.

ëåììó 3.2.). Ïóñòü sm = ln[αm]sz
lnµa

=
ln( 1

βm
[αm]uz)

lnµa
=

ln( 1
βm

λma [c]uz)
lnµa

=
ln([c]uz 1

βa
λma

βa
βm

)
lnµa

. Òîãäà sm =
ln([c]uz 1

βa
)

lnµa
+

ln βa
βm

lnµa
+m lnλa

lnµa
. Ïîëîæèì θ =

ln([c]uz 1
βa
)

lnµa
, ζm =

ln βa
βm

lnµa
. Òîãäà sm = θ + ζm +m lnλa

lnµa
.

Çàìåòèì, ÷òî lnµa
lnλa

= Θa < 0 , θ = const , lim
m→∞

ζm = 0 è lim
m→∞

sm = −∞ . Ðàññìîòðèì îòîá-

ðàæåíèå y : R → R , çàäàííîå ôîðìóëîé y = x + ωa , ãäå ωa = 1
Θa

. Äàííîå îòîáðàæåíèå
èíäóöèðóåò äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè ŷ : S1 → S1 ïîñðåäñòâîì íàêðûòèÿ p : R → S1 ,
äåéñòâóþùåãî ïî ôîðìóëå p(x) = e2πix . Ïî ïîñòðîåíèþ, äèôôåîìîðôèçì ŷ ÿâëÿåòñÿ ïî-
âîðîòîì íà óãîë 2πωa , ãäå ωa < 0 è {θ+mωa} =

∪
m∈N

ym(θ) . Òàê êàê Θa èððàöèîíàëüíî,

òî ωa èððàöèîíàëüíî è, ñîãëàñíî [4] (ïðåäëîæåíèå 1.3.3), p(
∪
m∈N

ym(θ)) âñþäó ïëîòío íà

îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó lim
m→∞

ζm = 0 , òî p(sm) òàêæå âñþäó ïëîòíî íà îêðóæíîñòè. Äëÿ

êàæäîãî m ìîæíî çàïèñàòü sm = ξm + s̃m , ãäå ξm � öåëàÿ ÷àñòü sm , s̃m ∈ [0, 1) . Ïî-
ñêîëüêó lim

m→∞
sm = −∞ , òî lim

m→∞
ξm = −∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî {s̃m} ïëîòíî íà

[0, 1) , à çíà÷èò ìíîæåñòâî òî÷åê {µs̃ma } ïëîòíî â ïðîìåæóòêå [1;µa) . Ïóñòü q � öåëîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî µqa 6 [b]sz < µq+1

a . Òîãäà µq+s̃ma ïëîòíî â [µqa, µ
q+1
a ) . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîé òî÷êè b ∈ ℓu+σs
a
, b = (0, 0, [b]sz) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {s̃mn} òàêàÿ,

÷òî ìîæíî çàïèñàòü [b]sz = µδ+qa , ãäå δ = lim
n→∞

s̃mn . Ñëåäîâàòåëüíî, [b]sz = µqa lim
n→∞

µ
s̃mn
a =

µqa lim
n→∞

µ
smn
a µ

−ξmn
a = µqa lim

n→∞
µ
−ξmn
a esmn lnµa = µqa lim

n→∞
µ
−ξmn
a e

ln[αmn ]sz
lnµa

lnµa = µqa lim
n→∞

µ
−ξmn
a [αmn ]

s
z .

Ïîëîæèì −ξmn + q = kn , {an} = {αmn} , bn = fkn(an) , cn = f−mn(an) . Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïóñòü L : R3 → R3 � ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì, îñòàâëÿþùèé èíâàðèàíòíûìè îñü
Oz è ïëîñêîñòü Oxy . Ïóñòü L äåéñòâóåò íà îñè Oz êàê ðàñòÿæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì
µ > 1 . Ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ Oxy èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ Ln(P ) ñòðåìÿòñÿ ê
O ïðè n → +∞ . Ïóñòü Φ = (Φ1(x, y, z),Φ2(x, y, z),Φ3(x, y, z)) � íåêîòîðûé äèôôåîìîð-
ôèçì, êîììóòèðóþùèé ñ L ; Φ òàê æå îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèå Oxy . Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 3.4. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Φ ïðîèçâîäíàÿ ∂Φ3

∂z
îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ

ïëîñêîñòè Oxy è îòëè÷íà îò íóëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç èíâàðèàíòíîñòè ïëîñêîñòè Oxy ïîä äåéñòâèåì Φ
ñëåäóåò, ÷òî Φ3(x, y, 0) ≡ 0 . Ñîãëàñíî ëåììå Àäàìàðà (ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî
ñìîòðè â [14]), ôóíêöèÿ Φ3 òîãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê z · g(x, y, z) , ãäå g(x, y, z)
� íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è g(x, y, 0) = ∂Φ3

∂z

∣∣
(x,y,0)

. Äàëåå, èç óñëîâèÿ êîììóòèðî-
âàíèÿ L è Φ ñëåäóåò, ÷òî Ln è Φ òàê æå êîììóòèðóþò ïðè ëþáîì n ∈ Z . Ðàññìîòðèì
òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {(xn, yn, zn)}n∈N , ãäå xn = x∗ , yn = y∗ , zn = µ−2n , x∗

è y∗ � íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê íà ïëîñêîñòè Oxy . Ïðèìåíèì ðàâåí-
ñòâî Φ ◦ Ln = Ln ◦Φ ê n− îìó ýëåìåíòó ïîñòðîåííîé íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èçó÷èì
ïîâåäåíèå z− êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

µnzn · g(Ln|Oxy(xn, yn), µnzn) = µnzn · g(xn, yn, zn)
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
g(Ln|Oxy(xn, yn), µnzn) = g(xn, yn, zn).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g(0, 0, 0) = g(x∗, y∗, 0) , òî åñòü ∂Φ3

∂z

∣∣
(x∗,y∗,0)

=
∂Φ3

∂z

∣∣
(0,0,0)

äëÿ ëþáûõ x∗ è y∗ . Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî òàê êàê Φ3(x, y, 0) ≡ 0 , òî
∂Φ3

∂x

∣∣
(x,y,0)

≡ ∂Φ3

∂y

∣∣
(x,y,0)

≡ 0 è ∂Φ3

∂z

∣∣
(0,0,0)

̸= 0 â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ÿêîáèàíà äèôôåî-
ìîðôèçìà Φ . Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.5. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê d, a ∈ A òàêèõ, ÷òî σsd = σsa è σud = σua , ïà-
ðàìåòð τad íå çàâèñèò îò âûáîðà ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòåé ñåäëîâûõ òî÷åê σsd è
σud .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

Íàïîìíèì, ÷òî τad =
∣∣∣βaβd ∣∣∣ 1

lnµa , βa = ∂χa

∂z
(as) è βd = ∂χd

∂z
(ds) äëÿ a, d ∈ A . Äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå βa
βd

íå çàâèñÿò îò âûáîðà äèôôåî-
ìîðôèçìîâ ψσs

a
: Uσs

a
→ UJσs

a
è ψσu

a
: Uσu

a
→ UJσu

a
.

Êàê áûëî îïðåäåëåíî ðàíåå, äëÿ òî÷êè a ∈ A îòîáðàæåíèå ga(x, y, z) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ga = ψσu

a
◦(ψσs

a
|Ua)

−1 : ψσs
a
(Ua) → ψσu

a
(Ua) , ãäå Ua � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

Uσs
a
∩ Uσu

a
, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó a . Ïóñòü ìû âûáðàëè äðóãèå ëèíåàðèçóþùèå îêðåñòíîñòè

Ũσs
a
è Ũσu

a
, à òàêæå äèôôåîìîðôèçìû ψ̃σs

a
: Ũσs

a
→ UJσs

a
è ψ̃σu

a
: Ũσu

a
→ UJσu

a
, îòëè÷íûå îò

ψσs
a
è ψσu

a
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Ũa � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Ũσs

a
∩Ũσu

a
, ñîäåð-

æàùàÿ òî÷êó a , è g̃a = ψ̃σu
a
◦ (ψ̃σs

a
|Ua)

−1 , ãäå g̃a(x, y, z) = (ξ̃a(x, y, z), η̃a(x, y, z), χ̃a(x, y, z)) .
Òîãäà g̃a = ψ̃σu

a
◦ ψ−1

σu
a
◦ ψσu

a
◦ ψ−1

σs
a
◦ ψσs

a
◦ ψ̃−1

σs
a
. Ïîëîæèì Ψs = ψ̃σs

a
◦ ψ−1

σs
a
è Ψu = ψ̃σu

a
◦ ψ−1

σu
a
.

Ïîëó÷èì g̃a = Ψu ◦ ga ◦ (Ψs)−1 . Ïî ïîñòðîåíèþ, äèôôåìîðôèçìû Ψs è Ψu êîììóòèðó-
þò ñ ëèíåéíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè Jσs

a
è Jσu

a
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì Ψs(x, y, z) =

(Ψs
1(x, y, z),Ψ

s
2(x, y, z),Ψ

s
3(x, y, z)) è Ψu(x, y, z) = (Ψu

1(x, y, z),Ψ
u
2(x, y, z),Ψ

u
3(x, y, z)) . Ïî-

ñêîëüêó Ψs(Oxy) = Ψu(Oxy) = Oxy , òî Ψs
3(x, y, 0) ≡ Ψu

3(x, y, 0) ≡ 0 . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ∂Ψs

3

∂x
(x, y, 0) ≡ ∂Ψs

3

∂y
(x, y, 0) ≡ 0 è ∂Ψu

3

∂x
(x, y, 0) ≡ ∂Ψu

3

∂y
(x, y, 0) ≡ 0 . Çàìåòèì, ÷òî èç

g̃a = Ψu ◦ ga ◦ (Ψs)−1 ñëåäóåò, ÷òî

Dg̃a

∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)

= DΨu
∣∣∣
([a]ux ,[a]

u
y ,0)

·Dga
∣∣∣
([a]sx,[a]

s
y,0)

·D(Ψs)−1
∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)
,

ãäå çíà÷åíèÿ ÿêîáèàíîâ âçÿòû â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ a ∈ A .
Ñîãëàñíî äîêàçàííûì ðàíåå óòâåðæäåíèÿì (ëåììû 3.1. è 3.4.), ÿêîáèàíû îòîáðàæåíèé
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Dga

∣∣∣
([a]sx,[a]

s
y ,0)

=

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∂χa

∂z
(as)

 ,

DΨu
∣∣∣
([aux ],[a

u
y ],0)

=

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0

∂Ψu
3

∂z
(au)

 ,

D(Ψs)−1
∣∣∣
([ãsx],[ã

s
y ],0)

=

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0

(∂Ψs
3

∂z

)−1
(ãs)

 ,
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ãäå çâ¼çäî÷êàìè çàìåíåíû çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå íå âëèÿþò íà äîêàçà-
òåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìíîæàÿ ÿêîáèàíû, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∂χ̃a
∂z

∣∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)

=
∂Ψu

3

∂z

∣∣∣∣
([a]ux ,[a]

u
y ,0)

· ∂χp
∂z

∣∣∣∣
([a]sx,[a]

s
y ,0)

·
(
∂Ψ3

s

∂z

)−1∣∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)

èëè æå, ñ ó÷¼òîì ëåììû 3.4.,

∂χ̃p
∂z

∣∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)

=
∂Ψu

3

∂z

∣∣∣∣
(0,0,0)

· ∂χp
∂z

∣∣∣∣
([a]sx,[a]

s
y ,0)

·
(
∂Ψ3

s

∂z

)−1∣∣∣∣
(0,0,0)

.

Òî÷íî òàêèå æå âûâîäû ñïðàâåäëèâû è äëÿ òî÷êè d ∈ A . Ñëåäîâàòåëüíî, β̃a
β̃d

=
∂χ̃a
∂z

(ãs)
∂χ̃d
∂z

(d̃s)
=

∂Ψu
3

∂z
(0,0,0) ∂χa

∂z
(as)

∂Ψs
3

∂z
(0,0,0)

∂Ψu
3

∂z
(0,0,0)

∂χd
∂z

(ds)
∂Ψs

3
∂z

(0,0,0)
=

∂χa
∂z

(as)
∂χd
∂z

(ds)
= βa

βd
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïóñòü Ûas � íåêîòîðàÿ åâêëèäîâà îêðåñòíîñòü òî÷êè êàñàíèÿ as ∈ UJσs

a
è Ûa =

ψ−1
σs
a
(Ûas) ⊂ Ua . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíàê ïðîèçâîäíîé ∂χa

∂z
â Ûas âñþäó îäèíàêîâ (òà-

êàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé). Òàêæå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îêðåñòíîñòü Ûas òàêîâà, ÷òî ψσs

a
(W u

σu
a
∩ Ûa) ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ îäíîé

êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè Ûas \ ψσs
a
(W s

σs
a
∩ Ûa) (òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò â ñèëó îäíî-

ñòîðîííîñòè êàñàíèÿ). Îáîçíà÷èì çà Û+
as è Û−

as ìíîæåñòâà òî÷åê {p ∈ Ûas : [p]
s
z > 0} è

{p ∈ Ûas : [p]
s
z < 0} ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå îáîçíà÷èì çà εa çíàê ïðîèçâîäíîé ∂χa

∂z
(as) ;

çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå a , áóäåì îáîçíà÷àòü εa .
Ïóñòü a è a′ � òî÷êè ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ, h(a) = a′ , è ïóñòü ëèíåàðèçó-

þùàÿ îêðåñòíîñòü Uσs
a
âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî h(Uσs

a
) ⊆ Uσs

a′
. Ïîñëåäíåãî âñåãäà

ìîæíî äîáèòüñÿ: åñëè h(Uσs
a
) ̸⊆ Uσs

a′
, òî ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîå, ÷òî Uk

σs
a
= ψ−1

σs
a
(Uk

Jσs
a
) ,

ïðè ýòîì h(Uk
σs
a
) ⊆ Uσs

a′
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.) è òîãäà óæå Uk

σs
a
ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ëèíåàðèçóþùåé îêðåñòíîñòè Uσs
a
. Òîãäà îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì

ĥs : ψσs
a
(Uσs

a
) → ψσs

a′
(h(Uσs

a
)) ôîðìóëîé ĥs = ψσs

a′
hψ−1

σs
a
. Ðàç îáðàçîì òî÷êè as ïîä äåé-

ñòâèåì ĥs ÿâëÿåòñÿ òî÷êà a′s , òî îáðàç îêðåñòíîñòè Ûas îáîçíà÷èì ÷åðåç Ûa′s ; äëÿ íå¼
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ìíîæåñòâà Û+

a′s è Û
−
a′s . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðå-

äåëèòü ãîìåîìîðôèçì ĥu : ψσu
a
(Uσu

a
) → ψσu

a′
(h(Uσu

a
)) .

Ë å ì ì à 3.6. Äëÿ îòîáðàæåíèé ga è ĥs ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Îáðàç Û+
as îòíîñèòåëüíî ĥs åñòü â òî÷íîñòè îäíî èç ìíîæåñòâ Û+

a′s èëè Û−
a′s .

Îáðàç Û−
as îòíîñèòåëüíî ĥs òîãäà åñòü äðóãîå ìíîæåñòâî.

2. Îáðàçû òî÷åê ìíîæåñòâà Û εa
as ïîä äåéñòâèåì ga îáëàäàþò ñâîéñòâîì

χa([p]
s
x, [p]

s
y, [p]

s
z) > χa([p]

s
x, [p]

s
y, 0) . Îáðàçû òî÷åê ìíîæåñòâà Û εa

as òîãäà îáëàäàþò
ñâîéñòâîì χa([p]

s
x, [p]

s
y, [p]

s
z) < χa([p]

s
x, [p]

s
y, 0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç
ñâîéñòâ ãîìåîìîðôèçìîâ. Òàê êàê h � ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì, òî îáðàç èíâàðèàíò-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s

σs
a
åñòü èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå W s

σs
a′
. Â îêðåñòíîñòÿõ UJσs

a
è

UJσs
a′

èì ñîîòâåòñòâóþò ïëîñêîñòè {z = 0} . Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü {z = 0} ⊂ UJσs
a′

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì {z = 0} ⊂ UJσs
a
ïîä äåéñòâèåì èíäóöèðîâàííîãî ãîìåîìîðôèçìà ĥs .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè òð¼õìåðíûõ . . . 87

Îêðåñòíîñòü Ûas ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé:
Ûas = Û+

as ∪ Û−
as ∪D , ãäå D = Ûas ∩ {z = 0} . Îêðåñòíîñòè Ûas è Ûa′s ãîìåîìîðôíû äðóã

äðóãó; çíà÷èò, Ûas \D è Ûa′s \ ĥs(D) òàêæå ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó. Ìíîæåñòâî Ûas \D
èìååò ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ( Û+

as è Û−
as ), ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëüêî æå èìååò è

Ûa′s \ ĥs(D) . Îäíàêî, ïîñêîëüêó ĥs(D) = Ûa′s ∩{z = 0} , òî ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñóòü
Û+
a′s è Û−

a′s .
Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì âûðàæåíèÿ χa([p]

s
x, [p]

s
y, [p]

s
z) −

χa([p]
s
x, [p]

s
y, 0) . Ñíîâà èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà, ïðèõîäèì ê

ñîîòíîøåíèþ

χa([p]
s
x, [p]

s
y, [p]

s
z)− χa([p]

s
x, [p]

s
y, 0) = [p]sz ·

∂χ̂a
∂z

,

ãäå ∂χ̂a

∂z
åñòü çíà÷åíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂χa

∂z
â íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå îò-

ðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè ([p]sx, [p]
s
y, [p]

s
z) è ([p]sx, [p]

s
y, 0) . Òàê êàê â îêðåñòíîñòè Ûas çíàê

∂χ̂a

∂z
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ∂χa

∂z
(as) , òî çíàê χa([p]

s
x, [p]

s
y, [p]

s
z)−χa([p]sx, [p]sy, 0) åñòü εa ·sgn[p]sz .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè

Ïóñòü a � êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è ïóñòü ëèíåàðèçóþùèå
îêðåñòíîñòè Uσs

a
è Uσu

a
âûáðàíû òàê, ÷òî îïðåäåëåíû ãîìåîìîðôèçìû ĥs è ĥu , îïèñàííûå

ïåðåä ëåììîé 3.6.. Îáîçíà÷èì òåïåðü çà Ĥs è Ĥu ñóæåíèÿ ĥs
∣∣
Oz

è ĥu
∣∣
Oz
. Òàêæå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî, êàê è ïåðåä ëåììîé 3.6., îïðåäåëåíû îêðåñòíîñòè Ûas è Ûa′s = ĥs(Ûas) , íî
ñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì: âî âñåé Ûa′s çíàê ∂χa′

∂z
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ∂χa′

∂z
(a′s) .

Ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ îáðåìåíèòåëüíûì è ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî âûáîðîì íåêîòîðîé
ìåíüøåé åâêëèäîâîé îêðåñòíîñòè âíóòðè Ûas .

Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ∗ ñîïðÿæåíû ïîñðåäñòâîì ãî-
ìåîìîðôèçìà h . Ïóñòü a ∈ A � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ,
h(a) = a′ . Òîãäà èíäóöèðîâàííûå ñîïðÿãàþùèå ãîìåîìîðôèçìû Ĥs è Ĥu èìåþò âèä

Ĥs(z) =

{
α+
s · zρ, z > 0

α−
s · (−z)ρ, z < 0

è

Ĥu(z) =

{
α+
u · zρ, z > 0

α−
u · (−z)ρ, z < 0

,

ãäå ρ =
lnµa′
lnµa

=
lnλa′
lnλa

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüì¼ì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó êàñàíèÿ a ∈ A è ñîîòâåòñòâó-
þùèå åé ñåäëîâûå òî÷êè σsa è σua . Ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà h òî÷êà a ïåðåéä¼ò â
òî÷êó a′ , à σsa è σua ïåðåéäóò ñîîòâåòñòâåííî â ñåäëîâûå òî÷êè σsa′ è σua′ .

Âûáåðåì ψσu
a′

è ψσu
a
òàê, ÷òî ïîä èõ äåéñòâèåì îáðàçû òî÷åê èíâàðèàíòíûõ ìíîãî-

îáðàçèé W s
σs
a′

è W s
σs
a
èìåëè íåîòðèöàòåëüíóþ z -êîîðäèíàòó â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ

òî÷åê êàñàíèé a′u è au ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè íå òàê, òî ìîæíî äîáèòüñÿ ýòîãî, ïðèìå-
íÿÿ çàìåíó êîîðäèíàò mirz : (x, y, z) → (x, y,−z) è ïîëàãàÿ ψ̃σu

a′
= mirz ◦ ψσu

a′
(èëè

ψ̃σu
a
= mirz ◦ ψσu

a
). Òàêæå âûáåðåì ψσs

a
òàê, ÷òî äëÿ òî÷åê ps èç Û+

σs
a
ñïðàâåäëèâî ñî-

îòíîøåíèå χa(ps) > χa([p]
s
x, [p]

s
y, 0) > 0 . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûáåðåì ψσs

a′
òàê, ÷òî äëÿ
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òî÷åê p′s èç Û+
σs
a′
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå χa(p

′s) > χa([p
′]sx, [p

′]sy, 0) > 0 . Çàìåòèì, ÷òî
ïðè òàêîì âûáîðå îêðåñòíîñòåé è îòîáðàæåíèé àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå
∂χa

∂z
(as) è ∂χa′

∂z
(a′s) ïîëîæèòåëüíû, à äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ Ĥs è Ĥu ñïðàâåäëèâî

Ĥs : OZ
+ ⊂ UJσs

a
→ OZ+ ⊂ UJσs

a′
,

Ĥs : OZ
− ⊂ UJσs

a
→ OZ− ⊂ UJσs

a′
,

Ĥu : OZ
+ ⊂ UJσu

a
→ OZ+ ⊂ UJσu

a′
,

Ĥu : OZ
− ⊂ UJσu

a
→ OZ− ⊂ UJσu

a′
,

÷òî îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíîñòü êîíñòàíò α+
s ,α

+
u è îòðèöàòåëüíîñòü êîíñòàíò α−

s è α−
u .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3., ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè c ∈ ℓs+σu
a
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {an} → a , {an} ⊂ (Ua \ (W s
σs
a
∪ W u

σu
a
)) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kn} → +∞ ,

{mn} → +∞ òàêèå, ÷òî lim
n→∞

bn = lim
n→∞

fkn(an) = b (ïðè÷¼ì b ∈ ℓu+σs
a
), lim

n→∞
cn =

lim
n→∞

f−mn(an) = c . Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî [bn]
s
z = µkna

1
βn
λmn
a [c]uz , ãäå βn = [an]uz

[an]sz
.

Òîãäà µkna λ
mn
a = [bn]szβn

[c]uz
. Òàê êàê lim

n→∞
[bn]

s
z = [b]sz è lim

n→∞
βn = βa , ïîëó÷àåì lim

n→∞
µkna λ

mn
a =

[b]szβa
[c]uz

.
Ìû áóäåì ñíàáæàòü øòðèõîì âñå îáúåêòû äèôôåîìîðôèçìà f ′ , ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçà-

ìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ äèôåîìîðôèçìà f îòíîñèòåëüíî ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîð-
ôèçìà h . Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ′ ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû: µkna′ λ

mn

a′ = [b′n]
s
zβ

′
n

[c′]uz
,

ãäå β′
n = [a′n]

u
z

[a′n]
s
z
. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1., Θa = Θa′ , òî åñòü lnµa

lnλa
=

lnµa′
lnλa′

. Ïîëîæèì

ρ =
lnµa′
lnµa

=
lnλa′
lnλa

. Òîãäà âåðíî µkna′ λ
mn

a′ = (µkna λ
mn
a )ρ è lim

n→∞
µkna′ λ

mn

a′ =
(

[b]szβa
[c]uz

)ρ
. Çàìåòèì, ÷òî

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ ñîîòíîøåíèé:
(

[bn]szβn
[cn]uz

)ρ
= (µkna λ

mn
a )ρ = µkna′ λ

mn

a′ = [b′n]
s
zβ

′
n

[c′n]
u
z

=

[b′n]
s
z [a

′
n]

u
z

[c′n]
u
z [a

′
n]

s
z
, à òàêæå [b′n]

s
z [a

′
n]

u
z

[c′n]
u
z [a

′
n]

s
z
> [b′n]

s
z([a′n]uz−χa′([a′n]sx,[a′n]sy ,0))

[c′n]
u
z [a

′
n]

s
z

. Èñõîäÿ èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé

â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2.,
[a′n]

u
z−χa′ ([a

′
n]

s
x,[a

′
n]

s
y ,0)

[a′n]
s
z

ñõîäèòñÿ ê βa′ ïðè n → ∞ . Ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
(

[b]szβa
[c]uz

)ρ
> [b′]szβa′

[c′]uz
. Íà÷àâ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ äèô-

ôåîìîðôèçìà f ′ , ïîëó÷èì
(

[b′]szβa′
[c′]uz

) 1
ρ > [b]szβa

[c]uz
. Òàêèì îáðàçîì,

(
[b]szβa
[c]uz

)ρ
=

[b′]szβa′
[c′]uz

èëè æå
|βa|ρ
|βa′ |

= |[b′]sz |·|[c]uz |
ρ

|[c′]uz |·|[b]sz |
ρ .

Ïðîèíòåðïðåòèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Åñëè ìû çàôèêñèðóåì òî÷êó c è áóäåì
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ìåíÿòü òî÷êó b , òî âåðíî |[b′]sz |

|[b]sz |ρ
= const ; àíàëîãè÷íî, ôèêñèðóÿ

òî÷êó b è ìåíÿÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òî÷êó c , ïðèõîäèì ê |[c]uz |ρ
|[c′]uz |

= const . Ýòî è äà¼ò
íàì ñîîòíîøåíèÿ [b′]sz = α+

s ([b]sz)
ρ è [c′]uz = α+

u ([c]uz )
ρ , êîòîðûå çàäàþò ãîìåîìîðôèçìû

Ĥ+
s : OZ+ → OZ+ è Ĥ+

u : OZ+ → OZ+ . Åñëè ìû âîçüì¼ì òî÷êó c ∈ ℓs−σu
a
, òî äîêàæåì àíà-

ëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ Ĥ−
s : OZ− → OZ− è Ĥ−

u : OZ− → OZ− , à èìåí-
íî [b′]sz = α+

s (−[b]sz)
ρ è [c′]uz = α+

u (−[c]uz )
ρ ñîîòâåòñòâåííî. Â òåðìèíàõ èíäóöèðîâàííûõ ãî-

ìåîìîðôèçìîâ ïîëó÷åííàÿ ðàíåå ôîðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå |βa|ρ
|βa′ |

= |α+
s |

|α+
u | =

|α−
s |

|α−
u | .

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ëåììà áûëà äîêàçàíà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âûáîðà îòîáðàæåíèé ψσu
a′
,

ψσu
a
, ψσs

a
è ψσs

a′
. Îäíàêî, âñå ïðèìåíÿâøèåñÿ ìîäèôèêàöèè ñóòü êîìïîçèöèÿ èíâîëþöèè

mirz (îòîáðàæåíèå ñèììåòðèè R3 îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 ) è íåêîòîðûõ èñõîä-
íûõ îòîáðàæåíèé, ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ èíâîëþöèè îáðàòíî, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå
ôîðìóëû äëÿ Ĥs è Ĥu âî âñåõ ñëó÷àÿõ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðåìå 1.1. ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå òî÷êè êàñàíèÿ a, d ∈ A , ÷òî

σsd = σsa , σ
u
d = σua è çíàêè ïàðàìåòðîâ βd è βa ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ∗ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ïîñðåä-
ñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(a) = a′ , h(d) = d′ , h(σsa) = σsd è h(σua) = σud , òî
τad = τa

′

d′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ëþáóþ èç òî÷åê a è d (íàïðèìåð, a ) è ïðîäåëàåì

äëÿ íå¼ ïðîöåäóðó âûáîðà ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòåé è îòîáðàæåíèé ïåðåõîäà â òî÷-
íîñòè, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.1.. Èç ëåììû 3.5. ñëåäóåò, ÷òî åñëè çíàêè ïàðàìåòðîâ
βd è βa ñîâïàäàëè ïðè êàêîì-òî âûáîðå, òî îíè ñîâïàäóò è ïðè ëþáîì äðóãîì. Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåäóðà âûáîðà èç ëåììû 4.1. ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíàêè ïàðàìåòðîâ βd′

è βa′ òîæå ñîâïàäóò. Íî òîãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ |βa|ρ
|βa′ |

= |α+
s |

|α+
u | è

|βd|ρ
|βd′ |

= |α+
s |

|α+
u | . Ïî-

ëó÷àåì ðàâåíñòâà |βa|ρ
|βa′ |

= |βd|ρ
|βd′ |

, îòêóäà
∣∣∣βaβd ∣∣∣ 1

lnµa
=
∣∣∣βa′βd′

∣∣∣ 1
lnµa′ , òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ïàðàìåòðîâ τad = τa
′

d′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Necessary conditions for topological conjugacy of

3-manifolds di�eomorphisms with orbits of heteroclinic

tangency

c⃝ E. A. Grines4, O. V. Pochinka5

Abstract. In present paper we consider a class of 3-manifolds' di�eomorphisms with �nite
hyperbolic chain recurrent set and �nite number of heteroclinic tangencies' orbits. We prove
that necessary conditions for topological conjugacy of two di�eomorphisms from this class is a
generalization of moduli of stability for analogous two dimensional di�eomorphisms.
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ÓÄÊ 517.938

Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ

ïîòîêîâ áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé

ïîñðåäñòâîì ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè

c⃝ Å. ß. Ãóðåâè÷1, À. Í. Ñàõàðîâ2, Å. Â. Òðåãóáîâà3

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [7] è ïîñâÿùåíà òîïîëîãè÷åñêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ, çàäàííûõ íà ãëàäêîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 , ñ èñïîëüçîâàíèåì ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ðàññìîò-
ðåí êëàññ G(Mn) ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, âñå ñåä-
ëîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîòîðûõ èìåþò èíäåêñ Ìîðñà 1 èëè (n−1) . Ïîêàçàíî, ÷òî íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêîâ èç êëàññà G(Mn)
ñîñòîèò â ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé è îäíîâðåìåííîì âû-
ïîëíåíèè ñïåöèàëüíîãî óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé íà âûäåëåííîé ïîâåðõíîñòè óðîâ-
íÿ. Âûäåëåí êëàññ ïîòîêîâ G0(M

n) , äëÿ êîòîðûõ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ êà÷åñòâåííîãî
èçó÷åíèÿ äèíàìèêè òàêèõ ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ýíåðãå-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçâåñòíà èç ôèçè÷åñêîãî êîíòåêñòà ìîäåëè (íàïðèìåð, êàê ôóíêöèÿ ýíåð-
ãèè äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì â ìåõàíèêå, ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, èëè, ïðè
óñëîâèè ïðåíåáðåæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèìè òîêàìè, êàê ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ýíåðãåòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn � ãëàäêîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå. Äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ φ :Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
íåâûðîäåíû, òî åñòü äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Mn îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãåñ-

ñå
(

∂2φ
∂xi∂xj

)
|p â ýòîé òî÷êå îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñîãëàñíî ëåììå Ìîðñà (ñì. [10], ëåììà 2.2),

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû y1, . . . , yn íàçûâàåìûå êîîðäèíàòàìè Ìîðñà, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ φ èìååò
âèä φ(y1, . . . , yn) = φ(p) − y21 − · · · − y2k + y2k+1 + · · · + y2n. ×èñëî k ∈ [0, n] íå çàâèñèò îò
âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò è íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì òî÷êè p . Áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñ
êðèòè÷åñêîé òî÷êè ÷åðåç ind(p) .

Ãëàäêèé ïîòîê, èíäóöèðîâàííûé âåêòîðíûì ïîëåì X = −grad φ , íàçûâàåòñÿ ãðà-
äèåíòíûì ïîòîêîì. Ãðàäèåíòíûé ïîòîê íå èìååò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, à ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ôóíêöèè φ . Àíàëîãè÷íî ìåòîäàì, ïðèìåíÿâøèìñÿ Ëÿïóíîâûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ W u

p ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p (èíäåêñ Ìîðñà) ðàâíà ind(p) (ñì. òàêæå [12], Proposition).
Îäíàêî, êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà, âîîáùå ãîâîðÿ, çà-
âèñèò îò âûáîðà ìåòðèêè íà ìíîãîîáðàçèè Mn . Â ñèëó ðàáîòû [16] (Theorem A) ãðàäèåíò-

1 Äîöåíò êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
elena _ gurevich@list.ru

2 äîöåíò, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä;
ansakharov2008@yandex.ru.

3 ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé
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íûé ïîòîê ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî àïïðîêñèìèðîâàí (â C1 -òîïîëîãèè) ïîòîêîì
Ìîðñà-Ñìåéëà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîòîê f t íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè îí çàäàåòñÿ ãëàäêèì
âåêòîðíûì ïîëåì4 v :Mn → TMn è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà Ω(f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ îñîáûõ òî÷åê p1, . . . , pl (ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåàðèçàöèè ïîëÿ v(x) â îñîáûõ
òî÷êàõ èìååþò íåíóëåâûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè) è êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé γ1(t), . . . , γm(t) (ìóëüòèïëèêàòîðû5 ëþáîé çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè ïî ìîäóëþ íå ðàâíû 1);

2. óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ îñîáûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
èìåþò òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïî-
òîêîì.

Èç ðàáîòû Ñ. Ñìåéëà [16] (Theorem B) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî
ïîòîêà f t íà Mn ñóùåñòâóåò ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � òàêàÿ
ôóíêöèÿ φ :Mn → [0, n] , ÷òî:

1. ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà;

2. ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ Ω(f t) ïîòîêà f t ;

3. φ(f t(x)) < φ(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ̸∈ Ω(f t) è ëþáîãî t > 0 ;

4. φ(p) = ind(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ Ω(f t) .

Áîëåå òîãî, Ñìåéë â [16] çàìåòèë, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìåòðèêà íà Mn , â êîòîðîé
ïîòîê f t ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûì ïîòîêîì äëÿ ñâîåé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè φ .

K. Ìåéåð â ðàáîòå [9] îáîáùèë ðåçóëüòàò Ñìåéëà, ïîñòðîèâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîòî-
êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà Mn ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ìîðñà-Áîòòà, òî åñòü òàêóþ ôóíöèþ
Ìîðñà, ãåññèàí êîòîðîé â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå íåâûðîæäåí â íàïðàâëåíèè, íîð-
ìàëüíîì ê êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó óðîâíÿ. Áîëåå òîãî, èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ìåéåðà
ñëåäóåò, ÷òî ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òî-
ïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ. Äëÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè
ýòîãî ðåçóëüòàòà íàïîìíèì, ÷òî ïîòîêè f t, f ′t íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàþòñÿ òîïîëî-
ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : Mn → Mn , ïåðåâîäÿùèé
òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè íà òðàåêòî-
ðèÿõ. Äëÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà êëàññû îòíîñèòåëüíî îòíîøå-
íèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè ñàìîèíäåêñèðóþùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé
ôóíêöèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùåå Ð. Òîìó (ñì. [18]).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Äâå ãëàäêèå ôóíêöèè φ : Mn → R è φ′ : Mn → R íà-
çûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçìû H :Mn →Mn è χ : R → R òàêèå, ÷òî

φ′H = χ φ.

4 Êàê âñåãäà, ñèìâîëû TMn è NMn îáîçíà÷àþò êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ íàä ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì Mn.

5 Ìóëüòèïëèêàòîðû ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ëèíåéíîé ÷àñòè îòîá-
ðàæåíèÿ çà ïåðèîä, îïðåäåëåííîãî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ.
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Ìåéåð äîêàçàë, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñàìîèíäåêñèðóþùèõñÿ ýíåðãåòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, à â ñëó÷àå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà ìíîãî-
îáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè n = 2 ýòî óñëîâèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì6.

Ïðèâëå÷åíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôè-
êàöèè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè, åñëè ýíåðãåòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ èçâåñòíà èç ôèçè÷åñêèõ ñîîîáðàæåíèé � íàïðèìåð, êàê ôóíêöèÿ ýíåðãèè äëÿ
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì â ìåõàíèêå, ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, à òàêæå, ïðè
óñëîâèè ïðåíåáðåæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèìè òîêàìè, ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ (òàêàÿ ìî-
äåëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîëíå÷íîé êîðîíû âïåðâûå ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [15], [1] è ðàçâèòà
â [21],[22]).

Öåëü ñòàòüè � ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè â òåðìèíàõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ñèñòåì èç êëàññà G(Mn) , ñîñòîÿùåãî
èç ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, âñå ñåäëîâûå ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîòîðûõ èìåþò èíäåêñ Ìîðñà 1 èëè (n− 1) .

Äëÿ ïîòîêà f t ∈ G(Mn) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíäåêñà
Ìîðñà i ∈ {0, 1, n−1, n} , è ÷åðåç |Ωi| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ωi . Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèÿ
Mn è ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé
òåîðåìîé.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t ∈ G(Mn) . Òîãäà g = |Ω1∪Ωn−1|−|Ω0∪Ωn|+2
2

ÿâëÿåòñÿ öå-
ëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè g = 0 , òî Mn ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé Sn ;
2) åñëè g > 0 , òî Mn ãîìåîìîðôíî ñâÿçíîé ñóììå7 g êîïèé ìíîãîîáðàçèÿ Sn−1×S1 .

Â îòëè÷èå îò äâóìåðíîé ñèòóàöèè, óæå â êëàññå G(Mn) ïðè n ≥ 3 ñóùåñòâóþò òî-
ïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûå ïîòîêè, èìåþùèå ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè
(ïðèìåðû òàêèõ ïîòîêîâ îïèñûâàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàçäåëå 3.1.). Ýòîò ôàêò ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ðàçëè÷àþùèõ òîïîëîãè÷åñêè íåýê-
âèâàëåíòíûå ïîòîêè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî èíâàðèàíòà ïðåäñòàâèì ìíîãîîáðàçèå Mn â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ àòòðàêòîðà A = W u

Ω1∪Ω0
, ðåïåëëåðà R = W s

Ωn−1∪Ωn
è ìíîæå-

ñòâà V = Mn \ (A ∪ R) , ñîñòîÿùåãî èç áëóæàþùèõ òðàåêòîðèé ïîòîêà f t , èäóùèõ îò A
ê R . Áóäåì íàçûâàòü V õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü φ : Mn → [0, n] � ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ f t .
Ãèïåðïîâåðõíîñòü Σ óðîâíÿ c ∈ (1, n − 1) íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé (îíà
ïåðåñåêàåò êàæäóþ òðàåêòîðèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â òî÷íîñòè â îäíîé
òî÷êå).

Ñíàáäèì øòðèõîì îáúåêòû ïîòîêà f ′t ∈ G(Mn) , àíàëîãè÷íûå ââåäåííûì îáúåêòàì
äëÿ f t .

6 Â ðàáîòå [9] (proposition) óòâåðæäàëîñü, ÷òî ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ. À.À. Îøåìêîâ è Â.Â. Øàðêî â ðàáîòå [11] ïðèâåëè ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòî-
êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè íà òîðå, èìåþùèìè ýêâèâàëåíòíûå ñàìîèíäåêñèðóþùåñÿ
ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè, è îòìåòèëè, ÷òî ðåçóëüòàò Ìåéåðà îñòàåòñÿ âåðíûì òîëüêî äëÿ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ ïîòîêîâ

7 Ñâÿçíîé ñóììîé Mn
1 ♯M

n
2 äâóõ îðèåíòèðóåìûõ ñâÿçíûõ n -ìíîãîîáðàçèé Mn

1 , Mn
2 íàçûâàåòñÿ ìíî-

ãîîáðàçèå Mn
1 ♯M

n
2 , ïîëó÷åííîå óäàëåíèåì èç Mn

1 ,M
n
2 øàðîâ Bn

1 ⊂ Mn
1 , Bn

2 ⊂ Mn
2 è ñêëåèâàíèåì

îñòàâøèõñÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà φ : ∂Bn
1 → ∂Bn

2 , îáðàùàþùåãî åñòåñòâåí-
íóþ îðèåíòàöèþ ∂Bn

1 .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè φ, φ′

äëÿ ïîòîêîâ f, f ′t ∈ G(Mn) íàçîâ¼ì ñîãëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò
ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìû H : Mn → Mn è χ : [0, n] → [0, n] òàêèå,
÷òî φ′H = χ φ (òî åñòü ôóíêöèè φ, φ′ ýêâèâàëåíòíû ) è H(W s

Ω1
∩Σ) = W s

Ω′
1
∩H(Σ) ,

H(W u
Ωn−1

∩ Σ) = W u
Ω′

n−1
∩H(Σ) äëÿ íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé Σ .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïîòîêè f t, f ′t ∈ G(Mn) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, èõ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè ñîãëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíû.

Â ðàçäåëå 3.3. âûäåëÿåòñÿ êëàññ G0(M
n) ⊂ G(Mn) ïîòîêîâ, äëÿ êîòîðûõ èç ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ñàìîèíäåêñèðóþùèõñÿ ôóíêöèé ñëåäóåò èõ ñîãëàñîâàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, è
òàêèì îáðàçîì, ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëî-
ãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Êëàññ G0(M

n) ñîñòîèò èç ïîòîêîâ, èíäåêñ Ìîðñà âñåõ ñåäëîâûõ
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ êîòîðûõ ðàâåí 1. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1. (ñì. òàê-
æå [4], òåîðåìà 1) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f t ∈ G0(M
n) íåáëóæäàþùåå ìíî-

æåñòâî Ω(f t) ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê, k ≥ 0 ñåäåë è k+1 ñòîê, à îáúåìëþùåå
ìíîãîîáðàçèå Mn äèôôåîìîðôíî n-ñôåðå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 3.3. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïîòîêè f t, f ′t ∈ G0(M
n) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíû èõ ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ èç êëàñ-
ñîâ G(M3) , G(Sn) , n ≥ 3 , ðåøàëàñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [20], [19], [14], [13]. Äæ. Ôëåé-
òàñîì â [20] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëÿðíûõ ïîòîêîâ8 íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ ðàçìåðíîñòè 2 è 3 ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Õåãîðà. ß. Ë. Óìàíñêèì â [19] ïîëó÷åíà
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò. Â ýòîé ðàáîòå äëÿ êëàññèôèêàöèè èñïîëü-
çîâàëñÿ êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò, îïèñûâàþùèé âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îñîáûõ òðàåê-
òîðèé ïîòîêà, àíàëîãè÷íûé ñõåìå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ââåäåííîé Å.À. Ëåîíòîâè÷ è
À.Ã. Ìàéåðîì äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íà
ñôåðå S2 . C.Þ. Ïèëþãèíûì â [13] çàìå÷åíî, ÷òî â ñëó÷àå Mn = Sn , n ≥ 3 , êëàññ G(Sn)
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷å-
íèé è ïîëó÷åíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ïîòîêîâ ïðè ïîìîùè îáîá-
ùåíèÿ ñõåìû Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà. À.Î. Ïðèøëÿê â [14] ïîëó÷èë ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
êëàññèôèêàöèþ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Èíâàðèàíò, ââå-
äåííûé â ðàáîòå [14], òàê æå êàê è èíâàðèàíò Äæ. Ôëåéòàñà, ÿâíî âêëþ÷àåò èíôîðìàöèþ
î ñëåäàõ äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé. Òàêèì îáðàçîì, òåîðå-
ìà 1.2., ôàêòè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîò íà ñëó÷àé ïîòîêîâ èç
êëàññà G(Mn) íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n > 3 .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ 12-01-00672,
13-01-12452-îôè-ì ÐÔÔÈ).

8 Ïîëÿðíûì ïîòîêîì íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïîòîê, ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ êîòî-
ðîãî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí èñòî÷íèê, îäèí ñòîê è ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñåäåë.
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2. Òîïîëîãèÿ íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîòîêîâ èç G(Mn)

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1.
Ïóñòü f t ∈ G(Mn) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ≥ 0 ÷èñëî ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

ïîòîêà f t è ÷åðåç f ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà f t . Òîãäà f : Mn → Mn � äèô-
ôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîãî ñîñòîèò
èç k íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíäåêñà Ìîðñà 1.

Åñëè k = 0 , òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f) äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò â òî÷íî-
ñòè èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà, à îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî Sn
(ñì., íàïðèìåð, [6], òåîðåìà 2.2.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ i < k è äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ
i = k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç l ÷èñëî ñòîêîâ è èñòî÷íèêîâ äèôôåîìîðôèçìà f .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ωn−1 íåïóñòî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæ-
íî ïåðåéòè ê äèôôåîìîðôèçìó f−1 ). Ïóñòü σ ∈ Ωn−1 .

Ñôåðà Sn−1 = cl (W u
σ ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì àòòðàêòîðîì, ñëåäîâàòåëüíî, ñó-

ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(Sn−1) ∈ Mn è öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r(σ) òàêîå, ÷òî
f r(σ)(U(Sn−1)) ⊂ int U(Sn−1) . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r(σ) = 1 äëÿ
ëþáîãî σ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéäåì ê íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f , ïðè
ýòîì ìíîãîîáðàçèå Mn îñòàíåòñÿ ïðåæíèì).

Èç ðàáîò [2], [4] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ωn−1 äèôôåîìîðôèç-
ìà f ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü V (Sn−1) ⊂ U(Sn−1) ñôåðû Sn−1 , îãðàíè÷åííàÿ
ãëàäêî âëîæåííûìè (n − 1) -ñôåðàìè S1 , S2 è ãîìåîìîðôíàÿ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
Sn−1 × [−1, 1] . Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1 è γ2 óñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû òî÷êè σ , ÷åðåç α1 è
α2 èñòî÷íèêîâûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå çàìûêàíèÿì γ1 è γ2 ñîîòâåòñòâåííî (âîçìîæíî,
α1 = α2 ). Èç ëîêàëüíîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
ñëåäóåò, ÷òî äóãè γ1 ∩ V (Sn−1) è γ2 ∩ V (Sn−1) ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà V (Sn−1) \ Sn−1 .

Óäàëèì èç ìíîãîîáðàçèÿ Mn âíóòðåííîñòü îêðåñòíîñòè V (Sn−1) . Ìíîãîîáðàçèå Mn \
int V (Sn−1) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç ñôåð
S1 , S2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃n êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, ïîëó÷åííîå èç ìíîãî-
îáðàçèÿ Mn \ int V (Sn−1) ïðèêëåèâàíèåì âäîëü åãî êðàÿ äâóõ çàìêíóòûõ n-øàðîâ Bn

1 è
Bn

2 . Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f̃ : M̃n → M̃n òàêîé, ÷òî:
1) f̃ |M̃n\(Bn

1 ∪Bn
2 )

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì f |Mn\int V (S) ;

2) f̃ |Bn
1 ∪Bn

2
èìååò òîëüêî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè ω1 ∈ Bn

1 , ω2 ∈ Bn
2 , êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì ñòîêîì.
Òîãäà äèôôåîìîðôèçì f̃ èìååò òî æå ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ÷òî è äèôôåîìîð-

ôèçì f , è ÷èñëî åãî íåïîäâèæíûõ ñåäëîâûõ òî÷åê ðàâíî k − 1 , à ÷èñëî ñòîêîâ è èñòî÷-
íèêîâ ðàâíî l + 1 . Äàëåå ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè: a) Mn \ V (Sn−1) íå ñâÿçíî è b)
Mn \ V (Sn−1) ñâÿçíî.

Â ñëó÷àå a) ìíîãîîáðàçèå M̃n ÿâëÿåòñÿ íåïåðåñåêàþùèìñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ìíîãî-
îáðàçèé Mn

1 è Mn
2 , à ìíîãîîáðàçèå Mn � ñâÿçíîé ñóììîé Mn

1 #M
n
2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

f1 è f2 îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà f̃ íà ìíîãîîáðàçèÿ Mn
1 è Mn

2 ñîîòâåòñòâåííî,
÷åðåç k̃ = k1 + k2 = k − 1 � ÷èñëî ñåäåë è ÷åðåç l̃ = l1 + l2 = l + 1 � ÷èñëî ñòîêîâ è
èñòî÷íèêîâ äèôôåîìîðôèçìà f̃ . Òàê êàê k1 è k2 ñòðîãî ìåíüøå ÷åì k , òî ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè ìíîãîîáðàçèÿ Mn

1 è Mn
2 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè ñóììàìè, ñîîòâåòñòâåííî,

g1 = k1−l1
2

+ 1 è g2 = k2−l2
2

+ 1 êîïèé Sn−1 × S1 (ïîä ìíîãîîáðàçèåì, ñîñòîÿùèì èç 0
êîïèé Sn−1 × S1 ïîíèìàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå Sn ). Ñëåäîâàòåëüíî, Mn � ñâÿçíàÿ ñóììà
k1−l1

2
+ 1 + k2−l2

2
+ 1 = k̃−l̃

2
+ 2 = k−l

2
+ 1 êîïèé Sn−1 × S1 . Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå
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òåîðåìà âåðíà.
Â ñëó÷àå b) ìíîãîîáðàçèå M̃n ñâÿçíî è, â ñèëó [8] (ëåììà 7), Mn = M1

n#M∗ , ãäå
M∗ äèôôåîìîðôíî Sn−1 × S1 . Ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç k̃ ÷èñëî ñåäåë è l̃ ÷èñëî ñòîêîâ
è èñòî÷íèêîâ äèôôåîìîðôèçìà f̃ . Òàê êàê k̃ = k − 1 , òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè
ñëåäóåò, ÷òî Mn

1 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñôåðîé Sn , åñëè k̃−l̃
2
+1 = 0 , ëèáî ñâÿçíîé ñóììîé k̃−l̃

2
+1

êîïèé Sn−1 × S1 . Ïîñêîëüêó k−l
2

+ 1 = ( k̃−l̃
2

+ 1) + 1 , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Mn � ñâÿçíàÿ
ñóììà k−l

2
+ 1 êîïèé Sn−1 × S1 , òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà âåðíà è â ýòîì ñëó÷àå.

3. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ èç êëàññà G(Mn)

3.1. Ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ ñ ýêâèâàëåíòíûìè
ýíåðãåòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ äâå ïàðû òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà S3 , èìåþùèõ ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè. Àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïîòîêîâ íà ñôåðå ëþáîé ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 îïèñàí â ðàáîòå [13].

Ðèñ. 1: Ôàçîâûå ïîðòðåòû è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé òîïîëîãè÷åñêè íåýê-

âèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ

Ïîêàæåì, ÷òî íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâà-
ëåíòíûõ ïîòîêîâ èç G(S3) , èìåþùèõ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíê-
öèè.

Ïîòîê, ôàçîâûé ïîðòðåò êîòîðîãî èçîáðàæåí ñëåâà, èìååò èñòî÷íèê α1 , ëåæàùèé â
çàìûêàíèè â òî÷íîñòè äâóõ óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäåë, ïðè÷åì ýòè ìíîãîîîáðàçèÿ
îäíîìåðíû. Ïîòîê, ôàçîâûé ïîðòåò êîòîðîãî ïðèâåäåí íà òîì æå ðèñóíêå ñïðàâà, íå èìå-
åò èñòî÷íèêîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, îáëàäàþùèõ òàêèì ñâîéñòâîì. Ïîýòîìó ýòè ïîòîêè
òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòû. Â òîæå âðåìÿ, ïîâåðõíîñòè Σ1,Σ

′
1 è Σ2,Σ

′
2 êðèòè÷åñêèõ

óðîâíåé ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòèõ ïîòîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì 1 è 2 (îíè
èçîáðàæåíû òî÷å÷íûì ïóêòèðîì), ãîìåîìîðôíû è äåëÿò ñôåðó S3 íà ïîïàðíî ãîìåî-
ìîðôíûå êîìïîíåíòû, îòêóäà ñëåäóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Åùå îäèí ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà ñôåðå S3 ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿ-
ùèì â òî÷íîñòè èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: èñòî÷íèêà, ñòîêà è äâóõ ñåäåë ðàçíûõ
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èíäåêñîâ. Àíàëîãè÷íî ðàáîòå [5] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ ñåäåë òàêèõ ïîòîêîâ ïåðåñåêàþòñÿ êàê ìèíèìóì ïî îäíîé íåêîìïàêòíîé êðèâîé
(ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êðèâîé). Â ðàáîòå [13] îïèñàíà ñõåìà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïîòîêîâ, îò-
ëè÷àþùèõñÿ êîëè÷åñòâîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ. Î÷åâèäíî, ïîòîêè, èìåþùèå ðàçíîå
÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ, òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíû. Â òîæå âðåìÿ, àíàëî-
ãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ýòèõ ïîòîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì 1 è 2, ãîìåîìîðôíû è äåëÿò ñôåðó S3 íà ãî-
ìåîìîðôíûå êîìïîíåíòíû, îòêóäà ñëåäóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

3.2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü φ è φ′ � ñàìîèäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè òî-

ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà f t è f ′t èç ìíîæåñòâà G0(M
n) è

h : Mn → Mn ãîìåîìîðôèçì, ïðåîáðàçóþùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïî-
òîêà f ′t . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ñàìîèäåêñèðóþùåéñÿ ôóíêöèè è ñâîéñòâ ãîìåîìîðôèçìà
h ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ïîòîêà f t èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
φ(p) = φ′(h(p)) . Ïîýòîìó âûáåðåì â êà÷åñòâå ãîìåîìîðôèçìà χ òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå, è ñêîíñòðóèðóåì ãîìåîìîðôèçì H , óäîâëåòâîðÿþùèé îïðåäåëåíèþ 1.2..

Ïóñòü x ∈ Mn ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç lx òðàåêòîðèþ ïîòîêà f t (f ′t) , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x è ÷åðåç
α(lx) (ω(lx) ) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿþùååñÿ α -ïðåäåëüíûì (ω -ïðåäåëüíûì) ìíî-
æåñòâîì òðàåêòîðèè lx . Ïîëîæèì x′ = h(x) . Òîãäà lx′ = h(lx) . Èç ñâîéñòâ ãîìåîìîð-
ôèçìà h ñëåäóåò, ÷òî α(lx′) = h(α(lx)) , ω(lx′) = h(ω(lx)) . Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà: φ(α(lx)) = φ′(α(lx′)) è φ(ω(lx)) = φ′(ω(lx′)) . Ïóñòü c ∈ (φ(ω(lx)), φ(α(lx)))
è Σc = φ−1(c) (Σ′

c = (φ′)−1(c)) . Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè
ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Σc ∩ lx (Σ′

c ∩ lx′) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Òîãäà íà ìíî-
æåñòâå Mn \Ω(f t) êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå H̃ , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå
y = Σc∩ lx òî÷êó y′ = Σ′

c∩ lx′ . Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå H̃ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
ìåæäó ìíîæåñòâàìè Mn \ Ω(f t) è Mn \ Ω(f ′t) , ïðåîáðàçóþùèì òðàåêòîðèè ïîòîêà f t è
ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ óðîâíåé ôóíêöèè φ â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t è ìíîæåñòâî ðåãó-
ëÿðíûõ óðîâíåé ôóíêöèè φ′ 9. Â ñèëó ñâîéñòâà φ(α(lx)) = φ′(α(lx′) è φ(ω(lx)) = φ′(ω(lx′)
äëÿ ëþáîé òî÷êè x , îòëè÷íîé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ãîìåîìîðôèçì îäíîçíà÷íî ïðî-
äîëæàåòñÿ äî èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà H , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ: φ(x) = φ′(H(x)) .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè φ, φ′ ñîãëà-
ñîâàííî ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìû
H : Mn → Mn è χ : [0, n] → [0, n] òàêèå, ÷òî φ′H = χ φ è H(W s

Ω1
∩ Σ) = W s

Ω′
1
∩H(Σ) ,

H(W u
Ωn−1

∩Σ) = W u
Ω′

n−1
∩H(Σ) äëÿ íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé Σ . Äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ Σ ïîëîæèì x′ = H(x) è îáîçíà÷èì ÷åðåç lx, lx′ òðàåêòîðèè ïîòîêîâ f t, f ′t ,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè x, x′ . Äëÿ c ∈ [0, n] ïîëîæèì Σc = φ−1(c) . Îïðåäåëèì ãîìåî-
ìîðôèçì HV : V → V ′ ôîðìóëîé HV (y) = lx′ ∩ H(Σc) äëÿ ëþáîé òî÷êè y = lx ∩ Σc ,
c ∈ (0, n) .

Ïîñêîëüêó ãîìåîìîðôèçì H|Σ ïåðåâîäèò ñëåäû (n − 1) -ìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ñåäëîâûõ òî÷åê ïîòîêà f t íà Σ â ñëåäû àíàëîãè÷íûõ îáúåêòîâ ïîòîêà f ′t íà
H(Σ) è çàìûêàíèå ëþáîé ñåïàðàòðèñû ðàçìåðíîñòè (n − 1) ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷-
êè σ ïîòîêà f t ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê: òî÷êè σ è èñòî÷íèêà ëèáî ñòîêà ïîòîêà f t (â

9 Ðåãóëÿðíûì óðîâíåì ôóíêöèè Ìîðñà íàçûâàåòñÿ óðîâåíü, íå ñîäåðæàùåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



98 Å. ß. Ãóðåâè÷, À. Í. Ñàõàðîâ, Å. Â. Òðåãóáîâà

çàâèñèìîñòè îò èíäåêñà òî÷êè σ ), òî ãîìåîìîðôèçì HV îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ íà
ìíîæåñòâà Ω0,Ω1,Ωn−1,Ωn . Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå HV äëÿ ïîëó÷åííîãî ãîìåîìîðôèçìà
è ïðîäîëæèì åãî íà îäíîìåðíûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî HV (Σc\W u
Ω1
) = H(Σc)\W u

Ω′
1
,

è ìíîæåñòâà W u
Ω1

∩ Σc , W u
Ω′

1
∩ H(Σc) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè îäèíàêîâî-

ãî êîëè÷åñòâà òî÷åê. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãîìåîìîðôèçì HV ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðå-
ðûâíîñòè ãîìåîìîðôèçìîì H1 : W u

Ω1
→ W u

Ω′
1
. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ãîìåîìîðôèçì

Hn−1 : W s
Ωn−1

→ W s
Ω′

n−1
. Èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì h : Mn → Mn îïðåäåëèì ôîðìóëîé

h(x) =


HV (x), åñëè x ∈Mn \ (W u

Ω1
∪W s

Ωn−1
);

H1(x), åñëè x ∈ W u
Ω1
;

Hn−1(x), åñëè x ∈ W s
Ωn−1

.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êàê ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ïîòîêîâ
èç êëàññà G0(M

n)

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3., êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.2. è ïðèâåäåííîé íèæå ëåììû.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü φ, φ′ ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè ïîòî-
êîâ f t, f ′t ∈ G0(M

n) ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè φ, φ′ ñîëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîòîêîâ f t, f ′t ∈ G0(M
n) èç

ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé φ, φ′ ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü. Äëÿ ëþáîãî c ∈ [0, n] ïîëîæèì
Σc = φ−1(c) è Mc = φ−1([0, c]) . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà óáûâàåò âäîëü áëóæäàþ-
ùèõ òðàåêòîðèé ïîòîêà, òî M1 ∩W s

Ω1
= Ω1 . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè Q ìíîæåñòâà M1 \ Ω1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñòîê ω
Q

∈ Ω0 òàêîé, ÷òî
Q ⊂ W s

ω
Q
. Ïóñòü x ∈ Q . Òîãäà òðàåêòîðèÿ lx ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x

èìååò ω -ïðåäåëüíóþ òî÷êó ω
Q
è α -ïðåäåëüíóþ òî÷êó α (â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1. ìíî-

æåñòâî Ωn ñîñòîèò èç îäíîãî èñòî÷íèêà α ). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, n) , ìíîæåñòâî
Σc ∩ lx ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.

Ïîëîæèì x′ = H(x) è ñíàáäèì øòðèõîì îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ ïîòîêà f ′t , àíàëîãè÷-
íûõ ââåäåííûì âûøå îáúåêòàì ïîòîêà f t . Äëÿ ëþáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé Σ
ãîìåîìîðôèçì H èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì h : Σ \W s

Ω1
→ H(Σ) \W s

Ω′
1
, ïåðåâîäÿùèé

òî÷êó y = lx ∩ Σ â òî÷êó h(y) = lx′ ∩ h(Σ) .
Ñîãëàñíî òåîðèè Ìîðñà, ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíÿ Σ , Σ′ = H(Σ) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè

ñôåðàìè ðàçìåðíîñòè (n−1) . Ïîñêîëüêó φ (φ′) ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîòîêà
f t (f ′t) , òî ìíîæåñòâî C = Σ∩W s

Ω1
(C ′ = Σ′∩W s

Ω′
1
) ñîñòîèò èç k ñôåð ðàçìåðíîñòè (n−2) ,

ïî îäíîé íà êàæäîì óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ìíîæåñòâà W s
Ω1

(W s
Ω′

1
) . Â ñèëó òåîðåìû î

êîëüöå10 ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ : Σ → Σ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
a) h̃(C) = C ′ ;
b) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V (C) ìíîæåñòâà C òàêàÿ, ÷òî h̃|Σ\V (C) = h|Σ\V (C) .

10 Òåîðåìà î êîëüöå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè hi : Sn−1 → Rn , i ∈ {1, 2} , n ≥ 2 , � òîïî-
ëîãè÷åñêèå âëîæåíèÿ, è Kn ⊂ Rn � îòêðûòàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñôåðàìè h1(Sn−1) , h1(Sn−1) , òî
çàìûêàíèå îáëàñòè Kn ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Sn−1 × [0, 1] . Ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû
êîëüöà â ñëó÷àå n = 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû Àíòóàíà (1921 ã.), â ñëó÷àå n = 3 � èç òåîðåìû Ñàíäåðñîíà
(1960 ã.), äëÿ n > 4 äîêàçàíà Ð. Êèðáè â 1969 ãîäó, à äëÿ ñëó÷àÿ n = 4 � Ô. Êâèííîì â 1984 ãîäó.
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Ãîìåîìîðôèçì h̃ ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà H̃
V
: V → V ′ , ïåðåâîäÿùåãî òî÷-

êó y ∈ lx ∩ Σc â òî÷êó H̃
V
(y) = lx′ ∩ H(Σc) , c ∈ (0, n) . Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû 1.2., ãîìåîìîðôèçì H̃
V
ïðîäîëæàåòñÿ äî èñêîìîãî ãîìåîìîôèç-

ìà H̃ :Mn →Mn .
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On topological classi�cation of gradient-like �ows without

heteroclinical intersection by means of energy function

c⃝ E. Ya. Gurevich11, A. N. Sakharov12E.D. Tregubova13.

Abstract. Presenting paper is an extension of paper [7] and devoted to topological classi�cation
of gradient-like �ows on smooth closed orientable manifold Mn of dimension n ≥ 3 by means of
energy function. We consider class G(Mn) of gradient-like �ows without heteroclinic intersection,
all saddle equilibria of which have Morse index equal 1 or (n − 1) . We show that necessary and
su�cient condition of topological equivalence for �ows from G(Mn) is equivalence of corresponding
energy functions and special condition of equivalence energy functions on some level surface. Also
we de�ne a class G0(M

n) of �ows for which energy function is complete invariant. Obtained results
may be applied for quantity studying of dynamics for structurally stable systems with known energy
function from physical contest of the model (as, for instance, energy function of dissipative systems
in mechanics, potential of electrostatic �elds or potential of current free magnetic �eld
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ÓÄÊ 533.9.01

Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â

öèëèíäðè÷åñêîì ñòîëáå ìàãíèòíîé æèäêîñòè,

îêðóæàþùåé ïîðèñòîå ÿäðî

c⃝ Ý. Í. Åãåðåâà1, Î. À. Ðóíîâà2, À. À. Êîðìèëèöèí3

Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ è íåóñòîé-
÷èâîñòè âîëí íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ñòîëáà ìàãíèòíîé æèäêîñòè áåñêîíå÷íîé äëè-
íû, îêðóæàþùåé êîàêñèàëüíî ðàñïîëîæåííîå, áåñêîíå÷íîå ÿäðî (èç ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà)
êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ñòîëáà
ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè è ïðèâîäÿò ê åãî ðàñïàäó íà öåïî÷êó èç ñîåäèíåííûõ êàïåëü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, íåóñòîé÷èâîñòü, ìàãíèòíàÿ æèäêîñòü, ðàñïàä
ñòîëáà æèäêîñòè, ìàãíèòíîå ïîëå, ïîðèñòàÿ ñðåäà

1. Ââåäåíèå

Ìàãíèòíûå æèäêîñòè ïîëó÷àþò èñêóññòâåííî: ïóòåì êîëëîèäíîãî äèñïåðãèðîâàíèÿ íà-
íî÷àñòèö òâåðäîãî ôåððîìàãíåòèêà â îáû÷íîé íåìàãíèòíîé æèäêîñòè [1].

Òàêîãî âèäà æèäêîñòè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè è òåõíîëî-
ãèè. Ïåðâîíà÷àëüíî çàäà÷à î ïîâåðõíîñòíûõ âîëíàõ ñòðóè ìàãíèòíîé æèäêîñòè ðàññìîò-
ðåíà â ðàáîòå [2]. Çàòåì ðàñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â ñëîå íåìàãíèòíîé æèä-
êîñòè íà ïîðèñòîì îñíîâàíèè èññëåäîâàíî â ðàáîòå [3]. Èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí íà çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ñòîëáà ýëåêòðîïðîâîäíîé æèäêîñòè,
îêðóæàþùåé äëèííîå ïîðèñòîå ÿäðî, ïðîâåäåíû â ðàáîòå [4].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â öèëèíäðè÷åñêîì
ñòîëáå ìàãíèòíîé æèäêîñòè, îêðóæàþùåé äëèííîå ïîðèñòîå ÿäðî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âíóòðè îáúåìà ìàãíèòíîé æèäêîñòè íàõîäèòñÿ ïîðèñòîå ÿäðî, ïðîïèòàííîå ýòîé æå æèä-
êîñòüþ, â ôîðìå êîàêñèàëüíî ðàñïîëîæåííîãî êðóãëîãî öèëèíäðà (ðèñóíîê 2.1).

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; egerevaen@mail.ru

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, ÌîðäÃÏÈ èìåíè Ì. Å. Åâñåâüåâà, ã. Ñàðàíñê; runova.olga@list.ru
3 Ñòóäåíò 5-îãî êóðñà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ÌîðäÃÏÈ èìåíè Ì. Å. Åâñåâüåâà, ã. Ñà-

ðàíñê
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ó÷èòûâàþòñÿ ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè. Ñèëû òÿæåñòè ïðåäïîëàãà-
þòñÿ îòñóòñòâóþùèìè. Îñü ñèììåòðèè ïîðèñòîãî öèëèíäðà ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñèììåòðèè
êîàêñèàëüíî ðàñïîëîæåííîãî ñîëåíîèäà, ñîçäàþùåãî îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ íàïðÿ-
æåííîñòüþ

−→
H0 . Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r , θ, z) , â êîòîðîé

æèäêèé ñòîëá ïîêîèòñÿ. Îñü z íàïðàâëåíà ïî îñè ñèììåòðèè ïîðèñòîãî öèëèíäðà. Ðàäè-
óñû ïîðèñòîãî öèëèíäðà, íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè è ñîëåíîèäà îáîçíà÷åíû
÷åðåç a , a0 è b ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîðèñòîé ñðåäå, ñâîáîäíîé
æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âíå ïîðèñòîé ñðåäû, è ïðîìåæóòêó ìåæäó æèäêîñòüþ è ñîëåíî-
èäîì, áóäåì îáîçíà÷àòü âî âñåõ ñëó÷àÿõ èíäåêñàìè 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî. Ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòü µ1, µ2, µ3 â îáëàñòÿõ 1, 2, 3 ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî µ3 = 1 , à ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû â îáëàñòè 1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
µ1 = µ2Γ+ µs(1− Γ) , ãäå µs - ïðîíèöàåìîñòü ïîðèñòîé ìàòðèöû, Γ - ïîðèñòîñòü, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå îáúåìà ïîð ê îáúåìó ñðåäû. Ìàãíèòíàÿ ñèëà ðàâíà íóëþ
ïðè ïîñòîÿííîé ïðîíèöàåìîñòè, îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íå âëèÿåò íà
äâèæåíèå æèäêîñòè. Â ñàìîì äåëå, íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñðåä ñóùåñòâóþò ìåõàíè÷å-
ñêèå íàïðÿæåíèÿ, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ è ïðîèñõîäèò âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿ ñî ñðåäîé.

3. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàãíèòíîé æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ èìåþò âèä [3], [5]

ρ

Γ

∂u⃗1
∂t

= −grad p1 −
η

K
u⃗1, div u⃗1 = 0. (3.1)

Çäåñü ρ - ïëîòíîñòü æèäêîñòè, η - âÿçêîñòü, K - êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè ïî-
ðèñòîé ñðåäû, p1 - äàâëåíèå, u⃗1 - ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, ñâÿçàííàÿ ñî
ñðåäíåé ñêîðîñòüþ æèäêîñòè â ïîðàõ ñîîòíîøåíèåì u⃗1 = Γυ⃗1 .

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé æèäêîñòè, â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî àìïëèòóäà âîëíû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åå äëèíû, èìåþò âèä [6]

ρ
∂u⃗2
∂t

= −grad p2, div u⃗2 = 0, (3.2)
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ãäå u⃗2 - ñêîðîñòü ñâîáîäíîé æèäêîñòè.
Îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì âîëí äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëèíû λ , ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþ-

ùåé ðàäèóñ a0 æèäêîãî ñòîëáà ìàãíèòíîé æèäêîñòè, ñ òåì, ÷òîáû ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè,
ñîäåðæàùèìè ∆u⃗1 è ∆u⃗2 â óðàâíåíèÿõ (3.1) è (3.2).

Óðàâíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþò âèä [7]

rot
−→
Hi = 0, div µi

−→
Hi (i = 1, 2, 3). (3.3)

Èç óðàâíåíèé (3.1)-(3.3)ñëåäóåò

u⃗1 = ∇φ1, u⃗2 = ∇φ2,
−→
Hi = ∇ψi, ∆φ1 = 0, ∆φ2 = 0, ∆ψi = 0 (i = 1, 2, 3). (3.4)

Äàëåå âñå âåëè÷èíû áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

p1 = p10 + p1w, p2 = p20 + p2w, H⃗i = H⃗i0 + H⃗iw, (3.5)

ψi = ψi0 + ψiw = zHi0 + ψiw (i = 1, 2, 3).

Íèæíèì èíäåêñîì 0 îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî íåâîçìóùåííûå âåëè÷èíû H⃗10 =
= H⃗20 = H⃗30 ≡ H⃗0 . Íèæíèì èíäåêñîì w îáîçíà÷åíû ìàëûå âîçìóùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
âîëíîé. Âîçìóùåíèÿ ψiw òàêæå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì Ëàïëàñà (3.4).

4. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà èìåþò âèä:
íà ãðàíèöå ïîðèñòîé ñðåäû r = a :

1) u1r = u2r, 2) ψ1 = ψ2, 3) µ1n⃗∇ψ1 = µ2n⃗∇ψ2, (4.1)

4) p1 −
µ1

4π
H2

1n +
µ1

8π
H⃗2

1 = p2 −
µ1

4π
H2

2n +
µ1

8π
H⃗2

2 ,

íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè r = a0 + ξ(θ, z, t) :

5) u2r =
dξ

dt
, 6) ψ2 = ψ3, 7) µ2n⃗∇ψ2 = µ3n⃗∇ψ3,

8) p2 −
µ2

4π
H2

2n +
µ2

8π
H⃗2

2 − (p3 −
µ3

4π
H2

3n +
µ3

8π
H⃗2

3 ) = 2αC,

ãäå α - êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, C - ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, n⃗ -
åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè.

íà ïîâåðõíîñòè ñîëåíîèäà ( r = b ):

9) ψ3w = 0,

òî åñòü âîçìóùåíèå ïîòåíöèàëà ðàâíî íóëþ.
Íåâîçìóùåííûå âåëè÷èíû òàêæå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4.1).
Äëÿ âîçìóùåíèé äàâëåíèÿ èç (3.1) è (3.2) ñ ó÷åòîì (3.5) ñëåäóåò

p1w = − ρ

Γ

∂φ1

∂t
− η

K
φ1, p2w = −ρ∂φ2

∂t
. (4.2)
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Èç äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ n⃗ è C äëÿ äåôîðìè-
ðîâàííîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èìåþò âèä:

n⃗ = (nr, nθ, nz) = (1,− 1

a0

∂ξ

∂θ
,−∂ξ

∂z
), (4.3)

2C = div n⃗ =
1

a0
− (

ξ

a20
+

1

a20

∂2ξ

∂θ2
+
∂2ξ

∂z2
).

Íà ïîâåðõíîñòè ïîðèñòîé ñðåäû n⃗ = (1, 0, 0)
Ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.1) â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè-

íèìàþò âèä:

∂φ1

∂r
=
∂φ2

∂r
(r = a), (4.4)

ψ1w = ψ2w (r = a),

µ1
∂ψ1w

∂r
= µ2

∂ψ2w

∂r
(r = a),

p1w +
µ1H0

4π

∂ψ1w

∂z
= p2w +

µ2H0

4π

∂ψ2w

∂z
(r = a),

∂φ2

∂r
=
∂ξ

∂t
(r = a0),

ψ2w = ψ3w (r = a0),

µ2(H0
∂ξ

∂z
− ∂ψ2w

∂r
= µ3(H0

∂ξ

∂z
− ∂ψ3w

∂r
) (r = a0),

p2w +
µ2H0

4π

∂ψ2w

∂z
− µ3H0

4π

∂ψ3w

∂z
= −α( ξ

a20
+

1

a20

∂2ξ

∂θ2
+
∂2ξ

∂z2
) (r = a0),

ψ3w(b) = 0.

Êðîìå òîãî, íà îñè ïîðèñòîãî öèëèíäðà (r = 0) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äîëæíû áûòü
êîíå÷íûìè.

Â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (4.4) âìåñòî p1w, p2w íàäî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ (4.2).
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, êðàåâîé çàäà÷åé, ñîñòîÿùåé èç óðàâ-

íåíèé Ëàïëàñà (3.4) â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4.4).

5. Ðåøåíèå çàäà÷è

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4.4)èùåì â âèäå

φ1(r, θ, z, t) = φ̂1(r) exp(−γt+ ikz + imθ), (5.1)

φ2(r, θ, z, t) = φ̂2(r) exp(−γt+ ikz + imθ),

ψ1w(r, θ, z, t) = ψ̂1w(r) exp(−γt+ ikz + imθ),

ψ2w(r, θ, z, t) = ψ̂2w(r) exp(−γt+ ikz + imθ),

ψ3w(r, θ, z, t) = ψ̂3w(r) exp(−γt+ ikz + imθ),

ξ(r, θ, z, t) = ξ̂(r) exp(−γt+ ikz + imθ),

ãäå φ̂i(r) ( i=1, 2), ψ̂j(r) ( j=1, 2, 3), ξ̂ - íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû, k = 2π/λ -âîëíîâîå
÷èñëî, m = 0, 1, 2, ... ; γ = γr+ iγi , ω = |γi| -÷àñòîòà, β = γr -êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ìîæåò
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áûòü ïîëîæèòåëüíûì ïðè çàòóõàíèè âîçìóùåíèÿ, è îòðèöàòåëüíûì ïðè íåóñòîé÷èâîñòè,
ïðèâîäÿùåé ê íàðàñòàíèþ âîçìóùåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5.1) äëÿ φi (i=1, 2) è äëÿ ψjw (j=1, 2, 3) â óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà, çàïèñàííûå â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì ñèñòåìó ïÿòè ìîäèôèöèðîâàííûõ
óðàâíåíèé Áåññåëÿ ïîðÿäêà äëÿ àìïëèòóä, ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä

φ̂1 = C1Im(kr) + C2Km(kr),

φ̂2 = C3Im(kr) + C4Km(kr),

ψ̂1w = C5Im(kr) + C6Km(kr),

ψ̂2w = C7Im(kr) + C8Km(kr),

ψ̂3w = C9Im(kr) + C10Km(kr).

Çäåñü Im è Km - ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ïî-
ðÿäêà m . Ñëåäóåò ïîëîæèòü C2 = 0 è C6 = 0 , òàê êàê Km(kr) → ∞ ïðè r → 0 .
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.4) ñ ó÷åòîì ïÿòè ìîäèôèöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Áåññåëÿ ïîðÿäêà
m äëÿ àìïëèòóä ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä

1) C1I
′
m(ka) = C3I

′
m(ka) + C4K

′
m(ka), (5.2)

2) C5Im(ka) = C7Im(ka) + C8Km(ka),

3) µ1C5Im(ka) = µ2C7I
′
m(ka) + µ2C8K

′
m(ka),

4) − ργ

Γ
C1Im(ka) +

η

K
C1Im(ka)−

ikµ1H0

4π
C5Im(ka) = −ργ[C3Im(ka) + C4Km(ka)]−

− ikµ2H0

4π
[C7Im(ka) + C8Km(ka)],

5) kC3I
′
m(ka0) + kC4K

′
m(ka0) = −γξ̂,

6) C7Im(ka0) + C8Km(ka0) = C9Im(ka0) + C10Km(ka0),

7) µ2[ikH0ξ̂ − C7kI
′
m(ka0)− C8kK

′
m(ka0)] =

= µ3[ikH0ξ̂ − C9kI
′
m(ka0)− C10kK

′
m(ka0)]

8) ργ2[C3Im(ka0) + C4Km(ka0)] +
ikµ2γH0

4π
[C7Im(ka0) + C8Km(ka0)]−

− ikµ3γH0

4π
[C9Im(ka0) + C10Km(ka0)] = −αγξ̂

a20
(1−m2 − ka20),

9) C9Im(kb) + C10Km(kb) = 0.

Çäåñü i - ìíèìàÿ åäèíèöà, øòðèõàìè îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñ-
ëåíèé äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñîëåíîèä äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà, òî åñòü a0/b << 1 .
Èç ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5.2) âûðàæàåì âîñåìü íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ
C1 ,C3 ,C4 ,C5 ,C7 ,C8 ,C9 ,C10 , ÷åðåç âåëè÷èíó ξ̂ , êîòîðóþ ñ÷èòàåì çàäàííîé. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â âîñüìîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.2), ïîëó÷àåì
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â öèëèíäðè÷åñêîì ñòîëáå ìàãíèòíîé
æèäêîñòè, îêðóæàþùåé äëèííîå ïîðèñòîå ÿäðî, êóáè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî γ :

A1γ
3 + A2γ

2 + A3γ + A4 = 0, (5.3)

ãäå A1 , A2 , A3 , A4 - íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ñâîéñòâ ìàãíèòíîé æèä-
êîñòè è ïîðèñòîé ñðåäû.
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Óðàâíåíèå (5.3) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê òàê íàçûâàåìîìó íåïîëíîìó êóáè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ [8] ñ äèñêðèìèíàíòîì Q = (p/3)3+(q/2)2 , ãäå p è q âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (5.3). Ïðè óñëîâèè Q > 0 ñóùåñòâóåò âîëíîâîå äâèæåíèå, ïîñêîëüêó
óðàâíåíèå (5.3) èìååò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ. Ïðè Q ≤ 0 âîëíîâûõ äâèæå-
íèé íåò, òàê êàê âñå òðè êîðíÿ óðàâíåíèÿ (5.3) äåéñòâèòåëüíûå.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè Γ → 1 , η/K → 0 (ïîðèñòóþ ñðåäó çàìåíÿåì ìàãíèòíîé
æèäêîñòüþ) ïåðâîå óðàâíåíèå (3.1) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ýéëåðà, à èç óðàâíåíèÿ (5.3)
ïðè a → 0 ñëåäóåò êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî γ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå â
ðàáîòå [2], ðåçóëüòàòû êîòîðîé ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì. Ïðè îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, êîãäà H0 = 0 èëè µ1 = µ2 = µ3 = 1 , ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ðåëåÿ î
ðàñïàäå ñòðóè îáû÷íîé æèäêîñòè.

6. Àíàëèç ìîäåëè

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â öèëèíäðè-
÷åñêîì ñòîëáå ìàãíèòíîé æèäêîñòè, îêðóæàþùåé äëèííîå ïîðèñòîå ÿäðî ïðîâîäèëîñü
äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå ÑÃÑ: ρ = 1 ã/ñì 3 ; α = 20 ã/ñ 2 ;
η = 0, 01 ã/ñì·ñ; Γ = 0, 8 ; K = 0, 02 ñì 2 ; 0 < k < 1, 8 ñì −1 ; H0 = 20 Ý (ýðñòåä, 1 Ý =
= (1/4π )·10 3 À/ì ≈ 79,6 À/ì); µ2 = 2 ; µ3 = 1 ; µs = 1 ; m = 0 .

Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé (m = 0 ) è ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé a , a0 , H0 = 20 Ý
èíòåðâàë 0 < k < 1, 8 ñì −1 äåëèòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé kc (λc = 2π/kc ), êîòîðàÿ íàõî-
äèòñÿ èç óñëîâèÿ Q = 0 , íà äâà èíòåðâàëà. Â èíòåðâàëå 0 < k < kc âîëíû îòñóòñòâóþò:
ïðîèñõîäèò íàðàñòàíèå âîçìóùåíèé (β < 0 ). Àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ ðàñòåò ñ íàèáîëü-
øåé ñêîðîñòüþ ïðè k = km , ïðè êîòîðîì |β| äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ðàçìåð îáðàçóþùèõñÿ
ïðè ðàñïàäå æèäêîãî ñòîëáà êàïåëü ðàâåí λm ≈ 2π/km [2]. Ïðè k → kc äâèæåíèå æèä-
êîñòè çàìåäëÿåòñÿ, òî åñòü ω → 0 , β → 0 . Â èíòåðâàëå kc < k < 1, 8 ñì −1 ñóùåñòâóþò
çàòóõàþùèå ( β > 0 )âîëíû.

Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ÷èñëà kc , ìàêñèìàëüíî-
ãî âîëíîâîãî ÷èñëà km è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíî-
ãî êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ β∗

m ≡ β∗
m(km) â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ïîðèñòîãî ÿä-

ðà a (0, 2 < a < 0, 9) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ao = 1, 1 ñì è ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Çäåñü áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ
β∗(k) = β(k)[α/ρa30]

−1/2 .

Òàáëèöà 3:
a, ñì 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
kc,ñì−1 0,621 0,622 0,623 0,624 0,625 0,626 0,629 0,633
km,ñì−1 0,422 0,424 0,428 0,431 0,432 0,433 0,437 0,440
β∗
m -0,831 -0,817 -0,810 -0,802 -0,787 -0,780 -0,750 -0,728

Èç òàáëèöû 3 âèäíî, ÷òî êðèòè÷åñêîå âîëíîâîå ÷èñëî ñëàáî çàâèñèò îò òîëùèíû ïîðè-
ñòîãî öèëèíäðà è îñòàåòñÿ ðàâíûì kc ≈ 0, 6 ñì −1 .

Â òàáëèöå 4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ kc , km , β∗
m ≡ β∗

m(km) â çàâèñèìîñòè îò a0
(0, 7 < a0 < 1, 4) ïðè ôèêñèðîâàííîé òîëùèíå ïîðèñòîãî ÿäðà a = 0, 5 ñì.

Èç òàáëèöû 4 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè ìàã-
íèòíîé æèäêîñòè êðèòè÷åñêîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà óìåíüøàþòñÿ
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Òàáëèöà 4:
a0, ñì 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4
kc,ñì−1 1,132 0,953 0,817 0,710 0,624 0,553 0,494 0,444
km,ñì−1 0,787 0,657 0,563 0,489 0,424 0,372 0,332 0,305
β∗
m -1,786 -1,429 -1,155 -0,952 -0,798 -0,679 -0,583 -0,5

ïðè ôèêñèðîâàííîì a = 0, 5 ñì. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà
çàòóõàíèÿ ïî ìîäóëþ òàêæå óìåíüøàåòñÿ.

Íà ðèñóíêàõ 6.1, 6.2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí ÷àñòîòû
ω∗(Γ) = ω(Γ)[α/ρa30]

−1/2 è êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ β∗(Γ) îò ïîðèñòîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè æèäêîñòè: µ2 = 1, 2; 1, 4; 1, 6; 1, 8; 2 (1 - 5). Íà ãðàôèêå
êðèâûå ïîêàçàíû íîìåðàìè 1 - 5 ñîîòâåòñòâåííî.

Ð è ñ ó í î ê 6.1

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ω∗ îò Γ : µ2 = 1, 2; 1, 4; 1, 6; 1, 8; 2 (1 - 5); a = 0, 5 ñì;

a0 = 1, 5 ñì; k = 0, 8 ñì −1 ; m = 0 ; H0 = 20 Ý
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Ð è ñ ó í î ê 6.2

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ β∗ îò Γ : µ2 = 1, 2; 1, 4; 1, 6; 1, 8; 2 (1 - 5); a = 0, 5 ñì;

a0 = 1, 5 ñì; k = 0, 8 ñì −1 ; m = 0 ; H0 = 20 Ý

Íà ðèñóíêàõ 6.3, 6.4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ω∗(µ2) è β∗(µ2) ïðè m = 0 è
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ H0 = 20 Ý, a = 0, 5 ñì, a0 = 1, 1 ñì äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
ïîðèñòîñòè.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ω∗ ñëàáî çàâèñèò îò ïîðèñòîñòè ÿäðà
ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ β∗ ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ Γ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè æèäêîñòè.

Ð è ñ ó í î ê 6.3

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ω∗ îò µ2 : Γ = 0, 5; 0, 6; 0, 7; 0, 8; 0, 9 (1 - 5); a = 0, 5 ñì;

a0 = 1, 5 ñì; k = 0, 8 ñì −1 ; m = 0 ; H0 = 20 Ý
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Ð è ñ ó í î ê 6.4

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ β∗ îò µ2 : Γ = 0, 5; 0, 6; 0, 7; 0, 8; 0, 9 (1 - 5); a = 0, 5 ñì;

a0 = 1, 5 ñì; k = 0, 8 ñì −1 ; m = 0 ; H0 = 20 Ý

7. Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ñòîëáà ìàãíèòíîé
æèäêîñòè, îêðóæàþùåé ÿäðî èç ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà â ïðèëîæåííîì ìàãíèòíîì ïîëå,
íàïðàâëåííîì âäîëü îñè æèäêîãî ñòîëáà. Ðàññìîòðåíà îáëàñòü äëèííûõ âîëí, êîòîðàÿ
ïðè ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèÿõ, êîãäà m = 0 , è äîñòàòî÷íî ñëàáûõ ïîëÿõ 0 ≤ H0 ≤ 40
Ý äåëèòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé kc íà äâà èíòåðâàëà. Â èíòåðâàëå 0 < k < kc ïðîèñõîäèò
àïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ( β < 0 ) ñ íàðàñòàþùåé àìïëèòóäîé, ïðèâîäÿùåå ê ðàñïàäó
æèäêîãî ñòîëáà íà öåïî÷êó èç ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé êàïåëü, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà
λm = 2π/km . Ïðè k → kc (λ → λc = 2π/kc ) äâèæåíèå æèäêîñòè çàìåäëÿåòñÿ, òî åñòü
ω → 0 , β → 0 , ÷òî ñâÿçàíî ñ âçàèìíîé íåéòðàëèçàöèåé êàïèëëÿðíûõ è ìàãíèòíûõ ñèë,
äåéñòâóþùèõ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè.

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ β∗(µ2) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïîðèñòîñòè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé.

Â èíòåðâàëå kc < k < 1, 8 ñì −1 ñóùåñòâóåò çàòóõàþùåå âîëíîâîå äâèæåíèå ñ áåç-
ðàçìåðíîé ÷àñòîòîé ω∗(Γ) , ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ñ ðîñòîì ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè
æèäêîñòè.
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Research of propagation of the waves on a surface of a

cylindrical column of magnetic �uid surrounding a porous

core.
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Abstract. A mathematical model of wave propagation and instability on a surface of an in�nite
cylindrical con�guration of magnetic �uid, surrounding a coaxial in�nite cylindrical porous core,
is constructed and studied. The conditions are found under which the disturbances of the liquid
column become unstable and result in its fragmentation into a chain of connected droplets.
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ìåõàíèçìîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé íà ïðèìåðå

òåðìè÷åñêîé ãèáåëè àðîìàòè÷åñêèõ íèòðîçîîêñèäîâ

c⃝ Î. Þ. Çàáåéâîðîòà1, Å. Þ. Ïàíêðàòüåâ2, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí3

Àííîòàöèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî àðîìàòè÷åñêèå íèòðîçîîêñèäû, èíòåðìåäèàòû ôîòîõèìè÷åñêîãî
îêèñëåíèÿ àðîìàòè÷åñêèõ àçèäîâ (ñîåäèíåíèå 1, ðèñ. 1) êèñëîðîäîì, èìåþò äâå èçîìåðíûå
ôîðìû � òðàíñ (4) è öèñ (5). Â òåðìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ýòè ôîðìû áûñòðî ãèáíóò ïî êèíå-
òè÷åñêîìó çàêîíó ðåàêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî òðàíñ-èçîìåð ArNOO èçîìå-
ðèçóåòñÿ â öèñ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíèé ïðåòåðïåâàåò íåîáû÷íóþ ðåàêöèþ öèêëèçàöèè
òåðìèíàëüíîãî àòîìà êèñëîðîäà ïî îðòî-ïîëîæåíèþ àðîìàòè÷åñêîãî öèêëà ñ ïîñëåäóþùèì
ìîíîìîëåêóëÿðíûì ðàñïàäîì îáðàçóþùåãîñÿ áèöèêëà (6). Ðàáîòà âûïîëíåòñÿ ïðè ôèíàíñî-
âîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ(ãðàíò ÐÔÔÈ � 12-07-00324-à è � 13-03-00201-à).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íèòðîçîîêñèäû,êâàíòîâî-õèìè÷åñêèé ðàñ÷åò, ÿäåðíî-íåçàâèñèìûé õèìè-
÷åñêèé ñäâèã, DFT-ìåòîä

1. Ââåäåíèå

Èçâåñòíî [1-6], ÷òî àðîìàòè÷åñêèå íèòðîçîîêñèäû, èíòåðìåäèàòû ôîòîõèìè÷åñêîãî
îêèñëåíèÿ àðîìàòè÷åñêèõ àçèäîâ (ñîåäèíåíèå 1, ðèñ. 1) êèñëîðîäîì, èìåþò äâå èçî-
ìåðíûå ôîðìû � òðàíñ (4) è öèñ (5). Â òåðìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ýòè ôîðìû áûñòðî
ãèáíóò ïî êèíåòè÷åñêîìó çàêîíó ðåàêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî òðàíñ-
èçîìåð ArNOO èçîìåðèçóåòñÿ â öèñ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíèé ïðåòåðïåâàåò íåîáû÷-
íóþ ðåàêöèþ öèêëèçàöèè òåðìèíàëüíîãî àòîìà êèñëîðîäà ïî îðòî-ïîëîæåíèþ àðîìàòè-
÷åñêîãî öèêëà ñ ïîñëåäóþùèì ìîíîìîëåêóëÿðíûì ðàñïàäîì îáðàçóþùåãîñÿ áèöèêëà(6).

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ìåõàíèçì òåðìè÷åñêîé ãèáåëè òðàíñ- è öèñ-èçîìåðîâ àðîìàòè÷åñêèõ íèòðîçîîêñèäîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðè íàëè÷èè â àðîìàòè÷åñêîé ñèñòåìå èñõîäíîãî àçèäà 1 çàìåñòèòåëåé, ñîäåðæàùèõ
ôóíêöèîíàëüíûå ãðóïïû, êàê íàïðèìåð êðàòíûå ñâÿçè, ðåàêöèþ òåðìè÷åñêîé ãèáåëè

1 Ñòóäåíòêà 4 êóðñà, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; zabeivorota.olga@gmail.com.
2 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò îðãàíè÷åñêîé õèìèè ÓÍÖ ÐÀÍ, ã. Óôà; paneyu@gmail.com
3 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà; IrekMars@mail.ru.
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ArNOO ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê íîâûé ìåòîä ñèíòåçà àçîòñîäåðæàùèõ ãåòåðîöèêëîâ, ïåð-
ñïåêòèâíûõ áèîëîãè÷åñêè àêòèâíûõ ñîåäèíåíèé [1], [2].

Â ïëàíèðîâàíèè ñèíòåçà îðãàíè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé áîëüøóþ ïîìîùü îêàçûâàþò òåîðå-
òè÷åñêèå ìåòîäû. Òàê, èñïîëüçóÿ êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ïîäõîäû ìîæíî ïðåäñêàçàòü âîç-
ìîæíûå íàïðàâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ãðóïï â ìîëåêóëå (â íàøåì ñëó÷àå
ýòî, íàïðèìåð, íèòðèëîêñèäíàÿ ãðóïïà è êðàòíàÿ ñâÿçü), ðåãèî- è ñòåðåîñåëåêòèâíîñòü è
ò.ä.

Íèòðîçîîêñèäû RNOO (èçîìåðû (4),(5)) ÿâëÿþòñÿ 1,3-äèïîëÿðíûìè ïåðîêñèäàìè, îñî-
áåííîñòüþ ýëåêòðîííîãî ñòðîåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òð¼õöåíòðîâàÿ ÷åòûð¼õýëåêòðîííàÿ
π - cèñòåìà [7],[8], äëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü âûñîêîçà-
òðàòíûå â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå ìíîãîêîíôèãóðàöèîííûå êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ïðèáëè-
æåíèÿ. Îäíàêî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíîäåòåðìèíàíò-
íûå ìåòîäû (íàïðèìåð, ôóíêöèîíàëû ïëîòíîñòè â ðàìêàõ DFT) äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî îïè-
ñàíèÿ ïðåâðàùåíèé è ñâîéñòâ àðîìàòè÷åñêèõ íèòðîçîîêñèäîâ.

Òðàíñ-èçîìåðû íèòðîçîîêñèäîâ (4) èìåþò ñóùåñòâåííûé âêëàä áèðàäèêàëüíîé ðåçî-
íàíñíîé ôîðìû â ýëåêòðîííóþ ñòðóêòóðó ìîëåêóëû, ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ òðàíñ-öèñ
((4) -> (5)) ïðåâðàùåíèÿ ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü áîëüøèíñòâî ôóíêöèîíàëîâ DFT
(B3LY P ) è êîìïîçèòíûõ ìåòîäîâ (G3MP2B3 ), ðàíåå õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèå ñåáÿ
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåàêöèé öèñ�ôîðìû. Èçâåñòíî, ÷òî ìåòîä B3LY P ñóùåñòâåííî ïå-
ðåîöåíèâàåò ñòàáèëüíîñòü ñèíãëåòíûõ áèðàäèêàëîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê çàíèæåíèþ áàðüåðà
òðàíñ-öèñ ïåðåõîäà[2]. Â ñëó÷àå æå êîìïîçèòíîãî ìåòîäà G3MP2B3 îäèí èç ýòàïîâ ðàñ-
÷¼òà ïðîõîäèò íà óðîâíå MP2, íå ïðèìåíèìîãî äëÿ îïèñàíèÿ ñèíãëåòíûõ áèðàäèêàëüíûõ
ñèñòåì. Îäíàêî ðàíåå íà ïðèìåðå íåçàìåù¼ííîãî HNOO áûëî ïîêàçàíî [7], ÷òî pure-DFT
ôóíêöèîíàëû mPWPW91 è OLY P óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþò èñêîìîå ïðåâðàùå-
íèå.

Öèñ-èçîìåðû íèòðîçîîêñèäîâ (5) ïðîÿâëÿþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî öâèòòåð-èîííóþ ïðè-
ðîäó, ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ èõ ïðåâðàùåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå
ïðèáëèæåíèÿ UB3LY P/6− 311 +G(d, p) è G3MP2B3 .

Îáùåèçâåñòíî, ÷òî êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïðåâðàùåíèé ìîëåêóë íóæíî ïðî-
âîäèòü â åäèíîì ïðèáëèæåíèè. Îäíàêî âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýëåêòðîííóþ ñòðóêòó-
ðó èçîìåðîâ àðîìàòè÷åñêèõ íèòðîçîîêñèäîâ è ïðîäóêòîâ èõ ïðåâðàùåíèÿ òðóäíî ïðåä-
ñòàâèòü â ðàìêàõ îäíîãî îäíîäåòåðìèíàíòíîãî êâàíòîâî-õèìè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ïîýòîìó
öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê àëüòåðíàòèâíûõ ýêîíîìíûõ â âû÷èñëèòåëüíîì
ïëàíå ìåòîäîâ àíàëèçà ìåõàíèçìîâ ïðåâðàùåíèé òðàíñ- è öèñ-èçîìåðîâ ArNOO è ñïîñî-
áîâ ïðåäñêàçàíèÿ èõ ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè.

Òàêæå äàííàÿ ðàáîòà äåìîíñòðèðóåò, ÷òî âûáîð îïòèìàëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõî-
äîâ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé ìîæåò ñó-
ùåñòâåííî óìåíüøèòü òðåáóåìûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû, è êàê ñëåäñòâèå, óâåëè÷èòü
ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëàãàåìûå ïîäõîäû.

3. Êîíöåïòóàëüíûå êîððåëÿöèîííûå ïîäõîäû

Ìàòåìàòè÷åñêè, ëþáàÿ èíòåðåñóþùàÿ èññëåäîâàòåëåé ôèçèêî-õèìèêîâ âåëè÷èíà (íà-
ïðèìåð, ðåàêöèîííàÿ ñïîñîáíîñòü, âûðàæåííàÿ â âèäå êîíñòàíòû ñêîðîñòè ðåàêöèè k )
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê íåêàÿ ôóíêöèÿ f îò ìíîãèõ àðãóìåíòîâ. Ïàðàìåòðàìè f
âûñòóïàåò íàáîð õàðàêòåðèñòèê ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû è âíåøíèå óñëîâèÿ (òåìïåðàòó-
ðà, äàâëåíèå). Ïóñòü íåèçâåñòíà íè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìà ýòîé çàâèñèìîñòè, íè ïðèðîäà
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è çíà÷åíèÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ïàðàìåòðîâ. Åäèíñòâåííîå, ÷òî äîñòóïíî, ýòî íåêèé êî-
íå÷íûé íàáîð ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåë¼ííûõ èëè ðàññ÷èòàííûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîñêîëü-
êó âîçäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ íà âåëè÷èíó f ìîæåò áûòü ðàçãðàíè÷åíî, òî è
èçìåíåíèå êàæäîé êîíêðåòíîé f ñâÿçàíî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ñ èçìåíåíèåì ëèøü
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïàðàìåòðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïðèáëèæ¼ííî çàìåíåíà íà ôóíê-
öèþ èçâåñòíîé ôîðìû, ñîäåðæàùåé òîëüêî èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Äîêàçàíî [8], ÷òî ëþáóþ
íåïðåðûâíóþ è ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå, à òàêèìè â áîëü-
øèíñòâå è ÿâëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå âåëè÷èíû, ìîæíî çàìåíèòü ïîëèëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòüþ. Ïðèëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé â ôèçè÷åñêîé
õèìèè îòðàæåíî â âèäå ïðèíöèïà ëèíåéíîñòè ýíåðãèé è ñâîáîäíûõ ýíåðãèé (ËÝÑÝ).

Ïðèíöèï ËÝÑÝ íàø¼ë øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ è òåñòèðîâàíèÿ ìåõàíèçìîâ ðåàêöèé (îäèíàêîâûé òèï èëè ðàçíûé, à òèï ìå-
õàíèçìà ðåàêöèè òîæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïàðàìåòð ôóíêöèè f ) â ôèçè÷åñêîé
îðãàíè÷åñêîé õèìèè.

Èñïîëüçóÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, ò. å. òàêîé ïîäõîä, êîòîðûé íå ïîäðàçóìåâàåò
çíàíèå ìåõàíèçìà ÿâëåíèÿ, ìîæíî âûÿâëÿòü êîððåëÿöèîííûå çàâèñèìîñòè ìåæäó èíòåðå-
ñóþùåé íàñ ôóíêöèåé è íåêîòîðûìè ýëåìåíòàðíûìè ïàðàìåòðàìè, ïàðàìåòðû, ñ êîòîðû-
ìè ôóíêöèÿ ëó÷øå âñåãî êîððåëèðóåò, à òàêæå ïðåäñêàçûâàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè èç ðàíåå
ïîëó÷åííîé êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè äëÿ íîâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîíöåïòóàëüíûõ
ïîäõîäîâ, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî òåì, ÷òî ïðèðîäà çàâèñèìîñòè óæå
ÿñíà. Ìû ïîïûòàëèñü ïðèìåíèòü ïîäîáíûå ïîäõîäû ê ïðåäñêàçàíèþ ðåàêöèîííîé ñïîñîá-
íîñòè àðîìàòè÷åñêèõ íèòðîçîîêñèäîâ.

4. Èíäåêñû ãëîáàëüíîé ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè

Èçâåñòíî [8], ÷òî íà ñêîðîñòü ãèáåëè èçîìåðíûõ ôîðì ñèëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàåò ïðè-
ðîäà êàê çàìåñòèòåëÿ, òàê è ðàñòâîðèòåëÿ. Ñ ïîâûøåíèåì ïîëÿðíîñòè ðàñòâîðèòåëÿ ñêî-
ðîñòü ãèáåëè òðàíñ-èçîìåðîâ ïàäàåò, à öèñ � ðàñò¼ò.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóÿ êâàíòîâî-õèìè÷åñêèé ìåòîä UB3LY P/6− 311+G(d, p)
ðàññ÷èòàíû èíäåêñû ãëîáàëüíîé ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè: ïîòåíöèàë èîíèçàöèè, ñðîäñòâî
ê ýëåêòðîíó, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ , ãëîáàëüíàÿ æ¼ñòêîñòü, ìÿãêîñòü è ýëåêòðîôèëü-
íîñòü. Èçó÷åíû èõ êîððåëÿöèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè êîíñòàíòàìè ãèáåëè òðàíñ- (kt) è
öèñ-èçîìåðîâ (kc) àðèëíèòðîçîîêñèäîâ.
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Êîððåëÿöèîííûå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè òåðìè÷åñêîé ìîíîìîëåêóëÿðíîé ãèáåëè òðàíñ- è öèñ-

èçîìåðîâ ïàðà-àðèë-íèòðîçîîêñèäîâ è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóþùèõ

íèòðîçîîêñèäîâ, ðàññ÷èòàííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàñòâîðèòåëåé

Óñòàíîâëåíî, ÷òî íàèëó÷øàÿ êîððåëÿöèÿ ñ kt è kc íàáëþäàåòñÿ äëÿ õèìè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà. Çíà÷åíèå kt äëÿ 4-äèìåòèëàìèíî-ôåíèë-òðàíñ-íèòðîçîîêñèä â àöåòîíèòðèëå
âûïàäàåò èç êîððåëÿöèè, ÷òî óêàçûâàåò íà èíîé ìåõàíèçì åãî ãèáåëè.

5. ßäåðíî-íåçàâèñèìûå õèìè÷åñêèå ñäâèãè

Àðîìàòè÷íîñòü � îäíî èç êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé â îðãàíè÷åñêîé õèìèè. Ýòî ñâîéñòâî ñâÿçà-
íî ñ öèêëè÷åñêîé äåëîêàëèçàöèåé ýëåêòðîíîâ, â ðåçóëüòàòå äîïîëíèòåëüíîé ñòàáèëèçàöèè
â ñëó÷àå àðîìàòè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé è äåñòàáèëèçàöèè â ñëó÷àå íåàðîìàòè÷åñêèõ ñîåäèíå-
íèé. Àðîìàòè÷íîñòü � ñïîñîáíîñòü ñîåäèíåíèÿ ïîääåðæèâàòü èíäóöèðîâàííûé (íàâåäåí-
íûé) òîê êîëüöà.

NICS (ÿäåðíî-íåçàâèñèìûå õèìè÷åñêèå ñäâèãè) îïðåäåëÿþòñÿ êàê îòðèöàòåëüíîå çíà-
÷åíèå àáñîëþòíîãî ìàãíèòíîãî ýêðàíèðîâàíèÿ, ðàññ÷èòûâàåìîãî ïî öåíòðó êîëüöà. NICS
ïðåäóñìàòðèâàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ èíôîðìàöèþ î àðîìàòè÷íîñòè ðàçëè÷íûõ óãëåâîäî-
ðîäîâ. ×åì áîëüøå îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî ïîêàçàòåëÿ, òåì áîëüøå àðîìàòè÷åñêèé
õàðàêòåð ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìû.

Óñïåõ NICS â êà÷åñòâå ìåðû àðîìàòè÷íîñòè î÷åíü çíà÷èòåëåí è NICS èñïîëüçóåòñÿ â
êà÷åñòâå ýôôåêòèâíîãî èíäåêñà àðîìàòè÷íîñòè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èçó÷åíà àêòóàëüíîñòü
NICS â ïîíèìàíèè àðîìàòè÷íîñòè áåíçîëà è ðîäñòâåííûõ ñîåäèíåíèé. NICS îáû÷íî âû-
÷èñëÿþòñÿ â êîëüöå öåíòðîâ, â òî÷êàõ âûøå, è äàæå êàê ñåòêè è âîêðóã ìîëåêóëû. Îäíà
èç çàäà÷, êîòîðóþ íóæíî áûëî ðåøèòü, ýòî îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà àðîìàòè-
÷åñêîãî öèêëà (îáëàñòü íàèáîëüøèõ òîêîâ), äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå ÿäåðíî-íåçàâèñèìîãî
õèìè÷åñêîãî ñäâèãà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Äëÿ ìîëåêóëû áåíçîëà ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî
0.8 AA . Íà ïðèìåðå ìîëåêóëû áåíçîëà áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå DFT-ïðèáëèæåíèÿ
äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ÿäåðíî-íåçàâèñèìûõ õèìè÷åñêèõ ñäâèãîâ. Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷å-
òîâ áûëè âûáðàíû ïðèáëèæåíèÿ PBE/λ2 , PBE/λ33 . Áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
äëÿ èññëåäóåìûõ ôåíèëíèòðîçîîêñèäîâ ðàññòîÿíèå àíàëîãè÷íî áåíçîëó. Íåîáõîäèìî áûëî
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íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè, â êîòîðîé çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ýêðàíèðîâàíèÿ ÿâëÿëîñü ìàêñè-
ìàëüíûì. Äëÿ ýòîãî áåíçîëüíîå êîëüöî ðàññìàòðèâàëàñü êàê ïëîñêîñòü, à èñêîìàÿ òî÷êà
ïðèíàäëåæàëà âåêòîðó íîðìàëè ê ýòîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû, öåíòð ïëîñêîñòè êîëüöà
îïðåäåëÿëñÿ êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò àòîìîâ óãëåðîäà
(ïî x, y, z), ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ìîëåêóëû.

6. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòðóêòóðû, â êîòîðûõ
çàìåñòèòåëè èìåþò äîíîðíóþ ïðèðîäó, äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàþòñÿ äàííûì ìåòî-
äîì ÿäåðíî-íåçàâèñèìûõ õèìè÷åñêèõ ñäâèãîâ. À òàêèå çàìåñòèòåëè êàê �Br èëè �NO2
(àêöåïòîðíàÿ ïðèðîäà) íå ïîçâîëÿþò ñòàâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
è ðàñ÷åòíûìè äàííûìè. Êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ðàñ÷¼òû ïðîâåäåíû íà êëàñòåðíîì ñóïåð-
êîìïüþòåðå ÈÎÕ ÓÍÖ ÐÀÍ â ëèöåíçèîííîì ïàêåòå ïðîãðàìì Gaussian 09.
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Sensitivity analysis to changes in the kinetic curves of the

reaction rate constants for the reaction of ole�ns

hydroalumination.
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Abstract.
Key Words: As known that the aromatic nitroso oxydes , intermediates of photochemical
oxidation of aromatic azides by oxygen have two isomeric forms - trans ( 4) and cis-( 5). In
thermal conditions, these forms quickly perish under the kinetic law of reaction of the �rst order.
It is established that the ArNOO trans �isomer to cis isomerization. In turn, the last undergoes
unusual reaction of cyclization of terminal atom of oxygen under the orto-provision of an aromatic
cycle with the subsequent monomolecular disintegration of a being formed bicycle (6). Work will
be executed with �nancial support of the Russian Federal Property Fund (a grant of the Russian
Federal Property Fund � 12-07-00324-a and � 13-03-00201-a)
nitroso oxydes, quantum- chemical calculations, nuclear- independent chemical shift, DFT-

method
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Óñòîé÷èâîñòü íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ

c⃝ Ñ. Â. Çóáîâ1

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëÿþùèå óõîäÿùèå äâèæåíèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âðåìÿ, äâèæåíèå, ðàâåíñòâî, ðÿä, ñòåïåíü, âåëè÷èíà, îöåíêà, óñëîâèå,
óðàâíåíèå

1. Ââåäåíèå

Íåîáõîäèìûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó çàäà÷è ñîâðåìåííîé àâòîìàòèêè, ò.å.
çàäà÷è ñîçäàíèÿ íîâûõ ýôôåêòèâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷íûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè
êîìïëåêñàìè è òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè, îáóñëîâëèâàþò ðàçâèòèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé áûëè îñíîâíûìè
"ïîòðåáèòåëÿìè"äîñòèæåíèé êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè, òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
Ẋ = AX + F (X,Z),

Ż = R +G(X,Y ),
(2.1)

ãäå
X = (x1, . . . , xn)

⋆, Z = (z1, . . . , zk)
⋆, R = (r1, . . . , rk)

⋆,

F (0, Z) = 0, G(0, Z) = 0.

Ïóñòü äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåëè÷èí δ > 0 ïðè ∥X∥ < δ èìåþò ìåñòî îöåíêè

∀Z ∈ Ek ∥F (X,Z)∥ ≤ c1∥X∥1+α (α > 0, c1 > 0).

Çäåñü ∥X∥ =
√
X⋆X . Ïóñòü ri > 0 . Ïóñòü òàêæå ∥G∥ ≤ c2∥X∥a∥Z∥b (a, b, c2 > 0) . Òîãäà

ñèñòåìà (2.1) èìååò ñåìåéñòâî ðàâíîâåñíûõ äâèæåíèé

X = 0, Z = Rt+ Z0. (2.2)

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (2.1) ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Ẋ = AX, Ż = R, (2.3)

êîòîðóþ íàçîâåì ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñèñòåìà (2.3) èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé
(2.2). Ïîâåäåíèå ñèñòåìû (2.3) ïî îòíîøåíèþ ê óñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâà (2.2) îïðåäåëÿåòñÿ

1 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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ñâîéñòâàìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A . Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî òðåáîâàíèÿ ê ñîá-
ñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû A , îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü ñåìåé-
ñòâà (2.1) ñèñòåìû (2.3), îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü ñåìåéñòâà ðàâíî-
âåñíûõ ðåøåíèé (2.2) ñèñòåìû (2.1). Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü Reλj < 0 , ãäå λj (j = 1, . . . , n)
- ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà V (X) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

(∇V (X), AX) = W (X), (2.4)

ãäå W (X) - îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà [1]. Ïóñòü a1, a2 - ñîîò-
âåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
V (X) , b1, b2 - àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ W (X) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

a1∥X∥2 ≤ V (X) ≤ a2∥X∥2,
b1∥X∥2 ≤ W (X) ≤ b2∥X∥2,
b1 ≤ b2 ≤ 0 ≤ a1 ≤ a2.

(2.5)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ∥X∥ ñïðàâåäëèâû îöåíêè ∀Z ∈ Ek

(b1 − µ)∥X∥2W (X) + (∇V (X), FD(X,Z)) = (b2 + µ)∥X∥2, (2.6)

ãäå µ - ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî [1]. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì V (X) â ñèëó ñèñòåìû (2.1).
Èìååì

dV

dt
|(2) = W + (∇V (X), F (X,Z)). (2.7)

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ íà V è ïðîèíòåãðèðóåì â ïðåäåëàõ îò t0 äî t :∫ t

t0

dV

V
=

∫ t

t0

(W + (∇V, F (X,Z)))V −1dτ.

Îòñþäà

V = V0 exp(

∫ t

0

(W + (∇V, F (X,Z)))V −1dτ).

Åñëè çàìåíèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ïîä èíòåãðàëîì íà áîëüøåå è ñîîòâåòñòâåí-
íî ìåíüøåå çíà÷åíèÿ èç (2.5), (2.6), òî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

V ≤ V0 exp(
b2 + µ

a1
(t− t0)).

Òàêèì îáðàçîì,

a1∥X∥2 ≤ a2∥X0∥2 exp(
b2 + µ

a1
(t− t0)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ∥X∥ → 0 ïðè t→ 0 (òàê êàê b2 > 0 ). Ïîäñòàâèâ îöåíêó äëÿ ∥X∥ â îöåíêó
∥G∥ , ïîëó÷èì

∥G(X,Z)∥ ≤ c2∥X0∥a exp(
a

2a1
(b2 + µ)(t− t0))∥Z∥b, (2.8)

ãäå c2 > 0 . Îòñþäà âèäíî, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà X0 ìû âñåãäà îáåñïå÷èì íåðàâåíñòâà

|gi(X,Z)| <
ri
2
.

Òîãäà

zi ≤
3

2
ri(t− t0) + z0i ,

è âûðàæåíèå (2.8) áóäåò ñïðàâåäëèâî ïðè t ≥ 0 . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.
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Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìå-
þò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, F (0, Z) = 0 , G(0, Z) = 0 , êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà R ïîëîæèòåëüíû, ∀Z ∈ Ek ñïðàâåäëèâû îöåíêè: 1) ∥F (X,Z)∥ ≤ c1∥X∥1+α ïðè ìàëûõ
∥X∥ , ãäå c1, a > 0 ; 2) ∥G∥ ≤ c2∥X∥a∥Z∥b (a, b, c2 > 0) . Òîãäà ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (2.2)
ñèñòåìû (2.1) îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

2.1. Ñëó÷àé íåñêîëüêèõ íóëåâûõ êîðíåé

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó âèäà

Ẋ = PX + µF (X, z),
ż = r + µh(X, z),

(2.9)

çäåñü X = (x1, . . . , xN)
⋆ , P−N×N - ìàòðèöà, r > 0 , µ - ìàëûé ïàðàìåòð, F = (f1, . . . , fn)

- âåêòîðíàÿ, h(X, z) - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xN , z . Ñèñòåìà âèäà (2.9) ñ
ìàòðèöåé P ðàçìåðíîñòè N ×N , N = k + n , ó êîòîðîé ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêîâû, ÷òî

λ1 = λ2 = . . . = λk = 0, Reλk+i < 0,

i = 1, . . . , n,

è íóëåâûì êîðíÿì îòâå÷àþò ïðîñòûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
âèäó

ẋs = µXs(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z),
ẏi =

∑
pjiyi + µYj(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z),

ż = r + µh(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z),
s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n.

(2.10)

Çäåñü Xs, Yj - ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z , ðàçëîæåíèÿ êî-
òîðûõ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |xs| , |yj| íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî âåëè-
÷èí x1, . . . , xk, y1, . . . , yn ; (n× n) - ìàòðèöà {pij} èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ îòðèöàòåëü-
íûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè; µ - ìàëûé ïàðàìåòð. Ïóñòü ïðè x1 = . . . = xk = y1 = . . . =
yn = 0 ôóíêöèè Xs, Yj, h îáðàùàþòñÿ â íóëü. Òîãäà ñèñòåìà (2.10) áóäåò èìåòü ñåìåéñòâî
ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé x1 = . . . = xk = y1 = . . . yn = 0 , z = z + rl , ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé
ïðÿìóþ â (k + n + 1) - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ýòèõ
ðåøåíèé. Ïîñìîòðèì, êàê âåäóò ñåáÿ ïåðåìåííûå xs, yj â êà÷åñòâå ôóíêöèè z . Ðàçäåëèì
ïåðâûå n+ k óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.10) íà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå:

dxs
dz

= µX̄s(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z),
dyj
dz

=
∑n

i=1 pjiyi + µV̄j(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z).
(2.11)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû {p̄ij} , i, j = 1, . . . , n , èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå
÷àñòè. Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé X̄s , Ȳj ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè ðàçëàãàþòñÿ â
ñõîäÿùèåñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |xs| , |yj| ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì
xs, yj . Ïðè÷åì ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî z . Ñ ïîìîùüþ çàìåíû, íå íàðóøàþùåé
[2] óñòîé÷èâîñòè,

yj = uj + ηj,

ãäå uj - ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì

n∑
i=1

pjiui + µV̄j(x1, . . . , xk, u1, . . . , un, z) = 0.
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Ñèñòåìó (2.11) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

dXs

dz
= µX̄s(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z) = 0,

dηj
dz

=
n∑
i=1

pjiηi + µVj(x1, . . . , xk, u1 + η1, . . . , z), (2.12)

ãäå

Vj =
n∑
i=1

pjiu+ µV̄j(x1, . . . , xk, u1 + η1, . . . , z)−
k∑
i=1

∂uj
∂xi

X̄i(x1, . . . , xk, u1 + η1, . . . , un + ηn, z).

ßñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ηj ôóíêöèè Vj îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ôóíêöèé X̄s , Ȳs .
Åñëè X̄s(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z) ≡ 0 , òî ó ñèñòåìû (2.11) èìååòñÿ k íå çàâèñÿùèõ îò z
ãîëîìîðôíûõ èíòåãðàëîâ

cs = xs + φs(x1, . . . , xk, y1 − η1, . . . , yn − ηn), s = 1, . . . , k.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû xs = cs + fs , ãäå fs - ðåøåíèÿ ñèñòåìû

n∑
j=1

∂fs
∂ηj

(
n∑
i=1

(pji + cji)ηi + µV ′
j ) =

n∑
i=1

γsiηi + µus(f1, . . . , fk, η1, . . . , ηn, c1, . . . , ck),

â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ñèñòåìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

n∑
j=1

∂xs
∂ηj

∂ηj
∂z

= µX̄s, s = 1, . . . , k,

ãäå cij , γsi - ãîëîìîðôíûå ïî c1, . . . , ck ôóíêöèè, à cs - äîñòàòî÷íî ìàëûå ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå, ïîëó÷èì èç âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé (2.12).

dηj
dz

=
∑

(pji + cji)ηi + V ′
j (f1, . . . , fk, η1, . . . , ηn, c1, . . . , ck). (2.13)

Íóëåâîå ðåøåíèå (2.13) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âåëè÷èíàì c1, . . . , ck .
Òàê êàê ôóíêöèè fs òàêîâû, ÷òî

fs ≡ 0 ïðè η1 = 0, . . . , ηn = 0,

fs ≡ 0 ïðè c1 = 0, . . . , ck = 0,

èìååì
ηj(t, η

0
1, . . . , η

0
n) → 0 ïðè t→ ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè Xs(x1, . . . , xk, u1, . . . , un, z) ≡ 0 , òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (2.13) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé z . Ïðè ýòîì ëþáîå ðåøåíèå
ýòîé ñèñòåìû

xs = cs, yj = uj(c1, . . . , ck), s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n,

óñëîâíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



Óñòîé÷èâîñòü íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ 121

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (2.11)

Ż = Z + µh.

Ïî ñäåëàííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

h ≤ k0(
k∑
s=1

|X0
s |+

n∑
j=1

|Y 0
j |)azb,

ãäå k0 > 0 . Ïðè êàêèõ æå óñëîâèÿõ z → ∞ ïðè t → ∞ ? Âîçìîæíû ñëó÷àè b ≤ 0
è b > 0 . Ïðè b ≤ 0 ìîæíî ñäåëàòü |µh| < r/2 . Òîãäà z → ∞ ïðè t → ∞ . Ïðè
b > 0 ìîæíî ïîêàçàòü [3], ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî z̄ íàéäåòñÿ µ0 òàêîå, ÷òî äëÿ µ ,
íå ïðåâîñõîäÿùåãî ïî ìîäóëþ µ0 äëÿ ëþáîãî ε > 0 , ëþáîå äâèæåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â
îáëàñòè |x0s| < δ , |y0j | < δ , áóäåò îñòàâàòüñÿ â îáëàñòè |xs| < ε , |yj| < ε ïðè âîçðàñòàíèè
z îò 0 äî z̄ . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 2.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2., íî b > 0 , òî äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî z̄ çà ñ÷åò âûáîðà x0s , y

0
j , µ âåëè÷èíû |xs| , |yj| áóäóò îñòàâàòüñÿ ìàëûìè

ïðè âîçðàñòàíèè îò 0 äî z̄ .

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé

Xs(x1, . . . , xk, u1, . . . , un, z) ≡ 0.

Ïóñòü m - íàèíèçøàÿ ñòåïåíü ôîðì, êîòîðûìè íà÷èíàåòñÿ ðàçëîæåíèå
Xs(x1, . . . , xk, u1, . . . , un, z) :

Xs = X(m)
s +X(m+1)

s .

Òîãäà íàèíèçøàÿ ñòåïåíü ôîðì v , ñ êîòîðûõ â äåéñòâèòåëüíîñòè íà÷èíàåòñÿ ðàçëîæåíèå
ôóíêöèé

V
(0)
j = Vj(x1, . . . , xk, 0, 0, . . . , 0, z),

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó v ≥ m+1 . Âïðî÷åì, âåëè÷èíó v âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü
äîñòàòî÷íî áîëüøîé [4].

Ò å î ð å ì à 2.4. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

dxs
dz

= X(m)
s (2.14)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.11) òàêæå àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî. Ïðè ýòîì ëþáîå ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â îáëàñòè |x0s| < δ , |η0j | < δ ,
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

|xs| ≤ ψ(z), |ηj| ≤ ψ(z), (2.15)

ãäå

ψ(z) = c1(
k∑
s=1

|x0s|+
n∑
j=1

|η0j |)× (1 + c2(
k∑
s=1

|x0s|+
n∑
j=1

|η0j |)m+1z)−1/(m−1),

c1 > 0, c2 > 0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.14) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî. Òîãäà ñóùåñòâóþò îäíîðîäíûå ôóíêöèè V,W ñî ñâîéñòâàìè: 1) V - ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ, W - îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ; 2)

∂U

∂z
+

k∑
i=1

∂U

∂xi
X

(m)
i = W.

Ïîñòðîèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó V1 òàê, ÷òîáû

n∑
i=1

∂V1
∂ηi

(
n∑
j=1

pijηj) = −
n∑
i=1

η2i ,

÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü. Ïîëîæèì

U = V + V1, V = V (x1, . . . , xk), V1 = V1(η1, . . . , ηn).

Âû÷èñëèì dU/dz â ñèëó ñèñòåìû (2.12):

dU

dz
=
dV

dz
+
dV1
dz

=
n∑
i=1

∂V1
∂ηi

(
n∑
j=1

pijηj) +
∂V

∂z
+

k∑
s=1

∂V

∂xs
X̄s.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

dU

dz
= W −

n∑
i=1

η2i +
k∑
s=1

∂V

∂xs
−

∞∑
N=m+1

X(N)
s +

n∑
j=1

∂V1
∂ηj

Vj.

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ôóíêöèÿ dU/dz = W1 áóäåò îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé, ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå (2.12) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, è íóëåâîå
ðåøåíèå (2.11) òîæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Òðåáóåìûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðè-
ðîâàíèåì íåðàâåíñòâ, êîòîðûå âûïîëíåíû ïðè ìàëûõ |xs| , |ηj| :

a1∥X∥2 ≤ U ≤ a2∥X∥2,

−b1∥X∥m+1 ≤ dU

dz
≤ −b2∥X∥m+1,

∥X∥ =
k∑
s=1

|xs|+
n∑
j=1

|ηj|, a1, a2, b1, b2 > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïîëó÷èâ îöåíêè (2.15), âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ ż = r + µh è îöåíèì âåëè÷èíó |h| :

|h| ≤ k0z
b−2/(m−1)(

∑
|x0s|+

∑
|η0j |)a.

Ïðè êàêèõ æå óñëîâèÿõ z → ∞ ïðè t → ∞ ? Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: 1) D = b − a
m−1

<
0 ; 2) D=0; 3) D>0. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ çà ñ÷åò âûáîðà x0s, η

0
j , µ ìîæíî îáåñïå÷èòü

âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |µh| < r/2 . Òîãäà z → ∞ ïðè t→ ∞ . Â òðåòüåì ñëó÷àå ìîæíî
ïîêàçàòü [4], ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî z̄ íàéäåòñÿ µ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè |µ| < µ0

íà ëþáîì äâèæåíèè, íà÷èíàþùåìñÿ â îáëàñòè |x0s| < δ , |η0j | < δ , áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâà (2.15), à âåëè÷èíà z áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü îò 0 äî z̄ . Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Ò å î ð å ì à 2.5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4. è D ≤ 0 , òî ðàâíîâåñíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ò å î ð å ì à 2.6. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4. è D > 0 , òî äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî z̄ çà ñ÷åò âûáîðà x0s , η

0
j âåëè÷èíû |xs| , |ηj| ñòàíîâÿòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûìè

ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè.

Èññëåäóåì òåïåðü ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå íà óñòîé÷èâîñòü. Îáîçíà÷èì ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå
÷åðåç Z(t) , ÷åðåç Pt - ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó Z(t) ïðè ôèêñèðîâàííîì
t ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè z è îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì

(X − Z(t), Ż(t)) = 0.

Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ X = X(t,X0) äîñòèãàåò Pt çà âðåìÿ τ = τ(t,X0) , ñëåäîâàòåëü-
íî, âåêòîð Y = X(τ,X0) − Z(t) ëåæèò â Pt . Òàêèì îáðàçîì, (Y, Ż(t)) = 0 . Ñëåäóÿ [5],
äèôôåðåíöèðóåì ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà:

τ̇ =
r

r + µh
, ẋs = µXs

r

r + µh
, (2.16)

ẏj =
n∑
i=1

(pjiyi + µYj)
r

r + µh
.

Ñäåëàåì çàìåíó τ = t+ θ . Ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðèìåò âèä

θ̇ = − µh

r + µh
. (2.17)

Ê ñèñòåìå (2.16) ïðèìåíèì òåîðåìó 2.4.. Ïîëó÷èì îöåíêè

|xs| ≤ ψ(t), |yj| ≤ ψ(t),

ãäå

ψ(t) = c1(
k∑
s=1

|x0s|+
n∑
j=1

|y0j |)× (1 + c2(
k∑
s=1

|x0s|+
n∑
j=1

|yj0|)m−1t)−1/(m−1).

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (2.17), ïîëó÷àåì

θ − θ0 =

∫ t

0

− µh

r + µh
dτ.

Íî âåëè÷èíà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îãðàíè÷åíà:

| µh

r + µh
| ≤ c0(

k∑
s=1

|x0s|
n∑
j=1

|y0j |)tD,

ãäå c0 > 0 [5]. Ïðè D < −1 èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, è çà ñ÷åò âûáîðà x0s , y
0
j , µ âåëè÷èíà

θ − θ0 ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëà, ïîýòîìó âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.7. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4. îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé
Xs , Yj è D < −1 , òî ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (2.11) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
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3. Âûâîäû

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, îòíîñÿòñÿ ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà ïà-
ðàìåòð µ ìàë. Íî ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðÿä ïî
ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà, ðåçóëüòàòû áóäóò îñòàâàòüñÿ âåðíûìè è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíê-
öèÿ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò (ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ), îòðèöàòåëüíà è z → ∞ ïðè
t→ ∞ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-000624).
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ÓÄÊ 517.938

Ñîëåíîèäàëüíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà

À-äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà

c⃝ Í. Â. Èñàåíêîâà1, Å. Â. Æóæîìà2, Ë. À. Êóïðèíà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ââîäÿòñÿ äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà, êîòîðûå âêëþ÷àþò
êëàññè÷åñêèå ÄÅ-îòîáðàæåíèÿ ñ ñîëåíîèäàìè Ñìåéëà. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â óñòàíîâ-
ëåíèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè À-äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà
è íåîñîáûìè ýíäîìîðôèçìàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè àêñèîìå À.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷íîñòü, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì,
áàçèñíîå ìíîæåñòâî

1. Ââåäåíèå

Ñòèâåí Ñìåéë â ñâîåé çíàìåíèòîé ñòàòüå [20] ââåë òàê íàçûâàåìûå ÄÅ-îòîáðàæåíèÿ,
êîòîðûå âîçíèêàþò èç ðàñòÿãèâàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü T - çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå 1, è N � n -ìåðíûé äèñê, n ≥ 2 . Îïóñêàÿ äåòàëè, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ÄÅ-îòîáðàæåíèå åñòü êîñîå îòîáðàæåíèå

f : T ×N → T ×N, (x; y) 7→ (g1(x); g2(x, y)) ,

ãäå g1 : T → T - ðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d ≥ 2 , è

g2|{x}×N : {x} ×N → {g1(x)} ×N

åñòü ðàâíîìåðíî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå èç n -äèñêà {x}×N â n -äèñê {g1(x)}×N äëÿ
êàæäîãî x ∈ T . Êðîìå òîãî, f äîëæåí áûòü äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç T ×N →
f(T × N) . Â ñëó÷àå, êîãäà T = S1 - îêðóæíîñòü, ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ
Ñìåéëà, ñì. ðèñ. 1.

f

Ðèñ. 1: ÄÅ-îòîáðàæåíèå Ñìåéëà

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ∩i≥0f
i(T × D2) = S(f) ÿâëÿåòñÿ òî-

ïîëîãè÷åñêèì ñîëåíîèäîì. Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ñîëåíîèäà áûëî

1 äîöåíò êàôåäðs ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Íèæåãîðîäñêÿ àêàäåìèÿ
ÌÂÄ Ðîññèè; math-ngaa@yandex.ru, nisaenkova@mail.ru

2 ïðîôåññîð êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
zhuzhoma@mail.ru.

3 äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math-ngaa@yandex.ru.
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ââåäåíî Âèåòîðèñîì [22] â 1927 (íåçàâèñèìî, ñîëåíîèä áûë ââåäåí Âàí Äàíöèãîì [9] â
1930, ñì. îáçîð [21]). Ñìåéë [20] äîêàçàë, ÷òî S(f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ðàñòÿãèâà-
þùèìñÿ àòòðàêòîðîì. Ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà îáîáùåíà Âèëüÿìñîì [23], [24], îïðåäåëèâ-
øèì g1 êàê ðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ (÷òî ïîçâîëèëî Âè-
ëüÿìñó êëàññèôèöèðîâàòü âíóòðåííþþ äèíàìèêó ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ), è Áëî-
êîì [4], ðàññìàòðèâàþùèì g1 êàê ýíäîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå À. Ïîñëåäíÿÿ
ðàáîòà ïîñâÿùåíà Ω - óñòîé÷èâîñòè è äîêàçàòåëüñòâó ðàçëîæåíèÿ íåáëóæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà â òàê íàçûâàåìûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà (ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ äëÿ
A-ýíäîìîðôèçìîâ). Èäåîëîãè÷åñêè, íàøà ñòàòüÿ åñòü ïðîäîëæåíèå [4], ãäå áûë äîêàçàí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (Òåîðåìà A). Ïóñòü f : Mn → Mn - äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà-
Âèåòîðèñà çàìêíóòîãî n -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn è ïóñòü íà B ⊂ Mn çàäàíî êîñîå
îòîáðàæåíèå Ñìåéëà f |B (ñì. îïðåäåëåíèÿ íèæå). Òîãäà f |B óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå À
íà B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå À íà T .

Îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ êîíñòðóêöèè Ñìåéëà-Âèëüÿìñà áûëè ïîñòðîåíû èíòåðåñíûå
ïðèìåðû ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ â ðàáîòàõ [1], [6], [10], [13], [18]. Áîòå [5] êëàññèôè-
öèðîâàë ñîëåíîèäû Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îí áûë ïåðâûì, êòî äîêàçàë,
÷òî ÄÅ-îòîáðàæåíèå S1 × D2 → S1 × D2 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî äèôôåîìîðôèçìà
íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M3 ⊃ S1×D2 (ñì. òàêæå [7], [11], [12]).

ß. Çåëüäîâè÷ è äð. (ñì. [8]) ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îòîáðàæåíèÿ òèïà Ñìåéëà ìîãóò áûòü
ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè âîçíèêíîâåíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ìàãíèòíûõ ïîëåé àñòðîôè-
çè÷åñêèõ òåë. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà. Â äóõå êîíñòðóêöèè Ñìåéëà, â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì äèôôåî-
ìîðôèçìû, ïîëó÷åííûå èç íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ. Îñíîâíàÿ öåëü ñîñòîèò â èçó÷åíèè
òèïîâ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Âíà÷àëå ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðå-
äåëåíèÿ è ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïóñòü k, n ∈ N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ n ≥ 2k + 1 , è ïóñòü N � (n − k) -ìåðíîå
êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ íåïóñòûì êðàåì (íàïðèìåð, N = Dn−k � (n − k) -
øàð). Äëÿ ïîäìíîæåñòâà N1 ⊂ N , îïðåäåëèì äèàìåòð diam N1 = maxa,b∈N1{ρN(a, b)}
èç N1 , ãäå ρN ìåòðèêà íà N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸

k

- k -ìåðíûé òîð,

k ∈ N . Ïóñòü Ed : Tk → Tk � ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè
d ≥ 2 . Î÷åâèäíî, ÷òî Ed îïðåäåëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé k × k ìàòðèöåé ñ îïðåäåëèòåëåì
ðàâíûì d . Ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå g : Tk → Tk íàçûâàåòñÿ d -íàêðûòèåì, åñëè g
ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçìîì ñòåïåíè d . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ Tk , g−1(t) ñîñòîèò èç d òî÷åê. Åñòåñòâåííî, ÷òî Ed ÿâëÿåòñÿ
d -íàêðûòèåì.

Êîñîå îòîáðàæåíèå

F : Tk ×N → Tk ×N, (t, z) 7−→ ((g(t); ω(t, z)) (1.1)

íàçûâàåòñÿ êîñûì îòîáðàæåíèåì Ñìåéëà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ :

• F : Tk ×N → F
(
Tk ×N

)
- äèôôåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç;

• g : Tk → Tk ÿâëÿåòñÿ d -íàêðûòèåì, d ≥ 2 ;

• äëÿ ëþáîãî t ∈ Tk , îãðàíè÷åíèå w|{t}×N : {t} × N → Tk × N ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
ñæèìàþùèì âëîæåíèåì

{t} ×N → int ({g(t)} ×N) (1.2)

ò.å., ñóùåñòâóþò 0 < λ < 1 , C > 0 òàêèå ÷òî

diam (F n({t} ×N)) ≤ Cλndiam ({t} ×N), ∀n ∈ N. (1.3)
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Êîãäà g = Ed , êîñîå îòîáðàæåíèå Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ ÄÅ-îòîáðàæåíèåì Ñìåéëà [20].
Äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn çàìêíóòîãî n -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn íàçû-

âàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà, åñëè èìååòñÿ n -ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Tk×N ⊂Mn òàêîå ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Tk×N
def
= F ÿâëÿåòñÿ êîñûì îòîáðàæåíèåì Ñìåéëà.

Ïîäìíîãîîáðàçèå Tk × N ⊂ Mn áóäåì íàçûâàòü áàçîâûì ìíîãîîáðàçèåì êîñîãî îòîáðà-
æåíèÿ Ñìåéëà.

Ïîëîæèì
∩l≥0F

l(Tk ×N)
def
= S(f).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî S(f) = S ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì è çàìêíóòûì, è îãðà-
íè÷åíèå f |S : S → S ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f : Mn → Mn - äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà çà-
ìêíóòîãî n -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn , Tk×N = B ⊂Mn - áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå êîñîãî
îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà f |B ,

f |B = F : Tk ×N → Tk ×N, (t, z) 7−→ ((g(t); ω(t, z)) .

Òîãäà îãðàíè÷åíèå f |S ñîïðÿæåíî îáðàòíîìó ïðåäåëó îòîáðàæåíèÿ g : Tk → Tk , ãäå
S = ∩l≥0F

l(Tk ×N) .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè f |B è
áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè ýíäîìîðôèçìà g .

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü f : Mn → Mn - À-äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà
çàìêíóòîãî n -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn , Tk × N = B ⊂ Mn - áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå
êîñîãî îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà f |B ,

f |B = F : Tk ×N → Tk ×N, (t, z) 7−→ ((g(t); ω(t, z)) .

Ω - áàçèñíîå ìíîæåñòâî g : Tk → Tk è S = ∩l≥0F
l(Tk×N) . Òîãäà S∩p−1

1 (Ω) ñîäåðæèò
åäèíñòâåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ΩS äëÿ f , ãäå p1 : Tk × N → Tk � åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ìíîæèòåëü. Áîëåå òîãî,

1. åñëè Ω - òðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî (èçîëèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà)
g , òî è ΩS - òðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî.

2. åñëè Ω - íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî g , òî è ΩS - íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå
ìíîæåñòâî.

3. åñëè Ω - íàçàä g -èíâàðèàíòíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî g , Ω = g−1(Ω) , (ñëåäîâàòåëü-
íî, Ω -íåòðèâèàëüíîå), òî ΩS = S ∩ p−1

1 (Ω) .

Ïðè k = 1 â êà÷åñòâå ïåðâîé êîìïîíåíòû áóäåò îêðóæíîñòü T1 = S1 , â ýòîì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïóñòü f : Mn → Mn - À-äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà
çàìêíóòîãî n -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn , Tk × N = B ⊂ Mn - áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå
êîñîãî îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà f |B . Òîãäà íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (F ) F ïðèíàä-
ëåæèò S = ∩l≥0F

l(T1×N) , è NW (F ) ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå
ìíîæåñòâî Λ(f) , êîòîðîå ìîæåò áûòü ëèáî

• îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì è Λ(f) = S , ëèáî
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• íóëüìåðíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì, è òîãäà NW (F ) ñîñòîèò èç Λ(f) , êîíå÷íîãî
(íåíóëåâîãî) ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è êîíå÷íîãî ÷èñëà (âîçìîæ-
íî, íóëåâîãî) ñåäëîâûõ èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê êîðàçìåðíîñòè îäèí,
èìåþùèõ ñòàáèëüíûé èíäåêñ Ìîðñà.

Îáå âîçìîæíîñòè ðåàëèçóþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè k = 1 ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîìåðíîãî ñîëåíîèäà Ñìåéëà,
èëè èç îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî íóëüìåðíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èçî-
ëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â. Ç. Ãðèíåñà, Î. Â. Ïî÷èíêó, Ñ. Â. Ãîí÷åíêî çà
ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è Ê. Êèðñåíêî (ìóçûêàíòó è áèçíåñìåíó) çà ôèíàíñîâóþ ïîä-
äåðæêó. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé, à èìåííî, ãðàíòîâ 13-01-12452-îôè-ì, 12-01-00672-à.

2. Îïðåäåëåíèÿ

Îòîáðàæåíèÿ F : M × N → M × N , èìåþùèå âèä F (x; y) = (g(x);h(x, y)) , íàçû-
âàþòñÿ êîñûìè îòîáðàæåíèÿìè (â ëèòåðàòóðå òàêæå ìîæíî âñòðåòèòü íàçâàíèÿ êîñûõ
ïðîèçâåäåíèé ïðåîáðàçîâàíèé íàä g èëè, êîðîòêî, êîñûõ ïðîèçâåäåíèé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
End (M) ïðîñòðàíñòâî C1 ýíäîìîðôèçìîâ M → M , ò. å. C1 îòîáðàæåíèé M íà ñåáÿ.
Ýíäîìîðôèçì g ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì, åñëè ÿêîáèàí |Dg| ̸= 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî g ÿâëÿåò-
ñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì. Â ÷àñòíîñòè, g ÿâëÿåòñÿ d -íàêðûòèåì. Â ýòîé ñòàòüå
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû g ∈ End (M) , Dg ̸= 0 , êîòîðûå íå
ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè.

Ðàññìîòðèì g ∈ End (M) . Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè U = U(x) , ñóùåñòâóåò ÷èñëî m ∈ N òàêîå, ÷òî gm(U) ∩ U ̸= ∅ .
Îáîçíà÷èì NW (g) - ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ g . Î÷åâèäíî, NW (g)
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è g(NW (g)) ⊂ NW (g) , ò.å. NW (g) - âïåðåä g -
èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî O(x0) = {xi}∞−∞ íàçûâàåòñÿ g -îðáèòîé òî÷êè x0 ,
åñëè g(xi) = xi+1 äëÿ êàæäîãî öåëîãî i . Ïîäìíîæåñòâî {xj, xj+1, . . . , xj+r} ⊂ O(x0) ,
ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ìíîæåñòâà O(x0) , íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé ÷àñòüþ
g -îðáèòû O(x0) . g -îðáèòà {xi}∞−∞ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñ-
ëî p ≥ 0 òàêîå, ÷òî gp(xi) = xi+p äëÿ êàæäîãî i ∈ Z . ßñíî, ÷òî NW (g) ñîäåðæèò âñå
ïåðèîäè÷åñêèå g -îðáèòû.

Îðáèòà O(x0) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ðàçëîæåíèå
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

TO(x0)M =
∞∪

i=−∞

TxiM = Es
⊕

Eu =
∞∪

i=−∞

Esxi
⊕

Euxi

êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîéDg òàê ÷òî

||Dgm(v)|| ≤ cµm||v||, ||Dgm(w)|| ≥ c−1µ−m||w|| äëÿ v ∈ Es, w ∈ Eu, ∀m ∈ N

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c > 0 , 0 < µ < 1 è Ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà TM . Îòìåòèì,
÷òî Eu(x0) çàâèñèò îò g -îðáèò O(x0) (òî÷íåå, îò îòðèöàòåëüíûõ ïîëóîðáèò {xi}0i=−∞ ).
Âîçìîæåí ñëåäóþùèé ôàêò, ÷òî Eu(x0) ̸= Eu(x0) ïðè óñëîâèè x0 = y0 , íî ïðè ýòîì
O(x0) ̸= O(y0) . Îäíàêî, òàêîãî íå ìîæåò áûòü äëÿ Es(x0) , êîòîðîå çàâèñèò òîëüêî îò x0
[16].
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Íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì g ∈ End (M) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå À, èëè g ÿâëÿåòñÿ
À-ýíäîìîðôèçìîì, åñëè

• ïåðèîäè÷åñêèå g -îðáèòû ïëîòíû â NW (g) (ñëåäóåò, ÷òî g(NW (g)) = NW (g) );

• âñå g -îðáèòû â NW (g) ÿâëÿþòñÿ ãïåðáîëè÷åñêèìè, è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿ
íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TNW (g) íåïðåðûâíî çàâèñÿò íà êîìïàêòíûõ ÷àñòÿõ g -
îðáèò.

Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ Ñìåéëà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ó äèô-
ôîåîìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå À, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ðàñïàäàåòñÿ íà
íåïóñòûå çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ òðàíçèòèâíî. Ïîäîá-
íàÿ òåîðåìà äëÿ À-ýíäîìîðôèçìîâ áûëà ðàññìîòðåíà â [4] (Òåîðåìà Ñ), [16] (Òåîðåìà 3.11
and Ïðåäëîæåíèå 3.13). Èòàê, åñëè g - íåîñîáûé À-ýíäîìîðôèçì, òîãäà íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî NW (g) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ, òàê íàçûâàåìûõ
áàçèñíûõ, ìíîæåñòâ Ω1 ∪ . . . ∪ Ωk , ïðè ýòîì êàæäîå ìíîæåñòâî Ωi - çàìêíóòîå, èíâàðè-
àíòíîå è ñîäåðæèò òî÷êè, g -îðáèòû êîòîðûõ ïëîòíû â Ωi .

Ñëåäóÿ Âèëüÿìñó, [23], [24], ââåäåì ïîíÿòèå îáðàòíîãî ïðåäåëà äëÿ g : T → T . Îáî-
çíà÷èì ∏

g

= { (t0, t1, . . . , ti, . . .) ∈ TN : g(ti+1) = ti, i ≥ 0 }

Ýòî ìíîæåñòâî íàäåëåíî èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ñ÷åòíûõ ôàêòîðîâ. Â ýòîé òîïîëîãèè
îêðåñòíîñòü çàäàåòñÿ íàáîðîì (ε, r) è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

U = { {xi}∞0 ∈
∏
g

: xi ∈ Uε(ti), 0 ≤ i ≤ r äëÿ íåêîòîðûõ ε > 0, r ∈ N },

ãäå {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈
∏

g . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ñäâèãà

ĝ :
∏
g

→
∏
g

, ĝ(t0, t1, . . . , ti, . . .) = (g(t0), t0, t1, . . . , ti, . . .) , (t0, t1, . . . , ti, . . .) ∈
∏
g

.

Îòîáðàæåíèå ĝ :
∏

g →
∏

g íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåäåëîì g . Èçâåñòíî, ÷òî ĝ ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì. [17], [24].

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü f : Mn → Mn - äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà çàìêíóòîãî n -ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ Mn , Tk×N = B ⊂Mn - áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå êîñîãî îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà
f |B ,

f |B = F : Tk ×N → Tk ×N, (t, z) 7−→ ((g(t); ω(t, z)) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 : Tk×N → Tk , p2 : Tk×N → N åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè, äåéñòâóþùèå

ïî ïðàâèëàì p1(t, z) = t è p2(t, z) = z . Ñëîé {t}×N def
= Nt òðèâèàëüíîãî ñëîÿ ðàññëîåíèÿ

p1 íàçûâàåòñÿ t -ëèñòîì. Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî F = f |B ïåðåâîäèò t -ëèñò â g(t) -ëèñò.
Ïóñòü t ∈ Tk è ε > 0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uε(t) - ε -îêðåñòíîñòü òî÷êè t , Uε(t) = {x ∈

Tk : ϱ(x, t) < ε} , ãäå ϱ åñòü ìåòðèêà íà Tk .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè t0 ∈ Tk , ïðîîáðàç g−1(t0) ñîäåðæèò d òî÷åê t10 ,
t20 , . . . , t

d
0 ∈ Tk . Ïîñêîëüêó F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, ìíîæåñòâà

F (Nt10
) , . . . , F (Ntd0

) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ,

F (Nti0
) ∩ F (Ntj0

) = ∅, i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ d, (3.4)

Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà øàãè, êàæäûé èç êîòîðûõ îôîðìèì êàê ïðåäëî-
æåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. (Øàã 1) Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ S ñóùåñòâóþò åäèí-
ñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞i=0 , ti ∈ Tk è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {Nti}∞i=0 èç ëèñòîâ òàêèå, ÷òî

• p = ∩i≥0F
i(Nti) ;

• p ∈ · · · ⊂ F i(Nti) ⊂ F i−1(Nti−1
) · · · ⊂ F (Nt1) ⊂ Nt0 ;

• ti = g(ti+1) , i ≥ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî Øàãà 3.1.. Ïîëîæèì t0 = p1(p) ∈ Tk . Ïóñòü g−1(t0) = {t10, t20, . . . , td0} .
Èç (3.4) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà tj0 òàêàÿ, ÷òî p ∈ F (Ntj0

) . Îáî-

çíà÷èì tj0 = t1 . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî F (Nt1) ⊂ Nt0 . g
−1(t1) ñîäåðæèò d òî÷åê t11 , t

2
1 ,

. . . , td1 . Ïîñêîëüêó âåðíî (3.4), ìíîæåñòâà F (Nt11
) , . . . , F (Ntd1

) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Òàê êàê p ∈ F 2(Tk × N) , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ti1 òàêàÿ, ÷òî p ∈ F 2(Nti1

) .
Îáîçíà÷èì ti1 = t2 . Çàìåòèì, ÷òî p ∈ F 2(Nt2) ⊂ F (Nt1) ⊂ Nt0 . Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷-
íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞i=0 , {Nti}∞i=0 . Èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî
diam F i(Nti) = diam (F i({ti} ×N)) → 0 ïðè i→ ∞ . Òàêèì îáðàçîì, p = ∩i≥0F

i(Nti) . ♢
ĝ :
∏

g →
∏

g - îáðàòíûé ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ g : Tk → Tk ,
∏

g = { (t0, t1, . . . , ti, . . .) ∈
TN : g(ti+1) = ti, i ≥ 0 } . Âîçüìåì òî÷êó p ∈ S è, ñëåäóÿ øàãó 3.1., çàäàäèì îòîáðàæåíèå
ïî ïðàâèëó

θ : S →
∏
g

, p 7−→ P (t0, t1, . . . , ti, . . .), ti ∈ Tk.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.2. (Øàã 2) Îòîáðàæåíèå θ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî Øàãà 3.2.. Èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî θ - èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ïîñêîëüêó
ïåðåñå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì,
θ ñþðüåêòèâíî. Îñòàåòñÿ òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî θ è θ−1 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îòîáðà-
æåíèÿìè. Âîçüìåì îêðåñòíîñòü U òî÷êè θ(p) , p ∈ S . Ýòà îêðåñòíîñòü çàäàåòñÿ ïàðîé
÷èñåë (ε, r) .

U = { {xi}∞0 ∈
∏
g

: xi ∈ Uε(ti), 0 ≤ i ≤ r for some ε > 0, r ∈ N },

ãäå θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈
∏

g . Ìíîæåñòâî g−1 (Uε(ti)) ñîñòîèò èç d ïîïàðíî íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ îáëàñòåé 0 ≤ i ≤ r . Òàê êàê ti = g(ti+1) , i ≥ 0 , ìîæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâ tr−j = gj(tr) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ r . Àíàëîãè÷íî, xr−j = gj(xr) , 1 ≤ j ≤ r . Ïî-
ñêîëüêó g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, ñóùåñòâóåò 0 < δ ≤ ε òàêîå, ÷òî èç
ïðèíàäëåæíîñòè xr ∈ Uδ(tr) ñëåäóåò xi ∈ Uε(ti) äëÿ âñåõ i = 0 , . . . , r . Îãðàíè÷åíèå
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F |S : S → S ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(p)
òî÷êè p â S òàêàÿ, ÷òî

p1
(
F−i(U(p))

)
⊂ Uδ(ti) äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ r.

Ïîñêîëüêó g−1 (Uε(ti)) ñîñòîèò èç d ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé, 0 ≤ i ≤ r ,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî θ (U(p)) ⊂ U . Òàêèì îáðàçîì, θ - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òàê
êàê

∏
g êîìïàêòíîå îòîáðàæåíèå, θ−1 - íåïðåðûâíî. ♢

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.3. (Øàã 3) Âåðíî ðàâåíñòâî θ ◦ F |S = ĝ ◦ θ|S .

Äîêàçàòåëüñòâî Øàãà 3.3.. Âîçüìåì p ∈ S è θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ãäå ti = g(ti+1) ,
i ≥ 0 . ÈñïØëüçóÿ ïðàâèëî çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĝ :

∏
g →

∏
g , ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ

÷àñòü ðàâåíñòâà

ĝ ◦ θ(p) = ĝ (θ(p)) = ĝ ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = {g(t0), t0, t1, . . . , ti . . .}.

Èç (1.2) ñëåäóåò, ÷òî F (p) ∈ F ({t0} ×N) ⊂ Ng(t0) . Ñëåäóÿ Øàãó 3.1., ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê {g(t0), t0, t1, . . . , ti . . .} ñîîòâåòñòâóåò θ(F (p)) , ïîñêîëüêó

F (p) = F
(
∩i≥0F

i({ti} ×N)
)
= ∩i≥0F

i+1({ti} ×N) = ∩i≥0F
i+1({ti} ×N) ∩Ng(t0) =

= Ng(t0) ∩ F (Nt0) ∩ F 2(Nt1) ∩ . . . ∩ F i+1(Nti) ∩ . . . .♢
Èç øàãà 3.2. è 3.3. ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå θ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿãàþùèì äëÿ F |S è ĝ .

Òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.2.

Âíà÷àëå ïðèâåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü t = {t0, t1, . . . , ti, . . . , } ∈
∏

g , g(ti+1) = ti , i ≥ 0 . Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ti ∈ NW (g) äëÿ âñåõ i ≥ 0 . Òîãäà t ∈ NW (ĝ) è θ−1(t) ∈ NW (F ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì V - (ε, r) -îêðåñòíîñòü òî÷êè

t = {t0, t1, . . . , ti, . . . , } = {gr(tr), gr−1(tr), . . . , tr, . . .}

ò.å.,
V = { {xi}i≥0 ∈

∏
g

: xi ∈ Uε(ti), 0 ≤ i ≤ r} =

= { {gr(xr), gr−1(xr), . . . , xr, . . .} : gi(xr) ∈ Uε
(
gi(tr)

)
, 0 ≤ i ≤ r }.

Òàê êàê g , g2 , . . . , gr ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, ñóùåñòâóåò 0 < δ ≤ ε òàêîå, ÷òî èç
ïðèíàäëåæíîñòè x ∈ Uδ(y) ñëåäóåò gi(x) ∈ Uε(g

i(y)) äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ r . Ïî óñëîâèþ,
tr ∈ NW (g) , çíà÷èò, ñóùåñòâóåò n0 ∈ N òàêîå, ÷òî gn0 (Vδ(tr)) ∩ Vδ(tr) ̸= ∅ . Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ Vδ(tr) òàêàÿ, ÷òî gn0(x0) ∈ Vδ(tr) .

Âîçüìåì x0 = {gr(x0), gr−1(x0), . . . , x0, . . .} ∈
∏

g . Ïîñêîëüêó x0 ∈ Vδ(tr) , gi(x0) ∈
Uε (g

i(tr)) äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ r , ïîëó÷àåì òî, ÷òî x0 ∈ V . Òàê êàê gn0(x0) ∈ Vδ(tr) ,
gn0+i(x0) ∈ Uε (g

i(tr)) äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ r . Çíà÷èò,

ĝn0(x0) = { gn0+r(x0), g
n0+r−1(x0), . . . , g

n0(x0), . . .} ∈ V.

Ñëåäîâàòåëüíî, ĝn0(V ) ∩ V ̸= ∅ è t ∈ NW (g) . Ñîïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî â íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî. Ïî Òåîðåìå 1.1., θ−1(t) ∈ NW (F ) .
�

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



132 Í. Â. Èñàåíêîâà, Å. Â. Æóæîìà, Ë. À. Êóïðèíà

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

p1 [NW (fB)] = p1 [NW (F )] = NW (g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîåêöèÿ p1 íåïðåðûâíà, p1 [NW (F )] ⊂ NW (g) . Âîçüìåì òî÷êó
t0 ∈ NW (g) . Ïîñêîëüêó g ÿâëÿåòñÿ À-ýíäîìîðôèçìîì, g [NW (g)] = NW (g) [4], [16].
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ti ∈ NW (g) òàêàÿ, ÷òî g(ti+1) = ti
äëÿ êàæäîãî i ≥ 0 . Èç Ëåììû 3.1. ñëåäóåò, ÷òî t = {t0, t1, . . . , ti, . . . , } ∈ NW (ĝ)
è θ−1(t) ∈ NW (F ) . Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ θ èìååì θ−1(t) ∈ p−1

1 (t0) . Çíà÷èò,
NW (g) ⊂ p1 [NW (F )] . �

Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü (t0, z0) ∈ S íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà f è θ(t0, z0) = {ti}i≥0 .
Òîãäà ti ∈ NW (g) äëÿ âñåõ i ≥ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 3.1., p1 [NW (fB)] = p1 [NW (F )] = NW (g) . Òà-
êèì îáðàçîì, t0 ∈ NW (g) . Ïîñêîëüêó FS : S → S ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì,
F−1 (NW (F )) = NW (F ) è F−1(t0, z0) = (t1, z1) ∈ NW (F ) = NW (fB) . Çíà÷èò, èç øà-
ãà 1, t1 ∈ NW (g) . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ti ∈ NW (g)
äëÿ âñåõ i ≥ 0 . �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Ïóñòü (t0, z0) ∈ S íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà f è θ(t0, z0) =
{ti}i≥0 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t0 ïðèíàäëåæèò áàçèñíîìó ìíîæåñòâó Ω îòîáðàæåíèÿ
g . Òîãäà ti ∈ Ω äëÿ âñåõ i ≥ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.2., ti ∈ NW (g) äëÿ âñåõ i ≥ 0 . Òàê êàê Ω ÿâëÿåòñÿ âïåðåä
g -èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì, ti ∈ Ω äëÿ âñåõ i ≥ 0 . �

Ë å ì ì à 3.3. Ïóñòü Ω - íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî g è t0 ∈ Ω . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äâå òî÷êè (t0, z1) , (t0, z2) ∈ S ïðèíàäëåæàò íåáëóæäàþùåìó ìíîæå-
ñòâó f . Òîãäà ýòè òî÷êè (t0, z1) , (t0, z2) áóäóò ïðèíàäëåæàòü áàçèñíîìó ìíîæåñòâó
f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωj áàçèñíîå ìíîæåñòâî F , ñîäåðæàùåå òî÷êè (t0, zj) ,
j = 1, 2 . Î÷åâèäíî, Ωj ⊂ S . Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî Ω1 = Ω2 . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
áóäåò ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà q ∈ NW (F ) òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ èç òî÷åê (t0, z1) è
(t0, z2) ëåæèò â ω -ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå q .

Ïóñòü tj = θ(t0, zj) = {t0, t(j)1 , . . . , t
(j)
i , . . .} , j = 1, 2 . Ïî Ñëåäñòâèþ 3.2., t(j)i ∈ Ω

äëÿ âñåõ i ≥ 0 , j = 1, 2 . Òàê êàê áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ω ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî åå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà O+

g (x0) ïëîòíà â Ω ,
clos

(
O+
g (x0)

)
= Ω .

Èç Ñëåäñòâèÿ 3.1., ñóùåñòâóåò x0 = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈
∏

g òàêàÿ, ÷òî xi ∈ Ω äëÿ
âñåõ i ≥ 0 . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ (ε, r) -îêðåñòíîñòü U(t1) òî÷êè t1 . Ïîñêîëüêó g ,
g2 , . . . , gr - ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî èç
x ∈ Uδ(y) ñëåäóåò gi(x) ∈ Uε(y) äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ r . Òàê êàê ïîëóîðáèòà O+

g (x0) ïëîòíà
Ω , ñóùåñòâóåò n0 ∈ N òàêîå, ÷òî gn0(x0) ∈ Uδ(t

(1)) . Òàêèì îáðàçîì, ĝn0(x0) ∈ U(t1) .
Ïîýòîìó, t1 = θ(t0, z1) ïðèíàäëåæèò ω -ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó x0 . Àíàëîãè÷íî ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî t2 = θ(t0, z2) òàêæå ëåæèò â ω -ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå x0 . Ïîñêîëüêó θ
ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿãàþùèì îòîáðàæåíèåì, òî÷êè (t0, z1) = θ−1(t1) è (t0, z2) = θ−1(t2) ëåæàò â
ω -ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå òî÷êè q = θ−1(x0) ∈ NW (F ) . �
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.2.. Ìû çíàåì, ÷òî p1 [NW (F )] = NW (g) . Òàêèì îáðàçîì,
S∩p−1

1 (Ω) ñîäåðæèò áàçèñíûå ìíîæåñòâà f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì,
ò.å. Ω - èçîëèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà

Ω = Orbg(q) = {q, g(q), . . . , gp−1(q), gp(q) = q}, ãäå q ∈ Tk è p ∈ N ïåðèîä q.

Ïî îïðåäåëåíèþ Ñìåéëà êîñîãî îòîáðàæåíèÿ, êîíñòðóêöèÿ F = f |B íà âòîðîì ìíîæèòåëå
N èìååò íåïðåðûâíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð. Ïîýòîìó,

Nq ⊃ fp(Nq) ⊃ · · · ⊃ fmp(Nq) ⊃ · · ·

è ïåðåñå÷åíèå
∩
m≥0

fmp(Nq) åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ñêàæåì Q.

Àíàëîãè÷íî, ∩m≥0f
mp(Ngi(q)) - åäèíñòâåííàÿ òî÷êà f i(Q) äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i ≤ p − 1 .

Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî {Q, f(Q), . . . , fp−1(Q), f p(Q) = Q} ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé îðáèòîé Orbf (Q) òàêîé, ÷òî NW (F ) ∩ p−1

1 (Ω) = Orbf (Q) . Òàêèì îáðà-
çîì, Orbf (Q) = ΩS ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì F , ïðèíàäëåæàùèì
S ∩ p−1

1 (Ω) .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Ω - íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî. Èç Ëåììû 3.3.

ñëåäóåò, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî F ñîäåðæèòñÿ â S∩p−1
1 (Ω) . Ñëåäîâàòåëüíî, ΩS ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì f , ñîäåðæàùèìñÿ â S ∩ p−1
1 (Ω) .

Ïóñòü òåïåòü Ω - íàçàä g -èíâàðèàíòíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî g . Çàìåòèì, ÷òî èç ðà-
âåíñòâà Ω = g−1(Ω) ñëåäóåò, ÷òî Ω ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì, òàê
êàê g ÿâëÿåòñÿ d -íàêðûòèåì, d ≥ 2 . Èç Ëåììû 3.1. ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà S∩p−1

1 (Ω)
ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé òî÷êîé f . Ïî Ëåììå 3.3., S ∩ p−1

1 (Ω) - åäèíñòâåííîå áàçèñíîå
ìíîæåñòâî. Òåîðåìà 1.2. äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3.

Íàïîìíèì, ÷òî d -íàêðûòèå g : T1 → T1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì
îêðóæíîñòè S1 = T1 . Âàæíûì ðåçóëüòàòîì â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.3. ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 3.4. Ïóñòü g : T1 → T1 - íåîñîáûé À-ýíäîìîðôèçì, NW (g) - íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî g . Òîãäà NW (g) ëèáî ñîâïàäàåò ñ T1 , ëèáî NW (g) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà êàíòîðîâñêîãî òèïà Σ , êîíå÷íîãî (íåíóëåâîãî) ÷èñëà èçî-
ëèðîâàííûõ ïðèòÿãèâàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è êîíå÷íîå (âîçìîæíî, íóëåâîãî) ÷èñ-
ëà ðàñòÿãèâàþùèõ èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå,
Σ ÿâëÿåòñÿ íàçàä g -èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî NW (g) ̸= T1 . Èç [19] ñëåäóåò, ÷òî g ïîëóñîïðÿæåíî
ðàñòÿãèâàþùèìóñÿ ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ Ed , Ed(t) = dt mod 1 , ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå h : T1 → T1 òàêîå, ÷òî g ◦ h = h ◦ Ed . Êðîìå òîãî, h ìîíîòîííîå
îòîáðàæåíèå [14], òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ T1 , ïðîîáðàçîì h−1(t) ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷-
êà, ëèáî çàìêíóòûé ñåãìåíò. Ñ ñëó÷àå, êîãäà NW (g) ̸= T1 , h íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òî÷êè t ∈ T1 , äëÿ êîòîðûõ h−1(t) - íåòðèâèàëüíûå çàìêíóòûå
ñåãìåíòû. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê ÷åðåç χ . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå
ìíîæåñòâî χ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì è èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî Ed , Ed(χ) = E−1

d (χ) = χ
[3], [14]. Òîãäà h−1(χ) òàêæå áóäåò èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëíî g . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-
åì ìíîæåñòâî Σ = T1 \ clos (h−1(χ)) êàíòîðîâñêîãî òèïà, ñîñòîÿùåå èç íåáëóæäàþùèõ

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



134 Í. Â. Èñàåíêîâà, Å. Â. Æóæîìà, Ë. À. Êóïðèíà

òî÷åê ýíäîìîðôèçìà g . Êðîìå òîãî, Σ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî g (â ÷àñò-
íîñòè, íàçàä g -èíâàðèàíòíûì). Èç [15] ñëåäóåò, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (g)
ñîñòîèò èç Σ , êîíå÷íîãî (íåíóëåâîãî) ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ïåðèîäè-
÷åñêèõ îðáèò è êîíå÷íîãî (âîçìîæíî, íóëåâîãî) ÷èñëà ðàñòÿãèâàþùèõñÿ èçîëèðîâàííûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. �

Íåïîñðåäñòâåííî Òåîðåìà 1.3., êðîìå ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ ðåàëèçàöèè, ñëåäóåò èç Òåî-
ðåìû 1.2. è Ëåììû 3.4., èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ àíàëîãè÷íà Òåîðåìå 2 [2].
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Abstract. We introduce Smale-Vietoris di�eomorphisms that include the classical DE-mappings
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ÓÄÊ 517.930

Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

â s -ìåðíîì øàðå ñî ñìåùåíèÿìè â ïðîèçâîäíûõ

c⃝ Á. Â. Ëîãèíîâ1, Í. Í. Þëäàøåâ2, À. Â. Ãåðàñèìîâ3

Àííîòàöèÿ. Â êëàññå íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ äî 2-ãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â s -ìåðíîì
åäèíè÷íîì øàðå Ω ñî ñìåùåíèÿìè â ïðîèçâîäíûõ ïî ðàäèóñàì íà êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåðàõ

ðàäèóñîâ 0 < r0 < 1 è 1, u ∈ C2+α(Ω) è ∂u(r0,Θ)
∂r = ∂u(1,Θ)

∂r . Îïðåäåëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ è ïðè s = 2 äîêàçàíî, ÷òî äëèíà ñîîòâåòñòâóþùèõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê íå ïðåâûøàåò
òðåõ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïðàâî÷íûõ èçäàíèé [1, 3, 4] âûïîëíåíî èõ âû÷èñëåíèå, ïîëó÷åíî
óñëîâèå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Îòìåòèì ðàáîòû [5, 6] ïî âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäè-
íåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñî ñìåùåíèåì â ôóíêöèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Îïåðàòîð Ëàïëàñà, åäèíè÷íûé øàð â Rs , ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîá-
ñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè ïðè s = 2

1. Ââåäåíèå. Ïîñòðîåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è.

Â îáùåì ñëó÷àå s -ìåðíîãî øàðà â Rs s ≥ 2 çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñî ñìåùåíèÿìè â ïðîèçâîäíûõ â êëàññå íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

(∆ + λ)u(1) =
1

rs−1

(
∂

∂r
rs−1∂u

∂r

)
+

1

r2
∆Θu+ λu = 0, u ∈ C2+α(Ω),

∂u(r0,Θ)

∂r
=
∂u(1,Θ)

∂r
, Ω = {r,Θ|r < 1,Θ = (θ1, . . . , θn−1)},

(1.1)

ãäå ∆Θ � îïåðàòîð Ëàïëàñà íà åäèíè÷íîé ñôåðå Ss−1 â Rs .
Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå u(r,Θ) = X(r)Y (Θ) , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïîëèñôåðè÷åñêèõ

ôóíêöèé [1, 2]
∆ΘYs,n − n(n+ s− 2)Ys,n = 0

è ïîñëå ïîäñòàíîâêè X(r) = r−
s
2
+1x(r) � óðàâíåíèå Áåññåëÿ

x′′ +
1

r
x′ +

[
λ−

(n+ s
2
− 1)2

r2

]
x = 0

Ïðè ýòîì ñìåùåíèå äàåò â ïðåäïîëîæåíèè îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ óñëîâèå, îïðåäåëÿþ-
ùåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ = α2 êàê êîðíè óðàâíåíèÿ

f(α) ≡ α
[
r
− s

2
+1

0 J ′
n+ s

2
−1(αr0)− J ′

n+ s
2
−1(α)

]
+
(
1− s

2

) [
r
− s

2
0 Jn+ s

2
−1(αr0)− Jn+ s

2
−1(α)

]
= 0.

(1.2)

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; bvllbv@yandex.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Òàøêåíòñêèé èíñòèòóò òåêñòèëüíîé è ëåãêîé ïðîìûøëåííîñòè,
ã. Òàøêåíò; nurilla1956@mail.ru.

3 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ï. Îãà-
ðåâà, ã. Ñàðàíñê; gerasimov_artyom@mail.ru.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â s -ìåðíîì øàðå . . . 137

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =
1∫
0

∫
S1

(∆u)vρs−1dS1dρ =
∫
S1

1∫
0

[
∂
∂ρ

(
ρs−1 ∂u

∂ρ

)
+ ρs−3∆Θu

]
vdρdS1 =

=
∫
S1

(
r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
dρ
(
ρs−1 ∂u

∂ρ

)
vdS1 +

1∫
0

ρs−3
∫
S1

∆Θu · vdS1dρ =

=
∫
S1

[
ρs−1 ∂u

∂ρ
v(ρ,Θ)

]( r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
−
∫
S1

(
r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
ρs−1 ∂u

∂ρ
∂v
∂ρ
dρdS1 +

1∫
0

ρs−3
∫
S1

u∆ΘvdS1dρ ,

â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïîâåðõíîñòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì âûðà-
æåíèè âòîðîå ñëàãàåìîå ñîãëàñíî ðàâåíñòâó∫
S1

(
r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
u
(
∂
∂ρ
ρs−1 ∂v

∂ρ

)
dρdS1 =

=
∫
S1

(
uρs−1 ∂v

∂ρ

)( r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
dS1 −

∫
S1

(
r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)(
ρs−1 ∂u

∂ρ
∂v
∂ρ

)
dρdS1 ,

ïîëó÷àåì

I =
∫
S1

(
vρs−1 ∂u

∂ρ

)( r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
dS1 −

∫
S1

(
uρs−1 ∂v

∂ρ

)( r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
dS1 +

∫
S1

(
r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
u×

×
(
∂
∂ρ
ρs−1 ∂v

∂ρ

)
dρdS1 +

1∫
0

ρs−3
∫
S1

u∆ΘvdS1dρ =
∫
S1

(
r0−0∫
0

+
1∫

r0+0

)
u
[

1
ρs−1

(
∂
∂ρ
ρs−1 ∂v

∂ρ

)
+ 1

ρ2
∆Θv

]
×

×ρs−1dρdS1 +
∫
S1

[
v(r0 − 0,Θ)rs−1

0
∂u(r0−0,Θ)

∂ρ
− v(r0 + 0,Θ)rs−1

0
∂u(r0+0,Θ)

∂ρ
− u(r0 − 0,Θ)rs−1

0 ×

×∂v(r0−0,Θ)
∂ρ

+ u(r0 + 0,Θ)rs−1
0

∂v(r0+0,Θ)
∂ρ

+ v(1,Θ)∂u(1,Θ)
∂ρ

− u(1,Θ)∂v(1,Θ)
∂ρ

]
dS1 .

Åñëè v èìååò íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå â ïîäîáëàñòÿõ Ωr0 è Ω\Ωr0 , ïðèíàä-
ëåæàùèå êëàññó Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α , òî ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè u(r,Θ)
ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì, íåïðåðûâíîñòü è íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü âñþäó â Ω
è ñìåùåíèå (1.1), ïðèõîäèì ê ñîïðÿæåííîé çàäà÷å âèäà

∆v + λv = 0 â îáëàñòÿõ Ωr0 è Ω \ Ωr0 (1.3)

ñ óñëîâèÿìè
∂v(r0 − 0,Θ)

∂r
=
∂v(r0 + 0,Θ)

∂r
,
∂v(1,Θ)

∂r
= 0,

rs−1
0 [−v(r0 + 0,Θ) + v(r0 − 0,Θ)] + v(1− 0,Θ) = 0.

(1.4)

Åñëè æå êðîìå òîãî ïðåäïîëîæèòü íåïðåðûâíîñòü v â Ω , òî âîçíèêàþò óñëîâèÿ

v(r0 − 0,Θ) = v(r0 + 0,Θ),
∂v(r0 − 0,Θ)

∂r
=
∂v(r0 + 0,Θ)

∂r
, v(1,Θ) = 0 (1.5)

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Óñëîâèÿ (1.4) èëè (1.5) â ñîïðÿæåííîé çàäà÷å âîçíèêàþò,
åñëè â ïðÿìîé çàäà÷å âìåñòî u ∈ C2+α(Ω) ïðåäïîëîæèòü òîëüêî u ∈ C2+α(Ωr0) ∪
C2+α(Ω \ Ωr0) .

2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíê-
öèè ïðÿìîé çàäà÷è ïðè s = 2 .
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Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå ïðÿìîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(∆ + λ)u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
+ λu = 0, u ∈ C2+α(Ω),

Ω = {r, θ|r < 1}, ∂u(r0, θ)
∂r

=
∂u(1, θ)

∂r
,

(2.1)

u(r, θ) = X(1)(r)Y (θ) , èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè Y (θ+2π) = Y (θ) è îãðàíè÷åííî-
ñòè Y (θ) â íóëå, ïîëó÷àåì Y (θ) = c1 cos(nθ)+ c2 sin(nθ) è óðàâíåíèå Áåññåëÿ äëÿ X(1)(r) :

X(1)′′
rr +

1

r
X(1)′
r +

(
λ− n2

r2

)
X(1) = 0, |X(1)(0)| <∞, X(1)′(r0) = X(1)′(1).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè X(1)(r) = Jn(αr) îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ = α2 ,
ÿâëÿþùèìèñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

f(α) = J ′
n(α)− J ′

n(αr0) = 0. (2.2)

Ñîïðÿæåííàÿ ê (2.1) çàäà÷à

(∆ + λ)v = 0, u ∈ C2+α(Ωr0) ∪ C2+α(Ω \ Ωr0),

v′r(r0 − 0, θ) = v′r(r0 + 0, θ), v′r(1, θ) = 0, v(1, θ) + r0[v(r0 − 0, θ)− v(r0 + 0, θ)] = 0
(2.3)

â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè v(r, φ) ïî φ èìååò ðåøåíèå v(r, θ) =
= X (1)(r)(d1 cos(nθ) + d2 sin(nθ)) , ãäå

X (1)(r) =

{
D

(1)
11 Jn(αr), 0 ≤ r < r0

D
(1)
21 Jn(αr) +D

(1)
22 Nn(αr), r0 < r ≤ 1

(2.4)

Nn(αr) � ôóíêöèÿ Íåéìàíà. Óñëîâèÿ íàëàãàåìûå â (2.3) íà ôóíêöèþ v(r, φ) äàþò ñèñòåìó
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ â (2.4)

D
(1)
11 J

′
n(αr0) −D(1)

21 J
′
n(αr0) −D(1)

22 N
′
n(αr0) = 0

D
(1)
21 J

′
n(α) D

(1)
22 N

′
n(α) = 0

D
(1)
11 r0Jn(αr0) +D

(1)
21 [Jn(α)− r0Jn(αr0)] +D

(1)
22 [Nn(α)− r0Nn(αr0)] = 0

(2.5)

ñ òåì æå ñàìûì îïðåäåëèòåëåì ∆θ = J ′
n(αr0)[J

′
n(α)Nn(α) − Jn(α)N

′
n(α)] + r0J

′
n(α)×

×[Jn(αr0)N
′
n(αr0) − J ′

n(αr0)Nn(αr0)] = 2
πα
[J ′
n(α) − J ′

n(αr0)] = 2
πα
f(α) = 0 . Çäåñü

−J ′
n(α)Nn(α) + Jn(α)N

′
n(α) = 2

πα
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è ò.ê. J ′

n(α)J
′
n(αr0) ̸= 0 èç

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.5) ñëåäóåò D
(1)
11 = 1

J ′
n(α)

[D
(1)
21 J

′
n(αr0) +D

(1)
22 N

′
n(αr0)] . Òîãäà

X (1)(r) = D

{
[N ′

n(αr0)−N ′
n(α)]Jn(αr), 0 ≤ r < r0

J ′
n(α)Nn(αr)−N ′

n(α)Jn(αr), r0 < r ≤ 1
(2.6)

Ò å î ð å ì à 2.1. Çàäà÷à (2.1) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ = α2(n) , îïðåäå-

ëÿåìûå ðàâåíñòâîì (2.2) ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè Φ
(1)
n (r, θ) = Jn(αr)[c̄n1 cos(nθ) +

c̄n2 sin(nθ)] . Åé îòâå÷àåò ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à (2.3) ñ òåìå æå ñîáñòâåííûìè çíà÷å-

íèÿìè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψ
(1)
n (r, θ) = X (1)(r)[dn1 cos(nφ)+

dn2 sin(nφ)] . Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ Φ(2)(r, θ) èìååò âèä

I1n(α) =
1

πr0α3

[(
n2 − α2

)
r0Jn(α) +

(
r20α

2 − n2
)
Jn(αr0)

]
=

1

απ
f ′(α) ̸= 0. (2.7)
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Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

I1n(α) =
1∫
0

ρX(1)(ρ)X (1)(ρ)dρ ̸= 0 , ãäå

I1n(α) =

(
r0∫
0

ρJ2
n(αρ)dρ

)
[N ′

n(αr0) − N ′
n(α)] +

1∫
r0

ρ[J ′
n(α)Nn(αρ) − N ′

n(α)Jn(αρ)]Jn(αρ)dρ =

= −N ′
n(α)

1∫
0

ρJ2
n(αρ)dρ + N ′

n(αr0)
r0∫
0

ρJ2
n(αρ)dρ + J ′

n(α)
1∫
r0

ρJn(αρ)Nn(αρ)dρ
[3]
= −N ′

n(α)
2

×

×
[
J ′2
n (α) +

α2−n2

α2 J2
n(α)

]
+ N ′

n(αr0)
2

[
r20J

′
n(αr0) +

(
r20 − n2

r20

)
J2
n(αr0)

]
+ J ′

n(α){x2[2Jn(αx)×

×Nn(αx) − Jn+1(αx)Nn−1(αx) − Jn−1(αx)Nn+1(αx)]}
∣∣∣1
0

= −N ′
n(α)
2

[
J ′
n(α) +

α2−n2

α2 J2
n(α)

]
+

+N ′
n(αr0)
2

[
r20J

′2
n (αr0) +

(
r20 − n2

r20

)
J2
n(αr0)

]
+ J ′

n(α)
4

{[2Jn(α)Nn(α) − Nn−1(α)Jn+1(α)−
−Jn−1(α)Nn+1(α)]− r20[2Jn(αr0)Nn(αr0)− Jn+1(αr0)Nn−1(αr0)− Jn−1(αr0)Nn+1(αr0)]} .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïîâûøåíèÿ (ïîíèæåíèÿ) ïî èíäåêñó

Cν+1(x) =
νCν(x)

x
− C ′

ν(x), Cν−1(x) =
νCν(x)

x
+ C ′

ν(x), (2.8)

ñïðàâåäëèâûå êàê äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ, òàê è äëÿ ôóíêöèé Íåéìàíà [4], à òàêæå ôîðìó-
ëó äëÿ Âðîíñêèàíà, ïðîäîëæàåì âû÷èñëåíèÿ
I1n(α) = 1

πα

{
n2

α2r0
[r0Jn(α) − Jn(αr0)] + (r0Jn(αr0) − Jn(α))

}
= 1

πr0α3

[(
n2 − α2

)
r0Jn(α)+

+
(
r20α

2 − n2
)
Jn(αr0)

]
= 1

πα
f ′(α) ̸= 0 .

Ò.ê. J ′′
n(α) = − 1

α
J ′
n(α) −

(
1− n2

α2

)
Jn(α) , J ′′

n(αr0) = − 1
αr0
J ′
n(αr0) −

(
1− n2

α2r20

)
Jn(αr0) ,

òî f ′(α) = 1
r0α2 [(n

2 − α2)r0Jn(α) + (r20α
2 − n2)Jn(αr0)] .

Ïóñòü òåïåðü α òàêîâî ÷òî f(α) = 0 è f ′(α) = 0 , 0 < r < 1 . X(2)(r) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ Jn(α)

X(2)′′(r) +
1

r
X(2)′(r) +

(
α2 − n2

r2

)
X(2) = Jn(αr), |X(2)(r)| <∞,

X(2)′(r0) = X(2)′(1), X(2)(k)(r0 − 0) = X(2)(k)(r0 + 0), k = 0, 1.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ëàãðàíæà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ïðèìåíÿåìîìó îò-
äåëüíî â îáëàñòÿõ 0 ≤ r < r0 è r0 ≤ r ≤ 1 ðåøåíèå X(2)(r) èùåòñÿ â âèäå

X(2)(r) =

{
C

(2)
11 (r)Jn(αr) + C

(2)
12 (r)Nn(αr), 0 ≤ r < r0,

C
(2)
21 (r)Jn(αr) + C

(2)
22 (r)Nn(αr), r0 ≤ r ≤ 1,

ãäå

C
(2)
11 (r) = −π

2

r∫
0

ρJn(αρ)Nn(αρ)dρ
1.9.5(3)[3]

= −π
2
· r2

4
[2Jn(αr)Nn(αr) − Jn+1(αr)Nn−1(αr)−

−Jn−1(αr)Nn+1(αr)]
(2.8)
= πr2

8

[
− 2Jn(αr)Nn(αr) +

(
nJn(αr)
αr

− J ′
n(αr)

)(
nNn(αr)

αr
+ N ′

n(αr)
)
+

+
(
nJn(αr)
αr

+ J ′
n(αr)

)(
nNn(αr)

αr
− N ′

n(αr)
)]

= πr2

4

[
− Jn(αr)Nn(αr) + n2Jn(αr)

α2r2
Nn(αr)−

−J ′
n(αr)N

′
n(αr)

]
= −πr2

4
Jn(αr)Nn(αr) +

n2π
4α2 Jn(αr)Nn(αr)− πr2

4
J ′
n(αr)N

′
n(αr) .

C
(2)
12 (r) =

π
2

r∫
0

ρJ2
n(αρ)dρ

1.8.3(11)[3]
= πr2

4
J ′2
n (αr) +

πr2

4
J2
n(αr)− πn2

4α2 J
2
n(αr) .

Èòàê, íà èíòåðâàëå 0 ≤ r < r0 X(2)(r) = − r
2α
J ′
n(αr) + C110Jn(αr), 0 ≤ r < r0 . Âîçíè-

êàþùàÿ íà èíòåðâàëå r0 ≤ r < 1 ñèñòåìà{
C

(2)′
21 Jn(αr) + C

(2)′
22 Nn(αr) = 0,

C
(2)′
21 J

′
n(αr) + C

(2)′
22 N

′
n(αr) =

1
α
Jn(αr),
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îïðåäåëÿåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïðîìåæóòêó [r0; r] , r < 1 X(2)(r) = − r
2α
J ′
n(αr)+

+
πr20
4
Jn(αr0)Nn(αr0)Jn(αr) +

πr20
4
J ′
n(αr0)N

′
n(αr0)Jn(αr) − πn2

4α2 Jn(αr0)Nn(αr0)Jn(αr)−
−πr20

4
J ′2
n (αr0)Nn(αr)− πr20

4
J2
n(αr0)Nn(αr) +

πn2

4α2 J
2
n(αr0)Nn(αr) + C

(2)
210Jn(αr) + C

(2)
220Nn(αr) .

Íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå x0 X(2)(r0 − 0) = X(2)(r0 + 0) äàåò ñîîòíîøåíèå

[C
(2)
110 − C

(2)
210]Jn(αr0)− C

(2)
220Nn(αr0) =

r0
2α
J ′
n(αr0) =

r0
2α
J ′
n(α). (2.9)

Íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü X(2)(r) è ñìåùåíèå â ïðîèçâîäíûõ X(2)′(r0− 0) =
= X(2)′(r0 + 0) = X(2)′(1) ïðèâîäÿò ñîîòâåòñòâåííî ê ðàâåíñòâàì

C
(2)
110 − C

(2)
210 = C

(2)
220

N ′
n(αr0)

J ′
n(α)

+
n2 − αr20
2α3r0

Jn(αr0)

J ′
n(α)

, (2.10)

−C(2)
220α[N

′
n(αr0) − N ′

n(α)] = 1
2
(r0Jn(αr0) − Jn(α)) + n2

2α2r0
[r20Jn(α) − Jn(αr0)]−

−πr20α

4
J ′2
n (α)[N

′
n(αr0) − N ′

n(α)] +
π(n2−r20α2)

4α
J2
n(αr0)[N

′
n(αr0) − N ′

n(α)] , ãäå ïîñòîÿííàÿ C
(2)
210

ñîêðàùàåòñÿ â ñèëó ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ J ′
n(αr0) = J ′

n(α) , ò.å.

C
(2)
220 =

π

4α2
[n2J2

n(αr0)− α2r20(J
2
n(αr0) + J ′2

n (α))]+

+
α2r0[r0Jn(αr0)− Jn(α)]− n2[r0Jn(α)− Jn(αr0)]

2α3r0[N ′
n(αr0)−N ′

n(α)]

(2.7)
=

(2.7)
=

π

4α2
[−n2J2

n(αr0) + α2r20(J
2
n(αr0) + J ′2

n (α))]

(2.11)

Äàëåå (2.9) è (2.10) äàþò

C
(2)
110 − C

(2)
210 = C

(2)
220

Nn(αr0)

Jn(αr0)
+
r0
2α

J ′
n(α)

Jn(αr0)
= C

(2)
220

N ′
n(αr0)

J ′
n(α)

+
n2 − α2r20
2α3r0

Jn(αr0)

J ′
n(α)

ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü C
(2)
220 â âèäå (2.11) â ïîäòâåðæäåíèå ïðàâèëüíîñòè ðàñ÷åòîâ. Ïðè

ýòîì ñîãëàñíî óñëîâèþ f ′(α) = 0 âûðàæåíèå C(2)
220 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â äðóãîé ôîðìå

C
(2)
220 =

[
n2−α2r20
2α3r0

Jn(αr0)
J ′
n(α)

− r0
2α

J ′
n(α)

Jn(αr0)

][
Nn(αr0)
Jn(αr0)

− N ′
n(αr0)
J ′
n(α)

]−1

=
(n2−α2r20)J

2
n(αr0)−α2r20J

′2
n (α)

2α3r0[Nn(αr0)J ′
n(αr0)−Jn(αr0)N ′

n(αr0)]

⇒ C
(2)
220 =

π

4α2
[(α2r20 − n2)J2

n(αr0) + α2r20J
′2
n (α)] =

π

4α2
[−n2J2

n(αr0) + α2r20(J
2
n(αr0) + J ′2

n (α))].

Òåì ñàìûì íà ó÷àñòêå r0 ≤ r < 1 îïðåäåëåíî X(2)(r) ñ òî÷íîñòüþ äî C
(1)
110X

(1)(r)
X(2)(r) = − r

2α
J ′
n(αr) , ò. å.

X(2)(r) = − r

2α
J ′
n(αr), 0 ≤ r < 1. (2.12)
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Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ X(3)(r) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

I(2)n =

1∫
0

ρX(2)(ρ)X ′(ρ)dρ = − 1

2α

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)J
′
n(αρ)dρ[N

′
n(αr0)−N ′

n(α)]−
J ′
n(α)

2α
×

×
1∫

r0

ρ2J ′
n(αρ)Nn(αρ)dρ+

N ′
n(α)

2α

1∫
r0

ρ2Jn(αρ)J
′
n(αρ)dρ = −N

′
n(αr0)

2α

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)J
′
n(αρ)dρ+

+
N ′
n(α)

2α

1∫
0

ρ2Jn(αρ)J
′
n(αρ)dρ−

J ′
n(α)

2α

1∫
r0

ρJ ′
n(αρ)Nn(αρ)dρ = − 1

2α
N ′
n(αr0)

[
− r20

2α
J ′2
n (α)+

+
n2

2α3
J2
n(αr0)

]
+

1

2α
N ′(α)

[
− 1

2α
J ′2
n (α) +

n2

2α3
J2
n(α)

]
− J ′

n(α)

2α

[
−1− r20

2πα
+

n2

2α3
Jn(α)Nn(α)−

− n2

2α3
Jn(αr0)Nn(αr0)−

1

2α
J ′
n(α)N

′
n(α) +

r20
2α
J ′
n(αr0)N

′
n(αr0)

]
=

n2

4α4
Jn(αr0)×

× [−Jn(αr0)N ′
n(αr0) + J ′

n(αr0)Nn(αr0)] +
n2

4α4
Jn(α)[Jn(α)N

′
n(α)− J ′

n(α)Nn(α)]+

+
J ′
n(α)(1− r20)

4πα2
=

1− r20
4πα2

J ′
n(α)−

n2

2πα5r0
Jn(αr0) +

n2

2πα5
Jn(α) =

=
1

4πα5r0

[
2n2(r0Jn(α)− Jn(αr0)) + α3r0(1− r20)J

′
n(α)

]
(2.13)

Óïðîñòèì (2.13), èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2.7) f ′(α) ∼= n2(r0Jn(α)− Jn(αr0)) + r20α
2Jn(αr0)−

−α2r0Jn(α) = 0 , ãäå "âîëíà" îçíà÷àåò "ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ":

2n2(r0Jn(α)− Jn(αr0)) + α3r0(1− r20)J
′
n(α) = −2α2r0(r0Jn(αr0)− Jn(α))+

+ α3r0(1− r20)J
′
n(α) = −α2r0[2(r0Jn(αr0)− Jn(α)) + α(r20 − 1)J ′

n(α)]
∼= f ′′(α) ∼= I(2)n .

(2.14)
ò.ê. f ′′(α) = n2r0J

′
n(α)−α2r0J

′
n(α)− 2αr0Jn(α)+ 2αr20Jn(αr0)+ r30αJ

′
n(αr0)−n2r0J

′
n(αr0) =

= α2r0(r
2
0 − 1)J ′

n(α) + 2αr0(r0Jn(αr0)− Jn(α)) = αr0[α(r
2
0 − 1)J ′

n(α) + 2(r0Jn(αr0)− Jn(α))] .
Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðè óñëîâèè (2.7) f ′(α) = 0 ñóùåñòâóåò âòîðîé ýëåìåíò (2.12)
îáîáùåííîé æîðäàíîâîé öåïî÷êè (ÎÆÖ) ïðÿìîé çàäà÷è. Åñëè æå êðîìå òîãî âûïîëíåíî
(2.14), òî ñóùåñòâóåò X(3)(r) , è òåì ñàìûì Φ(3)(r, φ) .

Íàéäåì f ′′′
α (α) , ýòî ïîíàäîáèòñÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ X

(3)(r) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ X(4)(r) èëè îáðûâà ÎÆÖ íà íîìåðå n = 3 .
f ′′′
α (α)

∼= (r20 − 1)J ′
n(α) + α(r20 − 1)J ′′

n(α) + 2 (r20J
′
n(αr0)− J ′

n(α))
∼= (r20 − 1)J ′

n(α)+

+α(r20 − 1)
[
− 1
α
J ′
n(α)− Jn(α) +

n2

α2Jn(α)
]

+ 2(r20 − 1)J ′
n(α) = −α2(r20 − 1)Jn(α)+

+n2(r20 − 1)Jn(α) + 2α(r20 − 1)J ′
n(α)

∼= (n2 − α2)Jn(α) + 2αJ ′
n(α) .

Ò å î ð å ì à 2.3. Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå óñëîâèé f (k)(α) = 0 , k = 0, 1, 2, 3
íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå, ñîñòàâèì ñèñòåìó

f ′(α) = 0 ∼ (n2 − α2)r0Jn(α) +(r20α
2 − n2)Jn(αr0) = 0

f ′′(α) = 0 ∼ −2Jn(α) +2r0Jn(αr0) +α(r20 − 1)J ′
n(α) = 0

f ′′′(α) = 0 ∼ (n2 − α2)Jn(α) +2αJ ′
n(α) = 0
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Èñêëþ÷èâ αJ ′
n(α) èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé, èìååì

−4Jn(α) + 4r0Jn(αr0)− (r20 − 1)(n2 − α2)Jn(α) = 0 ⇒{
[4 + (r20 − 1)(n2 − α2)] Jn(α)− 4r0Jn(αr0) = 0,

(n2 − α2)r0Jn(α) + (r20α
2 − n2)Jn(αr0) = 0.

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ∆ = 4r20(n
2 −α2) + 4(r20α

2 − n2) + (r20 − 1)(n2 −α2)(r20α
2 − n2) =

= 4n2(r20 − 1) + (r20 − 1)(n2 − α2)(r20α
2 − n2) ∼= n2[4 + α2(r20 + 1)] − r20α

2 − n4 . Åñëè áû
ýòîò îïðåäåëèòåëü áûë ðàâåí íóëþ, òî Jn(α) è Jn(αr0) áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìû (÷òî
íåâîçìîæíî ïðè öåëûõ n ) è áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìû âñå òðè ôóíêöèè Jn(α) , J ′

n(α)
è Jn(αr0) . Åñëè æå îí áûë áû îòëè÷åí îò íóëÿ, òî Jn(α) è Jn(αr0) ðàâíÿëèñü áû îäíî-
âðåìåííî íóëþ, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî. Îáðàùåíèå â íîëü ∆ äàåò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî n2 , ÷òî íåâîçìîæíî ïðè öåëûõ n .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. ÎÆÖ ïðÿìîé çàäà÷è îáðûâàþòñÿ íà òðåòüåì ýëåìåíòå,
ò.å. èìåþò äëèíó òðè.

Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà f ′(α) = 0 , f ′′(α) = 0 ðàçðåøèìà, ò. ê. å¼ îïðåäåëèòåëü ∆12 =
= n2(r20 − 1) ̸= 0 .

Òåïåðü â óñëîâèÿõ f(α) = 0 , f ′(α) = 0 , f ′′(α) = 0 ((2.2), (2.7), (2.14)) ìîæíî ïðèñòó-
ïèòü ê âû÷èñëåíèþ X(3)(r) , ÿâëÿþùåìóñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ
òåìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñìåùåíèÿ è ãëàäêîñòè

X(3)′′ +
1

r
X(3)′ +

(
α2 − n2

r2

)
X(3) = − r

2α
J ′
n(αr), 0 ≤ r < 1,

|X(3)(r)| <∞, X(3)(k)(r0 − 0) = X(3)(k)(r0 + 0), k = 0, 1, X(3)(r0) = X(3)(1).

(2.15)

Äåéñòâóÿ ïî Ëàãðàíæó, ðàçûñêèâàåì ðåøåíèå (2.15) â òîì æå âèäå êàê äëÿ X(2)(r) .
Çäåñü íà ïîëóèíòåðâàëå 0 ≤ r < r0 C

(3)
220 = 0

C
(3)
11 (r) = πα

2
· 1

2α2

r∫
0

ρ3Nn(αρ)J
′
n(αρ)dρ = π

4α2

r∫
0

ρ3Nn(αρ)dJn(αρ) = π
4α2 r

3Jn(αr)Nn(αr)−

− π
4α2

r∫
0

Jn(αρ) [3ρ
2Nn(αρ) + ρ3αN ′

n(αρ)] dρ = πr3

4α2Jn(αr)Nn(αr) − 3π
4α2

r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ−

− π
4α

r∫
0

ρ3Jn(αρ)N
′
n(αρ)dρ = πr3

4α2Jn(αr)Nn(αr) − 3π
4α2

r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ − π
4α

r∫
0

ρ3
[

2
παρ

+

+Nn(αρ)J
′
n(αρ)

]
dρ = πr3

4α2Jn(αr)Nn(αr) − 3π
4α2

r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ − r3

6α2 − π
4α2×

×
r∫
0

ρ3Nn(αρ)dJn(αρ) ⇒

C
(3)
11 (r) =

πr3

8α2Jn(αr)Nn(αr)− r3

12α2 − 3π
8α2

r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+ C
(3)
110 ,

C
(3)
12 (r) = − π

8α2

r∫
0

ρ3dJ2
n(αρ) = − π

8α2 r
3J2

n(αr) +
3π
8α2

r∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ .

Àíàëîãè÷íî, íà èíòåðâàëå r0 ≤ r < 1 C
(3)
21 (r) = − π

4α2

r∫
r0

ρ3Nn(αρ)dJn(αρ) =
πr3

4α2Jn(αr)×

×Nn(αr)− πr30
4α2Jn(αr0)Nn(αr0)− 3π

4α2

r∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ− π
4α

r∫
r0

ρ3
[

2
παρ

+Nn(αρ)J
′
n(αρ)

]
dρ =

= πr3

4α2Jn(αr)Nn(αr) − πr30
4α2Jn(αr0)Nn(αr0) − r3−r30

6α2 − 3π
4α2

r∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ − π
4α2×

×
r∫
r0

ρ3Nn(αρ)dJn(αρ) ⇒
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C
(3)
21 (r) =

πr3

8α2Jn(αr)Nn(αr)− πr30
8α2Jn(αr0)Nn(αr0)− r3−r30

12α2 − 3π
8α2

r∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+ C
(3)
210 .

C
(3)
22 (r) = −πα

2
· 1
2α2

r∫
r0

ρ3Jn(αρ)J
′
n(αρ)dρ = − π

8α2

r∫
r0

ρ3dJ2
n(αρ) = − π

8α2 r
3J2

n(αr)+
π

8α2 r
3
0J

2
n(αr0)+

+ 3π
8α2

r∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ+ C

(3)
220 .

Çäåñü
r∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ = 1

α3

αr∫
αr0

x2J2
n(x)dx

1.8.3(4)[3]
= 1

2α3

(
n2 − 1

4

) αr∫
αr0

J2
n(x)dx + x

4α3

{
[xJ ′

n(x)−

−1
2
Jn(x)]

2 +
(
x2 − n2 + 1

4

)
J2
n(x)

}∣∣∣αr
αr0

= 1
2α3

(
n2 − 1

4

) αr∫
αr0

J2
n(x)dx + r

4α2

{[
αrJ ′

n(αr)−

−1
2
Jn(αr)

]2
+
(
α2r2 − n2 + 1

4

)
J2
n(αr)

}
− r0

4α2

{[
αr0J

′
n(α) − 1

2
Jn(αr0)

]2
+
(
α2r20 − n2 + 1

4

)
×

×J2
n(αr0)

}
, ãäå

∫
J2
n(x)dx âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 1.8.3(2)[3]

∫
xλJµ(x)Jν(x)dx =

= xλ+1

λ−µ−ν+1
[Jµ−1(x)Jν−1(x) + Jµ(x)Jν(x)] − λ+µ+ν−1

λ−µ−ν+1

∫
xλJµ−1(x)Jν−1(x)dx ïðè λ = 0 ,

µ = ν = n , ò. å.
∫
J2
n(x)dx = − x

2n−1

[
J2
n−1(x)− J2

n(x)
]

+
∫
J2
n−1(x)dx =

= −
∑n−1

k=0
x

2n−2k−1

[
J2
n−k−1(x) + J2

n−k(x)
]

+
∫
J2
0 (x)dx = − x

2n−1
J2
n(x)−

−
∑n−1

k=1
4(n−k)x

(2n−2k−1)(2n−2k+1)
J2
n−k(x) +

∫
J2
0 (x)dx .

Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ
∫ r0
0
ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ ,

∫ r
r0
ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ è

∫ α
αr0

J2
n(x)dx

î÷åâèäíà, îäíàêî â òàáëèöàõ [3] îíè îòñóòñòâóþò è íåò íèêàêèõ óêàçàíèé äëÿ èõ âû-
÷èñëåíèÿ, êðîìå òîãî ÷òî áûëî ñäåëàíî. Âû÷èñëÿåì X(3)(r) íà èìåþùåìñÿ ìàòåðèàëå.
Èòàê,

X(3)(r) =

{
C

(3)
11 (r)Jn(αr) + C

(3)
12 (r)Nn(αr), 0 ≤ r < r0

C
(3)
21 (r)Jn(αr) + C

(3)
22 (r)Nn(αr), r0 ≤ r < 1

=

=



− r3Jn(αr)
12α2 + πr3

8α2J
2
n(αr)Nn(αr)− 3π

8α2Jn(αr)
r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+ C
(3)
110Jn(αr)−

−πr3

8α2J
2
n(αr)Nn(αr) +

3π
8α2Nn(αr)

r∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ, 0 ≤ r < r0,

− r3−r30
12α2 Jn(αr) +

πr3

8α2J
2
n(αr)Nn(αr)− πr30

8α2Jn(αr0)Nn(αr0)Jn(αr)−

− 3π
8α2Jn(αr)

r∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+ C
(3)
210Jn(αr)− πr3

8α2J
2
n(αr)Nn(αr)+

+
πr30
8α2J

2
n(αr0)Nn(αr) +

3π
8α2Nn(αr)

r∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ+ C

(3)
220Nn(αr), r0 ≤ r < 1

=

=



− r3Jn(αr)
12α2 − 3π

8α2Jn(αr)
r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+
3π
8α2Nn(αr)

r∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ+ C

(3)
110Jn(αr),

0 ≤ r < r0,

− r3−r30
12α2 Jn(αr)− πr30

8α2Jn(αr0)Nn(αr0)Jn(αr)− 3π
8α2Jn(αr)

r∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+

+C
(3)
210Jn(αr) +

πr30
8α2J

2
n(αr0)Nn(αr) +

3π
8α2Nn(αr)

r∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ+ C

(3)
220Nn(αr), r0 ≤ r < 1.

Èç íåïðåðûâíîñòè X(3)(r) ïðè r = r0 ñëåäóåò

− r30Jn(αr0)

12α2 − 3π
8α2Jn(αr0)

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ + 3π
8α2Nn(αr0)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ + C

(3)
110Jn(αr0)−
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−C(3)
210Jn(αr0) = C

(3)
220Nn(αr0) ⇒

C
(3)
110 − C

(3)
210 = C

(3)
220

Nn(αr0)

Jn(αr0)
+

r30
12α2

+
3π

8α2

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ−

− 3π

8α2

Nn(αr0)

Jn(αr0)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ.

(2.16)

Íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü X(3)(r) ïðè r = r0 äàåò: − r20Jn(αr0)

4α2 −

− r30J
′
n(α)

12α
− 3π

8α
J ′
n(α)

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ − 3πr20
8α2 J

2
n(αr0)Nn(αr0) + 3π

8α
N ′
n(αr0)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ+

+ 3π
8α2 r

2
0J

2
n(αr0)Nn(αr0) + C

(3)
110αJ

′
n(α) − C

(3)
210αJ

′
n(α) = − r20Jn(αr0)

4α2 − πr30
8α
Jn(αr0)J

′
n(α)Nn(αr0)−

− 3π
8α2 r

2
0J

2
n(αr0)Nn(αr0) +

πr30
8α
J2
n(αr0)N

′
n(αr0) +

3π
8α2 r

2
0J

2
n(αr0)Nn(αr0) + C

(3)
220αN

′
n(αr0) ⇒

⇒ C
(3)
110 − C

(3)
210 =

r30
12α2

+
3π

8α2

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ−
3π

8α2

N ′
n(αr0)

J ′
n(αr0)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ−

− πr30
8α2

Jn(αr0)Nn(αr0) +
πr30
8α2

J2
n(αr0)N

′
n(αr0)

J ′
n(αr0)

+ C
(3)
220

N ′
n(αr0)

J ′
n(αr0)

.

(2.17)

Èç (2.16) è (2.17) ñ îäèíàêîâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñëåäóåò:

C
(3)
220

[
N ′

n(αr0)
J ′
n(αr0)

− Nn(αr0)
Jn(αr0)

]
+

r30
12α2 + 3π

8α2

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ − 3π
8α2

N ′
n(αr0)

J ′
n(αr0)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ−

−πr30
8α2Jn(αr0)Nn(αr0) +

πr30
8α2

J2
n(αr0)N

′
n(αr0)

J ′
n(αr0)

− r30
12α2 − 3π

8α2

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ + 3π
8α2

Nn(αr0)
Jn(αr0)

×

×
r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ = 0 ⇒

⇒ C
(3)
220

2
παr0Jn(αr0)J ′

n(α)
= 3π

8α2
2

παr0Jn(αr0)J ′
n(α)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ+

πr30
8α2

Jn(αr0)[J ′
n(αr0)Nn(αr0)−Jn(αr0)N ′

n(αr0)]
J ′
n(α)

.

C
(3)
220 =

3π

8α2

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ−

πr30
8α2

J2
n(αr0). (2.18)

Çíà÷åíèå C
(3)
220 âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå èç óñëîâèÿ ñìåùåíèÿ X(3)′(r0 − 0) = X(3)′(r0+

+0) = X(3)′(1−0) : − r20Jn(αr0)

4α2 − πr30
8α
Jn(αr0)J

′
n(α)Nn(αr0)− 3π

8α2 r
2
0J

2
n(αr0)Nn(αr0)+C

(3)
210αJ

′
n(α)−

−πr30
8α
J2
n(αr0)N

′
n(αr0) + 3π

8α2 r
2
0J

2
n(αr0)Nn(αr0) + C

(3)
220αN

′
n(αr0) = − 1

4α2Jn(α) − 1−r30
12α

J ′
n(α)−

−πr30
8α
Jn(αr0)J

′
n(α)Nn(αr0) − 3π

8α
J ′
n(α)

1∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ + C
(3)
210αJ

′
n(α) +

πr30
8α
J2
n(αr0)N

′
n(α)+

+ 3π
8α
N ′
n(α)

1∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ− 3π

8α2J
2
n(α)Nn(α) +

3π
8α2J

2
n(α)Nn(α) + C

(3)
220αN

′
n(α) ⇒

C
(3)
220α[N

′
n(αr0) − N ′

n(α)] =
r20Jn(αr0)

4α2 − 1
4α2Jn(α) − 1−r30

12α
J ′
n(α) −

πr30
8α
J2
n(αr0)[N

′
n(αr0) − N ′

n(α)]−
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− 3π
8α
J ′
n(α)

1∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+
3π
8α
N ′
n(α)

1∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ,⇒

C
(3)
220 = −πr

3
0

8α2
J2
n(αr0) + [N ′

n(αr0)−N ′
n(α)]

−1

{
r20Jn(αr0)

4α3
− Jn(α)

4α3
−

− 1− r30
12α2

J ′
n(α)−

3π

8α2
J ′
n(α)

1∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+
3π

8α2
N ′
n(α)

1∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ

} (2.19)

Ýòî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå íà îñíîâå ðàâåíñòâ (2.18) è (2.19):
3π
8α2

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ = [N ′

n(αr0)−N ′
n(α)]

−1
{
r20Jn(αr0)

4α3 − Jn(α)
4α3 − 1−r30

12α2 J
′
n(α) − 3π

8α2J
′
n(α)×

×
1∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+
3π
8α2N

′
n(α)

1∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ

}
è òåì ñàìûì âû÷èñëèòü èíòåãðàë

3π

8α2

1∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ = − 3π

8α2

N ′
n(αr0)

J ′
n(α)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ+

+
3π

8α2

N ′
n(α)

J ′
n(α)

1∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ+

r20
4α3

Jn(αr0)

J ′
n(α)

− 1

r3
Jn(α)

J ′
n(α)

− 1− r30
12α3

.

(2.20)

Ïîñòîÿííàÿ C
(3)
210 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà (2.16) â âèäå C

(3)
210 = C

(3)
110 − C

(3)
220

Nn(αr0)
Jn(αr0)

−

− r30
12α2 − 3π

8α2

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ + 3π
8α2

Nn(αr0)
Jn(αr0)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ

(2.18)
= C

(3)
110 − 3π

8α2

Nn(αr0)
Jn(αr0)

×

×
r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ +

πr30
8α2

Nn(αr0)
Jn(αr0)

J2
n(αr0) − r30

12α2 − 3π
8α2

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ + 3π
8α2

Nn(αr0)
Jn(αr0)

×

×
r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ = C

(3)
110 +

πr30
8α2Jn(αr0)Nn(αr0)− r30

12α2 − 3π
8α2

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ .

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî C(3)
110Jn(αr) âûïèñûâàåòñÿ òðåòèé ýëåìåíò X

(3)
n (r) æîð-

äàíîâîé öåïî÷êè

X(3)
n (r) =



− r3Jn(αr)
12α2 − 3π

8α2Jn(αr)
r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+
3π
8α2Nn(αr)

r∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ,

0 ≤ r < r0,

− r3−r30
12α2 Jn(αr)− πr20

8α2Jn(αr0)Nn(αr0)Jn(αr)− 3π
8α2Jn(αr)

r∫
r0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+

+
πr20
8α2Jn(αr0)Nn(αr0)Jn(αr)− r30

12α2Jn(αr)− 3π
8α2Jn(αr)

r0∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+

+
πr30
8α2J

2
n(αr0)Nn(αr) +

3π
8α2Nn(αr)

r∫
r0

ρ2J2
n(αρ)dρ+

3π
8α2Nn(αr)

r0∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ−

−πr30
8α2J

2
n(αr0)Nn(αr), r0 ≤ r < 1,

=

= −r
3Jn(αr)

12α2
− 3π

8α2
Jn(αr)

r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+
3π

8α2
Nn(αr)

r∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ,

0 ≤ r < r0, r0 ≤ r < 1.

ò.å. îäèíàêîâîå âûðàæåíèå íà îáåèõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðîìåæóòêà [0, 1] .
Òåì ñàìûì äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



146 Á. Â. Ëîãèíîâ, Í. Í. Þëäàøåâ, À. Â. Ãåðàñèìîâ

Ò å î ð å ì à 2.4. Â óñëîâèÿõ f (k)(α) = 0 , k = 0, 1, 2 , òðåòèé ýëåìåíò æîðäàíî-

âîé öåïî÷êè X
(3)
n (r) èìååò âèä

X(3)
n (r) = −r

3Jn(αr)

12α2
− 3π

8α2
Jn(αr)

r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ+
3π

8α2
Nn(αr)

r∫
0

ρ2J2
n(αρ)dρ (2.21)

Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü C(3)
220 îò r0 , ò.å. êîððåêòíîñòü çàäà÷è ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

èçìåíåíèÿì r0 â ëþáîì ïðîìåæóòêå [ε, 1−ε) , ε > 0 ìîæåò äàòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëà
r∫
0

ρ2Jn(αρ)Nn(αρ)dρ . Ïðè ýòîì ïóòè íàäî èññëåäîâàòü ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó ïðè

r0 = 0 .
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîääåðæàíû ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû

èííîâàöèîííîé Ðîññèè"(ñîãëàøåíèå 14.Â37.21.0373).
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The eigenvalue problem for the Laplace operator in

s -dimensional unit ball Ω with displacement in derivatives

c⃝ B. V. Loginov4, N. N. Yuldashev5, A. V. Gerasimov6

Abstract. In the class of continuous and continuously di�erentiable up to second order functions
it is considered the eigenvalue problem for the Laplace operator in s -dimensional unit ball Ω
with displacement in derivatives along radii of concentric spheres Sr0 , 0 < r0 < 1 , and S1 ,

u ∈ C2+α(Ω) and ∂u(r0,Θ)
∂r = ∂u(1,Θ)

∂r . The relevant eigenvalues are determined and when s = 2
it is moved the length of the corresponding Jordan chains not exceeded three. At the usage of
handbooks [1, 3, 4] the conditions of their existence are obtained and their computations are made.
Note, that in the works [5, 6] the analogous problem with displacements in functions was solved.

Key Words: the Laplace operator, unit ball in Rs , eigenvalues, eigen and adjoint functions for
s = 2
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ÓÄÊ 512.917+513.9

Èíâàðèàíòû ýíòðîïèéíîãî òèïà äëÿ íåòðàíçèòèâíûõ

ñ÷åòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ÷åòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè (ÒÌÖ), âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåòðàíçèòèâíûå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ÒÌÖ èìååò
êîíå÷íûé ñëåä è, òåì ñàìûì, äëÿ ÒÌÖ êîððåêòíî îïðåäåëåíà äèíàìè÷åñêàÿ äçåòà-ôóíêöèÿ
Àðòèíà-Ìàçóðà. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè äçåòà-ôóíêöèè ó ïîä-
ñèñòåì ÒÌÖ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìàòðèöàì ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè íîìåðàìè ñîñòîÿíèé,
ìåíüøå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè r(A) äçåòà-ôóíêöèè èñõîäíîé ÒÌÖ c ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ A .
Äàííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè, ò.ê. âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ñ÷åòíûõ ÒÌÖ, ÿâëÿþùèõñÿ
ñèìâîëè÷åñêèìè ìîäåëÿìè îäíîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé
òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ ðàçëè÷íûå èíâà-
ðèàíòû ÒÌÖ ýíòðîïèéíîãî òèïà (òàêèå, êàê ðàäèóñ ñõîäèìîñòè r(A) , ëîãàðèôì ýíòðîïèè
− log htop(A) è íåêîòîðûå äðóãèå) íà ñàìîì äåëå ñîâïàäàþò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, äèíàìè÷åñêàÿ çåòà-ôóíêöèÿ, òîïîëî-
ãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ

1. Ââåäåíèå

Òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè ìîãóò ñëóæèòü ñèìâîëè÷åñêèìè ìîäåëÿìè äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, âêëþ÷àÿ íåðàâíî-
ìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèå è ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
òàêèõ ñèñòåì îáû÷íî äîïóñêàåò ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå (âîçìîæíî, ñ÷¼òíîå). Ê òàêèì êëàñ-
ñàì ñèñòåì îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêèîìå À Ñ.Ñìåéëà, ãèïåðáîëè÷åñêèå
áèëüÿðäû, ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, îäíîìåðíûå êóñî÷íî-ìîíîòîííûå
îòîáðàæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé è äð. (ñì. [1], [3],[4], [8], [2], [6]
). Â ÷àñòíîñòè, Ô. Õîôáàóýð äîêàçàë (ñì. [5]), ÷òî äëÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî, êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f èíòåðâàëà I ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé
ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ ÒÌÖ (ΩA, σ) ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ A , òàêóþ,
÷òî f : I → I òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì ñäâèãà σ : ΩA → ΩA . Òåì ñà-
ìûì, èçó÷åíèå òîïîëîãè÷åñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ îäíîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ
îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ
ñ÷¼òíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Â îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé, ïðîñòðàíñòâî ΩA ñ÷åòíîé
ÒÌÖ íåêîìïàêòíî è ïîýòîìó âîçíèêàþò ïðîáëåìû ïðè îáîáùåíèè ðåçóëüòàòîâ òåîðèè
ìàðêîâñêèõ öåïåé, â ÷àñòíîñòè òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà. Â ñëó÷àå ñëîæíûõ ñèñòåì ñ
íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêîé èëè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñïåêòðàëüíîå
ðàçëîæåíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà íà òðàíçèòèâíûå êîìïîíåíòû ìîæåò îêàçàòüñÿ
áåñêîíå÷íûì, è òîãäà ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñâîäèòñÿ ê èçó-
÷åíèþ ïîâåäåíèÿ íà òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíòàõ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ
ÒÌÖ. Äëÿ íåðàçëîæèìîé áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû ïåðåõîäîâ A ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÒÌÖ òî-
ïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíà, è â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàëè Ä. Âåð-Äæîíñ è Á.Ì. Ãóðåâè÷
(ñì. [13], [11], [12]) óäàåòñÿ ÷àñòè÷íî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà.

1 äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@unn.ru
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Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ÷åòíûå ÒÌÖ ñ ðàçëîæèìûìè ìàòðèöàìè ïåðåõî-
äîâ A . Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ΩA, σ)) íåòðàíçèòèâíà è ïîýòîìó, â ñèëó
íåêîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà ΩA , ìîãëî, àïðèîðè, îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî êîìïàêòèôèêàöèè äàííîé ñèñòåìû ñîäåðæèò, êðîìå íåáëóæäàþùèõ òî÷åê òðàí-
çèòèâíûõ êîìïîíåíò, åùå è òî÷êè, àêêóìóëèðóþùèåñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â òàêîì ñëó-
÷àå âîçíèêàëè áû ñåðüåçíûå ïðîáëåìû èç-çà óñëîæíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðåäåëüíûõ îðáèò è,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðîáëåìû ñ àïïðîêñèìàöèåé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è èíâàðèàíòíûõ
ìåð. Êàê ïîêàçûâåò ðåçóëüòàò ñòàòüè àâòîðà [7], íà ñàìîì äåëå íåáëóæäàþùåå ìíîæå-
ñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà íà êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà îðáèò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
íåñâÿçíîé ñóììû íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò ïëþñ, âîçìîæíî,
îäíà óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � ñèìâîëè÷åñêàÿ áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè ïîìîùè ýòîãî
ðåçóëüòàòà â äàííîé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå èíâàðèàíòû ÒÌÖ ýíòðîïèéíîãî
òèïà (òàêèå, êàê ðàäèóñ ñõîäèìîñòè r(A) äèíàìè÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèè, ëîãàðèôì òîïî-
ëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè − log htop(A) è íåêîòîðûå äðóãèå) ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
íåòðàíçèòèâíûõ ñ÷åòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé îáîáùåíà òåîðåìà Á.Ì. Ãóðå-
âè÷à îá àïïðîêñèìàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ñ÷åòííîé ÒÌÖ è, êðîìå òîãî, ïîëó÷åíà
âîçìîæíîñòü îöåíêè ýíòðîïèéíûõ õàðàêòåðèñòèê ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ÒÌÖ, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ñòàòüå ÒÌÖ, ñëåäóþùèå.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ÒÌÖ èìååò êîíå÷íûé ñëåä è, òåì
ñàìûì, äëÿ ÒÌÖ êîððåêòíî îïðåäåëåíà äèíàìè÷åñêàÿ äçåòà-ôóíêöèÿ Àðòèíà-Ìàçóðà.
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè äçåòà-ôóíêöèè ó ïîäñèñòåì ÒÌÖ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìàòðèöàì ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè íîìåðàìè ñîñòîÿíèé, ìåíüøå ðà-
äèóñà ñõîäèìîñòè r(A) äçåòà-ôóíêöèè èñõîäíîé ÒÌÖ ñ áåñêîíå÷íîé ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ
A . Òî÷íåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

limn→∞ r(Â|n) > r(A), (∗)

ãäå Â|n � ýòî ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A , ó êîòîðîé (áåñêîíå÷íîå) èíäåêñíîå ìíîæåñòâî
åñòü {n, n + 1, . . .} . Äàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî "õâîñòîâàÿ"ïîäìàòðèöà ìàòðèöû ïåðå-
õîäîâ ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå ðàçðåæåííîé, êîãäà èíäåêñû ïðèíèìàþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå
çíà÷åíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè, ò.ê. îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
ñ÷åòíûõ ÒÌÖ, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëè÷åñêèìè ìîäåëÿìè îäíîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ
îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé.

2. Èíâàðèàíòû ýíòðîïèéíîãî òèïà ñ÷åòíûõ ÒÌÖ

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó A = (ai,j)
∞
i,j=1 èç íóëåé è åäèíèö. Äàííîé ìàòðè-

öå ñëåäóþùèì îáðàçîì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ÷åòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü
(ÒÌÖ). Ïóñòü N = {1, 2, . . .} � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (àëôàâèò) è ïóñòü ΩA ⊂ NZ � ìíî-
æåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (xn)

+∞
n=−∞ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ n ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ

axn,xn+1 = 1.

Ìåòðèêà ρ íà ïðîñòðàíñòâå ΩA ââîäèòñÿ òàê:

ρ(x, y) =
+∞∑

n=−∞

1

2|n|
| 1

xn
− 1

yn
| . (2.1)
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ÒÌÖ (ΩA, σ) åñòü òîïîëîãè÷åñêîå (ìåòðè÷åñêîå) ïðîñòðàíñòâî ΩA , íà êîòîðîì äåéñòâóåò
îòîáðàæåíèå ñäâèãà σ : ΩA → ΩA , çàäàâàåìîå ôîðìóëîé σ(x) = y , ãäå yn = xn+1 äëÿ âñåõ
n ∈ Z . Î÷åâèäíî, ìåòðèêà ρ ñîãëàñîâàíà ñ òîïîëîãèåé ïðÿìîãî (òèõîíîâñêîãî) ïðîèçâåäå-
íèÿ íà ïðîñòðàíñòâå NZ ; çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî N íàäåëåíî äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ΩA íåêîìïàêòíî. ×òîáû êîìïàêòèôèöèðîâàòü ΩA , ðàñ-
ñìîòðèì ðàñøèðåííûé àëôàâèò ñ äîïîëíèòåëüíûì ñèìâîëîì ∞ , ò.å. N = N

∪
{∞} . Ìåò-

ðèêà íà N çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå d(n,m) =| 1
n
− 1

m
| , ãäå åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

1
∞ = 0 . Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà ΩA â N

Z
, ò.å. ΩA = Clos(ΩA) .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâî ΩA êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ ìåòðèêà ρ , çàäàâàåìàÿ
ôîðìóëîé (1), è, êðîìå òîãî, ΩA ÿâëÿåòñÿ σ -èíâàðèàíòíûì.

Ìû âñþäó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A � áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà èç
íóëåé è åäèíèö, íå èìåþùàÿ íè íóëåâûõ ñòðîê, íè íóëåâûõ ñòîëáöîâ (èíà÷å ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ñèìâîë ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç àëôàâèòà). Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû
A îïðåäåëåíû (êîíå÷íû) âñå ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè, ò.å. Ak , i.e. a(k)i,j < +∞ ïðè ëþáûõ
i, j, k . Äëÿ I ⊂ N ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A|I ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A ñ èíäåêñíûì ìíîæå-
ñòâîì I . Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A|n êîíå÷íóþ ïîäìàòðèöó A|{1,2,...,n} ,
à ÷åðåç Â|k � áåñêîíå÷íóþ ïîäìàòðèöó A|{k,k+1,...} .

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N íàéäåòñÿ íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî a

(k)
i,j > 0 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ðàçëîæèìà. Òî÷íî òàê

æå, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ÒÌÖ (ñì., íàïðèìåð, [9]), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåðàçëîæèìîñòü
ìàòðèöû A ýêâèâàëåíòíà òðàíçèòèâíîñòè ñèñòåìû (ΩA, σ) . Äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû
A îáîçíà÷èì ÷åðåç d = d(A) å¼ èíäåêñ öèêëè÷íîñòè (ïåðèîä). Â ñëó÷àå d > 1 ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ N ìîæíî ðàçáèòü íà d ïîäìíîæåñòâ I1, I2, ...Id òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ èí-
äåêñîâ i ∈ Is, j ∈ It áóäåò ñóùåñòâîâàòü k > 0 , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ a

(k)
i,j > 0 , â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà k ≡ (s− t)mod d .
Ïóñòü h(A) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ñäâèãà σ íà êîìïàêòèôèêàöèè ΩA . Äëÿ

êîíå÷íîé ìàòðèöû B îáîçíà÷èì ÷åðåç h(B) òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ îãðàíè÷åíèÿ
h(σ|ΩB) . Á.Ì. Ãóðåâè÷ ïîêàçàë (ñì. [11], [12]), ÷òî äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû A ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ íåðàçëîæèìûõ ïîäìàòðèö A|Jn , òàêàÿ, ÷òî

Jn ⊂ Jn+1 äëÿ âñåõ n ,
∪

Jn = N (2.2)

è âûïîëíÿåòñÿ
h(A) = lim

n→∞
h(A|Jn) = lim

n→∞
h(A|n). (2.3)

Â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî h(A) = limn→∞ h(A|n) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðàç-
ëîæèìûõ ìàòðèö. Äëÿ ðàçëîæèìîé ìàòðèöû A è èíäåêñà i ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç I(i)
ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî (âîçìîæíî, ïóñòîå) J ⊂ N òàêîå, ÷òî i ∈ J è ìàòðèöà A|J
íåðàçëîæèìà, ò.å.

I(i) = {j ∈ N : ∃k1 > 0,∃k2 > 0 ò.÷. a(k1)ij > 0, a
(k2)
ji > 0}.

Îáîçíà÷èì äëÿ ïðîñòîòû ìàòðèöó A|I(i) ÷åðåç Ai . Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî I(i) êî-
íå÷íî, òî ΩAi

= ΩAi
, ãäå çàïèñü ΩAi

îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ΩAi
â ïðîñòðàíñòâå

ΩA . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîé ðàçëîæèìîé ìàòðèöû A íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî NW (σ|ΩA) (î÷åâèäíî, íåêîìïàêòíîå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îðáèò
òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò:

NW (σ|ΩA) =
∪
i

NW (σ|ΩAi
) =

∪
i

ΩAi
.
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Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâà êîìïàêòèôèêàöèè (ΩA, σ) îáëàäàåò
àíàëîãè÷íûì ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì. Òî÷íåå, â [7] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (â

å¼ ôîðìóëèðîâêå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå (∞) = (. . .∞∞∞ . . .) ∈ N
Z
.

Ò å î ð å ì à 2.1. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà σ íà êîìïàê-
òèôèêàöèè ΩA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

NW (σ|ΩA) = (
∪

ΩAi
)
∪

P,

ãäå P = (∞) , êîãäà èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I(i) êîíå÷íî äëÿ âñåõ i , è P = ∅ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, àññîöèèðîâàí-
íûõ ñ ìàòðèöåé A . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ i, j ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì):

Ti,j(z) =
∞∑
k=0

a
(k)
i,j z

k; Fi,j(z) =
∞∑
k=0

f
(k)
i,j z

k; Li,j(z) =
∞∑
k=0

l
(k)
i,j z

k (2.4)

ãäå a(0)i,j = δi,j; f
(0)
i,j = l

(0)
i,j = 0; a

(1)
i,j = f

(1)
i,j = l

(1)
i,j = ai,j

a
(k+1)
i,j =

∑
n

a
(k)
i,nan,j; f

(k+1)
i,j =

∑
n ̸=j

ai,nf
(k)
n,j ; l

(k+1)
i,j =

∑
n ̸=i

l
(k)
i,nan,j

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [13]):

Ti,i(z) = 1/(1− Fi,i(z)) = 1/(1− Li,i(z)) (2.5)

Ti,j(z) = Ti,i(z) · Li,j(z) = Fi,j(z) · Tj,j(z), (i ̸= j) (2.6)

Fi,j(z) = zai,j(1−Fj,j(z))+z
∞∑
k=0

ai,kFk,j(z); Li,j(z) = z
∞∑
k=0

Li,k(z)ak,j+zai,j(1−Li,i(z)) (2.7)

∞∑
k=0

Li,k(z)Fk,i(z) = z
dFii(z)

dz
− Fii(z) · (1− Fii(z)) (2.8)

Ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü äàííûå ôóíêöèè Ti,j(A, z), Fi,j(A, z), Li,j(A, z) , êîãäà òðå-
áóåòñÿ ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò A . Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåðàçëîæèìûõ ìàò-
ðèö (ñì. [13]). Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim(a

(k)
i,j )

−1/k , êîãäà k → ∞ , íàõî-

äÿñü â òàêîì ïîäìíîæåñòâå èíäåêñîâ Im , äëÿ êîòîðîãî íå âñå ñòåïåíè a
(k)
i,j ðàâíû íóëþ.

Ýòîò ïðåäåë, ñêàæåì, R , íå çàâèñèò îò i , j è, êðîìå òîãî, îí ðàâåí ðàäèóñó ñõîäèìîñòè
ðÿäà

∑∞
k=1 a

(k)
i,j z

k . ×èñëî R = R(A) íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ñõîäèìîñòè ìàòðèöû A .
Íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A ñ ïàðàìåòðîì ñõîäèìîñòè R íàçûâàåòñÿ

R -ðåêóððåíòíîé, åñëè ðÿä
∑∞

k=1 a
(k)
i,j R

k ðàñõîäèòñÿ, ò.å. Ti,j(R) = ∞ . Åñëè, êðîìå òîãî,

a
(k)
i,j R

k íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞ , òî A íàçûâàåòñÿ R -ïîëîæèòåëüíîé (è ýòî
îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê. íå çàâèñèò îò i, j â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A ). Äàëåå
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü A � R -ðåêóððåíòíàÿ ìàòðèöà è ïóñòü B = A|J � å¼ R -
ðåêóððåíòíàÿ ïîäìàòðèöà. Òîãäà B = A .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (5), R -ðåêóððåíòíîñòü ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó
Fii(R) = 1 . Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Fi,j ñëåäóåò, ÷òî f

(k)
i,j (B) ≤ f

(k)
i,j (A) äëÿ âñåõ k è

âñåõ i, j ∈ J . Åñëè B � ïîäìàòðèöà A , íå ñîâïàäàþùàÿ ñ ñàìîé ìàòðèöåé, òî, â ñèëó
íåðàçëîæèìîñòè A , ñóùåñòâóþò èíäåêñû i0, j0 òàêèå, ÷òî i0 ∈ J, j0 ̸∈ J è ai0,j0 = 1 . Òîãäà
èç îïðåäåëåíèÿ Fi0,i0 ñëåäóåò, ÷òî

f
(k+1)
i0,i0

(A) ≥ f
(k+1)
i0,i0

(B) + ai0,j0 · f
(k)
j0,i0

(A) = f
(k+1)
i0,i0

(B) + f
(k)
j0,i0

(A)

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî f
(k)
j0,i0

> 0 (èíà÷å, â ñèëó (6) ìû áû èìåëè ðàâåíñòâî
Tj0,i0(A, z) = 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A ), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Fi0,i0(B,R) < Fi0,i0(A,R) = 1 . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò R -ðåêóððåíòíîñòè ìàòðèöû B .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ íåðàçëîæèìîé R -ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû A ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê (÷àñòè÷íîå) îáîáùåíèå òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà (ñì. [13], [12]).

Ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α =
(αi), β = (βi), i ∈ N , òàêèå, ÷òî

∞∑
i=1

αiai,j =
1

R
aj;

∞∑
j=1

ai,jβj =
1

R
βi (2.9)

ïðè âñåõ i, j ∈ N . Áîëåå òîãî, α è β îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿí-
íîãî ìíîæèòåëÿ) êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (9). Äàëåå, äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N ïðåäåë lim a

(k)
i,j R

k

ñóùåñòâóåò, êîãäà k → ∞ , íàõîäÿñü â òàêîì èíäåêñíîì ìíîæåñòâå, äëÿ êîòîðîãî íå âñå
all a(k)i,j ðàâíû íóëþ, è âûïîëíÿåòñÿ

lim a
(k)
i,j R

k =
dβiαj∑∞
m=1 αmβm

(2.10)

Êðîìå òîãî, äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

h(A) = − logR(A) (2.11)

Äàëåå ìû áóäåè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ñëåä Nk(A) =
∑∞

i=1 a
(k)
i,i êîíå÷åí.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç öåëî÷èñëåííîñòè ìàòðèöû ïåðåõîäîâ.

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N è k > 0 ñóùåñòâóåò ñ = ñ(k, i, j) òàêîå, ÷òî

a
(k)
i,j = a

(k)
i,j |n ïðè n > ñ (çäåñü a

(k)
i,j |n � ýòî ýëåìåíò ìàòðèöû (A|n)k ñ èíäåêñàìè i, j ).

Ë å ì ì à 2.3. Äëÿ ëþáîãî k > 0 ñóùåñòâóåò n̂ = n̂(k) òàêîå, ÷òî Nk(A) =
Nk(A|n äëÿ âñåõ n > n̂ .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Nk(A) ðàâíî ÷èñëó íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ σk|ΩA . Äëÿ
ñèñòåìû (ΩA, σ) äçåòà-ôóíêöèÿ Àðòèíà-Ìàçóðà ζA(z) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ζA(z) = exp(
∞∑
k=1

Nk(A)z
k

k
). (2.12)

Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äçåòà-ôóíêöèè äàåòñÿ ôîðìóëîé:

ζA(z) =
∏
orb

(1− zp(orb))−1 (2.13)

ãäå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì ñèñòåìû (ΩA, σ) ,
à p(orb) îáîçíà÷àåò ïåðèîä ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòû. Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûòåêàåò
ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ë å ì ì à 2.4. Äëÿ áñêîíå÷íîé ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ:

ζA(z) =
∏

ζAi
(z),

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ìàêñèìàëüíûì íåðàçëîæèìûì ïîäìàòðèöàì Ai =
A|I(i) .

Ïóñòü r(A) � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (11), ò.å. r(A) = (limk→∞
k
√
Nk(A))

−1 . Èç îïðåäå-
ëåíèé ðàäèóñà è ïàðàìåòðà ñõîäèìîñòè ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ ëåìì íåòðóäíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ë å ì ì à 2.5. Åñëè A � íåðàçëîæèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà, òî r(A) ≤ R(A) <
1 .

Îáîáùåíèåì íà ðàçëîæèìûå ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 2.6. Äëÿ áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ

r(A) ≤ exp(−h(A)). (2.14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî r(A) ≤ r(Ai) äëÿ ëþáîé íåðàçëîæèìîé
ïîäìàòðèöû Ai . Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2, ëåììó 6 è ðàâåíñòâî (11), áóäåì èìåòü

r(A) ≤ inf
i
r(Ai) ≤ inf

i
R(Ai) = inf

i
exp(−h(Ai)) = exp(−h(A)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(A) = exp(−h(A)) = R(A) . Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñëåäóþùèå íåñëîæíûå ôàêòû
(ëåììû 8 � 11).

Ë å ì ì à 2.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äçåòà-ôóíêöèé ζA|n(z) ïðè n→ ∞ ñõîäèòñÿ
ê ζA(z) ðàâíîìåðíî â ëþáîì äèñêå |z| ≤ r0 < r(A) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ri,j = Ri,j(A) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ti,j(z) (çäåñü â ñëó÷àå ðàçëî-
æèìîé ìàòðèöû A ïàðàìåòð ñõîäèìîñòè Rij ìîæåò çàâèñåòü îò i, j) .

Ë å ì ì à 2.8. Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ti,j(A|n, z) ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî ê Ti,j(z) â ëþáîì çàìêíóòîì äèñêå |z| ≤ R0, where R0 < Ri,j .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà B (íàä C ) èìååò ñõîäÿùèéñÿ îïðåäåëèòåëü,
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëåé detB|n ñõîäèòñÿ.

Ë å ì ì à 2.9. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 èç îòêðûòîãî êðóãà ñõîäèìîñòè ðÿäà ζA
ìàòðèöà E − z0A èìååò ñõîäÿùèéñÿ îïðåäåëèòåëü (çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà);
áîëåå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ

det(E − z0A) =
1

ζA(z0)
(2.15)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû B (íàä C ) îáîçíà÷èì ÷åðåç B∗
i,j ïîäìàòðèöó, êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ èç B óäàëåíèåì i -îé ñòðîêè è j -ãî ñòîëáöà. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîäìíîæåñòâ
I, J ⊂ N ïóñòü B∗

I,J îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç B óäàëåíèåì ñòðîê è
ñòîëáöîâ ñ èíäåêñàìè, ïðèíàäëåæàùèìè I è J ñîîòâåòñòâåííî.
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Ë å ì ì à 2.10. Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N è ëþáîé òî÷êè z0 èç äèñêà |z| ≤
min(Rj,i(A), r(A)) ìàòðèöà (E − zA)∗i,j èìååò ñõîäÿùèéñÿ îïðåäåëèòåëü. Áîëåå òîãî,
âûïîëíÿåòñÿ

det(E − zA)∗i,j = (−1)i+jTj,i(z) det(E − zA). (2.16)

Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûå ïîäìàòðèöû Â|n = A|{n,n+1...}. Î÷åâèäíî, ÷òî r(Â|n) ≤
r(Â|n+1) ïðè âñåõ n . Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ìàòðèöó A ,
îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì:

lim
n→∞

r(Â|n) > r(A). (∗)

Èìåþò ìåñòî äâå ëåììû, èñïîëüçóþùèå äàííîå óñëîâèå è ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû

Ë å ì ì à 2.11. Åñëè áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗) , òî
infi∈NRi,i(A) = r(A) .

Ë å ì ì à 2.12. Åñëè íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗) , òî
i) r(A) = R(A) , è
ii) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà J0 ⊂ N ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî äëÿ n > n0

ìîæíî âûáðàòü íåðàçëîæèìóþ ïîäìàòðèöó Hn ìàòðèöû A|n , îáëàäàþùóþ ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè: i) èíäåêñíîå ìíîæåñòâî ïîäìàòðèöû Hn ñîäåðæèò J0 , è ii)
r(Hn) = r(A|n) .

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î ñîâïàäåíèè èíâàðèàíòîâ ýíòðî-
ïèéíîãî òèïà äëÿ ñ÷åòíûõ ÒÌÖ ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (∗) .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íåòðóäíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå äâå ëåììû, à òàêæå
ëåììû 8, 9 è ïðåäñòàâëåíèå äçåòà-ôóíêöèè â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (13).

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè ìàòðèöà ïåðåõîäîâ A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗) , òî

r(A) = exp(−h(A)) = lim
n→∞

r(A|n) = inf
j
Rj,j(A) = inf

i
R(Ai) = inf

i
r(Ai),

è áîëåå òîãî, âñå íèæíèå ãðàíè â óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ äîñòèãàþòñÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-00589.
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Invariants of the entropy type of non-transitive countable

topological Markov chains

c⃝ M. I. Malkin2

Abstract. Countable topological Markov chains (TMC) ((non-transitive, in general) are
considered. It is assumed that any power of the transition matrix of TMC has a �nite trace, so the
dynamical Artin-Mazur zeta function of TMC is well de�ned. It is also assumed that the radius of
convergence for zeta-function of subsystems of TMC which correspond to submatrices with indexes
su�ciently big is less than the radius r(A) for zeta fuction of the initial TMC with matrix A .
These conditions are natural because they are satis�ed for countable TMC being symbolic models
of one-dimensional piecewise monotone maps with positive topological entropy. We show in the
paper that under these condition, several invariants of the entropy type (such as the radius of
convergence r(A) , logarithm of the entropy − log htop(A) and some others) actually coincide.

Key Words: topological Markov chain, dynamical zeta function, topological entropy

2 Assistant professor department of di�erential equations and mathematical analysis, Nizhny Novgorod State
University, Nizhny Novgorod; malkin@mm.unn.ru.
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ÓÄÊ 517.9

Ðàñ÷åò äîïóñòèìûõ ñáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ äëÿ

ìíîãîâèäîâîé ìîäåëè âîëüòåððîâñêîãî òèïà

c⃝ Ò. Ô. Ìàìåäîâà,1, À. À. Ëÿïèíà2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîñèñòåìû âîëüòåððîâñêîãî òèïà. Â
ðàáîòå ïðîâåäåíà îöåíêà äîïóñòèìûõ ñáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â âîäíûå îáúåêòû Ðåñ-
ïóáëèêè Ìîðäîâèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîïóñòèìûå ñáðî-
ñû çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððà, äèíàìèêà ýêîñèñòåì

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå ýêîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì îäíîé èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â
çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì, îïðåäå-
ëåíèå ñöåíàðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êîìïîíåíò ñèñòåìû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íåîáõî-
äèì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ñâÿçàííûé ñ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ðàçâèòèè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ
ñèñòåì è ñîçäàíèè íîâûõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à îöåíêè äîïóñòèìûõ ñáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â âîäíûå îáúåêòû çàêëþ-
÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè è íîðìèðîâàíèè ðàñ÷åòíûì ïóòåì êîëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ
õàðàêòåðèñòèê ñáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ýêîñèñòåì è ðàñ÷åòà íîðìàòèâîâ äîïóñòèìûõ
ñáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýêîëîãè÷åñêîé ñèñòå-
ìû â âèäå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü çàãðÿçíåíèÿ è áèîëîãè÷åñêè àêòèâíóþ ñðåäó ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþ-
ùèìè ñöåíàðèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ:

1. Ïðè íåáîëüøèõ âûáðîñàõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ áèîëîãè÷åñêè àêòèâíàÿ ñðåäà èõ
ïîëíîñòüþ ïåðåðàáàòûâàåò (óñòîé÷èâûé ñöåíàðèé).

2. Ïðè óâåëè÷åíèè âûáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ è äðóãèõ ôàêòîðîâ áèîëîãè÷å-
ñêè àêòèâíàÿ ñðåäà ìîæåò íàõîäèòüñÿ, êàê â óñòîé÷èâîì, òàê è íåóñòîé÷èâîì ñîñòîÿíè
(áèñòàáèëüíàÿ ñèòóàöèÿ).

3. Ïðè áîëüøèõ âûáðîñàõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ áèîëîãè÷åñêè àêòèâíàÿ ñðåäà ïîãè-
áàåò (íåóñòîé÷èâàÿ ñèòóàöèÿ).

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñöåíàðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êîìïîíåíò
ñèñòåìû.

1 ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê, mamedovatf@yandex.ru.

2 àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê, lyapina.rm@gmail.com.
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Ðàññìîòðèì ìîäåëü äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâèÿ çàãðÿçíåíèÿ è âîäíîé áèîìàññû:

dPi
dt

= Pi(t)

(
ri −

1

ki

n∑
j=1

Pj(t)aij

)
, i = 1, n, (2.1)

ãäå Pi - äîïóñòèìàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-îãî çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà;
Pj - äîïóñòèìàÿ êîíöåíòðàöèÿ j-îãî çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà;
ri - ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ i - îãî çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà;
ki - ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû âçàèìîäåéñòâèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ñ âîäíîé

áèîìàññîé;
aij, i ̸= j - âåëè÷èíû ïîêàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî õàðàêòåð âëèÿíèÿ j-îãî âåùåñòâà íà

i-îå.
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé ýêîñèñòåì, îïèñûâàåìûõ

íåëèíåéíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ìåòîäîì ñðàâíåíèÿ Å.
Â. Âîñêðåñåíñêîãî [2-4].

3. Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âîëüòåððîâñêîãî òèïà

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âêëþ÷àåò äâå ÷àñòè [6], [5]:
1. Èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà

óñòîé÷èâîñòü.
2. Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ÷èñëåííûì ìåòîäîì.
Ïîñòðîèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ìåòîäà.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

ẋ = A(t)x+ f(t, x), (3.2)

ẏ = A(t)y, (3.3)

ãäå A(·) : [T,+∞) → Hom(Rn, Rn) , f ∈ C(0,1)(R1
+ ×Rn, Rn) .

Ïóñòü ðåøåíèå x(t : t0, x0) óðàâíåíèÿ (3.2) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
(t0, x0) ∈ T ×Rn è t ∈ T , T = [0,+∞) .

Ïðåäïîëîæèì òàê æå, ÷òî óðàâíåíèå (3.2) èìååò ðåøåíèå x(t) ≡ 0 .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà N0 ⊆M ⊆M0 ⊆ M̄0 ⊆ N , ãäå N = {1, 2, . . . , n} .
Àëãîðèòì. Ïóñòü çàäàíî èññëåäóåìîå óðàâíåíèå (3.2). Ïåðâàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà âêëþ-

÷àåò âûáîð óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ (3.3) è ïðîâåðêó óñëîâèé ìåòîäà ñðàâíåíèÿ.
1. Âûáîð óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ (3.3).
2. Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé ñèñòåìû Y (t) = (yij(t)), i, j = 1, n,

Y (t0) = E, t0 ∈ [T0,+∞), T0 ≥ T.
3. Ïîñòðîåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû Y −1(s) = (yij(s)), i, j = 1, n.
4. Îöåíêà íåëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû |fj(t, xj, . . . , xn)| ≤ λj(t, |xj1 |, . . . , |xjq |), ∀j ∈ N ,

{j1, . . . , jq} ∈ M0 , λj(t, r1, ..., ri, ..., rq) ≤ λj(t, r1, ..., ri, ..., rq), ri ≤ ri, i = 1, q ïðè âñåõ
t ∈ [T,+∞).

5. Âû÷èñëåíèå ýòàëîííûõ ôóíêöèé ñðàâíåíèÿ. Ôóíêöèè µi : [T,+∞) → R1
+, mi :

[T,+∞) → R1
+, R1

+ = [0,+∞), óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì µi ≥ max
j∈N0

{|yij(t)|}, T0 ≤
t0 ≤ t < +∞, i ∈ M0, åñëè N0 ̸= 0, j ∈ N0 è µi(t) ≥ 0, åñëè N0 = 0, i ∈ M0, mi(t) ≥
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max{max
j∈M̄0

{|yij(t)|}, µi(t)}, T0 ≤ t0 ≤ t < +∞ , i ∈ M0. |φi(t)| ≤ cmi(t), i = 1, q, φ ∈

C([T,+∞], Rn).
6. Îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî t ïðè c →

0, µi(t) → 0,∀t ∈ [T,+∞), ∀i ∈ M0 íà ëþáîì êîìïàêòå èç [T ; +∞) äëÿ âûðàæåíèÿ

Ji(t, φ) =
t∫
t0

∑
j∈M
k∈B

yik(t)y
jk(s)fj(s, φ(s))ds−

+∞∫
t

∑
j∈N
k∈B

yik(t)y
jk(s)fj(s, φ(s))ds, B = N−M, Ji(t, φ)

êîòîðîå ñóùåñòâóåò ∀i ∈ N , c ∈ R1
+ è Ji(t, φ) = o(µi(t)) ïðè t→ +∞ è ∀i ∈M0.

7. Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ, êîòîðîå èìååò âèä:

dz

dt
=
∑
k,j∈N

|yjk(t)|λj(t, zm(t)), (3.4)

Íàõîæäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.4), îïðåäåëåííûõ íà ëþáîì êîìïàêòå èç [T,+∞) .
8. Âûïîëíåíèå ïóíêòîâ 2-7 äëÿ óðàâíåíèé (3.2) è (3.3) ãàðàíòèðóåò àñèìïòîòè÷åñêóþ

ýêâèâàëåíòíîñòü ïî Áðàóåðó. Ïåðåõîä êî âòîðîé ÷àñòè àëãîðèòìà.
9. Ïåðåõîä ê ïóíêòó 1.
Âòîðàÿ ôàçà àëãîðèòìà.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3.2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x(t0) = x0, y(t0) = y0, ãäå

A(t) =

(
a1 0
0 −a2

)
; f(t, x) =

(
γ12y(t)x(t)
γ21y(t)x(t))

)
.

Ïðåäñòàâèì (3.2) â âèäå:
ż = A(t)z(t). (3.5)

1. Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.5)

z(t) = exp

 t∫
t0

A(t)dt

 .

2. Ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîé ñõåìû ðåøåíèé:

xn(t) = exp

 t∫
t0

un−1(t)dt

 ,

yn(t) = exp

 t∫
t0

vn−1(t)dt

 ,

ãäå un−1(t) = µ1 − γ12yn−1(t) , vn−1 = −µ2 + γ21xn−1(t), n- øàã èòåðàöèè.
3. Ïðîâåðêà ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ñõåìû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé âèäà:

||xn − xn−1|| < ε1,

||yn − yn−1|| < ε2.

4. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3, òî âûâîä ðåçóëüòàòîâ.
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4. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ðàñ÷åòà äîïóñòèìûõ ñáðîñîâ
çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ äëÿ ìíîãîâèäîâîé ìîäåëè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìíîãîâèäîâîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì, îïèñû-
âàåìàÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [1].

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëîòêè-Âîëüòåððà,
îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ çàãÿçíÿþùèõ âåùåñòâ è âîäíîé áèîìàññû.

dPi

dt
= Pi(t)

(
ri − 1

ki

n∑
j=1

Pj(t)aij

)
, i = 1,m;

dPi

dt
= Pi(t)

(
ri − 1

ki

n∑
j=1

Pj(t)aij + ui(t)

)
, i = m+ 1, n;

(4.6)

ãäå ôóíêöèè ui(t) îáîçíà÷àþò óïðàâëåíèå. Óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò äâóì òèïàì
îãðàíè÷åíèé:

1) 0 ≤ ui(t) ≤ bi ,
2) 0 ≤ u1(t) + u2(t) + ...+ ui(t) ≤ B , ui ≥ 0.
Pi, i = 1...8 - äîïóñòèìàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-îãî çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà;
Q - áèîëîãè÷åñêè àêòèâíàÿ îêðóæàþùàÿ ñðåäà (ïëîòíîñòü âîäíîé áèîìàññû);
dQ/dt - îïèñûâàåò äèíàìèêó âîäíîé áèîìàññû â îòñóòñòâèè çàãðÿçíèòåëåé;
ci - ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-îãî çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà â âîäå ñîîò-

âåòñòâåííî, êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â âîäå, âûøå êîòîðîé âîäà íåïðèãîäíà äëÿ îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ âèäîâ âîäîïîëüçîâàíèÿ. Ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå êîíöåíòðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ
èñõîäÿ èç Ïåðå÷íÿ íîðìàòèâîâ êà÷åñòâà âîäû âîäíûõ îáúåêòîâ ðûáîõîçÿéñòâåííîãî çíà-
÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå íîðìàòèâîâ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ êîíöåíòðàöèé âðåäíûõ âåùåñòâ â
âîäàõ âîäíûõ îáúåêòîâ ðûáîõîçÿéñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (ïðèêàç Ôåäåðàëüíîãî àãåíñòâà ïî
ðûáîëîâñòâó îòò 12 ÿíâàðÿ 2010 ãîäà � 20);

ki - êîýôôèöèåíòû íåêîíñåðâàòèâíîñòè (ñêîðîñòè ðàçðóøåíèÿ) ïî íåôòåïðîäóêòàì
è íèòðèòàì ñîîòâåòñòâåííî, çàâèñÿùèé îò õàðàêòåðà âåùåñòâ. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
íåêîíñåðâàòèâíîñòè ïðèíèìàþòñÿ ïî äàííûì íàòóðíûõ íàáëþäåíèé èëè ïî ñïðàâî÷íûì
äàííûì è ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðåêè;

q - ðàñõîä âîäû, ðàñ÷åòíûé ðàñõîä â âîäîòîêå â ôîíîâîì ñòâîðå;
φ - êîýôôèöèåíò èçâèëèñòîñòè (îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî êîíòðîëüíîãî ñòâîðà ïî

ôàðâàòåðó ê ðàññòîÿíèþ ïî ïðÿìîé);
χ - êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò ìåñòà âûïóñêà ñòî÷íûõ âîä;
s - åìêîñòü ñðåäû;
b - ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïðîáåãà âîäû îò ìåñòà âûïóñêà ñòî÷íûõ âîä äî ðàñ÷åòíîãî

ñòâîðà (êîýôôèöèåíò ñìåùåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèé äîëþ ðàñõîäà âîäû â ðåêå, êîòîðàÿ
ñìåøèâàåòñÿ ñî ñòî÷íûìè âîäàìè);

nw - êîýôôèöèåíò øåðîõîâàòîñòè (øåðîõîâàòîñòü ëîæà ðåêè). Âåëè÷èíà ÷èñëåííî õà-
ðàêòåðèçóþùàÿ ñîïðîòèâëåíèå, îêàçûâàåìîå ðóñëîì ïðîòåêàþùåìó ïîòîêó, èíòåãðàëü-
íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãèäðàâëè÷åñêèõ ñîïðîòèâëåíèé. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ìåñòíûõ ñîïðîòèâëåíèé çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò øåðîõîâàòîñòè öåëåñîîá-
ðàçíî îïðåäåëÿòü ïî òàáëèöå Ì. Ô. Ñðèáíîãî (êëàññèôèêàöèè åñòåñòâåííûõ ðóñåë è íîðìû
ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ïî äàííûì Ì.Ô. Ñðèáíîãî).

Ãèäðîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåêè Ìîêøà ïðåäñòàâëåíû ãîñóäàðñòâåííûì ó÷ðå-
æäåíèåì ¾Ìîðäîâñêèé ðåñïóáëèêàíñêèé öåíòð ïî ãèäðîìåòåîðîëîãèè è ìîíèòîðèíãó
îêðóæàþùåé ñðåäû¿.
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Íîðìàòèâû äîïóñòèìûõ êîíöåíòðàöèé âðåäíûõ âåùåñòâ â âîäíûõ îáúåêòàõ è ñòî÷íûõ
âîäàõ óñòàíàâëèâàþòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèé öåëåâîãî èñïîëüçîâàíèÿ âîäíîãî îáúåêòà. Ðåêà
Ìîêøà îáúåêò ðûáîõîçÿéñòâåííîãî íàçíà÷åíèÿ 2 êàòåãîðèè, ïîýòîìó íîðìû ïðåäåëüíî
äîïóñòèìûõ ñáðîñîâ óñòàíàâëèâàþòñÿ ïî ¾Ïåðå÷íþ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ êîíöåíòðàöèé
è îðèåíòèðîâî÷íî áåçîïàñíûõ óñëîâèé âîçäåéñòâèÿ âðåäíûõ âåùåñòâ äëÿ âîäû ðûáîõîçÿé-
ñòâåííûõ âîäîåìîâ¿.

Ñòî÷íûå âîäû, ïîñëå î÷èñòíûõ ñîîðóæåíèé ñáðàñûâàþòñÿ â ðåêó Ìîêøà.
Ñòî÷íàÿ âîäà çàãðÿçíåíà:
- íèòðèòàìè - 0,14 ìã/ë;
- ñîëÿìè æåëåçà - 0,67 ìã/ë;
- îðãàíè÷åñêèìè âåùåñòâàìè ( ïî ÁÏÊ-5) - 11,3 ìã/ë;
- íåôòåïðîäóêòàìè - 0,25 ìã/ë ;
- ôîñôàòàìè - 0,66 ìã/ë;
- àììîíèåì ñîëåâûì - 0,86 ìã/ë;
- âçâåøåííûìè âåùåñòâàìè - 11,3 ìã/ë.
Ãèäðîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåêè Ìîêøà ïðåäñòàâëåíû ÃÓ ¾Ìîðäîâñêèì ÖÃ-

ÌÑ¿:
- ðàñõîä âîäû 95 ÂÏ - 5,06 ì 3 /ñåê;
- ñðåäíÿÿ ãëóáèíà ðåêè - 0,52 ì;
- ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ - 0,16 ì/ñ;
- êîýôôèöèåíò øåðîõîâàòîñòè - 0,04;
- êîýôôèöèåíò èçâèëèñòîñòè - 1,2.
Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñèñòåìû (4.6) îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:
c1 = 0, 08, c2 = 0, 08, c3 = 2, 18, c4 = 0, 05, c5 = 0, 1, c6 = 0, 5, c7 = 20, 75, k1 = 10, 8,

k2 = 0, k3 = 0, 23, k4 = 0, 1, k5 = 0, k6 = 0, 07, k7 = 0, q = 5, 06, χ = 1, s = 30,
r1 = 0, 0096, r2 = 0, 00042, φ = 1, 2, nw = 0, 04, b = 0, 0003.

Òîãäà ñèñòåìà (4.6) ïðèìåò âèä:

dP1

dt
= P1(t)

(
−0.08 + 10.8P1(t) +

5.06P1(t)
Q(t)+30

)
− 0.00042;

dP2

dt
= P2(t)

(
−0.08 + 5.06P2(t)

Q(t)+30

)
+ 0.00042;

dP3

dt
= P3(t)

(
−2.18− 0.23P3(t) +

5.06Q(t)
Q(t)+30

)
− 0.00042;

dP4

dt
= P4(t)

(
−0.05 + 0.1P4(t) +

5.06Q(t)
Q(t)+30

)
+ 0.00042;

dP5

dt
= P5(t)

(
−0.1 + 5.06Q(t)

Q(t)+30

)
− 0.00042;

dP6

dt
= P6(t)

(
−0.5 + 0.07P6(t) +

5.06Q(t)
Q(t)+30

)
− 0.00042;

dP7

dt
= P7(t)

(
−20.75 + 5.06Q(t)

Q(t)+30

)
− 0.00042;

dQ
dt

= 0.048 (P1(t) + P2(t) + P3(t) + P4(t) + P5(t) + P6(t) + P6(t)−Q(t)) .

(4.7)

Òî÷êà (−0.0084; 0.0029;−0.00019; 0.0033;−0.0027;−0.00083;−0.0002;−0.00089) - ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ Pi = xi + x0i è ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ íóëåâîãî ðåøå-
íèÿ:
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dx1
dt

= (x1 − 0.0084)
(
−0.08 + 10.8(x1 − 0.0084) + 5.06(x1−0.0084)

(x8−0.00089)+30

)
− 0.00042;

dx2
dt

= (x2 + 0.0029)
(
−0.08 + 5.06(x2+0.0029)

(x8−0.00089)+30

)
+ 0.00042;

dx3
dt

= (x3 − 0.00019)
(
−2.18− 0.23(x3 − 0.00019) + 5.06(x8−0.00089)

(x8−0.00089)+30

)
− 0.00042;

dx4
dt

= (x4 + 0.0033)
(
−0.05 + 0.1(x4 + 0.0033) + 5.06(x8−0.00089)

(x8−0.00089)+30

)
+ 0.00042;

dx5
dt

= (x5 − 0.0027)
(
−0.1 + 5.06(x8−0.00089)

(x8−0.00089)+30

)
− 0.00042;

dx6
dt

= (x6 − 0.00083)
(
−0.5 + 0.07(x6 − 0.00083) + 5.06(x8−0.00089)

(x8−0.00089)+30

)
− 0.00042;

dx7
dt

= (x7 − 0.0002)
(
−20.75 + 5.06(x8−0.00089)

(x8−0.00089)+30

)
− 0.00042;

dx8
dt

= 0.048((x1 − 0.0084) + (x2 + 0.0029) + (x3 − 0.00019) + (x4 + 0.0033)+

+(x5 − 0.0027) + (x6 − 0.00083) + (x7 − 0.0002)− (x8 − 0.00089)).

(4.8)

Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå:

dx1
dt

= −0.06x1 + f1(t, x),
dx2
dt

= −0.08x2 + f2(t, x),
dx3
dt

= −2.18x3 + f3(t, x),
dx4
dt

= −0.05x4 + f4(t, x),
dx5
dt

= −0.1x5 + f5(t, x),
dx6
dt

= −20.75x6 + f6(t, x),
dx7
dt

= −0.08x7 + f7(t, x),
dx8
dt

= 0.048 (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 − x8) + f8(t, x).

(4.9)

Ïåðâîå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ñèñòåìû (4.8) èìååò âèä:

dy1
dt

= −0.06y1,
dy2
dt

= −0.08y2,
dy3
dt

= −2.18y3,
dy4
dt

= −0.05y4,
dy5
dt

= −0.1y5,
dy6
dt

= −20.75y6,
dy7
dt

= −0.08y7,
dy8
dt

= 0.048 (y1 + y2 + y3 + y4 + y5 + y6 + y7 − y8) .

(4.10)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (4.10) è îáðàòíàÿ ê íåé èìåþò âèä:

Y (t) =



e−
3t
50 0 0 0 0 0 0 0

0 e−
2t
25 0 0 0 0 0 0

0 0 e−
109t
50 0 0 0 0 0

0 0 0 e−
t
20 0 0 0 0

0 0 0 0 e−
t
10 0 0 0

0 0 0 0 0 e−
83t
4 0 0

0 0 0 0 0 0 e−
2t
25 0

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 e−
6t
125


;
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ãäå a1 = −4
9
e−

6t
125 + 4

9
e

3t
50 , a2 = −3

2
e−

2t
25 + 3

2
e−

6t
125 , a3 = − 12

533
e−

109t
50 + 12

533
e−

6t
125 , a4 =

−24e−
t
20 + 24e−

6t
125 , a5 = −12

13
e−

t
10 + 12

13
e−

6t
125 , a6 = − 24

10351
e−

83t
4 + 24

10351
e−

6t
125 , a7 = −3

2
e−

2t
25 +

3
2
e−

6t
125 .

Y −1(s) =



e
3s
50 0 0 0 0 0 0 0

0 e
2s
25 0 0 0 0 0 0

0 0 e
109s
50 0 0 0 0 0

0 0 0 e
s
20 0 0 0 0

0 0 0 0 e
s
10 0 0 0

0 0 0 0 0 e
83s
4 0 0

0 0 0 0 0 0 e
2s
25 0

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 e−
6s
125


.

ãäå b1 = e
5807
250

(
4
9
e−

2911s
125 − 4

9
e−

1159s
50

)
, b2 = e

5807
250

(
3
2
e−

1159s
50 − 3

2
e−

5787s
250

)
,

b3 = e
5807
250

(
12
533
e−

1159s
50 − 12

533
e−

2631s
125

)
, b4 = e

5807
250

(
24e−

1159s
50 − 24e−

11589s
500

)
,

b5 = e
5807
250

(
12
13
e−

1159s
50 − 12

13
e−

2891s
125

)
, b6 = e

5807
250

(
24

10351
e−

1159s
50 − 24

10351
e−

1239s
500

)
,

b7 = e
5807
250

(
3
2
e−

1159s
50 − 3

2
e−

5787s
250

)
.

Ìíîæåñòâî N = {1, ..., 8}, M̄0 = N . Ïðåäïîëîæèì ñïðàâåäëèâû îöåíêè:
||f1(t, x)|| ≤ λ1(t, |x|), ||f2(t, x)|| ≤ λ2(t, |x|), ||f3(t, x)|| ≤ λ3(t, |x|), ||f4(t, x)|| ≤

λ4(t, |x|), ||f5(t, x)|| ≤ λ5(t, |x|), ||f6(t, x)|| ≤ λ6(t, |x|), ||f7(t, x)|| ≤ λ7(t, |x|), ||f8(t, x)|| ≤
λ8(t, |x|),

ïîýòîìó M0 = {1, ..., 8}, M = M0, B = N − M = 0. Òîãäà ýòàëîííûå ôóíêöèè
ñðàâíåíèÿ µi : [T,+∞) → R1

+, mi : [T,+∞) → R1
+ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì µi ≥

max
j∈N0

|yij(t)|, T ≤ t0 ≤ t < +∞, i ∈ M0 åñëè N0 ̸= 0; åñëè N0 = 0, òî µi ≥ 0, mi(t) ≥
max{max

j∈M̄0

{|yij(t)|, µi(t)}}, T0 ≤ t < +∞, i ∈M0 è áóäåò èìåòü âèä:

µ1(t) = e
3t
50 , µ2(t) = e−

2t
25 , µ3(t) = e−

109t
50 , µ4(t) = e−

t
20 , µ5(t) = e−

t
10 , µ6(t) = e−

83t
4 ,

µ7(t) = e−
2t
25 , µ8(t) = −4

9
e−

6t
125 + 4

9
e

3t
50 .

m1(t) = e
3s
50 , m2(t) = e−

2s
25 , m3(t) = e−

109s
50 , m4(t) = e−

s
20 , m5(t) = e−

s
10 , m6(t) = e−

83s
4 ,

m7(t) = e−
2s
25 , m8(t) = −4

9
e−

6s
125 + 4

9
e

3s
50 .

Ðàññìîòðèì

Ji(t, φ) =

t∫
t0

∑
j∈N
k∈B

yik(t)y
jk(s)fj(s, φ(s))ds−

+∞∫
t

∑
j∈N
k∈M

yik(t)y
jk(s)fj(s, φ(s))ds.

Âûðàæåíèå Ji(t, φ) ñóùåñòâóåò ∀i ∈ N, c ∈ R1
+ è Ji(t, φ) = o(µi(t)) ïðè t → +∞.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t íà ëþáîì êîìïàêòå èç [T ; +∞).
Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ dz

dt
=
∑
k∈N
j∈N

|yjk(t)|λj(t, zm(t)) îïðåäåëåíû íà êîìïàêòå [T0, t0].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.10) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå
[T0,+∞).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ 2-7 àëãîðèòìà âûïîëíÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (4.10) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî ïåðåìåííûì y1, y3, y5, y6, y7. Òîãäà òðèâèàëü-
íîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.8) îáëàäàåò ýòèì æå ñâîéñòâîì ïî ïåðåìåííîé x1, x3,
x5, x6, x7.

Âûâîäû.
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Èç óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.8) ïî ïåðåìåííûì x1, x3, x5, x6,
x7, ñëåäóåò, ÷òî êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì âåùåñòâ, à èìåííî, íèòðèòîâ,
îðãàíè÷åñêèõ âåùåñòâ, ôîñôàòîâ, àìîíèÿ ñîëåâîãî, âçâåøåííûõ âåùåñòâ íå ïðåâûøàþò
íîðìû ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â ðåêó.

Èç íåóñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.8) ïî ïåðåìåííûì x2, x4, x8,
ñëåäóåò, ÷òî êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì âåùåñòâ, à èìåííî, ñîëåé æåëåçà,
íåôòåïðîäóêòîâ è âîäíîé áèîìàññû ïðåâûøàþò íîðìû ñáðîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â
ðåêó. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ñöåíàðèþ âçàèìîäåéñòâèÿ.
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Calculation of allowable discharges of pollutants for a

multispecies models of Volterra type
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Abstract. A mathematical model of the ecosystem of Volterra type. In the work the allowable
discharge of pollutants into water bodies of the Republic of Mordovia.
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ÓÄÊ 517.9

Ïîñòðîåíèå èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ â ìîäåëÿõ

ñèñòåìíîé äèíàìèêè

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê1, Î. Ã. Êàíòîð2, Ã. Í. Þñóïîâà3

Àííîòàöèÿ. Ïðèâåäåí àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåáîðà ïàðàìåòðîâ, îïðåäå-
ëåííûõ â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü ìîäåëåé ñèñòåìíîé
äèíàìèêè, ïîçâîëÿþùèé ôîðìèðîâàòü èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà ìîäåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ñèñòåìíîé äèíàìèêè, èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî, ïàðàë-
ëåëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

Â ìîäåëÿõ ñèñòåìíîé äèíàìèêè äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ïèøóòñÿ óðàâíåíèÿ îäíîãî è òîãî
æå òèïà [5]:

dx

dy
= y+ − y−, (1.1)

ãäå y+ è y− - ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé òåìïû ñêîðîñòè ïåðåìåííîé y , íàçûâà-
åìîé ñèñòåìíûì óðîâíåì. Êàæäàÿ èç âåëè÷èí y+ è y− âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ôàêòîðû,
âûçûâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ðîñò è óáûâàíèå y . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî y+ è y− ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè òîëüêî ñèñòåìíûõ óðîâíåé.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ñèñòåìíîé äèíàìèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ âïîëíå îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû, îáùèé âèä êîòîðûõ â ñëó÷àå èññëåäîâà-
íèÿ ìîäåëè ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè ñëåäóþùèé

dx
dt

= a1x
α1yβ1zγ1 − a2x

α2yβ2zγ2 ,
dy
dt

= a3x
α3yβ3zγ3 − a4x

α4yβ4zγ4 ,
dz
dt

= a5x
α5yβ5zγ5 − a6x

α6yβ6zγ6 .
(1.2)

Òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè (1.1) ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëåíèå òàêîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ {aj, αj, βj, γj} , j = 1, 6 , êîòîðûé îáåñïå÷èâàë
áû ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü ìîäåëè. Ïðè ýòîì ïîä òî÷íîñòüþ ìîäåëè îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ áëè-
çîñòü ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñîãëàñíî êàêîìó-ëèáî ÷èñëîâîìó êðèòåðèþ.
Èìåííî òàêàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü àâòîðàìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðîñ-
ñèéñêîé Ôåäåðàöèè [2], [3], [4]. Íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñà ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî è
ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñî ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûìè ïðîãðàìì-
íûìè ïðîäóêòàìè áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè

dN
dt

= 8.139 · 10−22 · N2.05·D2

I2
− 64.1 · N0.33·D0.3

I0.3
,

dD
dt

= 560 ·D0.35 − 9900 · I,
dI
dt

= 0.131 · I−0.4 − 0.0072 · N0.092·D0.092

I0.092
.

(1.3)

ãäå N - ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ ÐÔ, ÷åë.; D - äóøåâûå äîõîäû çà ãîä, ðóá./÷åë. â ãîä;
I - èíäåêñ ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí, äîëÿ åä. Èíôîðìàöèîííóþ áàçó èññëåäîâàíèÿ ñîñòàâèëè
äàííûå îôèöèàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé îò÷åòíîñòè çà ïåðèîä ñ 2000 ïî 2009 ãã.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; s. spivak@bashnet.ru.

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê èíñòèòóòà ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, Óôèìñêèé íàó÷íûé
öåíòð Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, ã. Óôà; o_kantor@mail.ru
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Ìîäåëü (1.3) ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,
÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïîêàçàòåëåé ñðåäíèõ îøèáîê àïïðîêñèìàöèè ïî êàæäîìó
óðàâíåíèþ {AN , AD, AI} (ðèñ 1.1)

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.3) ìåòîäîì

Ðóíãå-Êóòòû

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðèìåíåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿëîñü âêëþ÷åíèå â ìîäåëü ðÿ-
äà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, â òîì ÷èñëå è íà áóäóùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ìîäåëè, âû-
òåêàþùèõ èç ñìûñëà ðåøàåìîé çàäà÷è, ÷òî íå ïîçâîëÿëî ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèå ìåòîäû
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Èäåîëîãèÿ ðåàëèçîâàííîãî ïîäõîäà áàçèðîâàëàñü íà
èñïîëüçîâàíèè èäåè Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à, âûñêàçàííîé â ðàáîòå [1]. Òî÷íîñòü ìîäåëè (1.3) â
äàëüíåéøåì áûëà ïîäòâåðæäåíà ïðàêòèêîé (òàáë. 1).

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå ïðîãíîçíûõ è ôàêòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ÐÔ,
òûñ. ÷åë.

Íà 1 ÿíâ. 2010 ã. Íà 1 ÿíâ. 2011 ã. Íà 1 ÿíâ. 2012 ã.
Ïî äàííûì Ôåäåðàëüíîé
ñëóæáû ãîñóäàðñòâåííîé 142833,0 142865,0 143056,0
ñòàòèñòèêè
Ñîãëàñíî ìîäåëè
ñèñòåìíîé äèíàìèêè(3) 142025,2 142649,1 143793,4
Ïîãðåøíîñòü 807,8 (0,57%) 215,9(0,15%) 737,4(0,52%)

Â öåëÿõ îáåñïå÷åíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ ìîäåëè (1.3), à èìåííî
äëÿ ðåàëèçàöèè ïðèíöèïà ìíîæåñòâåííîñòè ìîäåëåé, öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ íàðÿäó ñ
íàéäåííûìè òî÷å÷íûìè îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ

{
a0j , α

0
j , β

0
j , γ

0
j

}
, j = 1, 6 îïðåäåëÿòü ìíîæå-

ñòâî àëüòåðíàòèâíûõ çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñîîòâåòñòâèå ìîäåëü-
íûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñîãëàñíî îïðåäåëåííîìó êðèòåðèþ. Çíàíèå ñîâîêóïíî-
ñòè ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîçâîëèò èññëåäîâàòåëþ íå áûòü

”
ïðèâÿçàííûì“

ê åäèíñòâåííîìó âèäó ìîäåëè è èìåòü äîïîëíèòåëüíóþ ñâîáîäó ïðè âûáîðå çíà÷åíèé
åå ïàðàìåòðîâ. Áîëåå òîãî, íà îñíîâå ñîâîêóïíîñòè ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
{aj, αj, βj, γj} , j = 1, 6 ìîãóò ïðîâîäèòüñÿ ðàñ÷åòû, îðãàíèçóåìûå äëÿ ïðîâåðêè âûäâè-
ãàåìûõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ìîäåëè (1.3).

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ìíî-
æåñòâà äëÿ ìîäåëè (1.3), ïîä êîòîðûì áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ {aj, αj, βj, γj} , j = 1, 6 ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè èõ òî÷å÷íûõ îöåíîê{
a0j , α

0
j , β

0
j , γ

0
j

}
, j = 1, 6 è îáåñïå÷èâàþùèõ ïðèåìëåìîå ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî áëèçîñòü ðàñ÷åòíûõ è
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ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî êàæäîìó óðàâíåíèþ â îòäåëüíîñòè, áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñðåäíèå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè {AN , AD, AI} .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà íåîáõîäèìî îðãàíèçîâàòü âû÷èñëèòåëü-
íóþ ïðîöåäóðó, öåëü êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìèðîâàíèè ìàññèâà, ñîäåðæàùåãî çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (1.2), óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàííûì êà÷åñòâåííûì õàðàêòåðèñòè-
êàì, íà îñíîâå ïåðåáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ {aj, αj, βj, γj} , j = 1, 6

Äëÿ äîñòèæåíèÿ íàçâàííîé öåëè áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
- ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ôîðìèðîâàíèÿ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, çàäàííûõ â ìíîãîìåðíîé

îáëàñòè, ñ òðåáóåìûìè êà÷åñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè;
- ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ðàçáèåíèè ïåðåáîðà

íà íåñêîëüêî ïðîöåññîâ, ñ âîçìîæíîñòüþ èäåíòèôèêàöèè íàáîðà ïàðàìåòðîâ ïî íîìåðó
èòåðàöèè;

- ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2) äëÿ êàæäîãî èç íàáîðîâ ïàðà-
ìåòðîâ ñ îáÿçàòåëüíîé ïðîâåðêîé íà ñîîòâåòñòâèå êà÷åñòâåííûì êðèòåðèÿì;

- ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2) äëÿ êàæäîãî èç íàáîðîâ ïàðà-
ìåòðîâ ñ îáÿçàòåëüíîé ïðîâåðêîé íà ñîîòâåòñòâèå êà÷åñòâåííûì êðèòåðèÿì;

Äèàïàçîíû âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (1.2) áûëè âçÿòû ñëåäóþùèìè:
α1 ∈[0; 5], β1 ∈[1,02; 5], γ1 ∈[-5; 5] (a1 − a2) ∈[-14151439,74; 23,37],
α2 ∈[0,11; 1,41], β2 ∈[0; 1,03], γ2 ∈[-2,06; 4,06] (a3 − a4) ∈ [7173,5; -3459,3],
α3 ∈ [0; 0,13], β3 ∈[0,32; 0,33], γ3 ∈[-1,21; -1,14] (a5 − a6) ∈[1559,58; -686,59],
α4 ∈[0; 2], β4 ∈[0; 2], γ4 ∈[-2; 2]
α5 ∈[0; 3], β5 ∈[0; 2,99], γ5 ∈[-1,99; 3]
α6 ∈[0; 3], β6 ∈[0,01; 3], γ6 ∈[-2; 3]
Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî áëèçîñòü ðàñ÷åòíûõ è

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî êàæäîìó óðàâíåíèþ â îòäåëüíîñòè, áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñðåäíèå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè {AN , AD, AI} , ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëèì
íà óðîâíå, íå ïðåâûøàþùåì 10%.

Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåàëèçîâàíî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.
Ýòó ÷àñòü ïðîãðàììû íàçîâåì ìîäóëåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ïîñêîëüêó ïåðåáîð ïàðàìåòðîâ äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè (ðàç-
ìåðíîñòü â íàøåì ñëó÷àå ðàâíà 24), òðåáóåòñÿ î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Óæå
ïðè ðàññìîòðåíèè òîëüêî äâóõ òî÷åê äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà èç çàäàííîãî äëÿ íåãî èí-
òåðâàëà, âîçíèêàåò 224 íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðà
íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2), ïîëó÷èì, ÷òî ìîäóëü ðå-
øåíèÿ ýòîé ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñ÷åò ïîãðåøíîñòåé ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíèòü 224

ðàç. Åñëè îñóùåñòâëÿòü ïåðåáîð íàïðÿìóþ, ïîëó÷èòñÿ 23 âëîæåííûõ öèêëà, â êàæäîé èòå-
ðàöèè êîòîðîãî áóäåò âûçûâàòüñÿ ìîäóëü ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ñïîñîá
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäîåìêèì è çàòðàòíûì ïî âðåìåíè.

Îäíàêî åñëè ýòîò ïåðåáîð áóäóò ñîâåðøàòü íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ïðîöåññîâ, âðåìÿ
ñîêðàòèòñÿ â ñðåäíåì ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó íåçàâèñèìûõ ïðîöåññîâ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ïðîöåññà ïåðåáîðà íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû êàæäûé íàáîð ïðîãîíÿëñÿ (â òîì ÷èñëå è ÷åðåç ìîäóëü ðåøåíèÿ ñèñòåìû)
òîëüêî â îäíîì ïðîöåññå. Òî åñòü íåîáõîäèìî óïîðÿäî÷èòü íàáîðû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî
èõ ïîðÿäêîâîìó íîìåðó îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿëñÿ íîìåð ïðîöåññà, êîòîðûé áóäåò ïðîâåðÿòü
ñîîòâåòñòâèå íàáîðà çàäàííûì óñëîâèÿì.

Ïîÿñíèì ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíòåðâàëû çàäàíèÿ
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äåëÿòñÿ íà äâà îòðåçêà è òîëüêî îäíà òî÷êà èç êàæ-
äîãî îòðåçêà ó÷àñòâóåò â ïîñòðîåíèè íàáîðîâ. Äëÿ óäîáñòâà â êà÷åñòâå òà-
êèõ òî÷åê áóäåì áðàòü ñåðåäèíû îòðåçêîâ. Íà ðèñóíêå 1.2 äàíà èëëþñòðà-
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öèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (âûäåëåíû òî÷êè, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè íàáîðîâ).

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ âûáîðà òî÷åê èç çàäàííûõ èíòåðâàëîâ ïðè ðàçáèåíèè èõ íà 2

ðàâíûõ îòðåçêà

Î÷åâèäíî, ÷òî â íàáîðå ïî êàæäîìó ïàðàìåòðó ó÷àñòâóåò ëèáî òî÷êà èç ïåðâîãî îòðåç-
êà, ëèáî èç âòîðîãî. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà âûáèðàåòñÿ èç ïåðâîãî îòðåçêà,
åé ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà öèôðà 0, à åñëè èç âòîðîãî - öèôðà 1. Ïðè òàêîì ïîäõîäå
êàæäîìó íàáîðó ïàðàìåòðîâ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íàáîð ÷èñåë, ñîñòîÿùèé èç 0 è 1. Åñëè
èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû, áóäóò äåëèòüñÿ íà 3 îòðåçêà, â êàæäîì
èç êîòîðûõ âûáèðàþòñÿ òî÷êè, òî àíàëîãè÷íî êàæäîìó íàáîðó ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ÷èñåë, ñîñòîÿùèé èç 0, 1 è 2. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí è ïðè ðàçáèåíèè íà áîëüøåå ÷èñëî îòðåçêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, â ÷èñëîâîì ïðåäñòàâëåíèè íàáîðà ó÷àñòâóþò òîëüêî ÷èñëà, èñïîëüçóå-
ìûå â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé êîëè÷åñòâó îòðåçêîâ, íà êîòîðîå ïðîèçâîäèòñÿ
ðàçáèåíèå èíòåðâàëîâ.

Âàæíûì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïðîöåññà ïåðåáîðà ýòèõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû
îäíî è òî æå ÷èñëî (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îäèí è òîò æå íàáîð) íå ïðîâåðÿëñÿ íåñêîëüêè-
ìè ïðîöåññàìè. Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçàöèè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà
ñïåöèàëüíàÿ ïðîöåäóðà. Ñóòü åå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: âíóòðè îäíîé ïðîãðàììû ñî-
çäàþòñÿ íåñêîëüêî ïîòîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ âûïîëíÿåò ñâîé
ïåðåáîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîãðàììà ðàçáèâàåòñÿ íà 5 ïðîöåññîâ. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèò-
ñÿ ê òîìó, ÷òîáû âñþ ñîâîêóïíîñòü äâîè÷íûõ ÷èñåë (â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëîâ íà
äâà îòðåçêà), êîòîðûå ìû ñîïîñòàâèëè íàáîðó òî÷åê, ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíî-
æåñòâà, ýëåìåíòû êàæäîãî èç êîòîðûõ áóäóò ïðîâåðÿòüñÿ âíóòðè åäèíñòâåííîãî ïðîöåññà.
Ïðè ðàçáèåíèè èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà 2 îòðåçêà âîçíèêàåò 224 ïðîöåññîâ. Ïå-
ðåâîäÿ ýòî ÷èñëî â äâîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì 1 000 000 000 000 000 000 000
000. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, 0 è 1 ïîêàçûâàþò èç êàêîãî èìåííî îòðåçêà (ïåðâîãî èëè
âòîðîãî) íåîáõîäèìî âçÿòü òî÷êó. Ïîñêîëüêó â íàáîðå ó÷àñòâóþò 24 òî÷êè, çíà÷èò, äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü ñ êîíöà 24 öèôðû. Âñå îíè ðàâíû 0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé íàáîð
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (2) ôîðìèðóåòñÿ èç òî÷åê, âçÿòûõ òîëüêî èç ïåðâûõ îòðåçêîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ. Íàáîðó ïàðàìåòðîâ, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî
êðîìå ïîñëåäíåãî, âçÿòû èç ïåðâûõ îòðåçêîâ, à ïîñëåäíèé êîìïîíåíò - èç âòîðîãî, áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö 000 000 000 000 000 000
000 001, ÷òî ñîâïàäàåò ñ äåñÿòè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà 1. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
îò 000 000 000 000 000 000 000 001 äî 1 000 000 000 000 000 000 000 000 äâîè÷íûå ÷èñëà
îõâàòûâàþò âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè öèôð 0 è 1.

Ïîýòîìó ïðè äåëåíèè èíòåðâàëîâ çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ íà 2 îòðåçêà, åñëè ïðîèçâîäèòü
öèêë îò 1 äî 224 ñ ïåðåâîäîì íîìåðà øàãà â äâîè÷íóþ ñèñòåìó, ïîëó÷àåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé
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íàáîð ïàðàìåòðîâ âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé. È ïî íîìåðó èòåðàöèè âîçìîæíî îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëèòü, äëÿ êàêîãî íàáîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêà íà ñîîòâåòñòâèå óñëîâèþ
çàäà÷è.

Â ïðåäëàãàåìîé ïðîöåäóðå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïåðâûé ïîòîê ïðîãîíÿåò öèêë îò 1 äî
öåëîé ÷àñòè äåëåíèÿ 224 íà 5 (ïîñêîëüêó íîìåð èòåðàöèè äîëæåí áûòü öåëûì ÷èñëîì),
òî åñòü ïðàêòè÷åñêè ïÿòàÿ ÷àñòü îáùåãî êîëè÷åñòâà íàáîðîâ, àíàëîãè÷íî âòîðîé ïîòîê
áóäåò ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå 20% âàðèàíòîâ è ò.ä. Âíóòðè êàæäîãî ïîòîêà íîìåð èòåðàöèè
ïåðåâîäèòñÿ â äâîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ è ïî êàæäîìó òàêîìó äâîè÷íîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ îäíîçíà÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñîãëàñíî
îïèñàííîìó àëãîðèòìó.

Êàæäûé ïîòîê âûçûâàåò ìîäóëü ðåøåíèÿ ñèñòåìû, îñóùåñòâëÿþùèé ðåøåíèå ñèñòåìû
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû è ïîäñ÷åò ñðåäíåé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè. Åñëè ñðåäíÿÿ îøèáêà
àïïðîêñèìàöèè ïî íàéäåííîìó íàáîðó ìåíåå 10%, òî íàáîðû ïàðàìåòðîâ è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå çíà÷åíèå ñðåäíåé îøèáêà àïïðîêñèìàöèè çàïèñûâàþòñÿ â îòäåëüíûé òåêñòîâûé ôàéë.
Íàèìåíîâàíèå ôàéëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîìåð èòåðàöèè (ñîîòâåòñòâåííî è ïîðÿäêîâûé
íîìåð íàáîðà) â äâîè÷íîé ñèñòåìå, íà êîòîðîé áûë ïîëó÷åí ýòîò íàáîð. Òàêàÿ çàïèñü
ïîëó÷åííûõ äàííûõ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî âñå ïîòîêè îäíîâðåìåííî ïðîèçâîäÿò ïîèñê è
çàïèñü íàéäåííûõ ôàéëîâ, à ðàáîòà òîëüêî ñ îäíèì ôàéëîì ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáêàì.

Ïîñêîëüêó ïðè ðàçáèåíèè íà äâà îòðåçêà êàæäûé ïàðàìåòð ïðèíèìàåò ëèøü îäíî èç
äâóõ çíà÷åíèé, ïåðåáîð ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü ãðóáûì è âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõî-
äå íå óäàñòñÿ îïðåäåëèòü íè îäíîãî íàáîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî êðèòåðèþ êà÷åñòâà íàáîðà.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íà áîëüøåå ÷èñëî îòðåçêîâ
ïîâûøàåòñÿ òî÷íîñòü ¾ïðîñìîòðà¿ ìíîãîìåðíîé îáëàñòè çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî ïðè
ýòîì ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Òàê, ïðè ðàçáèåíèè óêà-
çàííûõ èíòåðâàëîâ íà 3 ÷àñòè êîëè÷åñòâî èòåðàöèé óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî â 17 000 ðàç.
Ïîýòîìó â òàêîé ñèòóàöèè öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà äåêîìïîçè-
öèè çàäà÷è, âûðàæàþùåãîñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì (âîçìîæíî, áîëåå äåòàëüíîì) ðåøåíèè
îòäåëüíûõ ÷àñòåé ïðîáëåìû.

Îïèñàííûé ïîäõîä áûë àïðîáèðîâàí ïðè ðàçáèåíèè èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
òîëüêî ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (êðîìå a1 è a2 ), ñ ôèêñàöèåé çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ íà óðîâíÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëè (1.3). Èíòåðâàëû çíà÷åíèé äëÿ øåñòè âàðüè-
ðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ðàçáèâàëèñü íà 10 ðàâíûõ ÷àñòåé, â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
{aj, αj, βj, γj} , j = 1, 2 ðàññìàòðèâàëèñü öåíòðû èíòåðâàëîâ. Îáùåå êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæ-
íûõ íàáîðîâ ñîñòàâèëî 106 . Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî ïîäõîäà ïîçâîëèëè â êà-
÷åñòâå ïðèåìëåìûõ âàðèàíòîâ çíà÷åíèé âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (1.3) îïðåäåëèòü
ñëåäóþùèå (òàáë. 2).

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîöåäóðû ïåðåáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ ìîäåëè (1.2), ïîçâîëèë îïðåäåëèòü 79 íàáîðîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ââåäåííûì êðèòåðèÿì êà÷åñòâà ìîäåëè, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ÷àñòü èíôîðìàöèîííîãî
ìíîæåñòâà ìîäåëè (1.3). Àíàëèç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ïîêàçàë, ÷òî èçíà÷àëüíî çàäàííûé
èíòåðâàë çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α2 ïðè ïðîâåäåíèè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìîæåò áûòü
ñóùåñòâåííî ñóæåí, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëèò îïòèìèçèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíûé
ïðîöåññ íà ñëåäóþùèõ ñòàäèÿõ ôîðìèðîâàíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè (1.3).
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Òàáëèöà 2: Ôðàãìåíò èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè (1.3) ïî âàðüèðóåìûì ïàðà-
ìåòðàì α1, α2, β1, β2, γ1, γ2

� α1 α2 β1 β2 γ1 γ2
1 1,75 0,57 1,22 0,05 -4,5 -1,75
2 0,75 0,44 1,62 0,05 -3,5 -1,75
3 0,25 0,31 2,81 0,67 -3,5 -1,75
4 2,25 0,18 1,62 0,98 -3,5 -1,75
5 0,25 0,31 4,80 0,57 2,5 -1,75
6 0,75 0,18 3,21 0,67 4,5 3,14
7 2,75 0,18 1,22 0,05 -3,5 -1,14
8 1,75 0,18 1,62 0,36 3,5 3,75
9 0,25 0,31 4,40 0,36 3,5 3,75
10 4,25 0,18 2,81 0,36 4,5 3,75
Ìàêñ 4,25 0,57 4,80 0,98 4,5 3,75
Ìèí 0,25 0,18 1,22 0,05 -4,5 -1,75
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ÓÄÊ 517.9

ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå äâóìåðíûå

àëãåáðû äèíàìè÷åñêèõ ñèììåòðèé

c⃝ Ì. È. Òèìîøèí1

Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíî îáîáùåíèå êëàññèôèêàöèè Ñ.Ëè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî äâóìåðíûì àëãåáðàì òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé. Ïðèâåäåíû ïåðâûå
èíòåãðàëû íàéäåííûõ òèïîâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ äâóìåðíûõ àëãåáð äèíàìè÷åñêèõ ñèììåòðèé íàä ÷èñ-
ëîâûì ïîëåì. Äåìîíñòðèðóåòñÿ âçàèìîñâÿçü äèíàìè÷åñêèõ è êàñàòåëüíûõ ñèììåòðèé. Íà
êîíêðåòíîì ïðèìåðå ïîêàçàíà ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ êàñàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñóïåð-
ïîçèöèþ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðåîáðàçîâàíèé Ëåæàíäðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå ñèììåòðèè, êàñàòåëüíûå ñèììåòðèè, èíâàðèàíòû, äâóìåð-
íûå àëãåáðû, ïåðâûå èíòåãðàëû, êàñàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

1. Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêèõ ñèììåòðèé ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [1]. Äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà:

y′′ = f (x, y, y′) ⇔ dy

dx
= z,

dz

dx
= f (x, y, z) . (1.1)

Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá èíôèíèòåçèìàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè

X = ξ (x, y, z)
∂

∂x
+ η (x, y, z)

∂

∂y
+ µ (x, y, z)

∂

∂z
, (1.2)

ïåðåâîäÿùåì ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) â ðåøåíèå ýòîé æå ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî îïåðàòîð (1.2)
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

[X,A] = λ (x, y, z)A, (1.3)

ãäå A =
∂

∂x
+ z

∂

∂y
+ f (x, y, z)

∂

∂z
. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîìïîíåíòû îïåðàòîðà (1.2) íå

óäîâëåòâîðÿþò ïðåäëîæåííîé Ñ.Ëè ôîðìóëå ïðîäîëæåíèÿ µ =
dη

dx
− z

dξ

dx
. Ó îïåðàòîðà

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (1.2) êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî óñëîâèåì (1.3).
Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð òî÷å÷íîé ñèììåòðèè

X
2
= ξ (x, y)

∂

∂x
+ η (x, y)

∂

∂y
+ η1 (x, y, y

′)
∂

∂y′
+ η2 (x, y, y

′, y′′)
∂

∂y′′
, (1.4)

êîìïîíåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ôîðìóëå ïðîäîëæåíèÿ ηi =
dηi−1

dx
− y(i)

dξ

dx
, îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ èíâàðèàíòîâ. Åñëè äëÿ çàäàííîãî îïåðàòîðà (1.4) èçâåñòíû
èíâàðèàíò v = v (x, y) è äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò u = u (x, y, y′) , òî âûðàæåíèå

1 Óëüÿíîâñê, Óëüÿíîâñêèé Òåõíè÷åñêèé Óíèâåðñèòåò; midvolga@mail.ru
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w =
du

dv
=
u′x + u′yy

′ + u′y′y
′′

v′x + v′yy
′ , ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì âòîðîãî ïîðÿäêà

îïåðàòîðà (1.4).
Â ðàáîòå [2] ïðåäëàãàåòñÿ íà÷èíàòü ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ ñèììåòðèé ñ èíâàðè-

àíòîâ, ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà âûïèñûâàþòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Åñëè ôóíêöèè
u = u (x, y, y′) , v = v (x, y, y′) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè îïåðàòîðà (1.2), òî åñòåñòâåííî ïî-

òðåáîâàòü, ÷òîáû âûðàæåíèå
du

dv
=

u′x + u′yy
′ + u′y′y

′′

v′x + v′yy
′ + v′y′y

′′ òàêæå ÿâëÿëîñü áû èíâàðèàíòîì

îäèí ðàç ïðîäîëæåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (1.2). Óäîáíåå çàïèñàòü êîìïîíåíòû îïå-
ðàòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè â âèäå

X = ξ (x, y, y′)
∂

∂x
+ η (x, y, y′)

∂

∂y
+ µ (x, y, y′)

∂

∂y′
+ µ1 (x, y, y

′, y′′)
∂

∂y′′
(1.5)

è îïðåäåëèòü èõ, ðàçðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

Xu = 0, Xv = 0, X
du

dv
= 0. (1.6)

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ôóíêöèîíàëüíîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðè íàõîæäåíèè ñèììåòðèé ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà
F (x, y, y′, y′′) = 0 , ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè

XF |F=0 = 0. (1.7)

Â îáùåì ñëó÷àå, êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè (1.7), òàêæå êàê è êðèòåðèé èíâàðèàíòíî-
ñòè (1.3), íå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåèìóùåñòâîì êðèòåðèÿ
(1.7) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (1.5), óäîâëåòâî-
ðÿþùåé óðàâíåíèÿì (1.6) ñ òî÷íîñòüþ äî ôóíêöèîíàëüíîãî ìíîæèòåëÿ.

Îòìåòèì, ÷òî âñå òî÷å÷íûå ñèììåòðèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé äè-

íàìè÷åñêèõ ñèììåòðèé, êîãäà u =
β′
x + β′

yy
′

α′
x + α′

yy
′ , v = β (x, y) , ãäå α (x, y) , β (x, y) ïðîèç-

âîëüíûå ôóíêöèè.
Æåëàÿ ñîõðàíèòü âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ êðèòåðèÿ (1.7) ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, åñòåñòâåííî ñòàâèòü âîïðîñ î äèíàìè÷åñêèõ ñèììåòðèÿõ êàê î ðàñøèðåíèè
ìíîæåñòâà òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé, îãðàíè÷èâàÿñü ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ñîôóñ Ëè [3], ïðèâîäèò êëàññèôèêàöèþ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà íà îñíîâå êëàññèôèêà-
öèè äâóìåðíûõ àëãåáð îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè:

I. X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, [X1, X2] = 0, X1 ∨X2 ̸= 0, y′′ = f (y′) ;

II. X1 =
∂

∂y
, X2 = x

∂

∂y
, [X1, X2] = 0, X1 ∨X2 = 0, y′′ = f (x) ;

III. X1 =
∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
, [X1, X2] = X1, X1 ∨X2 ̸= 0, y′′ =

1

x
f (y′) ;

IV. X1 =
∂

∂y
, X2 = y

∂

∂y
, [X1, X2] = X1, X1 ∨X2 = 0, y′′ = f (x) y′.

Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóìåðíûå àëãåáðû, îáðàçîâàííûå èç äâàæäû ïðîäîë-
æåííîãî îïåðàòîðà òî÷å÷íîé ñèììåòðèè (1.4) è îïåðàòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (1.5)
ñ èíâàðèàíòàìè v = x, u = α(x, y)+β(x, y)y′, u1 = α′

x+y
′(α′

y+β
′
x)+y

′2β′
y+y

′′β. Ïîêàçàíî,
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÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå àëãåáð ñîäåðæàòñÿ âñå óêàçàííûå Ñîôóñîì Ëè óðàâíåíèÿ
è óðàâíåíèå

y′′ + y′
dλ

dy
= f(y′ + λ(y)). (1.8)

Äðóãèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòîì êëàññå íåò.

2. Êëàññèôèêàöèÿ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà äîïóñêàþùèõ äâóìåð-
íûå àëãåáðû äèíàìè÷åñêèõ ñèììåòðèé

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûå àëãåáðû, îáðàçîâàííûå èç îïåðàòîðà òî÷å÷íîé ñèììåòðèè (1.4)
è îïåðàòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (1.5). Ïîòðåáóåì ïðè ýòîì, ÷òîáû â íåêîòîðîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò èíâàðèàíòû äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðèíèìàëè âèä

v = x, u =
α(x, y) + β(x, y)y′

χ(x, y) + δ(x, y)y′
. (2.1)

Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíò u , îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì (2.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

a) u = α(x, y) + β(x, y)y′;

b) u =
α(x, y)

y′ + χ(x, y)
+ β(x, y).

Ñëó÷àé à) ðàíåå áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [4]. Ñëó÷àé b) ñ ïîìîùüþ òî÷å÷íîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ y = ψ(t, p), t = x ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê âèäó u =
γ(t, p)

ṗ
+ λ(t, p). Òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû îïèñàòü ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå äâóìåðíûå àëãåáðû óêàçàí-
íîãî òèïà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äèíàìè÷åñêóþ ñèììåòðèþ ñ èíâàðèàíòàìè

v = x, u = α(x, y) +
β(x, y)

y′
, u1 = α′

x + α′
yy

′ + β′
y +

β′
x

y′
− y′′β

y′2
,

è äâàæäû ïðîäîëæåííûé îïåðàòîð òî÷å÷íîé ñèììåòðèè (1.4).
Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′ = f (x, y, y′) (2.2)

äîïóñêàåò òî÷å÷íóþ ñèììåòðèþ (1.4). Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå, ïîðîæäàåìîå îïåðàòîðîì (1.4), îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

I. Ïðåîáðàçóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) â ðåøåíèå ýòîãî æå óðàâíåíèÿ.

II. Ïðåîáðàçóåò ãèïåðïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì (2.2), â ñåáÿ.

Óìíîæèâ îïåðàòîð (1.4) íà ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàëüíûé ìíîæèòåëü φ(x, y, y′, y′′)
ïîëó÷èì îïåðàòîð

X̂
2
= φ(x, y, y′, y′′)

(
ξ (x, y)

∂

∂x
+ η (x, y)

∂

∂y
+ η1 (x, y, y

′)
∂

∂y′
+ η2 (x, y, y

′, y′′)
∂

∂y′′

)
. (2.3)

Êîíå÷íîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîðîæäàåìîå îïåðàòîðîì (2.3), óæå
íå áóäåò îáëàäàòü ïåðâûì ñâîéñòâîì. Âòîðîå ñâîéñòâî ïðè ýòîì ñîõðàíèòñÿ, òàê êàê îïå-
ðàòîðû (1.4) è (2.3) îáëàäàþò îäèíàêîâûì íàáîðîì èíâàðèàíòîâ.
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î íàõîæäåíèè ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò èìåí-
íî èíâàðèàíòû, è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíûå àëãåáðû íå íàä ÷èñ-
ëîâûì, à íàä ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì. Ïåðåõîä ê ôóíêöèîíàëüíîìó ïîëþ ñóùåñòâåííî
îáëåã÷àåò çàäà÷ó, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ðàññìîòðåíèÿ ïîëíûõ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ÿêîáèåâûì.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûå àëãåáðû, ñîñòîÿùèå èç îïåðàòîðà (1.4) è îïåðàòîðà äèíàìè÷å-
ñêîé ñèììåòðèè (1.5).

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îïåðàòîð (1.5) â íåêîòîðîé íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

t = t(x, y), p = p(x, y), ṗ =
dp

dt
, p̈ =

d2p

dt2
, (2.4)

îáëàäàë èíâàðèàíòàìè v = t, u = α(t, p) + β(t, p)
(
dp
dt

)−1
. Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

(2.4) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûì, ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëåå îáùèé âèä îïåðàòîðà òî÷å÷íîé ñèììåò-
ðèè (1.4) íå èçìåíèòñÿ. Ðàçðåøàÿ ñèñòåìó (1.6) è èñïîëüçóÿ ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ x, y, y′, y′′ ,
ïðèäåì ê îïåðàòîðàì

X
2
= ξ (x, y)

∂

∂x
+ η (x, y)

∂

∂y
+ η1 (x, y, y

′)
∂

∂y′
+ η2 (x, y, y

′, y′′)
∂

∂y′′
,

η1 = η′x + y′(η′y − ξ′x)− ξ′yy
′2,

η2 = η′′xx + y′(2η′′xy − ξ′′xx) + y′
2
(η′′yy − 2ξ′′xy)− y′

3
ξ′′yy + y′′(η′y − 2ξ′x − 3ξ′yy

′);

X̃ = φ(x, y, y′, y′′)

(
∂

∂y
+ µ (x, y, y′)

∂

∂y′
+ µ1 (x, y, y

′, y′′)
∂

∂y′′

)
,

µ =
(
α′
yy

′ + β′
y

)
y′β−1,

µ1 = α′
y
2
β−2y′

4
+
(
α′
yβ
)′
y
β−2y′

3
+
((
α′
yβ

−1
)′
x
+ β′′

yyβ
−1
)
y′

2
+

+
(
β′
yβ

−1
)′
x
y′ +

(
2α′

yy
′ + β′

y

)
β−1y′′.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåãî ïðèâåäåííûå îïåðàòîðû, íåîá-
õîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

ξ(x, y)
∂ϑ

∂x
+ η(x, y)

∂ϑ

∂y
+ η1(x, y, y

′)
∂ϑ

∂y′
+ η2(x, y, y

′, y′′)
∂ϑ

∂y′′
= 0,

∂ϑ

∂y
+ µ(x, y, y′)

∂ϑ

∂y′
+ µ1(x, y, y

′, y′′)
∂ϑ

∂y′′
= 0.

(2.5)

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.5) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû îáðàçóþò äâóìåðíóþ àëãåáðó.

Ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííûì x = x, y = y, u = α(x, y)+
β(x, y)

y′
, u1 = α′

x+α
′
yy

′+β′
y+

β′
x

y′
− y′′β

y′2
,

ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà
ξ(x, y)

∂ϑ

∂x
+ η(x, y)

∂ϑ

∂y
+ η̃1(x, y, u)

∂ϑ

∂u
+ η̃2(x, y, u, u1)

∂ϑ

∂u1
= 0,

∂ϑ

∂y
= 0;

(2.6)

ãäå ïðåîáðàçîâàííûå êîìïîíåíòû η̃1(x, y, u), η̃2(x, y, u, u1) ðàöèîíàëüíî çàâèñÿò îò íîâûõ
ïåðåìåííûõ u, u1 .
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Ñèñòåìà (2.6) ïðèâîäèòñÿ ê ÿêîáèåâîìó âèäó, íàïðèìåð, åñëè ξ(x, y) ̸= 0 , òî ïðèäåì
ê ñèñòåìå 

∂ϑ

∂x
+
η̃1(x, y, u)

ξ(x, y)

∂ϑ

∂u
+
η̃2(x, y, u, u1)

ξ(x, y)

∂ϑ

∂u1
= 0,

∂ϑ

∂y
= 0.

(2.7)

Èç ÿêîáèåâîñòè ñèñòåìû (2.7) ñëåäóåò, ÷òî

∂

∂y

(
η̃1(x, y, u)

ξ(x, y)

)
= 0,

∂

∂y

(
η̃2(x, y, u, u1)

ξ(x, y)

)
= 0. (2.8)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè u, u1 â ñèñòåìå (2.8), ïîëó÷èì ïåðåîïðåäå-
ëåííóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ξ(x, y), η(x, y),
α(x, y), β(x, y).

Àíàëèç ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîçâî-
ëÿåò âûäåëèòü îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå ñîîòâåòñòâó-
þùèå àëãåáðû.

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (2.6), â îáùåì ñëó÷àå, ïîçâîëÿåò íàðÿäó ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè Ñîôóñîì Ëè, è óðàâíåíèåì (1.8), ïîëó÷èòü îáûêíîâåííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðâûå èíòåãðàëû:

r3(x)y
′3 +R′(x)r3(x)y

′2 + r′3(x)r3(x)
−1y′ + y′′ = 0, r3(x)y

′ (R(x) + C1 + y)− 1 = 0, (2.9)

X
2
=

∂

∂y
, X̃ = φ(x, y, y′, y′′)

(
∂

∂y
− r3(x)y

′2 ∂

∂y′
+ y′

(
r3(x)

2y′
3 − r′3(x)y

′ − 2r3(x)y
′′
) ∂

∂y′′

)
;

d

dx

(
α(x)−1ln

(
−y

′ + β(x)

y′ψ(x)

))
+ y′ = 0, α(x)−1ln

(
−y

′ + β(x)

y′ψ(x)

)
+ y + C1 = 0, (2.10)

X
2
=

∂

∂y
, X̃ = φ(x, y, y′, y′′)

(
∂

∂y
+ ξ1

∂

∂y′
+ ξ2

∂

∂y′′

)
, where ξ1 = α(x)β(x)−1y′ (y′ + β(x)) ,

ξ2 =

(
2y′

α(x)

β(x)
+ α(x)

)
y′′ + y′

4

(
α(x)

β(x)

)2

+ 2y′
3α(x)

2

β(x)
+

+ y′
2

(
d

dx

(
α(x)

β(x)

)
+ α(x)2

)
+ y′

dα(x)

dx
;

d

dx

(
β(x)−1

(
R(x)− ln

(
β(x)

ψ(x)
y′ + α(x)

)))
− y′ = 0, (2.11)

β(x)−1

(
R(x)− ln

(
β(x)

ψ(x)
y′ + α(x)

))
− y + C1 = 0,

X
2
=

∂

∂y
, X̃ = φ(x, y, y′, y′′)

(
∂

∂y
+ ξ1

∂

∂y′
+ ξ2

∂

∂y′′

)
, where ξ1 = −β(x)y′ − α(x)ψ(x),

ξ2 = −β(x)y′′ + β(x)2y′
2
+

(
2β(x)α(x)ψ(x)− dβ(x)

dx

)
y′ + α(x)2ψ(x)2 − d(α(x)ψ(x))

dx
;

d

dx

(
α(y) +

β(y)

y′ + ψ(y)

)
= Ω

(
α(y) +

β(y)

y′ + ψ(y)

)
,

∫ d
(
α + β

y′+ψ

)
Ω
(
α + β

y′+ψ

) = x+ C1, (2.12)
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X
2
=

∂

∂x
, X̃ = φ(x, y, y′, y′′)

(
∂

∂y
+ ξ1

∂

∂y′
+ ξ2

∂

∂y′′

)
,

where ξ1 = α′
yβ

−1y′
2
+
(
β′
y + 2ψα′

y

)
β−1y′ +

(
α′
y +

d

dy

(
β

ψ

))
ψ2β−1,

ξ2 =
(
2y′α′

y + β′
y + 2ψα′

y

)
β−1y′′ +

(
β−1α′

y

)2
y′

4
+ A1y

′3 + A2y
′2 + A3y

′ + A4,

A1 =

(
4ψ
(
α′
y

)2
+

d

dy

(
βα′

y

))
β−2,

A2 =
(
2ψβα′′

yy + 4ψα′
yβ

′
y + 6

(
ψα′

y

)2
+ ββ′′

yy

)
β−2,

A3 =
(
4ψ3

(
α′
y

)2
+ 5ψ2α′

yβ
′
y + βψβ′′

yy − β2ψ′′
yy + βψ2α′′

yy − 2βψα′
yψ

′
y − ββ′

yψ
′
y + ψ

(
β′
y

)2)
β−2,

A4 =
(
−2βψ2α′

yψ
′
y +

(
ψβ′

y

)2
+
(
βψ′

y

)2
+ 2ψ3α′

yβ
′
y − 2βψβ′

yψ
′
y +

(
ψ2α′

y

)2)
β−1.

Äðóãèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòîì êëàññå àëãåáð íåò.

3. Íàõîæäåíèå äâóìåðíûõ àëãåáð äèíàìè÷åñêèõ ñèììåòðèé íàä
÷èñëîâûì ïîëåì

Íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (2.9) ðàññìîòðèì äâóìåðíûå àëãåáðû äèíàìè÷åñêèõ ñèììåòðèé
íàä ÷èñëîâûì ïîëåì. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.9) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå

y′′r′(x)− y′r′′(x) + y′
2
R′(x) + y′

3
= 0. (3.1)

åñëè ïîëîæèòü r3(x) =
1

r′(x)
. Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ

t = r(x) , ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

y′′tt +
R′(x)

r′(x)
y′t

2
+ y′t

3
= 0. (3.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûðàæåíèå
R′(x)

r′(x)
åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî t îò ôóíêöèè R = R(x), t =

r(x), çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, çàïèøåì óðàâíåíèå (3.2) â âèäå

y′′tt +R′(t)y′t
2
+ y′t

3
= 0, (3.3)

ñ ïåðâûì èíòåãðàëîì
y′t (R(t) + C1 + y)− 1 = 0. (3.4)

Îïåðàòîð äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðèíèìàåò ïðè ýòîì âèä

X̃ = φ(t, y, y′t)

(
∂

∂y
− y′t

2 ∂

∂y′t
+ y′t

(
y′t

3 − 2y′′tt

) ∂

∂y′′tt

)
.

Èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ (1.3) â ýòîì ñëó÷àå, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

−φ′
t − y′tφ

′
y +

(
R′
ty

′
t
2
+ y′t

3
)
φ′
y′t
− φy′t

2
= 0.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ðàáîòå [2] çàäà÷à ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíà
çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.3).
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Äâóìåðíàÿ àëãåáðà äèíàìè÷åñêèõ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.3) íàä ÷èñëîâûì ïîëåì ìî-
æåò áûòü íàéäåíà, åñëè çàïèñàòü îïåðàòîð äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ÷åðåç ôóíêöèè, îïðå-
äåëÿþùèå êîíå÷íóþ ãðóïïó äèíàìè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñîãëàñíî [5], åñëè ôóíêöèè
Ω1(t, y, y

′
t),Ω2(t, y, y

′
t) , ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïîâîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ, òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Ω(t∗, y∗, z∗) = Ω(t, y, z) + τ, Ω1(t
∗, y∗, z∗) = Ω1(t, y, z), Ω2(t

∗, y∗, z∗) = Ω2(t, y, z),

ãäå z = y′t, τ− ãðóïïîâîé ïàðàìåòð.
Ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè îáëàäàåò èíâàðèàíòàìè t ,

y − z−1 , ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíà â âèäå

Ω(t∗, y∗, z∗) = Ω(t, y, z) + τ, y∗ − 1

z∗
= y − 1

z
, t∗ = t. (3.5)

Âûðàæåíèÿ (3.5) ïîçâîëÿþò âûïèñàòü îïåðàòîð äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè â âèäå

X̃ =
1

Ω′
y − z2Ω′

z

(
∂

∂y
− z2

∂

∂z

)
. (3.6)

Èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ (1.3) ñ îïåðàòîðîì (3.6) ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

zΩ′′
yy + z4 (z +R′

t) Ω
′′
zz + Ω′′

ty − z2Ω′′
tz − z2 (2z +R′

t) Ω
′′
yz − z2Ω′

y + z3 (3z + 2R′
t) Ω

′
z = 0. (3.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (3.7) äîïóñêàåò òî÷å÷íóþ ñèììåòðèþ X =
∂

∂y
. Óêàçàííàÿ òî-

÷å÷íàÿ ñèììåòðèÿ ïîçâîëÿåò èñêàòü èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå â âèäå Ω = Ψ(t, z) . Â ýòîì
ñëó÷àå îò óðàâíåíèÿ (3.7) ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

z2 (z +R′
t)Ψ

′′
zz −Ψ′′

tz + z (3z + 2R′
t)Ψ

′
z = 0. (3.8)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ãðóïïîâîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè, èçëîæåííûé, íàïðèìåð â [6], ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèå (3.8) äîïóñêàåò òî÷å÷-
íóþ ñèììåòðèþ, åñëè ôóíêöèÿ R(t) îïðåäåëÿåòñÿ â íåÿâíîì âèäå âûðàæåíèåì 9t +

c
√

6aR(t)− b + R(t)2 − 9mR(t) − 9n = 0, ãäå a, b, c,m, n− ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Ôóíê-
öèÿ R(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

R =
b+ ρ2

6a
, t =

−1

324a2
(
ρ4 − (54ma− 2b) ρ2 + 36ca2ρ− 54mab+ b2 − 324na2

)
,

ãäå ρ - ïàðàìåòð.
Ïåðåéäåì â âûðàæåíèÿõ (3.3),(3.4),(3.5),(3.6),(3.8) îò ïåðåìåííîé t ê ïåðåìåííîé ρ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y′′ρρ
(
9ca2 + bρ+ ρ3 − 27maρ

)
− 81a2y′ρ

3 − 27aρy′ρ
2
+
(
27ma− b− 3ρ2

)
y′ρ = 0. (3.9)

ïåðâûé èíòåãðàë

−27a
(
b+ ρ2 + 6aC1 + 6ay

)
y′ρ − 18ca2 − 2bρ− 2ρ3 + 54maρ = 0, (3.10)
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îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äèíàìè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ψ(ρ∗, y′ρ

∗
) = Ψ(ρ, y′ρ) + τ,

y∗ +
9ca2 + bρ∗ + ρ∗3 − 27maρ∗

81a2y′ρ
∗ = y +

9ca2 + bρ+ ρ3 − 27maρ

81a2y′ρ
,

ρ∗ = ρ,

(3.11)

îïåðàòîð äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

X̃ =
1

Ψ′
y′ρ

(
9ca2 + bρ+ ρ3 − 27maρ

81a2y′ρ
2

∂

∂y
+

∂

∂y′ρ

)
, (3.12)

êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè

y′ρ

(
g +

3

4
ρ2 +

(
9ay′ρ +

3

2
ρ

)2
)
Ψ′′
y′ρy

′
ρ
+
(
9ca2 + gρ+ ρ3

)
Ψ′′
ρy′ρ

+
(
3
(
9ay′ρ + ρ

)2
+ g
)
Ψ′
y′ρ

= 0,

(3.13)
ãäå g = b− 27ma .

Óðàâíåíèå (3.13) äîïóñêàåò òî÷å÷íóþ ñèììåòðèþ

X =
(
9ca2 + gρ+ ρ3

)(
−9a

∂

∂ρ
+

∂

∂y

)
,

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èñêàòü èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.13) â âèäå Ψ = χ(p) , ãäå

p = y +
ρ

9a
. Ñ ó÷åòîì óêàçàííîé çàìåíû, ïåðåéäåì îò óðàâíåíèÿ (3.13) ê îáûêíîâåííîìó

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(
pg + ac+ 81a2p3

) d2χ
dp2

+
(
g + 243a2p2

) dχ
dp

= 0. (3.14)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.14) èìååò âèä

χ(p) = χ1 + χ2

∫
dp

ac+ pg + 81a2p3
. (3.15)

Íàéäåííîå ðåøåíèå (3.15) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü äðóãîé ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (3.9) â
âèäå ∫

dp

ac+ pg + 81a2p3
+

∫
dρ

9ca2 + ρg + ρ3
+ C2 = 0. (3.16)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå èíòåãðàëû (3.10), (3.16) äàþò îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.9).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èíòåãðàë â âûðàæåíèè (3.15) áåðåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, è,
â çàâèñèìîñòè îò òèïà êîðíåé çíàìåíàòåëÿ ac+ pg + 81a2p3 = 0 , ñóùåñòâóåò ÷åòûðå òèïà
óðàâíåíèé (3.9) è èõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (3.10),(3.16):

A Ñëó÷àé òðåõêðàòíîãî êîðíÿ.

y′′ρρρ
3 − 81a2y′ρ

3 − 27ay′ρ
2
ρ− 3ρ2y′ρ = 0,(

27aρ2 + 162a2y + C1

)
y′ρ + 2ρ3 = 0, 2ρ2

(
9ay′ρ + ρ

)2
C2 − 2ρy′ρ − 9ay′ρ

2
= 0.
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B Ñëó÷àé äâóêðàòíîãî è îäíîêðàòíîãî êîðíåé.

y′′ρρ
(
1458a3l1

3 − 243a2ρl1
2 + ρ3

)
− 81a2y′ρ

3 − 27aρy′ρ
2
+
(
243a2l1

2 − 3ρ2
)
y′ρ = 0,(

C1 + 162a2y + 27aρ2
)
y′ρ + 2916a3l1

3 − 486a2ρl1
2 + 2ρ3 = 0,

C2(9ay
′
ρ + ρ− 9al1)(18al1 + ρ)+

+ (9ay′ρ + ρ+ 18al1)(9al1 − ρ)e

(
243a2l1y

′
ρ

(ρ−9al1)(9ay
′
ρ+ρ−9al1)

)
= 0.

C Ñëó÷àé òðåõ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

y′′ρρ(9al2 − ρ)(9al1 − ρ)(9a(l1 + l2) + ρ)− 27ay′ρ
2
(3ay′ρ + ρ)+

+
(
81a2(l1

2 + l1l2 + l2
2)− 3ρ2

)
y′ρ = 0,(

C1 + 162a2y + 27aρ2
)
y′ρ + 1458a3l1l2(l1 + l2)− 162a2ρ(l1

2 + l1l2 + l2
2) + 2ρ3 = 0,

C2 =

(
9al2 − 9ay′ρ − ρ

9al2 − ρ

)2l1+l2 ( ρ− 9al1
9al1 − 9ay′ρ − ρ

)2l2+l1 (9al1 + 9al2 + ρ+ 9ay′ρ
9al1 + 9al2 + ρ

)l2−l1
.

D Ñëó÷àé îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî è äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé.

y′′ρρ(18al2 − ρ)((9al2 − ρ)2 + 81a2l3
2)− 27ay′ρ

2
(3ay′ρ + ρ)+

+
(
243a2l2

2 − 81a2l3
2 − 3ρ2

)
y′ρ = 0,(

C1 + 162a2y + 27aρ2
)
y′ρ + 2961a3l2(l2

2 + l3
2) + 162a2ρ(l3

2 − 3l2
2) + 2ρ3 = 0,

C2 =
(18al2 + 9ay′ρ + ρ)2((9al2 − ρ)2 + 81a2l3

2)

(18al2 + ρ)2((9a(l2 − y′ρ)− ρ)2 + 81a2l3
2)
e

6l2
l3
arctan

(
81a2l3y

′
ρ

81a2l3
2+(9al2−ρ)2−9ay′ρ(9al2−ρ))

)
.

Âûïèñàííûå ïåðâûå èíòåãðàëû îïðåäåëÿþò ÷åòûðå òèïà êàñàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Â ðàáîòàõ [7], [8] îòìå÷àëàñü âçàèìîñâÿçü êàñàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è êàñàòåëüíûõ ñèì-
ìåòðèé. Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ êàñàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ëåãêî óêàçàòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå êàñàòåëüíûå ñèììåòðèè

X = Θ′
y′ρ

∂

∂ρ
+
(
y′ρΘ

′
y′ρ
−Θ

) ∂

∂y
−
(
Θ′
ρ + y′ρΘ

′
y

) ∂

∂y′ρ
.

A. Ñëó÷àé òðåõêðàòíîãî êîðíÿ.

Θ =
ρ3(9ay′ρ + ρ)3

y′ρ
2 ;

B. Ñëó÷àé äâóêðàòíîãî è îäíîêðàòíîãî êîðíåé.

Θ =
(9al1 − ρ)(9al1 − 9ay′ρ − ρ)3(18al1 + ρ)2

y′ρ
2 exp

(
243a2l1y

′
ρ

(ρ− 9al1)(9al1 − 9ay′ρ − ρ)

)
;

C. Ñëó÷àé òðåõ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Θ =
(9al1 + 9al2 + 9ay′ρ + ρ)l1−l2+1(9al1 − 9ay′ρ − ρ)2l2+l1+1(9al2 − ρ)2l1+l2+1

y′ρ
2(9al1 + 9al2 + ρ)l1−l2−1(9al1 − ρ)2l2+l1−1(9al2 − 9ay′ρ − ρ)2l1+l2−1

;
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D. Ñëó÷àé îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî è äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé.

Θ = (18al2 +9ay′ρ+ ρ)((9al2 − ρ)2 +81a2l3
2)(18al2 + ρ)((9a(l2 − y′ρ)− ρ)2 +81a2l3

2)y′ρ
−2
.

Ñîãëàñíî ðàáîòàì [7], [8], åñëè îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äîïóñêàåò äâóìåðíóþ àëãåáðó òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé, òî ñîîòâåòñòâóþùåå êàñàòåëü-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóïåðïîçèöèÿ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé
è ïðåîáðàçîâàíèé Ëåæàíäðà.

Íàïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà À

y′′ρρρ
3 − 81a2y′ρ

3 − 27ay′ρ
2
ρ− 3ρ2y′ρ = 0

äîïóñêàåò òðåõìåðíóþ àëãåáðó òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé

X1 = ρ
∂

∂ρ
+ 2y

∂

∂y
, X2 = −18aρ(ρ2 + 18ay)

∂

∂ρ
+ (ρ4 − 182a2y2)

∂

∂y
, X3 =

∂

∂y
.

Ñ òàáëèöåé êîììóòàòîðîâ

X1 X2 X3

X1 0 2X2 −2X3

X2 −2X2 0 (18a)2X1

X3 2X3 −(18a)2X1 0

Âîñïîëüçîâàâøèñü äâóìåðíîé àëãåáðîé X1, X3, , ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå êàñàòåëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ

TA :


t =

y′(9ay′ + 2x)

2x2(9ay′ + x)2
,

u = −(27ax2y′ + 162a2yy′ + 2x3)y′
−1
,

du

dt
= 2x3(9ay′ + x)3y′

−2
;

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé

T1 : t = x, u =
y

x
,

du

dt
=
y′x− y

x2
;

T2 : t = 162a2y, u = 2
(9ax+ 1)2

18ax+ 1
,

du

dt
= 2x

9ax+ 1

y′(18ax+ 1)2
;

T3 : t = x2, u = y,
du

dt
=

y′

2x
;

è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà

TL : t = y′, u = xy′ − y,
du

dt
= x ;

TA = T1 ◦ TL ◦ T2 ◦ TL ◦ T3.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïîâ B, C, D íå äîïóñêàþò äâóìåðíûõ àëãåáð òî÷å÷-
íûõ ñèììåòðèé è, ïî-âèäèìîìó, ñîîòâåòñòâóþùèå êàñàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèé òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëå-
æàíäðà.
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Èäåÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â âèäå ñóïåðïîçèöèè òî÷å÷íûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïðèíàäëåæèò Ô. Êëåéíó [9]. Â ðàáîòå [8] ïî-
êàçàíî, ÷òî èäåÿ Ô. Êëåéíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíòåãðèðóåìûå îáûêíîâåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå íå äîïóñêàþò òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è êàñàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
TL, TB, TC , TD ïðèâîäÿò ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, äèíàìè÷åñêèå ñèììåòðèè
êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæàò ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó.
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ODE of second order admitting two-dimensional algebras

of dynamic symmetries.

c⃝ M.I. Timoshin2

Abstract. A generalization of S.Lie's classi�cation of second order ODEs on two-dimensional
algebras of point symmetries is constructed. First integrals for found types second order ODEs
are reduced. The possibility of the determination of two-dimensional algebras of dynamic
symmetries over number �eld is considered. Interconnection of dynamic and contact symmetries is
demonstrated. On a concrete example it is shown the procedure of the decomposition of a contact
transformation into superposition of point transformation and Legendre transformation.

Key Words: dynamic symmetries, contact symmetries, invariants, two-dimensional algebras, �rst
integrals, contact transformations
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ÓÄÊ 517.95

Î ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñî

ñìåøàííûìè ìàêñèìóìàìè

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ1, À. È. Ñåðåäêèíà2

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé
çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïî-
ðÿäêà, ñîäåðæàùåãî ñìåøàííûå ìàêñèìóìû ïî âðåìåíè â íåëèíåéíîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííàÿ çàäà÷à, óðàâíåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïå-
ðåìåííûõ, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü, ñìåøàííûå ìàêñèìóìû ïî âðåìåíè

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñâåäåíèå å¼ ê ñ÷åòíûì ñèñòåìàì íåëèíåé-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Â îáëàñòè D ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

∂u(t, x)

∂ t
− (−1)mν

∂ 2m+1u(t, x)

∂ t ∂ x2m
+
∂ 4mu(t, x)

∂ x4m
=

= f
(
t, x, u(t, x),max

{
u(τ, x)|τ ∈

[
σ1(t):σ2(t)

]})
(1.1)

ñ íà÷àëüíûìè

u(t, x)|t=0 = φ(x) (1.2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(t, x)|x=0 = uxx(t, x)|x=0 = · · · = ∂2(2m−1)

∂ x2(2m−1)
u(t, x)|x=0 =

= u(t, x)|x=l = uxx(t, x)|x=l = · · · = ∂2(2m−1)

∂ x2(2m−1)
u(t, x)|x=l = 0, (1.3)

ãäå f (t, x, u, ϑ) ∈ C (D × R2) , φ(x) ∈ C4m+1(Dl) , φ(x)|x=0 = φ′′(x)|x=0 = · · · =
φ4m−2(x)|x=0 = φ(x)|x=l = φ′′(x)|x=l = · · · = φ4m−2(x)|x=l = 0 , σk = σk(t) ∈ C(DT ) , k = 1, 2 ,
D ≡ DT × Dl , DT ≡ [0, T ] , Dl ≡ [0, l] , 0 < T < ∞ , 0 < l < ∞ , 0 < m � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, 0 < ν � ìàëûé ïàðàìåòð, [σ1:σ2] = [min{σ1, σ2},max{σ1, σ2}] .

Îòìåòèì, ÷òî êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ìàêñèìóìàìè âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [1], [2]. À îáûêíîâåí-
íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñìåøàííûìè ìàêñèìóìàìè áûëè ðàññìîòðåíû â
ðàáîòàõ [3-6].

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê; tursunbay@rambler.ru

2 Ìàãèñòðàíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê; anytik888@yandex.ru
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Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñìåøàííûìè ìàêñèìóìàìè
òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ðÿäà íîâûõ ñîîáðàæåíèé. Â [6], â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñìåøàííûìè ìàêñèìóìàìè èìåþò ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè
â âîïðîñå ïîñòàíîâêè çàäà÷ è èõ ðàçðåøèìîñòè.

Ïóñòü ôóíêöèè σ1 è σ2 ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ t1 è t2 îòðåçêà DT : σ1(ti) =
σ2(ti) , i = 1, 2 , 0 < t1 < t2 < T .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 0 ≤ σ1(t) < σ2(t) ≤ t1 íà ëåâîì îòðåçêå D1
T ≡ [0, t1] , t1 ≤ σ2(t) <

σ1(t) ≤ t2 íà ñðåäíåì îòðåçêå D2
T ≡ [t1, t2] è t2 ≤ σ1(t) < σ2(t) ≤ T íà ïðàâîì îòðåçêå

D3
T ≡ [t2, T ] , DT ≡ D1

T

∪
D2
T

∪
D3
T .

Äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3) íå õâàòàþò äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ â òî÷êàõ t1 è t2 . Ñìåøàííóþ çàäà÷ó (1.1)-(1.3) áóäåì ðåøàòü ñ
íåïðåðûâíûìè óñëîâèÿìè ñêëåèâàíèÿ:

u(+ti, x) = u(−ti, x), i = 1, 2. (1.4)

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, îñíîâàííûé íà ïîèñêå
ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.4) â âèäå ðÿäà Ôóðüå [7]

u(t, x) =
∞∑
n=1

an(t) bn(x), (1.5)

ãäå bn(x) =

√
2

l
sinλnx , λn =

nπ

l
, n = 1, 2, . . . .

Ìíîæåñòâî
{
a(t) = (an(t)) |an(t) ∈ C [0, T ] , n = 1, 2, 3, . . .

}
ââåäåíèåì íîðìû

∥a(t)∥B2(DT ) =

[
∞∑
n=1

max
t∈DT

|an(t)|2
]1
2

ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì è åãî îáîçíà÷àþò òàê B2(DT ) .
Äëÿ êàæäîãî a(t) ∈ B2(T ) îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð

Qa(t) = u(t, x) =
∞∑
n=1

an(t)bn(x).

×åðåç E2(D) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî
Q : B2(T ) → E2(D) è E2(D) ⊂ L2(D) .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ an(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
ñ÷åòíûì ñèñòåìàì íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÑÍÈÓ):

an(t) = A1n(t; an(t)) ≡ ωn(t)+

+
1

ρn

t∫
0

l∫
0

f
(
s, y,Qa(s),max

{
Qa(τ)|τ ∈ [σ1(s);σ2(s)]

})
×

×bn(y) · e−µn(t−s)dyds, t ∈ D1
T , ωn(t) = φn e

−µnt, (1.6)

an(t) = A2n(t; an(t)) ≡ A1n(t; an(t1))e
−µn(t−t1)+
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+
1

ρn

t∫
t1

l∫
0

f
(
s, y,Qa(s),max

{
Qa(τ)|τ ∈ [σ2(s);σ1(s)]

})
×

×bn(y) · e−µn(t−s)dyds, t ∈ D2
T , (1.7)

an(t) = A3n(t; an(t)) ≡ A2n(t; an(t2))e
−µn(t−t2)+

+
1

ρn

t∫
t2

l∫
0

f
(
s, y,Qa(s),max

{
Qa(τ)|τ ∈ [σ1(s);σ2(s)]

})
×

×bn(y) · e−µn(t−s)dyds, t ∈ D3
T , µn =

λ4mn
ρn

, ρn = 1 + λ2mn ν. (1.8)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàíîâêà ðÿäà (1.5) â óðàâíåíèå (1.1) äàåò

∞∑
n=1

a′n(t) bn(x)− (−1)mν
∞∑
n=1

a′n(t) b
(2m)
n (x) +

∞∑
n=1

an(t) b
(4m)
n (x) =

∞∑
n=1

Fn(t) bn(x), (1.9)

ãäå Fn(t) =
l∫
0

f
(
t, y,Qa(t),max

{
Qa(τ)|τ ∈ [σ1(t):σ2(t)]

})
bn(y)dy .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (−1)mb
(2m)
n (x) = −λ2mn bn(x), b

(4m)
n (x) = λ4mn bn(x) , èç ñîîòíîøåíèÿ (1.9)

èìååì

∞∑
n=1

(
1 + λ2mn ν

)
a′n(t) bn(x) +

∞∑
n=1

λ4mn an(t) bn(x) =
∞∑
n=1

Fn(t) bn(x). (1.10)

Òàê êàê ôóíêöèè bn(x) îðòîíîðìèðîâàííû â L2(Dl) , òî èç (1.10) ñëåäóåò(
1 + λ2mn ν

)
a′n(t) + λ4mn an(t) =

=

l∫
0

f
(
t, y, Qa(t),max

{
Qa(τ)|τ ∈ [σ1(t):σ2(t)]

})
bn(y)dy. (1.11)

Ðåøàÿ ñ÷åòíóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.11) ïðè ñëåäó-
þùèõ óñëîâèÿõ

an(0) = φn, an(+ti) = an(−ti), i = 1, 2,

ãäå φn =
l∫
0

φ(y)bn(y)dy , ïîëó÷àåì ÑÑÍÈÓ (1.6) - (1.8).

2. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ÑÑÍÈÓ ñî ñìåøàííûìè ìàêñèìó-
ìàìè

Ñíà÷àëà áóäåì èçó÷àòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ÑÑÍÈÓ (1.6).
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Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1.
t1∫
0

∥f (t, x,Qw(t), Qw(t))∥L2(Dl)
dt ≤ ∆1 <∞ ;

2. f (t, x, u, ϑ) ∈ Lip
{
L1(t, x)|u,ϑ

}
, 0 <

t∫
0

∥L1(t, x)∥L2(Dl)ds <∞ ;

3. ∥φ∥l2 <∞ .
Òîãäà ÑÑÍÈÓ (1.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå B2(D

1
T ) . Êðîìå

òîãî, èìååò ìåñòî îöåíêà ∥∥∥a(t)− a k(t)
∥∥∥
B2(D1

T )
≤

≤ χ1

(k − 1)!

 t∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds

k−1

exp

χ2

t∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds

 , (2.1)

ãäå L(s, x) = 2L1(s, x) , χ1 , χ2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:{

a0n(t) = wn(t),

ak+1
n (t) = A1n

(
t; akn(t)

)
, k = 0, 1, 2, 3, . . . , t ∈ D1

T .
(2.2)

Â ñèëó óñëîâèé ëåììû äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè a1n(t)− a0n(t) èç (2.2) ïîëó÷èì

∥∥a1(t)− a0(t)
∥∥
B2(D1

T )
≤

∞∑
n=1

1

ρn

t∫
0

l∫
0

∣∣∣f0∣∣∣ · |bn(y)|dyds ≤
≤M1M2

t∫
0

l∫
0

∣∣∣f0∣∣∣dyds ≤M1M2

√
l∆1, (2.3)

ãäå fk ≡ f
(
t, y,Qak(t),max

{
Qak(τ)|τ ∈ [σ1(t);σ2(t)]

})
, k = 0, 1, 2, 3, . . . ,

M1 =
∥∥∥1
ρ

∥∥∥
l2
, M2 = ∥b(x)∥B2(l) .

Äëÿ âòîðîé ðàçíîñòè a2n(t)− a1n(t) èç (2.2) èìååì

∥∥a2(t)− a1(t)
∥∥
B2(D1

T )
≤M1M2

t∫
0

l∫
0

∣∣∣f1 − f0

∣∣∣dyds.
Òàê êàê â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ ëåììû∣∣∣f((t, x,Qa1(t),max

{
Qa1(τ)|τ ∈ [σ1;σ2]

})
−

−f
(
(t, x,Qa0(t),max

{
Qa0(τ)|τ ∈ [σ1; σ2]

})∣∣∣ ≤ L1(t, x)
[∣∣Qa1(t)−Qa0(t)

∣∣+
+
∣∣max

{
Qa1(τ)|τ ∈ [σ1;σ2]

}
−max

{
Qa0(τ)|τ ∈ [σ1;σ2]

}∣∣],
òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (2.3) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó

∥∥a2(t)− a1(t)
∥∥
B2(D1

T )
≤M1M2

t∫
0

l∫
0

L(s, y)
∞∑
i=1

∣∣a1i (s)− a0i (s)
∣∣ · |bi(y)|dyds ≤
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≤M1M
2
2

t∫
0

l∫
0

L(s, y)
∥∥a1(s)− a0(s)

∥∥
B2(D1

T )
dyds ≤

≤
(
M1

√
l
)2
M3

2∆1

t∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds, t ∈ D1
T , (2.4)

ãäå L(t, x) = 2L1(t, x) .
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ≥ 2 , èç (2.4) ïî

èíäóêöèè ïîëó÷èì

∥∥ak+1(t)− ak(t)
∥∥
B2(D1

T )
≤
(
M1

√
l
)k+1

M2k+1
2 ∆1

[
t∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds

]k
k!

. (2.5)

Äàëåå, â ñèëó (2.5) èìååì

∥∥a(t)− ak(t)
∥∥
B2(D1

T )
≤M1M

2
2

t∫
0

l∫
0

L(s, y)
∥∥a(s)− ak−1(s)

∥∥
B2(D1

T )
dyds ≤

≤M1M
2
2

t∫
0

l∫
0

L(s, y)
∥∥a(s)− ak(s)

∥∥
B2(D1

T )
dyds+

+M1M
2
2

t∫
0

l∫
0

L(s, y)
∥∥ak(s)− ak−1(s)

∥∥
B2(D1

T )
dyds ≤

≤
(
M1

√
l
)k
M2k

2 ∆1

[
t∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds

]k−1

(k − 1)!
+

+M1M
2
2

√
l

t∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

∥∥a(s)− ak(s)
∥∥
B2(D1

T )
ds. (2.6)

Ïðèìåíÿÿ ê (2.6) íåðàâåíñòâî òèïà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷èì (2.1).
Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ CÑÍÈÓ (1.6) ñëåäóåò èç îöåíêè (2.5), òàê êàê ïðè k → ∞ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ak(t)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ê ôóíêöèè a(t) ∈ B2(D
1
T ) .

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå B2(D
1
T ) . Ïóñòü CÑÍÈÓ (1.6) èìå-

åò äâà ðåøåíèÿ: a(t) ∈ B2(D
1
T ) è ϑ(t) ∈ B2(D

1
T ) . Òîãäà äëÿ èõ ðàçíîñòè ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

∥a(t)− ϑ(t)∥B2(D1
T ) ≤M1M

2
2

√
l

t∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

∥a(s)− ϑ(s)∥B2(D1
T ) ds. (2.7)

Ïðèìåíåíèå ê (2.7) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, äàåò, ÷òî ∥a(t)− ϑ(t)∥B2(D1
T ) ≡ 0

äëÿ âñåõ t ∈ D1
T . Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ÑÑÍÈÓ (1.6) â ïðîñòðàíñòâå

B2(D
1
T ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Èçó÷èì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ÑÑÍÈÓ (1.7).
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Ë å ì ì à 2.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 2.1. è

1.
t2∫
t1

∥f (t, x, u, ϑ)∥L2(Dl)
dt ≤ ∆2 <∞ ;

2. f (t, x, u, ϑ) ∈ Lip
{
L2(t, x)|u,ϑ

}
, 0 <

t∫
t1

∥L2(t, x)∥L2(Dl)ds <∞ ;

3. q1 < 1, q1 =M1M
2
2

√
l

(
t1∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds+
t2∫
t1

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds

)
,

L(t, x) = 2L1(t, x) , L(t, x) = 2L2(t, x) .
Òîãäà ÑÑÍÈÓ (1.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå B2(D

2
T ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ Ïèêàðà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:{

a0n(t) = wn(t), t ∈ D2
T

ak+1
n (t) = A2n

(
t; akn(t)

)
, k = 0, 1, 2, 3, . . . , t ∈ D2

T .
(2.8)

Â ñèëó óñëîâèé ëåììû äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè a1n(t)− a0n(t) èç (2.8) èìååì

∥∥a1(t)− a0(t)
∥∥
B2(D2

T )
≤

∞∑
n=1

1

ρn

t1∫
0

l∫
0

∣∣∣f01∣∣∣ · |bn(y)|dyds+ ∞∑
n=1

1

ρn

t2∫
t1

l∫
0

∣∣∣f02∣∣∣ · |bn(y)|dyds ≤
≤M1M2

 t1∫
0

l∫
0

∣∣∣f01∣∣∣dyds+ t∫
t1

l∫
0

∣∣∣f02∣∣∣dyds
 ≤M1M2

√
l
(
∆1 +∆2

)
, (2.9)

ãäå fk1 ≡ f
(
t, y, Qak(t),max

{
Qak(τ)|τ ∈ [σ1(t);σ2(t)]

})
, k = 0, 1, 2, 3, . . . ,

fk2 ≡ f
(
t, y,Qak(t),max

{
Qak(τ)|τ ∈ [σ2(t);σ1(t)]

})
, k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Äëÿ ðàçíîñòè ak+1
n (t)− akn(t) èìååì

∥∥ak+1(t)− ak(t)
∥∥
B2(D2

T )
≤M1M2

 t1∫
0

l∫
0

∣∣∣fk1 − f(k−1)1

∣∣∣dyds+ t∫
t1

l∫
0

∣∣∣fk2 − f(k−1)2

∣∣∣dyds
 .

Òàê êàê â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ ëåììû∣∣∣f((t, x,Qak(t),max
{
Qak(τ)|τ ∈ [σ2;σ1]

})
−

−f
(
(t, x,Qak−1(t),max

{
Qak−1(τ)|τ ∈ [σ2; σ1]

})∣∣∣ ≤ L2(t, x)
[∣∣Qak(t)−Qak−1(t)

∣∣+
+
∣∣max

{
Qak(τ)|τ ∈ [σ2;σ1]

}
−max

{
Qak−1(τ)|τ ∈ [σ2;σ1]

}∣∣],
òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó

∥∥ak+1(t)− ak(t)
∥∥
B2(D2

T )
≤M1M2

[ t1∫
0

l∫
0

L(s, y)
∞∑
i=1

∣∣∣aki (s)− ak−1
i (s)

∣∣∣ · |bi(y)|dyds+
+

t∫
t1

l∫
0

L(s, y)
∞∑
i=1

∣∣∣aki (s)− ak−1
i (s)

∣∣∣ · |bi(y)|dyds] ≤
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≤M1M
2
2

√
l
{ t1∫

0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

∥∥ak(s)− ak−1(s)
∥∥
B2(D1

T )
ds+

+

t∫
t1

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

∥∥ak(s)− ak−1(s)
∥∥
B2(D2

T )
ds
}
≤ q1

∥∥ak(t)− ak−1(t)
∥∥
B2(D2

T )
, t ∈ D2

T . (2.10)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ëåììû èç îöåíîê (2.9) è (2.10) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðà-
âîé ÷àñòè (2.8) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÑÍÈÓ (1.7) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå B2(D

2
T ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Èçó÷èì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ÑÑÍÈÓ (1.8).

Ë å ì ì à 2.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 2.2. è

1.
T∫
t2

∥f (t, x, u, ϑ)∥L2(Dl)
dt ≤ ∆3 <∞ ;

2. f (t, x, u, ϑ) ∈ Lip
{
L3(t, x)|u,ϑ

}
, 0 <

t∫
t2

∥L3(t, x)∥L2(Dl)ds <∞ ;

3. q2 < 1, q2 = q1 +M1M
2
2

√
l
T∫
t2

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds , L(t, x) = 2L3(t, x) .

Òîãäà ÑÑÍÈÓ (1.8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå B2(D
3
T ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ Ïèêàðà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:{

a0n(t) = wn(t), t ∈ D3
T

ak+1
n (t) = A3n

(
t; akn(t)

)
, k = 0, 1, 2, 3, . . . , t ∈ D3

T .
(2.11)

Â ñèëó óñëîâèé ëåììû â ïðîñòðàíñòâå B2(D
3
T ) äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè a1n(t) − a0n(t) èç

(2.11) èìååì

∥∥a1(t)− a0(t)
∥∥
B2(D3

T )
≤M1M2

 t1∫
0

l∫
0

∣∣∣f01∣∣∣dyds+ t2∫
t1

l∫
0

∣∣∣f02∣∣∣dyds
+

+M1M2

t∫
t2

l∫
0

∣∣∣f03∣∣∣dyds ≤M1M2

√
l
(
∆1 +∆2 +∆3

)
, (2.12)

ãäå fk3 ≡ f
(
t, y,Qak(t),max

{
Qak(τ)|τ ∈ [σ1(t);σ2(t)]

})
, k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçíîñòè ak+1
n (t)− akn(t) â ïðîñòðàíñòâå B2(D

3
T ) èìååì∥∥ak+1(t)− ak(t)

∥∥
B2(D3

T )
≤
∥∥∥A2n

(
t; akn(t2)

)
− A2n

(
t; ak−1

n (t2)
)∥∥∥

B2(D2
T )
+

+M1M2

t∫
t2

l∫
0

∣∣∣fk3 − f(k−1)3

∣∣∣dyds ≤
≤ q1 +M1M

2
2

√
l

t∫
t2

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

∥∥ak(s)− ak−1(s)
∥∥
B2(D3

T )
ds ≤
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≤ q2
∥∥ak(t)− ak−1(t)

∥∥
B2(D3

T )
, t ∈ D3

T . (2.13)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ëåììû èç îöåíîê (2.12) è (2.13) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðà-
âîé ÷àñòè (2.11) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÑÍÈÓ (1.8) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå B2(D

3
T ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Èç äîêàçàííûõ òðåõ ëåìì ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 2.3. Òîãäà ñ÷åòíàÿ ñèñòå-
ìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.11) ïðè óñëîâèÿõ

an(0) = φn, an(+ti) = an(−ti), i = 1, 2

èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå, êîòîðîå íà îòðåçêå ïðåäñòàâèìî â âèäå

an(t) =


A1n

(
t; an(t)

)
, t ∈ D1

T ;

A2n

(
t; an(t)

)
, t ∈ D2

T ;

A3n

(
t; an(t)

)
, t ∈ D3

T .

(2.14)

3. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)- (1.4)

Ïîäñòàâëÿÿ ÑCÍÈÓ (2.14) â ðÿä (1.5), ïîëó÷èì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çà-
äà÷è (1.1)- (1.4).

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Åñëè a(t) ∈ B2(DT )
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÑÍÈÓ (2.14), òî ðÿä (1.5) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è
(1.1)- (1.4).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a(t) ∈ B2(DT ) ðåøåíèå ÑÑÍÈÓ (2.14). Ìû ïîêàæåì,
÷òî â îáëàñòè D ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

uk(t, x) = lim
k→∞

∞∑
n=1

akn(t) bn(x) =
∞∑
n=1

an(t) bn(x) = u(t, x) ∈ E2(D),

ãäå an(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.14), bn(x) =

√
2

l
sinλnx , λn =

nπ

l
, n = 1, 2, . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ïîëó÷èì

∣∣u(t, x)− u k(t, x)
∣∣ ≤ ∞∑

n=1

∣∣an(t)− akn(t)
∣∣ · ∣∣bn(x)∣∣ ≤

≤
∥∥a(t)− ak(t)

∥∥
B2(DT )

·
∥∥bn(x)∥∥B2(l)

<
ε

M2

·M2 = ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 517.9

Ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ïðè óïðàâëåíèè

ïðîöåññîì âîçäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó

ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìàòåðèàëîâ.

c⃝ Î. Å. Êàëåäèí1 Í. Ê. Ñîðîêèíà2 Ë. À. Ñóõàðåâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðû êðåì-
íèÿ ïðè ëàçåðíîì îáëó÷åíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîíîêðèñòàëë êðåìíèÿ, íåéðîííûå ñåòè, ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå

Âîçäåéñòâèå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ðàçëè÷íûõ ìîíîêðèñòàëëîâ êðåìíèÿ
èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ [1] [2], ãäå ïîäðîáíî îïèñàíà ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà èçìåíåíèÿ ñòðóêòó-
ðû ýòîãî ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ìàòåðèàëà. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âîçäåéñòâèè ëàçåð-
íîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëåííîé ìîùíîñòè íà ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèé êðåìíèé ïðè ðàçëè÷íûõ
ðåæèìàõ èçëó÷åíèÿ èìååò ìåñòî ¾çàëå÷èâàíèå¿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Â ñâÿçè ýòèì
ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìàòåðèà-
ëîâ íà ïðåäìåò îáðàçîâàíèÿ íîâûõ íàíî-, ìèêðî- è ìàêðîñòðóêòóð ñ íîâûìè óíèêàëüíûìè
ñâîéñòâàìè.

Ðàçíîîáðàçèå òèïîâ ñîâðåìåííûõ êâàíòîâûõ ãåíåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò âûáèðàòü â øèðî-
êîì äèàïàçîíå òàêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê äëèíà âîëíû, äëèòåëüíîñòü ñâåòîâîãî èìïóëüñà,
ýíåðãèÿ è ìîùíîñòü. Íà îñíîâå ýòîãî âîçìîæíî äîñòàòî÷íî ñâîáîäíî âàðüèðîâàòü ïàðàìåò-
ðû âîçäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ, äîáèâàÿñü æåëàåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû
â çíà÷èòåëüíîé ìåðå áóäåò çàâèñåòü îò ðàçðàáîòêè ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ äàííîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà è ïðèìåíåíèÿ åãî â óïðàâëåíèè òåõíîëîãèåé
ïîëó÷åíèÿ ñòðóêòóðû êðåìíèÿ ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè.

Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóïðîâîäíèêîâîãî êðåìíèÿ ðå-
øàëàñü è ðàíåå, íàïðèìåð, â ðàáîòå [3]. Â îñíîâå ìîäåëè ëåæèò áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî îïèñàíèå ñòðóêòóðû ÷åðåç äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ íå äàåò êîëè÷åñòâåííîãî îòâåòà íà âîïðîñ î ïàðàìåòðàõ ëàçåðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà
ìîíîêðèñòàëë êðåìíèÿ, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðû
êðèñòàëëà.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñîçäàíà áàçà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ëàçåðíîãî îáëó÷åíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ìîíîêðèñòàëëîâ êðåìíèÿ [4]. Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷å-
íèÿ èíòåãðàëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà äî è ïîñëå ëàçåðíîãî îáëó÷åíèÿ
ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ îáëó÷åíèÿ: ìîùíîñòè, çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèé äî ïîâåðõíîñòè
êðèñòàëëà, âðåìåíè âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî îáëó÷åíèÿ, òèï ëàçåðà. Ïîýòîìó â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1 äîöåíò êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãà-
ðåâà, ã. Ñàðàíñê; kaledinoe@mrsu.ru.

2 ïðîôåññîð êàôåäðû îáùåé ôèçèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà,
ã. Ñàðàíñê.

3 äîöåíò êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãà-
ðåâà, ã. Ñàðàíñê; suharev_la@mail.ru.
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Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî èìåþùèì-
ñÿ äàííûì çíà÷åíèÿì èíòåãðàëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé êðèñòàëëà êðåìíèÿ äî îáëó÷åíèÿ è
æåëàåìûì äàííûì çíà÷åíèÿì èíòåãðàëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé ýòîãî êðèñòàëëà ïîñëå îáëó-
÷åíèÿ, ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ëàçåðíîãî îáëó÷åíèÿ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà íåéðîííûõ ñåòåé,
àäàïòèðîâàâ èñõîäíûå äàííûå äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ
[5]. Äëÿ ýòîãî äàííûå ïî êàæäîìó òèïó êðèñòàëëà äî ëàçåðíîãî îáëó÷åíèÿ è ïîñëå íåãî
áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè òèï ëàçåðà. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çäåñü
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âûáîðå ¾ýòàëîííûõ èçîáðàæåíèé¿ ëàçåðíîãî âîçäåéñòâèÿ. Èìåÿ äàí-
íûå: 2 òèïà ëàçåðà, 2-4 çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè, 2-3 çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ è ïî 2-3 çíà÷åíèÿ
âðåìåíè âîçäåéñòâèÿ íà ïëàñòèíû êðåìíèÿ ðàçíîãî ðîäà, íåîáõîäèìî âûäåëèòü íå áîëåå 36
ðàçëè÷íûõ ¾ýòàëîííûõ èçîáðàæåíèé¿ ëàçåðíîãî âîçäåéñòâèÿ. Ïî êàæäîìó òèïó ëàçåðà,
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ìîùíîñòè, ôèêñèðîâàííûõ ðàññòîÿíèè è âðåìåíè âîçäåé-
ñòâèÿ èìååòñÿ 10-20 íàáîðîâ äàííûõ ïëàñòèí êðèñòàëëîâ êðåìíèÿ äî è ïîñëå îáëó÷åíèÿ
� ýòî äàííûå äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè.

Îáó÷èâ íåéðîííóþ ñåòü, ìîæíî áóäåò íà âõîäå íåéðîííîé ñåòè çàäàòü ïðåäïîëàãàåìûå
ïàðàìåòðû ìîíîêðèñòàëëà êðåìíèÿ äî è ïîñëå îáëó÷åíèÿ ëàçåðîì, à íà âûõîäå ïîëó÷èòü
èñêîìûé ðàñïîçíàííûé îáðàç â âèäå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ëàçåðíîå îá-
ëó÷åíèå íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîíîêðèñòàëëà êðåìíèÿ. Çäåñü
íåîáõîäèìî îòìåòèòü ïðîáëåìó ¾áëèçîñòè îáðàçîâ¿, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàçëè÷íûå ëàçåð-
íûå îáëó÷åíèÿ. Óíèâåðñàëüíîñòü èçëîæåííîãî ïîäõîäà âèäèòñÿ â âîçìîæíîñòè åãî ïðèìå-
íåíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû äðóãèõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìàòåðèàëîâ ïðè âîçäåéñòâèè
èçëó÷åíèé íà íèõ.
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ÓÄÊ 517.929

Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó

c⃝ Ñ. Â. Çóáîâ1

Àííîòàöèÿ. Îñíîâíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó è êîíñòðóèðîâàíèå ñèñòåì, ïðè êî-
òîðûõ òðàåêòîðèè ñèñòåìû îñòàþòñÿ â çàäàííîì ìíîæåñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàäèóñ-âåêòîð, òðàåêòîðèÿ, óðàâíåíèå, êîîðäèíàòà, îêðóæíîñòü, ôóíê-
öèÿ

Äèññèïàòèâíîñòü èëè îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ñîâîêóïíûõ óðàâíåíèé óïðàâëÿ-
åìûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì òðåáîâàíèåì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê íèì.
Èçó÷åíèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû ñîâîêóïíûõ óðàâíåíèé ìîæíî îñóùåñòâëÿòü
íåñêîëüêèìè ïóòÿìè. Ê ïåðâîìó ïóòè îòíîñèòñÿ èñïîëüçîâàíèå âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíî-
âà. Êî âòîðîìó - èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè âìåñòî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû.

Âîïðîñàìè îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè, ñðåäè êîòîðûõ
Éîøèçàâà, Ðåéññèã, Ìàññåðà è äð. [1] Òåîðåìà Ò. Éîøèçàâû äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà

Ẋ = F (t,X) (1.1)

áûëà óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ
V (t,X) òàêàÿ, ÷òî:

1) V (t, x) ≥ W (X) , ãäå W (X) → ∞ ïðè ∥X∥ → ∞ ; Structure minimization of system
observation

2) V (t,X) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íà ðåøåíèÿõ (1.1).
Äëÿ äîñòàòî÷íî óñëîâèå 2) ìîæåò áûòü çàìåíåíî ñëåäóþùèì: ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

V (t,X) â ñèëó ñèñòåìû (1.1) íåïîëîæèòåëüíà.
Òðåáîâàíèÿ ýòîé òåîðåìû ìîãóò áûòü îñëàáëåíû, à èìåííî.

Ò å î ð å ì à 3.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (1.1) áûëà óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ V (t,X) òàêàÿ, ÷òî:

1) V (t, x) ≥ W (X) , ãäå W (X) → ∞ ïðè ∥X∥ → ∞ ;
2) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V (t,X) â ñèëó ñèñòåìû (1.1) ïîëîæèòåëüíà ëèøü íà êîì-

ïàêòíîì, íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîì ìíîæåñòâå M .

Ïîñêîëüêó îäíîé èç öåëåé êíèãè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé,
âàæíûì ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû áóäåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü êâàäðàòè÷íûå
çíàêîïåðåìåííûå ôóíêöèè [2]

V =
∑n

i=1 aix
2
i +

∑n
i=1 bixi,

W =
∑n

i=1 cix
2
i +

∑n
i=1 dixi

(3.2)

îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ai > 0 , ci < 0 (i = 1, . . . , n) . Ïóñòü íà ðåøåíèÿõ
ñèñòåìû

1 äîöåíò, ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã.Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Ẋ = F (X) (3.3)

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå Ẋ =W [3].

Ò å î ð å ì à 3.4. Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3) îãðàíè÷åíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

V1 =
n∑
i=1

ai(xi +
bi
2ai

)2 = V +
n∑
i=1

b2i
4ai

,

îòëè÷àþùóþñÿ îò ôóíêöèè V íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

V̇1 = V̇ .

Ôóíêöèÿ W ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå:

W =
n∑
i=1

ci(xi +
di
2ci

)2 −
n∑
i=1

d2i
2ci

.

Îáîçíà÷èì

W1 =
n∑
i=1

ci(xi +
di
2ci

)2, C = −
n∑
i=1

d2i
4ci

.

Âèäíî, ÷òî W1 ≥ 0 , C ≥ 0 .
Èìååì ïî óñëîâèþ

V̇1 =W1 + C, (3.4)

îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [4].

Ò å î ð å ì à 3.5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3.4. ñèñòåìà (1.1) èìååò
àòðàêòîð.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó 3.4 ñóùåñòâóåò ýëëèïñîèä V1 =
R , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 3.5.. Âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ âíå íåãî,
ïîïàäàþò â åãî âíóòðåííþþ ÷àñòü, ïåðåñåêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ýòîò ýëëèïñîèä âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ýëëèïñîèä

W1 = C,

÷òî è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû R .
Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ôîðìû (3.2) õàðàêòåðèçóþò àòòðàêòîð Ëîðåíöà, à òàêæå äàþò

èíñòðóìåíò ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé, èìåþùèõ êîìïàêòíûå ãëîáàëüíî
óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà. Ïîäîáíûå ñèñòåìû è ñîäåðæàò àâòîêîëåáàíèÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-00624).
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ÓÄÊ 517.929

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

c⃝ À. Â. Çóáîâ 1, Ê. À. Ïåøåõîíîâ 2, Ñ. À. Ñòðåêîïûòîâ 3, Ì.
Â. Ñòðåêîïûòîâà 4

Àííîòàöèÿ. Ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êî-
òîðûõ çàäàâàåìîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî â âèäå çàìêíóòîé ãëàäêîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè
áóäåò èíòåãðàëüíûì è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ìíîæåñòâî, ñòàöèîíàðíûé èíòåãðàë, ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = y,
ẏ = x+ z + xz,

ż = xy.
(1.1)

Ýòà ñèñòåìà èìååò ñåìåéñòâî èíòåãðàëîâ z = x2/2 + C , ãäå C = const . Â ñâÿçè ñ ýòèì
ñèñòåìó (1.1) ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

ẍ = C + (1 + C)x+ x2/2 + x3/2. (1.2)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè (1.2) íà ẋ è ïðîèíòåãðèðóåì â ïðåäåëàõ îò 0 äî t . Ïîëó÷èì

ẋ2/2 = C1 + Cx+ (1 + C)x2/2 + x3/6 + x4/8 (C1 = const). (1.3)

Èçâëå÷åì êâàäðàòíûé êîðåíü è ïðîèíòåãðèðóåì ñíîâà; ïîëó÷èì∫
dx√

2C1 + 2Cx+ (1 + C)x2 + x3/3 + x4/4
= t+ C2 (C2 = const). (1.4)

Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè (1.4), ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì [1]. Ãèïåðýëëèï-
òè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè îáðàùåíèè ýòîãî èíòåãðàëà, êîãäà ìû õîòèì ÿâíî
âûïèñàòü ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (1.1), õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ,
êîòîðûå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ñèñòåìó

ẋ = y,
ẏ = xz + a,
ż = 4xy + 1.

(1.5)

Ýòà ñèñòåìà èìååò ñåìåéñòâî èíòåãðàëîâ z = 2x2 + t + C , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè (1.5)
ê îäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ẍ = 2x3 + (t + C)x + a . Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè
x = λη(ξ) , ξ = µ(t+ C) ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó Ïåíëåâå [2]

η′′ = 2η3 + ξη + α. (1.6)

1 äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã.Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 ê.ô.-ì.í., äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
3 äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
4 äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Ïåíëåâå ïîêàçàë, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.6) îïèñûâàþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè
òðàíöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿ ê ðàíåå èçó÷åííûì ôóíêöèÿì è êî-
òîðûå ñòàëè íàçûâàòü òðàíöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè Ïåíëåâå [1].

Ó÷åíèê Ïåíëåâå Æ. Øàçè (1882-1955) èçó÷àë, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå y′′ = 2yy′′−3y′2 ,
ê êîòîðîìó ïðèâîäèòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà ẋ = y , ẏ = z , ż = 2xz−3y2 . Øàçè óñòàíî-
âèë, ÷òî èíòåãðàë ñòîëü ïðîñòîãî ïî âèäó óðàâíåíèÿ èìååò âåñüìà ñëîæíûå îñîáåííîñòè
è ñâÿçàí ñ èíòåãðàëàìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ôóíêöèÿìè Øâàðöà.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïðîñòîé ñòðóêòóðû ìîãóò èìåòü ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíóþ àíàëèòè÷åñêóþ ïðèðîäó.
¾Ïðîñòîòà¿ ñòðóêòóðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáìàí÷èâà. Èçâåñòíûå ïðèìåðû
êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ ñèñòåìû ñî ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè, òàêæå óêà-
çûâàþò íà ýòî.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà

ẋ = f(x, y, z),
ẏ = g(x, y, z),
ż = h(x, y, z).

(1.7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ñèñòåìû (1.7) ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé èíòåãðàë

v(x, y, z) = c. (1.8)

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì ∇v = µ1g1 + µ2g2 , ãäå µ1 , µ2 - ñêàëÿðíûå ôóíêöèè
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y, z .

Åñëè ôóíêöèÿ v ïðåäñòàâèìà â âèäå v = v1 + v2 , òàê ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
∇v = ∇v1 + ∇v2 , à âåêòîðû ∇v1 , ∇v2 êîëëèíåàðíû ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðàì g1 , g2 ,
òî ñïðàâåäëèâû ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèÿ (1.8)
ñóùåñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû ïðè îäíîì i = 1, 2 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
ñèñòåìà óðàâíåíèé

∇vi = µgi, (1.9)

ãäå µ = µ(x, y, z) - íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Âûïèøåì óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè
óðàâíåíèé (1.9) â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé ôîðìå äëÿ i = 1 :

A1∇µ = µF1. (1.10)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A1 , â ñèëó ñâîåé ñòðóêòóðû, ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé ïðè ëþ-
áûõ f, g, h . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.10) âîçìîæíî ëèøü
òîãäà, êîãäà âåêòîð F ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñòîëáöû ìàòðèöû A :

rank(A) = rank(A,F ).

Íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ íàñ áóäåò òàêæå ñèòóàöèÿ, êîãäà F1 = 0 , ïðè ýòîì
ïîëó÷àåòñÿ µ(x, y, z) = const . Ïðè i = 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû A
è âåêòîðà F :

A2 =

−h(g − h) + f(f − g) g(f − g)− h(h− f) 0
−f(h− f) + g(g − h) 0 g(f − g)− h(h− f)

0 −f(h− f) + g(g − h) h(g − h)− f(f − g)

 .

Ìàòðèöà A2 òàêæå âûðîæäåííàÿ, è ðåøåíèå âîçìîæíî òîæå íå âñåãäà.
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Òàêèì îáðàçîì, â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ôóíêöèé µ1 , µ2 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1∇µ1 + A2∇µ2 = µ1F1 + µ2F2. (1.11)

Ýòî - ñèñòåìà òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ äâóõ íåèç-
âåñòíûõ ôóíêöèé. Äëÿ åå èññëåäîâàíèÿ çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî, ïîñêîëüêó ìàòðèöû A1 , A2

âûðîæäåííûå, óðàâíåíèÿ (1.11) íå ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî âñåõ òðåõ ïðîèç-
âîäíûõ µ1x , µ1y , µ1z èëè µ2x , µ2y , µ2z , íî â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.11) ìîæåò áûòü
ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî äâóõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð ïî x , y :

∂µ1
∂x

= a(x, y, z)µ1 + A(x, y, z, µ2, µ2x , µ2y , µ2z),
∂µ1
∂y

= b(x, y, z)µ1 +B(x, y, z, µ2, µ2x , µ2y , µ2z).
(1.12)

Çäåñü A,B - ëèíåéíûå ôóíêöèè ïî µ2 , µ2x , µ2y , µ2z . Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå
ïî y , à âòîðîå ïî x , ïîëó÷àåì (ay − bx)µ1 = L[µ2] , ãäå L[µ2] = −(aB − bA + dA

dx
− dB

dy
)−

äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà. Ð. Êóðàíò [3] ïîêàçàë, ÷òî â àíàëèòè÷åñêîì
ñëó÷àå óñëîâèå

ay = bx (1.13)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.6. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî èíòå-
ãðàëà äëÿ ñèñòåìû (1.11) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.13).

Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, ïðèâåäåì ñèñòåìó (1.10) ê ñëåäóþùåìó âèäó: ÷ëåíû, ñîäåðæà-
ùèå âåëè÷èíû µ2 , µ2x , µ2y , µ2z , ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü, ñîäåðæàùèå âåëè÷èíû µ1 ,
µ1x , µ1y , µ1z - â ëåâóþ [5]. Ââåäåì íîâûå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû α1(x, y, z) , α2(x, y, z) ,
α3(x, y, z) . Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

A1[1, 1]µ1x + A1[1, 2]µ1y + F1[1]µ1 = α1,
A1[2, 1]µ1x + A1[2, 3]µ1z + F1[2]µ1 = α2,
A1[3, 2]µ1y + A1[3, 3]µ1z + F1[3]µ1 = α3,
A2[1, 1]µ2x + A2[1, 2]µ2y + F2[1]µ2 = α1,
A2[2, 1]µ2x + A2[2, 3]µ2z + F2[2]µ2 = α2,
A2[3, 2]µ2y + A1[3, 3]µ2z + F1[3]µ2 = α3.

(1.14)

Ìû ïîëó÷èëè äâå ãðóïïû óðàâíåíèé, ïåðâóþ èç êîòîðûõ - äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
µ1 , âòîðóþ - îò µ2 .

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà òà-
êèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ îáùèìè ëèíåéíûìè [2] èëè ëèíåéíûìè íåîäíîðîäíûìè [4].

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ (1.14).

X1(µ1) = A1[1, 1]µ1x + A1[1, 2]µ1y + F1[1]µ1 − α1 = 0,
X2(µ1) = A1[2, 1]µ1x + A1[2, 3]µ1x + F1[2]µ1 − α2 = 0,
X3(µ1) = A1[3, 2]µ1y + A1[3, 3]µ1x + F1[3]µ1 − α3 = 0.

(1.15)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

X̄1(µ1) = A1[1, 1]µ1x + A1[1, 2]µ1y ,
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X̄2(µ1) = A1[2, 1]µ1x + A1[2, 3]µ1x ,

X̄3(µ1) = A1[3, 2]µ1y + A1[3, 3]µ1x .

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A1 âûðîæäåííàÿ, èç ñèñòåìû (1.15) íåâîçìîæíî íàéòè âåëè÷èíû
µ1x , µ1y , µ1z . Ïðèâåäåì ñèñòåìó (1.15) ê çàìêíóòîé ôîðìå. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü
äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïî µ1x , µ1y , µ1z óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð X1 , X2 è ñîñòàâèòü
ñêîáêó ßêîáè:

[X1, X2] = A1[1, 1](
∂X2

∂x
+ µ1xF1[2])− A1[2, 1](

∂X1

∂x
+ µ1xF1[1])+

+A1[1, 2](
∂X2

∂y
+ µ1yF1[2])− A1[2, 3](

∂X1

∂z
+ µ1zF1[2]).

Èçâåñòíî [2, 4], ÷òî [X1, X2] = X̄1(X2(µ1))− X̄2(X1(µ1)) . Ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ïî-
ëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìî ñ óðàâíåíèÿìè X1 , X2 , òîãäà ïîëó÷èâøóþñÿ
ñèñòåìó ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî µ1 .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-00624).
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The task of building systems di�erential equations

c⃝ A.V. Zubov5, K.A. Peshechonov6, S.A. Strecopitov7, M. V. Strecopitova8

Abstract. In giving article is solves the task of building that systems of di�erential equations, for
that set limiting multitude in case exclusive smooth compact surface will be integral and asymptotic
stability, and stability on Lapunov's invariant multitude.
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ÓÄÊ ÓÄÊ 517.929

Àíàëèç ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè

c⃝ È. Â. Çóáîâ1, Ñ. Â. Çóáîâ2

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèé ñè-
ñòåì, íå èìåþùèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Îòêðûâàåòñÿ íîâàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ - óõîäÿùèå
äâèæåíèÿ. Èçó÷àþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé è îöåíêè íà ñêîðîñòü
ïðèáëèæåíèÿ òðàåêòîðèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ê òðàåêòîðèè íåâîçìóùåííîãî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå, êîîðäèíàòà, ìàòðèöà, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè, õàðàêòåðíîé äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, çàêëþ-
÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííûì èëè æåëàåìûì êèíåìàòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì
äâèæåíèÿ ïîñòðîèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè, ìåòîäû À.Ì. Ëÿ-
ïóíîâà èìåþò óæå áîëåå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé
äèíàìèêè ó÷èòûâàåòñÿ òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè æåëàåìûõ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê è óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñòðîÿòñÿ ëåãêî.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ẋ = PX +Q+ µF (X). (1.1)

ãäå X = (x1, . . . , xn)
∗ - âåêòîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, P,Q - ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåð-

íîñòåé n× n è n× 1 ñîîòâåòñòâåííî, F = (f1, . . . , fn)
∗ - âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, µ - ìàëûé

ïàðàìåòð.
Ðàâíîâåñíûì ðåøåíèå (äâèæåíèåì) ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîå ðåøåíèå (äâèæåíèå)

X(t,X0) = (x1(t,X0), . . . , xn(t,X0))
∗

â n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ó êîòîðîãî îäíà èç êîîðäèíàò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè
t→ ∞ , à îñòàëüíûå ïîñòîÿííû, íàïðèìåð,

xj(t,X0) ≡ x0j , j = 1, . . . , n− 1; xn → ∞ ïðè t→ ∞.

Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) è î ïîâåäåíèè
ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñíîãî
ðåøåíèÿ.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λn ìàòðèöû P òàêîâû, ÷òî λn =
0 , Reλj < 0 äëÿ j = 1, . . . , n− 1 , F (X̄) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
[1].

Ñäåëàåì çàìåíó X = SY , ãäå S - âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n , è ïîä-
ñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (1.1):

Ẏ = S−1PSY + S−1Q+ µS−1F (SY ). (1.2)

1 ïðîôåññîð ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



Àíàëèç ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè 201

Îòìåòèì, ÷òî xi = (S∗
i , Y ) , ãäå Si − i− ÿ ñòðîêà ìàòðèöû S . Ìàòðèöà S âûáèðàåòñÿ

òàê, ÷òîáû ìàòðèöà A = S−1PS èìåëà ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ïîñëåäíèé ñòîëáåö íóëåâûìè.
Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìàòðèöû î÷åâèäíî. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå S ìîæíî âçÿòü õîòÿ áû
ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîðíåâûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû P ; â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A áóäåò
æîðäàíîâîé.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1.2) â âèäå

Ẏ = AY +R + µΦ(Y ), (1.3)

ãäå R = S−1Q = (y1, . . . , yn)
∗ ,

Φ(Y ) = S−1F (SY ) = (φ1(Y ), . . . , φn(Y ))∗.

Ðàçäåëèì ñèñòåìó (1.3) íà äâå ãðóïïû óðàâíåíèé:

ẏ1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1n−1yn−1 + r1 + µφ1(Y ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ẏn−1 = an−1 1y1 + an−1 2y2 + . . .+ an−1nyn−1 + rn−1 + µφn−1(Y ),

ẏn = rn + µφn(Y ). (1.4)

Ïðè µ = 0 ó ñèñòåìû (1.4) ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ Y0 = (Y 0
1 , . . . , Y

0
n−1) â

ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà {aij} (i = 1, . . . , n − 1, j = 1, . . . , n − 1) íåâûðîæäåííàÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè ó ñèñòåìû (1.4) åñòü ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ Y (µ) è ïðè ëþáîì µ , êîòîðîå ïî ìîäóëþ äîëæíî áûòü ìåíüøå íåêîòîðîãî
ïîëîæèòåëüíîãî µ0 . Ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè,
åñëè ó÷åñòü, ÷òî ÿêîáèàí ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû {aij} , i, j = 1, . . . , n− 1 .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðàâûå ÷àñòè Φ = (φ1, . . . , φn) íå áóäóò çàâèñåòü îò yn , òî ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.4) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è yn áóäåò
ìåíÿòüñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó

yn = yn0 + (r + µφn(Yµ))t.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3) áóäåò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
Ïîñìîòðèì, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñèñòåìó (1.1) íàëîæèò óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè Φ îò

yn , ò.å.

∂φi
∂yn

= 0, i = 1, . . . , n. (1.5)

Òàê êàê

∂φi
∂yn

=
n∑
j=1

∂φi
∂xj

∂xj
∂tn

= (∇φi, Sn),

ãäå Sn − n - é ñòîëáåö ìàòðèöû S , òî (1.5) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

(∇φi, Sn) = 0. (1.6)
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Âåêòîð Sn îðòîãîíàëåí âñåì ñòðîêàì ìàòðèöû P , ò.å. îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó,
íàòÿíóòîìó íà ñòðîêè ìàòðèöû P , è òàê êàê

∇φi =
∑

σij∇fi,

ãäå σij - ýëåìåíòû ìàòðèöû S−1 , òî âûïîëíåíî (1.6), à ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ñïðàâåäëèâî
è ñîîòíîøåíèå (1.5), åñëè ∇f ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñòðîêè ìàòðèöû P
[2].

Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå X(t) . Ïóñòü òî÷êà M ∈ En . Ââåäåì â ðàññìîòðå-
íèå âåëè÷èíó ρ(M,X(t)) - ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî òðàåêòîðèè X(t) : ρ(M,X(t)) =
min
τ≥t0

∥M −X(τ)∥ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå X(t) íàçûâàåòñÿ îðáèòàëüíî
óñòîé÷èâûì (îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì), åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîä-
íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ρ(X0, X(t)) < δ áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ [3]

ρ(X(t,X0), X(t)) < ε ïðè t ≥ 0(ρ(X(t,X0), X(t)) →
t→∞

0).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû P òàêî-
âû, ÷òî Reλj < 0 (j = 1, . . . , n− 1) , λn = 0 , âåêòîðû ∇fj (j = 1, . . . , n) ñóùåñòâóþò è
ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñòðîêè ìàòðèöû P . Òîãäà ñóùåñòâóåò òà-
êîå µ0 > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî µ , ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäÿùåãî µ0 , ñóùåñòâóåò îðáèòàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå íåîãðàíè÷åííîå ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), óñòîé-
÷èâîå ïî Ëÿïóíîâó.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó âèäà

Ẋ = PX + µF (X, z),
ż = r + µh(X, z),

(1.7)

â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ñèñòåìà âèäà (1.1), åñëè ìàòðèöà P èìååò õîòÿ áû îäíî íóëåâîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Çäåñü X = (x1, . . . , xN)

∗ , P − N × N - ìàòðèöà, r > 0 , µ - ìà-
ëûé ïàðàìåòð, F = (f1, . . . , fn) - âåêòîðíàÿ, h(X, z) - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xN , z .

Åñëè F (0, z) ≡ 0 , h(0, z) ≡ 0 , òî ó ñèñòåìû (1.7) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íåîãðàíè÷åííûõ
ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé [1.3]

x1 = x2 = . . . = xn = 0, z = z0 + rt, (1.8)

ïðåäñòàâëÿþùåå ïëîñêîñòü â (N + 1) - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0 [4]. Çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñâîéñòâà ýòîãî ðåøåíèÿ. Çäåñü
è äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé F, h ñëåäóþùåå:

1) ôóíêöèè f1, . . . , fN , h ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xN , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ îòíîñèòåëüíî z , êîãäà âåëè÷èíà ∥X∥ äî-
ñòàòî÷íî ìàëà;

2) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f1, . . . , fN , h íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
x1, . . . , xN ;

3) èìååò ìåñòî îöåíêà |h| ≤ k0|z|b(
∑N

j=1 |xj|)α , ãäå k0 > 0 , a ≥ 0 , b ≥ 0 .
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2. Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì â äàííîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èññëåäîâàíèÿ äâè-
æåíèé ñèñòåì, íå èìåþùèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Îòêðûâàåòñÿ íîâàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ
- óõîäÿùåå äâèæåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-000624).
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The analysis of systems with no limits solutions

c⃝ I.V. Zubov3, S.V. Zubov4

Abstract. In giving article is learns theoretical bases of investigation motions systems, is not have
limiting points. Is opens new region of investigation - going motions. Is learns no limiting solutions
of systems ordinary di�erential equations. Is supposes conditions of stability no limiting solutions
and estimates on velocity approaches of trajectories indignant motion to trajectory no indignant.

Key Words: equally measure solution, coordinate, matrix, asymptotical stability, position of
equally weight
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ÓÄÊ 517.929

Çàäà÷à ïîèñêà ìàòðèöû ìèíèìàëüíîãî ðàíãà

c⃝ Ñ.Â. Çóáîâ 1

Àííîòàöèÿ. Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì ñòàáèëèçàöèè ðåøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìèíè-
ìàëüíîãî ÷èñëà óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (âõîäîâ), ïðè êîòîðûõ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû ìîæíî ñäåëàòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà, ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ìàòðèöà, àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü, ðàíã ìàòðèöû, ñòàáèëèçàöèÿ, ôàçîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ óïðàâëÿå-
ìóþ ñèñòåìó

Ẋ = AX +BU, (1.1)

ãäå ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó B ðàçìåðà (n × r) (B ∈ Rn×r) ìîæíî âûáðàòü íàäëåæàùèì
îáðàçîì.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà p óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (çàäà÷ó
ïîèñêà ìàòðèöû B ìèíèìàëüíîãî ðàíãà), ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíûé çàêîí
óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ U = KX , K ∈ Rp×p òàê, ÷òîáû òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

Ẋ = AX +BKX (1.2)

áûëî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, ò. å. ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A + BK
ëåæàëè â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè [1,2].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íàçîâåì õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè ñè-
ñòåìû (1.1) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî p óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ïðè êîòîðûõ ïóòåì âû-

áîðà ìàòðèöû B ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ U = KX , K ∈ Rp×p òàê, ÷òîáû òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2) áûëî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, ò. å. ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A + BK
ëåæàëè â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü n − k ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ïðè÷åì
çäåñü è äàëåå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ÷èòàþòñÿ ñòîëüêî ðàç êàêîâà èõ êðàòíîñòü. Çàìåòèì,
÷òî ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ X = SY ñèñòåìó (1.1) ìîæíî
ïðèâåñòè ê âèäó

Ẏ1 = A1Y1 +B1U, A1 ∈ Rk×k, B1 ∈ Rk×r, (1.3)

Ẏ2 = A2Y2 +B2U, A2 ∈ R(n−k)×(n−k), B2 ∈ R(n−k)×r, (1.4)

ãäå âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A2 , ÿâëÿÿñü ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A , ëå-
æàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A1 ñîâïàäàþò ñ îñòàëüíûìè
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A , ò. å. èìåþò íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè
(Reλi ≥ 0 , (i = 1, k) ) [4].

1 Äîöåíò, ôàêóëüòåò ÏÌ-ÏÓ ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. [3]. Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû
(1.1) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ïðè êîòîðûõ ýòó ñè-
ñòåìó ìîæíî ñäåëàòü ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé, ïóòåì âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû B ïîëíîãî ðàíãà. Èíîãäà, äëÿ êðàòêîñòè, ãîâîðÿò î õàðàêòåðèñòèêå ïîëíîé
óïðàâëÿåìîñòè ìàòðèöû A .

Ò å î ð å ì à 1.1. [3]. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ìàòðèöû A ñîâïà-
äàåò ñ ìàêñèìàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ åå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû öåëèêîì îïèðàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî åñëè ìàê-
ñèìàëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàâíà p , òî âñåãäà
ìîæíî âûáðàòü p ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ B1, . . . , Bp , ÿâëÿþùèõñÿ
ñòîëáöàìè ìàòðèöû B òàê, ÷òî ðàíã ìàòðèöû D = {B,AB,A2B, . . . , An−1B} áûë ðàâåí
n . Åñëè æå ðàíã ìàòðèöû B ìåíüøå p , òî ñèñòåìà (1.1) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿ-
åìîé [3].

Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.2. Õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1.1) ñîâïà-
äàåò ñ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ìàòðèöû A1 , ò. å. ñ ìàêñèìàëüíîé
ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A íå ïðèíàäëåæàùèõ ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè Reλi ≥ 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ìàòðèöû
A1 ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A
íå ïðèíàäëåæàùèõ ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Reλi ≥ 0 , òàê êàê ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû
(1.1) ê ñèñòåìå (1.3) -(1.4) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S−1AS =

(
A1 0
0 A2

)
,

ãäå ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ñïðàâà èìååò êëåòî÷íûé âèä. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè
âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λi , (i =
1, k) ìàòðèöû A íå ïðèíàäëåæàùèõ ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè (Reλi ≥ 0 ) ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îòâå÷àþùèõ òåì æå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λi , (i = 1, k) ìàòðèöû
A1 . Ýòî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ñäåëàííîå âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå (1.3) - (1.4) ìû ìîæåì ïîëîæèòü r = p è ñîãëàñíî òåîðåìå
1.1. [3] âûáðàòü ìàòðèöó B1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñèñòåìà (1.3) áóäåò ïîëíîñòüþ óïðàâëÿ-
åìîé. Òîãäà ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó [5] ñèñòåìà (1.3) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñòàáè-
ëèçèðóåìîé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ U = KX , K ∈ Rp×n îòíîñèòåëüíî
ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, ò. å. âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A1 + B1K áóäóò ëåæàòü â
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû (1.3) -(1.4) ïðèìåò âèä(
A1 +B1K 0
B2K A2

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ò. ê.

det(D − λE) = det(A1 +B1K − λE)det(A2 − λE).

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



206

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1.3) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé, òî
ïðè ëþáîì ëèíåéíîì çàêîíå óïðàâëåíèÿ U = KX ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A1 +B1K
íå áóäóò ëåæàòü â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ÷èñëî óïðàâëåíèé â ñèñòåìå
(1.1) ìåíüøå p , òî ñèñòåìó (1.1) íåëüçÿ ñòàáèëèçèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî çàêîíà
óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ U = KX .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

Ẋ = AX +BU + F (t,X, U) (1.5)

ãäå âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà ïðè t ≥ 0 , ∥X∥ ≤ L1 , ∥U∥ ≤ L2 è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì

∥F (t,X, U)∥ ≤ L3(∥X∥+ ∥U∥)1+α, α− const, l1, L2, L3 − const,

∥X∥ =

√√√√ n∑
i=1

x2i .

Ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè â ìîíîãðàôèè [5] íà îñíîâå ââåäåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ X = 0 ñèñòåìû (1.5) ìîæíî ñäåëàòü
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïóòåì âûáîðà ìàòðèöû B è óïðàâëåíèÿ U , óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèþ

∥U∥ ≤ β∥X∥, β − const > 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rangB ≥ p , ãäå p - õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè
ìàòðèöû A .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. ℵ10− 08− 00624 ).
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The task of researches matrix minimum rank

c⃝ S. V. Zubov 2

Abstract. For kvasilinear systems of stabilization is solved task of de�nition minimum number
controlling actions (entrances), by that trivial solution this system one can to make asymptotic
stability.

Key Words: controlling stationary system, own number, matrix, asymptotical stability, left
subplane, rank of matrix, stabilization, faze variable
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äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Àíêèëîâ À. Â. 37

Áàëàíäèí Ä. Â. 47

Áëèñòàíîâà Ë. Ä. 57

Áîéêîâ È. Â. 15

Áóçìàêîâà Ì. Ì. 64

Âåëüìèñîâ Ï. À. 37, 70

Ãåðàñèìîâ À. Â. 136

Ãðèíåñ Â. Ç. 9

Ãðèíåñ Å. À. 77

Ãóáàéäóëëèí È. Ì. 111

Ãóðåâè÷ Å. ß. 91

Åãåðåâà Ý. Í. 101

Æóæîìà Å. Â. 125

Çàáåéâîðîòà Î. Þ. 111

Çóáîâ À. Â. 196

Çóáîâ Â. È. 57

Çóáîâ È. Â. 57, 200

Çóáîâ Ñ. Â. 117, 193, 200, 204

Èñàåíêîâà Í. Â. 125

Êàëåäèí Î. Å. 190

Êàíòîð Î. Ã. 164

Êîðìèëèöèí À. À. 101

Êóçüìè÷åâ Í. Ä. 25

Êóïðèíà Ë. À. 125

Ëîãèíîâ Á. Â. 136, 208

Ëÿïèíà À. À. 156

Ìàëêèí Ì. È. 148

Ìàìåäîâà Ò. Ô. 156

Ìèòðÿêîâà Ò. Ì. 9

Ïàíêðàòüåâ Å. Þ. 111

Ïåøåõîíîâ Ê. À. 196

Ïî÷èíêà Î. Â. 9, 77

Ðÿçàíöåâ Â. À. 15

Ðóíîâà Î. À. 101

Ñàõàðîâ À. Í. 91

Ñåðåäêèíà À. È. 181

Ñêó÷èëèí Ì. Þ. 47

Ñîðîêèíà Í. Ê. 190

Ñïèâàê C. È. 164

Ñòðåêîïûòîâ È. Ñ. 196

Ñòðåêîïûòîâ Ñ. À. 57

Ñòðåêîïûòîâà Ì. Â. 57, 196

Ñóäàêîâ Â. À. 37

Ñóõàðåâ Ë. À. 190

Òàìàðîâà Þ. À. 70

Òèìîøèí Ì. È. 170

Òðåãóáîâà Å. Â. 91

Ôåä÷åíêî À. À. 25

×óãóíîâ Ì. Â. 25

Þëäàøåâ Í. Í. 136

Þëäàøåâ Ò. Ê. 181

Þñóïîâà Ã. Í. 164
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â êàòàëîãå Ðîññèéñêîé ïðåññû
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ � 38278.
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