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Ударные стационарные волны в средах с индуцированным рассеянием Рамана и 

нелинейной дисперсией 
 
Интерес к стационарным волнам обусловлен возможностью использования для переноса 
энергии и информации без потерь. Высокочастотные стационарные волны имеют большое 
значение в различных областях науки: оптические импульсы в волоконных линиях связи [1–
3], электромагнитные и ленгмюровские волны в плазме [4]. Распространение импульсов 
большой протяженности хорошо описывается нелинейным уравнением Шредингера (НУШ) 
[5–6], учитывающим линейную дисперсию второго порядка и кубичную нелинейность. 
Стационарные волны в рамках этого уравнения существуют в результате баланса 
дисперсионного разбегания и нелинейного сжатия волнового пакета. Уменьшение 
протяженности высокочастотных волновых пакетов приводит к необходимости учета в НУШ 
членов, соответствующих нелинейным эффектам укручения [7], индуцированного рассеяния 
Рамана [8] и линейного эффекта аберрационного искажения, отвечающего линейной 
дисперсии третьего порядка. Это расширенное НУШ. В расширенном НУШ с учетом 
индуцированного рассеяния Рамана, но в пренебрежении нелинейной дисперсией и 
линейной дисперсией третьего порядка стационарные волны изучались в [9]. В 
пренебрежении эффектом рассеяния Рамана, но с учетом нелинейной дисперсии и линейной 
дисперсии третьего порядка стационарные волны изучались в [10] при нелинейной фазовой 
модуляции, а в [11–12] – при линейной фазовой модуляции. В этом случае стационарные 
волны существуют в результате баланса нелинейной дисперсии и линейной дисперсии 
третьего порядка. В [13] рассматривались стационарные волны в рамках расширенного НУШ 
с учетом нелинейной дисперсии, но в пренебрежении индуцированным рассеянием и 
линейной дисперсией третьего порядка. 
В данной работе найдены стационарные волны перепада в рамках расширенного 
нелинейного уравнения Шредингера, в котором учтены как индуцированное рассеяние 
Рамана, так и нелинейная дисперсия, но отсутствует линейная дисперсия третьего порядка. 
При описании динамики огибающей ( )tU ,ξ  волнового поля ( ) ( )ξωξ iktitU −exp, , 
расширенное НУШ имеет вид: 
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g ∂∂= /ω  – линейная групповая скорость, ( )2
,Ukωω =  – нелинейное 

дисперсионное соотношение, 22 / kq ∂−∂= ω  – параметр линейной дисперсии второго 

порядка, ( )2
/ U∂∂= ωα  – параметр кубичной нелинейности, β  – коэффициент нелинейной 

дисперсии, µ  – параметр индуцированного рассеяния Рамана. В движущейся со скоростью 

V  системе ( tttV =′⋅−= ,ξη ) решение вновь полученного уравнения ищем в виде 

стационарной волны:  ( ) ( ) ( )( )ηϕηη itiAtU +Ω= exp, . Для ( )ηϕ  и ( )ηA  получим:  
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Проанализируем это при различных знаках соотношений Ω− qV 22  и βα Vq 2− .  

1. При 022 >Ω− qV  и 02 <− βα Vq , произведя в (2) замену координаты qqV Ω−= 22ηρ  

и амплитуды волнового поля ( ) ( )αβ qVqVBA −Ω−⋅= 222 , имеем:  
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индуцированное рассеяние, а 2~ βr  – нелинейную дисперсию. Уравнение (3) имеет пять 
состояний равновесия: 0=B  - неустойчивый фокус (получено усреднением малых 

осцилляций по методу Ван-дер-Поля [14]), ( ) ( )rrB 2411 −−±=± −  - седла, и 

( ) ( )rrB 2411 −+±=± + . Последние четыре существуют при 41≤r . Тип неустойчивых 

состояний +± B  определяется соотношением p  и r . При малом 2p  состояния +± B  – 

фокусы (рис. 1.a). При большом 2p  состояния +± B  – узлы (рис. 1.b). 

 
Рис. 1.а,b. Фазовая плоскость уравнения (3). Траектории 1, 2 отвечают стационарным волнам конечной 

амплитуды без подложки, а траектории 3, 4 – волнам на подложках величины −± B . 

 

Отметим, что при 0→r  выполняется 12 →−B . Состояния же +± B  уходят на бесконечность. 

Т.е., при 0=r  стационарные волны на подложке (траектории 3, 4) исчезают, остаются лишь 
волны перепада с затухающими осцилляциями в окрестности нулевой амплитуды 
(траектории 1, 2). Отсюда следует, что стационарные волны на подложке существуют при 
балансе нелинейной дисперсии и индуцированного рассеяния. 

2. При 022 <Ω− qV  и 02 <− βα Vq , произведя в (2) замену координаты qVq 22 −Ω=ηρ  и 

амплитуды волнового поля ( ) ( )αβ qVVqBA −−Ω⋅= 22 2 , получим:  
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равновесия: 0=B  - седло и ( ) ( )rrB 24110 ++±=± . Тип неустойчивых состояний 
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равновесия 0B±  определяется соотношением параметров p  и r . При малом 2p  состояния 

0B±  – узлы (рис.2.a). При большом 2p  состояния 0B±  - фокуса (рис. 2.b).  

 
Рис. 2.а,b. Фазовая плоскость уравнения (4). Стационарным волнам конечной амплитуды без подложки 
отвечают траектории 1 и 2, связывающие состояния равновесия.  
 

Необходимо отметить, что при 0→r  в уравнении (4) состояния равновесия 0B±  уходят на 

бесконечность, что приводит к исчезновению стационарных волн конечной амплитуды. Т.е., 
существование стационарных волн конечной амплитуды в этом случае обусловлено 
балансом эффектов нелинейной дисперсии и индуцированного рассеяния.  

3. При 022 <Ω− qV  и 02 >− βα Vq , произведя в (2) замену координаты qVq 22 −Ω= ηρ  

и амплитуды волнового поля ( ) ( )αβ qVVqBA −−Ω⋅= 22 2 , получим:  
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состояния равновесия: 0=B  - седло и ( ) ( )rrB 24111 ++−±=± . Тип неустойчивых 

состояний 1B±  определяется соотношением p  и r . При малом 2p  состояния 1B±  – 

фокусы (рис. 3.a). При большом 2p  состояния равновесия 1B±  - узлы (рис. 3.b). 

 
Рис. 3.а,b. Фазовая плоскость уравнения (5). Стационарным волнам конечной амплитуды отвечают 
траектории 1, 2, связывающие состояния равновесия.  
 



 

12 
 

При отсутствии в (5) нелинейной дисперсии, стационарные волны не исчезают, т.е. они 
обусловлены балансом эффектов индуцированного рассеяния и линейной дисперсии второго 
порядка.  
4. При 022 >Ω− qV  и 02 >− βα Vq , стационарные волны конечной амплитуды отсутствуют.  
Заключение. В данной работе исследованы стационарные волны c нелинейной фазовой 
модуляцией, пропорциональной интенсивности волнового поля. Найдены два класса 
стационарных волн: существование одних обусловлено балансом эффектов нелинейной 
дисперсии и индуцированного рассеяния Рамана; существование других обусловлено 
балансом индуцированного рассеяния и линейной дисперсии второго порядка. Показано, что 
для волн перепада, обусловленных балансом эффектов нелинейной дисперсии и 
индуцированного рассеяния, величина перепада интенсивности волнового поля определяется 
параметром нелинейной дисперсии r  и уменьшается с его увеличением. Соотношение же 
параметров нелинейной дисперсии r  и индуцированного рассеяния p  меняет лишь 
структуру стационарных волн перепада.  
 
Работа поддержана РФФИ (проект 12-02-00436-а). 
В данной научной работе использованы результаты, полученные в ходе выполнения проекта 
№ 11-01-0066, реализованного в рамках Программы «Научный фонд НИУ ВШЭ» в 2012-
2013 гг. 
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