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Анализ схемы равновероятного 
размещения различимых частиц  
по неразличимым ячейкам

Основная задача исследования состоит в нахождении числа исходов изучаемой схемы и их перечисления в явном виде. 
Для этого обсуждается форма представления исходов. На основе сравнения с аналогичной схемой с неразличимыми 
частицами, изученной в [1] с найденным числом исходов S выводится явная формула для числа исходов N данной схемы, 
выраженная через S.
Наряду с достаточно трудоемким аналитическим вычислением числа исходов схемы N, предполагающее предваритель-
ное нахождение числа S по [1], предлагается численный метод определения N при любых фиксированных значениях 
параметров схемы (n – числа ячеек и r – числа частиц) путем построения графа состояний случайного процесса пое-
диничного последовательного размещения частиц по ячейкам до r-ого шага с определенной дисциплиной нумерации 
состояний, описывающих в принятой форме исходы схемы.
По этому же графу с указанием легко вычисляемых вероятностей переходов из состояния в состояние предлагается 
процедура вычисления вероятностного распределения исходов схемы после размещения фиксированного числа частиц. 
Таким образом, получаем полный перечень всех исходов схемы и их вероятностное распределение.
Кроме этого, приведен численный метод приближенного вычисления числа исходов схемы методом стохастического 
моделирования. Вопросы моделирования исходов схемы также рассмотрены.
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The analysis of the scheme 
of equiprobable placement 
of distinctive particles 
on indiscernible cells

The primal problem of research consists in finding of number of outcomes of the studied scheme and their transfer in an explicit 
form. The form of representation of outcomes is for this purpose discussed. On the basis of comparison with the similar scheme 
with indiscernible particles studied in [1] with the found number of outcomes of S the apparent formula for number of outcomes 
of N these schemes expressed through S is removed.
Along with rather laborious analytical calculation of number of outcomes of the scheme N, the assuming preliminary finding of 
number S on [1], is offered a numerical method of definition of N at any fixed values of parameters of the scheme (n – numbers 
of cells and r – number of particles) by creation of a state graph of casual process of poyedinichny serial placement of particles on 
cells to r-oho step with particular discipline of numbering of the states describing scheme outcomes in the taken form.
On the same count with the indication of easily calculated probabilities of transitions from a state to a state procedure of calculation 
of probability distribution of outcomes of the scheme after placement of the fixed number of particles is offered. Thus, we receive 
the complete list of all outcomes of the scheme and their probability distribution.
Besides, the numerical method of approximate calculation of number of outcomes of the scheme is given by method of stochastic 
model operation. Questions of model operation of outcomes of the scheme are also considered.

Keywords: casual process, method of counts, probability analysis, combinatorial scheme, state graph, addition of particles, 
probability distributions of outcomes.

Математическое моделирование 
приборов и систем

Введение
В обширной литературе по комбинаторике [3…13] явная 
формула для числа N исходов изучаемой схемы не обна-
ружена, не предложены численные методы для вычисле-
ния N и не приведен алгоритм перебора исходов схемы.

В ряде источников предлагаются общие подходы 
к решению задач перечислительной комбинатори-
ки, а именно, в [5…10] – это метод построения пе-
речисляющих производящих функцией с отдельными 
примерами, не включающими изучаемую здесь схе-
му; в [8] и [12] рассматривается теория перечисле-
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ния, основанная на методе производящих функцией; 
в [8] предлагается метод перечисления, связанный с 
рассмотрением алгебр инцидентности и использова-
нием функций Мебиуса на частично упорядоченных 
множествах; в [4] представлены числа Стирлинга I-го 
и II-го рода как соответственно числа размещений r 
различимых частиц по n различимым ячейкам и как 
разбиение множества из n элементов на k непустых 
классов; в [11] в качестве инструмента решения пере-
числительных задач комбинаторики приведен перма-
нент матрицы.

Здесь предложен другой подход к решению перечи-
слительных задач комбинаторики для данной схемы.

1. Вид результата размещения
Все исходы размещения r различимых частиц по n 
неразличимым ячейкам определяются составами по-
павших в ячейки частиц, т.е. их номерами от 1 до r. 
Для записи каждого исхода размещения будем ис-
пользовать фигурные скобки, внутри которых в кру-
глых скобках будем перечислять составы всех n яче-
ек (если в ячейке одна частица, то ее номер будем 
приводить без круглых скобок). Исходы размещения 
в фигурных скобках будут следовать в порядке яче-
ек с большими уровнями заполнений, что соответст-
вует порядку размещения частиц по одной в ячейки 
по мере роста их уровней заполнения. Составы яче-
ек с одинаковыми уровнями заполнений перечисляем 
в алфавитном порядке, считая алфавитом числа от 1 
до r. Ноль будет означать пустую ячейку. Поясним все 
это на примерах.

Пример 1. Пусть n = 3, r= 4. Тогда запись ис-
хода а) {0,0,(1,2,3,4)} означает, что две ячейки пу-
сты, а в оставшейся ячейке – все четыре частицы; 
б) {0,2,(1,3,4)} означает, что одна ячейка пуста, в 
одной – частица с номером 2, а в оставшейся ячей-
ке – частицы с номерами 1,3, 4; в) {0.(1,4),(2,3}} оз-
начает, что одна ячейка пустая, в одной – частицы 
с номерами 1 и 4, а в оставшейся ячейке – части-
цы с номерами 2 и 3. Причем исход {1,2,(3,4)} сто-
ит раньше, т.е. имеет меньший номер, чем исход 
{0,(1, 2),(3, 4)}, а исход {0,(1,3),(2,4)} – раньше, чем 
исход {0, (1,4), (2,3)}.

2. Соответствие между схемами 
равновероятного размещения  
различимых и неразличимых частиц  
по неразличимых ячеек
В дальнейшем для краткости исходную схему раз-
мещения будем называть схемой 1, а альтернатив-
ную – схемой. 

Если сгруппировать все исходы схемы 1 с одинако-
выми наборами уровней заполнения ячеек в одну груп-
пу, то каждая группа состояний (исходов) схемы 1 бу-
дет соответствовать одному состоянию схемы 2.

Если состояния схемы 2 после размещения r частиц 
представим векторами, 

µ µ µ µr
j j j

r
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N
*  – число исходов схемы 2, полученное в [1], то каждо-

му вектору ⊗ µr
j( ) схемы 2 соответствует Sj равновероят-

ных состояний схемы 1, форма представления которых и 
порядок их перечисления описан в п.1, так что они отли-
чаются друг от друга только составами частиц в ячейках 
при одинаковых наборах уровней заполнения ячеек, т.е. 
при одинаковых структурах векторов группы.

3. Вычисление общего  
числа исходов схемы 1
Пусть S – общее число исходов схемы 1, а Sj – числен-
ность j-ой группы исходов (по п. 2), определяемая j-ым 
состоянием схемы 2 и описываемая вектором ⊗ µr

j( )  по-
сле размещения r неразличимых частиц. Тогда число Sj 
определяется количеством делений r различимых ча-
стиц схемы 1 на различимые группы частиц, составля-
ющих разные уровни заполнения ячеек, и делениями 
каждой из этих групп на неразличимые подгруппы яче-
ек одинакового размера, задаваемых вектором ⊗ µr

j( ) . Тог-
да в схеме 1 получаем, что
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а искомое число S вычисляется по формуле

S S
j

N

j=
=
∑
1

*

, (2)

где N *определено в п. 2 и вычислено в [1].
А для вычисления числа S по (2) необходимо иметь 

явный перечень всех векторов {⊗ µr
j( )}, алгоритм получе-

ния которых по соответствующему графу состояний 
последовательного поединичного размещения частиц 
по схеме 2 приведен в [1].

Для небольших значений r и n расчет по формулам 
(1) и (2) числа S удается сделать вручную, а для боль-
ших значений требуется разработка программы пере-
числения всех N N r n* * ( , )=  исходов схемы 2 по описан-
ному в [1] алгоритму и вычисление чисел исходов {Sj} 
схемы 1, соответствующих векторам {⊗ µr

j( )} в схеме 2 по 
(1). Тогда число S останется найти по (2).

Для иллюстрации вычисления числа S приведем 
численный пример при небольших значениях параме-
тров r и n.

Пример 2. Пусть r = 4, n = 3, как в примере 1. Будем, 
как описано в [1], строить граф состояний системы, 
определяемых наборами уровней заполнения ячеек 
при последовательном поединичном равновероятном 
размещении частиц в схеме 2. Обозначение в графе Ei l( )  
будет означать состояние номер i после размещения l 
частиц, которое описывается вектором длины (l + 1) 
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РИС. 2. Граф состояний по примеру 3

РИC. 1. Граф состояний по примеру 2

численностей ячеек с уровнями заполнений от 0 до l 
частиц, а порядок нумерации состояний после разме-
щения l частиц описан в [1] и, коротко, производится в 
соответствии с размещением частиц по мере роста 
уровней их заполнения на предыдущем шаге. (Здесь 
под шагом понимается размещение следующей части-
цы в схеме 2). Все состояния на l-ом шаге будут описы-
ваться всеми векторами вида, 

µ µ µ µr
j

l l l
l( ) ( ) ( ) ( ), ,..., ,= ( )0 1   

где ⊗ µl
k( )  – число ячеек с k частицами, k l=1, а j – номер 

вектора, j N=1, * .
В примере 2 для нахождения численностей групп 

{Sj} исходов схемы 1 нас интересуют векторы ⊗ µr
j( )  при 

l = r = 4. Имеем в этом случае граф состояний представ-
ленный на рисунке 1.

По графу получаем 4 разных вектора 

⊗ µ µ µ µ4
1

4
2

4
3

4
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N
*  (т.е. N *  = 4), соответствующих группам состояний 

по Sj в каждой исходной схемы 1, j =1 4, . Найдем эги 
значения Sj по (2). Число состояний S1 соответствует 
вектору ⊗ µ4

1( ) = (0,2,1,0,0) схемы 2, и по (1) S1 = С24= 6, 
что совпадает с визуальным перебором первой группы 
состояний схемы 1: 
{(1),(2),(3,4)}, {(1),(3),(2, 4)}, {(1),(4),(2, 3)}, 
{(2),(3),(1, 4)}, {(2),(4),(1, 3)}, {(3),(4),(1, 2)}, 
т.е. 6 исходов схемы 1. Число состояний S2 соответст-
вует вектору = (1,0,2,0,0) схемы 2, и по (1) 

S C2 4
4

2

4

2 2
3= =

!

( !) !
,  

что совпадает с визуальным перебором второй группы 
состояний схемы 1: 
{(0),(1,2),(3,4)}, {(0),(1,3),(2,4)}, 
{(0),(1,4),(2,3)}, 

т.е. 3 исхода схемы 1. Число состояний S3 соответству-
ет вектору ⊗ µ4

3( )  = (1,1,0,1,0) схемы 2, и по (1) 
S C3 4

1
3 3 4= = =: , что совпадает с визуальным перебором 

третьей группы состояний схемы 1; 
{(0),(1), (2,3,4)}, {(0),(2),(1,3,4)}, 
{(0),(3),(1,2,4)), {(0),(4),(1,2,3)}, 
т.е. 4 исхода схемы 1. Число состояний S4 соответству-
ет вектору μ 4

4( )  = (2,0,0,0,1) схемы 2, и по (1) S C1 4
4 1= = , 

что визуально соответствует состоянию 
{(0),(0),(1,2,3,4)}, представляющему четвертую группу 
состояний схемы 1, т.е. 1 исход схемы 1. Отсюда по (2) 
имеем S =6 + 3 + 4 + 1 = 14 состояний схемы 1, что уже 
проверено визуальным перебором каждой группы со-
стояний схемы 1.

4. Распределение вероятностей  
всех исходов схемы 1
В работе [1] получено распределение вероятностей всех 
N
*состояний схемы 2. т.е. дан порядок перечисления 

всех состояний схемы 2 и их вероятности {⊗ µr
j( )}, j N=1, * .

В соответствии с п. 2 это означает, что в схеме 1 полу-
чено распределение вероятностей групп равновероятных 
в каждой j-ой группе состояний, учитывающих различи-
мость частиц и соответствующих вектору ⊗ µr

j( )  схемы 2. 
Тогда для нахождения вероятностей всех Sj состояний, 
j-ой группы схемы 1 нужно вероятность pj вектора ⊗ µr

j( )  в 
схеме 2 разделить на Sj, а перечисление состояний j-ой 
группы производить в порядке, определенном в п.1.

Покажем это на примере.
Пример 3. Пусть, как и в примере 2, r = 4, n = 3. 

Тогда рисунок 1 в примере 2 дополним указанием на 
ребрах графа состояний при последовательном поеди-
ничном размещении частиц по ячейкам в схеме 2 веро-
ятностями соответствующих переходов.
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По графу получено N *  = 4 разных вектора состоя-
ния в схеме 2: 

⊗ µ µ µ µ4
1

4
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4
3

4
4( ) ( ) ( ) ( ), , , ,  

т.е. N *  = 4 группы состояний по Sj, j N=1, * в схеме 1. 
В примере 2 значения S1, S2, S3, S4 получены 

S1 = 6, S2 = 3, S3 = 4, S4 = 1; S S j
j

= =
=
∑
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состоянии схемы 1.
По графу (рис. 2) вычислим сначала вероятности 

векторов {⊗ µr
j( )}}, j =1 4, , т.е. состояний схемы 2.
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где обозначение Р(а, b, с. d) означает траекторию 
переходов состояний E E E Ea b c d

( ) ( ) ( ) ( ) .1 1 1 1→ → →
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Отсюда получаем распределение вероятностей 
всех 14 состояний схемы I, перечисленных в приме-
ре 2 в форме таблицы 1, где j-номер группы состояний, 
i-номер состояния в схеме 1.

Проверка
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27
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Итак, получено распределение вероятностей всех 
14 исходов схемы 1.

Перебор траекторий по графу (рис.2) в данном при-
мере с небольшими значениями параметров схемы 2 r 
и n не представляет трудности, однако, в общем случае 
алгоритм такого перебора для каждого конечного со-
стояния описан в [1] и, коротко, состоит в установле-
нии его порядка, от конечного состояния к единствен-
ному начальному по направлениям обратных стрелок 
графа и сверху вниз на каждом шаге.

ТАБЛИЦА 1

j i Состояние 
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1

6

4

9

2

27
⋅ =

2 {(1),(3),(2,4)}
1

6

4

9

2

27
⋅ =

3 {(1),(4),(2,3)}
1

6

4

9

2

27
⋅ =

4 {(2),(3),(1,4)}
1

6

4

9

2

27
⋅ =

5 {(2),(4),(1,3)}
1

6

4

9

2

27
⋅ =

6 {(3),(4),(1,2)}
1

6

4

9

2

27
⋅ =

2 3 7 {(0),(1,2),(3,4)}
1

3

2

9

2

27
⋅ =

8 {(0),(1,3),(2,4)}
1

3

2

9

2

27
⋅ =

9 {(0),(1,4),(2,3)}
1

3

2

9

2

27
⋅ =

3 4 10 {(0),(1),(2,3,4)}
1

4

8

27

2

27
⋅ =

11 {(0),(2),(1,3,4)}
1

4

8

27

2

27
⋅ =

12 {(0),(3),(1,2,4)}
1

4

8

27

2

27
⋅ =

13 {(0),(4), (1,2,3)}
1

4

8

27

2

27
⋅ =

4 1 14 {(0),(0),(1,2,3,4)}

5. Перечисление всех исходов  
изучаемой схемы 1
Для явного перечисления всех исходов схемы 1 раз-
мещения r различимых частиц по n неразличимым 
ячейкам построим случайный процесс последова-
тельного поединичного равновероятного размеще-
ния частиц с растущими номерами, начиная с 1 до 
номера шага размещения, совпадающим с числом 
размещенных частиц, по n ячейкам, записывая состо-
яния процесса в виде исходов схемы 1, описанных 
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в п.1 в указанном там же порядке для каждого фик-
сированного состояния на предыдущем шаге. Тогда 
на r-ом шаге будем иметь перечень всех возможных, 
частично упорядоченных, описанным выше спосо-
бом состояний, относительно каждого из состояний 
(r – 1)-го шага.

Для иллюстрации описанной процедуры приведем 
числовой пример.

Пример 4. Пусть снова, как и в примере 3, n = 3, r = 
4. Проверим полученный там результат числа, перечня 
исходов нашей схемы и их вероятностного распределе-
ния путем построения описанного случайного процес-
са. Введем обозначение j-ого состояния процесса на 
i-ом шаге: Tj i( ) , и будем описывать исходы размещении, 
как указано в п.1, т.е. в виде перечня совокупностей но-
меров частиц в n ячейках в порядке роста уровней их 
заполнения, а при одинаковых уровнях заполнения 
ячеек в алфавитном порядке, считая алфавитом номера 
размещенных элементов. Такая форма записи состоя-
ний процесса обеспечивает единообразие представле-
ния и удобство их сравнения. Нумерацию исходов про-
цесса производим а порядке попадания последней 
добавленной на рассматриваем шаге размещения ча-
стицы в ячейки с растущим предварительным уровнем 
заполнения, т.е. в порядке записи исхода на предыду-
щем шаге.

Представим случайный процесс графом переходов 
из состояния в состояние указанием вероятностей пе-
реходов на ребрах графа.

По графу получаем те же 14 исходов размещения в 
схеме 1, что и были получены в примере 3 п.4 другим 
способом. Распределение вероятностей всех этих исхо-
дов легко считаются по графу на рисунке 3 по единст-
венным для каждого конечного состояния траекториям:

P T P T P T

P T P T

1
4

2
4

9
4

10
4

11

1
2

3

1

3

1

3

2

27

( ) ( ) ( )

( )

,( ) = ( ) =…= ( ) = ⋅ ⋅ ⋅ =

( ) = (( ) ( )

( )

,

,

4
12
4

13
4

1
1

3

2

3

1

3

2

27

1
1

3

1

3

2

3

2

27

( ) = ( ) = ⋅ ⋅ ⋅ =

( ) = ⋅ ⋅ ⋅ =

P T

P T

P TT144 1
1

3

1

3

1

3

1

27

( ) .( ) = ⋅ ⋅ ⋅ =

 

Результат распределения вероятность снова совпа-
ли с полученными другим способом в примере 3.

6. Моделирование исходов схемы 1
Первый способ. По распределению вероятностей всех 
исходов схемы 1, полученного по графу типа представ-
ленному на рисунке 2, моделируем исходы методом 
маркировки (см., например, [2]).

Второй способ. Моделируем исходы схемы разме-
щения г различимых частиц по п различимым ячейкам 
описанным в [2] способом М1 раз. (Далее эту схему бу-
дем называть вспомогательной.)

РИС. 3. Граф состояний по примеру 4
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Шаги дальнейшего моделирования:
1) среди Мi исходов вспомогательной схе-

мы отбраковываем Мi+1 повторяющих-
ся – остается ∆i разных исходов;

2) ∆i разных исходов вспомогательной схе-
мы записываем в форме, описанной в п.1, 
как исходы схемы 1, отбраковывая одина-
ковые – получаем Мi исходов схемы 1;

3) заменяя Мi на Мi+1, – на ∆i+1, Мi
* на 

Мi
*+ 1повторяем шаги 1) и 2), меняя i от 

1 до значения, пока на шаге 1) не ока-
жется отбраковок;

4) искомая выборка исходов схемы 1 по-
лучается путем объединения сово-
купностей результатов шага 2 общим 
объемом 
M Mi

i

* *=
=
∑
1

. 

7. Точный и приближенный расчет  
числа S исходов схемы 1
Точный расчет числа S приведен в п.З и ис-
пользует анализ схемы 2 в [1], а именно, 
описание всех исходов схемы 2 путем со-
ставления графа по правилу, описанному в 
[1], примером которого в настоящей статье 
является граф в примере 3 п.4, представлен-
ный на рисунке 2. Точное значение числа, S 
получается по (1) и (2), где N *  – число раз-
ных состояний схемы 2. т.о. конечных исхо-
дов по графу.

Приближенное значение числа S полу-
чаем при стохастическом моделировании 
M *  исходов схемы 1 при втором способе 
моделирования (см, п. 5) методом пропор-
ции, т.е. из соотношения

⊗ ≈n
S

M
M

r
1

*
,  

где nr – общее число исходов вспомога-
тельной схемы п. 6, а M1 – число ее смо-
делированных исходов известным, напри-
мер, из [2] способом, откуда имеем

⊗ S n M
M

r

≈
*

.
1
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