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Аннотация

В работе рассматриваются нормальные одномо-
дальные предтранзитивные логики, т.е. логики,
в которых можно выразить транзитивную мо-
дальность. Вопрос финитной аппроксимируемости
предтранзитивных логик остается нерешенным
уже на протяжении продолжительного времени,
в частности, эта проблема открыта для логик
K

m
n = K+�m p →�n p, n > m > 1.

Хорошо известно [5], что логика отношений эк-
вивалентности S5 вкладывается в логику предпо-
рядков S4. Мы обобщаем этот результат на слу-
чай произвольной предтранзитивной логики L: в L

вкладывается логика L.sym∗ — расширение логики L

аксиомой, выражающей симметричность «транзи-
тивной» модальности. В силу этого мы имеем сле-
дующее необходимое условие финитной аппрокси-
мируемости (и разрешимости) предтразнитивных
логик: L финитно аппроксимируема (разрешима),
только если финитно аппроксимируема (разреши-
ма) логика L.sym∗.

Мы также покажем, что для всех n > m ≥ 1
логики Km

n .sym∗ финитно аппроксимируемы (этот
результат обобщает результаты [1]).

1. Предтранзитивные логики

Определение 1 ([3]). Логика L называется пред-
транзитивной, если существует формула χ(p) с од-
ной переменной p, такая, что в любой модели Крипке
M, если M � L, то для любой точки w в M

M,w � χ(p)⇔∀u(wR∗u ⇒M,u � p),

где R∗ — транзитивное замыкание отношения дости-
жимости в M.

Чтобы дать синтаксическое описание предтран-
зитивных логик, положим �≤nϕ =

∧n
i=0�

iϕ , где
�0ϕ = ϕ , �i+1ϕ =��iϕ .

Лемма 1 (Шехтман, 2010). Логика L предтранзи-

тивна тогда и только тогда, когда

L ⊢�≤mp →�≤m+1 p

для некоторого m ≥ 1.

Отсюда следует, что для любой предтранзитив-
ной логики найдется такое наименьшее m, что роль
χ(p) из определения 1 формула будет играть форму-
ла �≤m p (мы будем обозначать такую формулу �∗p).
Определим также соответствующий двойственный
оператор ♦∗ϕ = ¬�∗¬ϕ .

Рассмотрим логики Km
n = K + Am

n , где Am
n =

�m p → �n p, n > m ≥ 1. Для любых m и n, Am
n яв-

ляется формулой Салквиста и соответствует перво-
порядковому свойству Rn ⊆ Rm. Таким образом, все
логики K

m
n канонические, элементарные и полные по

Крипке. В случае m = 1, n = 2 мы получаем хоро-
шо известную логику транзитивных шкал K4, ко-
торая является финитно аппроксимируемой. Более
того, согласно [2], все логики K1

n финитно аппрок-
симируемы. Логики с m > 1 тоже рассматривались
ранее: насколько нам известно, K

2
3 появлялась уже

в 1960-х годах в работах Сегерберга (K.Segerberg) и
Собочинского (B. Sobociński); тем не менее, для этих
логик до сих пор не получено результатов об их фи-
нитной аппроксимируемости или разрешимости.

2. Логики с аксиомой симметричности

для �∗.

Для предтранзитивной логики L положим

L.sym∗ = L+(p →�∗♦∗p).

(Такие логики рассматривались, например, в работе
[4] для случая L = K+�≤mp →�≤m+1 p.)

Хорошо известно [5], что для любой формулы ϕ ,

S5 ⊢ ϕ ⇔ S4 ⊢ ♦�ϕ .

Следующая теорема является обобщением этого
факта.
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Теорема 2. Пусть L — предтранзитивная логика.
Тогда для любой формулы ϕ

L.sym∗ ⊢ ϕ ⇔ L ⊢ ♦∗�∗ϕ .

Прежде, чем приступить к доказательству,
сформулируем два важных следствия леммы 1.

Предложение 3. Для предтранзитивной логики L

и L-конуса F= (W,R), F �L.sym∗ тогда и только то-
гда, когда R∗ является универсальным отношением
на W .

Предложение 4. Пусть L — предтранзитивная
логика. Тогда для произвольной формулы ϕ имеем:
S4 ⊢ ϕ ⇒ L ⊢ ϕ∗, S5 ⊢ ϕ ⇒ L.sym∗ ⊢ ϕ∗, где ϕ∗ полу-
чена из ϕ заменой � на �∗ и ♦ на ♦∗.

Доказательство теоремы 2. Если L ⊢ ♦∗�∗ϕ , то
L.sym∗ ⊢ ♦∗�∗ϕ . Поскольку S5 ⊢ (♦�p → p), исполь-
зуя предыдущее предложение, получаем L ⊢ ϕ .

Для доказательства в обратную сторону вос-
пользуемся индукцией по длине вывода формулы ϕ .

Допустим, что ϕ = p → �∗♦∗p. Поскольку S4 ⊢
♦�(p → ♦�p), то по предложению 4 имеем L ⊢
♦∗�∗ϕ .

Пусть L.sym∗ ⊢ψ1, L.sym∗ ⊢ψ1 →ϕ . По предполо-
жению индукции L ⊢ ♦∗�∗ψ1, L ⊢ ♦∗�∗(ψ1 → ϕ). То-
гда L ⊢ �∗♦∗�∗ψ1, L ⊢ �∗♦∗�∗(ψ1 → ϕ) (используя
�-правило можно легко показать, что �∗-правило
допустимо в L). Формула �♦�p∧�♦�(p→ q)→♦�q
выводима в S4, поскольку эта формула общезначи-
ма в любой конечной S4-шкале. По предложению 4
получаем ♦∗�∗ϕ .

Случай, когда ϕ получена по правилу подста-
новки — тривиален.

Пусть ϕ =�ψ , L.sym∗ ⊢ ψ . Легко проверить (ис-
пользуя полноту логик K+�≤m p → �≤m+1 p), что
L ⊢♦∗�∗p →♦∗�∗�p. По предположению индукции,
L ⊢ ♦∗�∗ψ , следовательно L ⊢ ♦∗�∗ϕ .

Следствие 5. Если L финитно аппроксимируема,
то L.sym∗ тоже финитно аппроксимируема.

Доказательство. Если формула ϕ L.sym∗-непроти-
воречива, то �∗♦∗ϕ выполнима на конечной L-
шкале (W,R). Следовательно, ϕ выполнима в макси-
мальном R∗-сгустке, который является L.sym∗-шка-
лой.

Таким образом, в предтранзитивном случае, от-
рицательные результаты о финитной аппроксимиру-
емости или разрешимости логики L.sym∗ переносят-
ся на L. Тем не менее, авторам не известны при-
меры таких негативных результатов для логик вида
L.sym∗. Более того, мы докажем, что логики Km

n .sym∗

финитно аппроксимируемы для всех n > m ≥ 1.

3. Финитная аппроксимируемость

По теореме Салквиста все логики Km
n .sym∗ кано-

нические и элементарные. Класс Km
n .sym∗-шкал удоб-

но описывать в терминах путей и циклов. Под R-
путем Σ в шкале Крипке (W,R) будем понимать ко-
нечную последовательность из двух или более (не
обязательно различных) точек (x0,x1, . . . ,xl), таких,
что xiRxi+1 для всех i < l. Будем говорить, что Σ со-
единяет x0 и xl . Величину l будем называть длиной Σ
(обозначение: [Σ]). Σ является R-циклом, если xl = x0.

Предложение 6. Пусть n > m ≥ 1, F= (W,R)— ко-
нус, отличающийся от иррефлексивного синглето-
на. Тогда F �Km

n .sym∗, если и только если любые две
точки из W принадлежат некоторому R-циклу, и
для любых w1, w2, если w1 и w2 соединены R-путем
длины n, то w1 и w2 соединены R-путем длины m.

Предложение 7. Для любых q,r ≥ 0, n > m ≥ 1,

K
m
n ⊢ ♦m+(n−m)q+r p → ♦m+r p.

Доказательство. Индукцией по q.

Предложение 8. Все логики K
m
n .sym∗ различны.

Доказательство. Пусть L1 = Km
n .sym∗ и

L2 = K
s
t .sym∗. Сначала предположим, что s < m,

и рассмотрим шкалу

F= (W,R), W = {0,1, . . . ,m} , xRy ⇔
⇔ y = x or y ≡ x+ 1 (mod m+ 1).

Легко проверить, что F |= L1 и F 6|= L2.
Теперь предположим, что s=m и t < n. Положим

k = n−m,

F
′ = (W ′,R′), W ′ = {0,1, . . . ,k− 1} , xR′y ⇔

⇔ y ≡ x+ 1 (mod k).

Нетрудно видеть, что F
′ |= L1 и F

′ 6|= L2.

Теорема 9. Логики K
m
n .sym∗ финитно аппроксими-

руемы для всех n > m ≥ 1.

При m = 1 утверждение теоремы следует из ре-
зультатов работы [2] и следствия 5. Кроме того,
для случая m = n+ 1 проходит стандартный метод
фильтрации (этот метод был применен в [4] для ло-
гик K+�≤m p → �p≤m+1). Тем не менее, стандарт-
ная фильтрация не работает в произвольном слу-
чае. Чтобы сохранить общезначимость формулы Am

n ,
приходится строить контрмодель более аккуратно.
Для этого нам потребуется следующая модифика-
ция понятия фильтрации (срав. [6]).

Определение 2. Пусть M = (W,R,θ )— модель
Крипке, ϕ — формула и ∼— отношение эквивалент-
ности на W . Для u,v ∈W определим
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u ∼ϕ v ⇔ u ∼ x и (M,u � ψ ⇔ M,v � ψ) для всех
подформул ψ формулы ϕ .

Пусть W =W/∼ϕ , uRv ⇔∃u′ ∈ u ∃v′ ∈ v(u′Rv′), θ(p) =
{u |u ∈ θ (p)} для всех переменных формулы ϕ (для
определенности, полагаем θ (p) =∅ для всех осталь-
ных переменных). Модель (W ,R,θ ) называется (ми-
нимальной) ∼-фильтрацией модели M через ϕ .

Заметим, что в случае, когда ∼ является универ-
сальным отношением, ∼-фильтрация совпадает со
стандартной минимальной фильтрацией. Стандарт-
ный результат о сохранении истинности для подфор-
мул ϕ при стандартной фильтрации легко перено-
сится на случай ∼-фильтраций. Заметим также, что
если W/∼ конечно, то W/∼ϕ тоже конечно.

Предложение 10. Пусть (W ,R,θ )—∼-фильтра-
ция модели (W,R,θ ). Тогда

• для каждого l > 0, xRly влечет xR
l
y;

• если R∗ универсально на W , то R
∗

универсально
на W .

Это предложение легко проверяется по опреде-
лению.

Основная сложность в доказательстве теоремы 9
заключается в построении такого отношения эквива-
лентности ∼, которое бы сохраняло общезначимость
Am

n при ∼-фильтрации.
Наибольший общий делитель множества целых

чисел I будем обозначать НОД (I).

Доказательство теоремы 9. Пусть L = K
m
n .sym∗,

k = m − n. Рассмотрим бесконечный L-конус F =
(W,R), модель M = (W,R,θ ), и предположим, что
M,x � ϕ . Построим конечную L-шкалу F = (W ,R), в
которой выполнима формула ϕ .

Для d > 0 определим на W отношение ∼d:

u∼d w⇔ существует R-путь Γ из u в w, т.ч. d делит [Γ]

Утверждение 1. Если d делит длину любого R-
цикла в F, то ∼d является отношением эквивалент-
ности и W/∼d конечно.

Очевидно, что ∼d транзитивно; рефлексивность
∼d следует из того, что для любой точки w ∈ W су-
ществует R-путь из w в w. Если u ∼d w, то d делит
[Γ↑] для некоторого R-пути Γ↑ из u в w. Пусть Γ↓ —
некоторый R-путь из w в u. Тогда d делит [Γ↑]+ [Γ↓],
поэтому d делит [Γ↓], и w ∼d u.

Чтобы показать, что W/∼d конечно, возьмем
точки w1Rw2R . . .Rwd (такие точки существуют, т.к.
F сериально). Если u ∈W , то существует путь Γ, со-
единяющий wd и u. Тогда wd−r ∼d u, где r — остаток
от деления [Γ] на d.

Чтобы проиллюстрировать дальнейшую кон-
струкцию, рассмотрим простейший случай, когда

k — простое или k = 1. Имеется две возможности:
(a) существует R-цикл Γ0, т.ч. НОД ([Γ0],k) = 1;
(b) k делит длину любого R-цикла в F.

Пусть верно (a). Тогда покажем, что wRlu для
любых l ≥m, w,u ∈W . Пусть v обозначает начальную
точку Γ0, Γ1 — R-путь из w в v, Γ2 — R-путь из v в u.
Для некоторого r < k имеем l+[Γ1]+ [Γ2]≡ r (mod k).
Рассмотрим путь Γ = Γ1Γl+k−r

0 Γ2 (т.е. Γ “идёт” вдоль
Γ1, потом l + k− r раз “проходит” Γ0 и в конце — Γ2).
Путь Γ соединяет w и u, и [Γ] = l+qk для некоторого
q > 0. По предложению 7, wRlu.

Пусть (F,θ )— минимальная фильтрация M че-
рез ϕ . По предложению 10, между любыми двумя
точками в W существует R-путь длины m, таким об-
разом F � L.

Теперь пусть верно (b). В этом случае ∼k яв-
ляется отношением эквивалентности на W . Пусть
(W ,R,θ )—∼k-фильтрация M через ϕ . Покажем, что
(W ,R) � Am

n . Предположим, что xR
n
y. Это означа-

ет, что для некоторых x0,x′0, . . . ,xn,x′n: x0 = x, x′n = y,
xi ∼d x′i и x′iRxi+1 для всех i < n. Теперь, поскольку
xi ∼d x′i влечет xiRqikx′i (для некоторого qi), то суще-
ствует R-путь Γ из x в y, т.ч. [Γ] = n+qk, q = ∑qi. По-
этому, xRm+(q+1)ky, и xRmy (предложение 7), и, значит,
xR

m
y (предложение 10). Следовательно, F � L.

Эту конструкцию можно обобщить на произ-
вольное k. Для этого нам необходимо использовать
комбинацию аргументов из (a) и (b).

Пусть D =
{

НОД ([Γ],k) | Γ — R-цикл в W
}

, и
пусть d — наибольший общий делитель D. Для опре-
деленности, пусть D = {d1, . . . ,ds}.

Утверждение 2. Существуют натуральные
a1, . . . ,as и R-циклы Γ1, . . . ,Γs, такие, что

a1[Γ1]+ · · ·+ as[Γs]≡ d (mod k).

Для доказательства этого утверждения заме-
тим, что для любого di существует R-цикл Γi и нату-
ральное li, такие, что

[Γi] = lidi и li ≡ 1 (mod k).

Для некоторых bi имеем ∑s
i=1 bidi = d, следовательно

∑s
i=1 aidi ≡ d (mod k) для некоторых ai > 0. Т.к. li ≡

1 (mod d), то ∑s
i=1 ailidi ≡ d (mod k), что доказывает

утверждение 2.

По утверждению 1, ∼d — отношение эквивалент-
ности на W . Пусть (W ,R,θ )—∼d-фильтрация M че-
рез ϕ . Аналогично случаю (b), можно показать, что
если uR

n
w, то u ∈ Rn+drw для некоторых r ≥ 0. В силу

предложения 7, можем считать r < k.
Пусть vi обозначает начало пути Γi, ∆↑

i — R-

путь из w в vi, ∆↓
i — из vi в w. Пусть Σi =

∆↑
i

k−1
∆↓

i
k−1

∆↑
i Γ(k−r)ai

i ∆↓
i . Таким образом, Σi — R-путь

из w в w и [Σi] ≡ (k − r)ai[Γi] (mod k). Пусть Γ =
Σ0Σ1 . . .Σs, где Σ0 — R-путь из u в w длиной n + dr.

355



По предложению 2, [Γ] ≡ m (mod k). Поэтому, uRmw,
uR

m
w и F � Am

n .

Заметим, что конструкция, предложенная в до-
казательстве теоремы 9, работает для случая лю-
бых расширений K

m
n .sym∗ формулами, устойчивы-

ми относительно фильтраций. Это позволяет обоб-
щить результаты работы [1], где была доказана фи-
нитная аппроксимируемость логик K

m
m+1 + p →�♦p,

m ≥ 1. Действительно, из симметричности исходной
шкалы будет следовать и симметричность постро-
енной конечной структуры. Следовательно, логики
Km

n .sym∗+ p →�♦p являются финитно аппроксими-
руемыми для любых n > m ≥ 1. С другой сторо-
ны, формула симметричности бинарного отношения
сильнее, чем формула симметричности его транзи-
тивного замыкания. Таким образом,

K
m
n .sym∗+ p →�♦p = K

m
n + p →�♦p,

из чего вытекает

Следствие 11. Логики Km
n + p →�♦p финитно ап-

проксимируемы для всех n > m ≥ 1.
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